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1 ZAHLENMENGEN

Der folgende, kurze Uberblick der Zahlenmengen folgt dem iiblichen Aufbau im Schulunterricht
von der Primarstufe zur gymnasialen Stufe. Von den sogenannten natiirlichen Zahlen zu den reel-
len Zahlen. Wichtig fiir Sie ist, dass Sie die Bedeutung und die korrekte Notationen dieser Mengen
beherrschen, da eine Zahlenmenge oft als gegebene Grundmenge oder als zusitzliche Vorausset-
zung in Aufgabenstellungen auftritt.

1.1 IN = Menge der natiitlichen Zahlen

IN={1,2,3,...}

Daraus lassen sich kompliziertere Zahlenmengen konstruieren. Man spricht auch von einer sog.
Zahlenbereichserweiterung. Diese Notwendigkeit besteht, da bereits die Gleichung x + 2 =2 in
IN keine Losung hat. Mit diesem Grundgedanken werden wir jetzt die Menge der natiirlichen
Z.ahlen nach und nach erweitern.

1.1.1 1No = Menge der natiirlichen Zahlen einschliesslich der Null
IN, ={0,1,2,...}. Durch Hinzufligen der 0 lisst sich nun auch die Gleichung x + 2 = 2 Isen.

1.2 Z = Menge der ganzen Zahlen
Z={..,-2,-1,0,1,2,...}. InZ hat auch die folgende Gleichung eine Losung: 8 + x = 5.

1.3 Q = Menge der rationalen Zahlen

Q ist die Menge der rationalen Zahlen, das heisst der Briiche %, wobei a und b ganze Zahlen

sind und b verschieden von 0 sein muss. (Teilen durch null ist nie erlaubt!) In Q hat jede Glei-
chung der Form b-x =g mit b= 0 ecine (eindeutige) Losung.

Aufgepasst: Es gibt Zahlen wie etwa «» oder «/2», die £eine Elemente aus Q sind! Es ldsst sich
beweisen, dass sich diese Zablen nicht als Briiche darstellen lassen! Diese Zahlen sind nicht abbrechende
Dezimalzablen, sie werden also nie periodisch nach dem Komma. (Siehe Anhang)

Diese neue Kategorie von Zahlen nennt man irrationale Zahlen. Alle Wurzeln aus Primzahlen und
Kombinationen davon sind weitere Beispiele fiir irrationale Zahlen. Fir die irrationalen Zahlen ist
kein eigener Buchstabe vorgesehen. Sie konnen aber mit IR\Q (die Menge der reellen Zahlen ohne
die rationalen Zahlen) angegeben werden. Niheres zu den reellen Zahlen folgt jetzt:

1.4 IR = Menge der reellen Zahlen

Die Menge der reellen Zahlen ist die Menge der rationalen Zahlen vereinigt mit den irrationalen
Zahlen. Beim Schritt von Q auf IR erhalten Gleichungen wie etwa x> = 2 eine Losung (Wurzeln).
Aber es kommen noch viel mehr Zahlen dazu, wie etwa die Kreiszahl 7 und die sog. Eulersche
Zahl e, die nicht Lésung einer solchen einfachen Gleichung sind. Dieser Schritt ist bei weitem
der schwierigste der hier erwihnten Schritte. Aber um mit solchen Zahlen rechnen zu kénnen,
miussen wir uns dartiber keine Sorgen machen. In gewisser Hinsicht ist IR die ideale Zahlenmen-
ge, um nicht nur zu zihlen, sondern auch messen zu kénnen.
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Man hat IN C IN, € Z C Q C IR, wobei das Symbol C «st enthalten in» bedeutet. (Die Rede-
wendung «st Teilmenge vony ist ebenfalls gebrauchlich.)

Um anzugeben, dass eine Zahl x in einer dieser Mengen liegt, verwenden wir das Symbol €. So
heisst x € Q, dass x eine rationale Zahl ist.

1.5 Teilmengen

Manchmal méchten wir mit Teilmengen der oben genannten Mengen arbeiten, wie etwa

1. Intervalle: wir schreiben [0, 2) fur alle Zahlen x € IR mit x = 0 und x < 2;

Dieses Intervall (nennen wir es I) lisst sich auch so darstellen: I= {x € IR | 0 <= x <2}
lies: « Die Menge aller Zahlen x Element IR, fir die 0 < x < 2 gilt ».

und
2. Endliche Mengen, wic z.B.: {%, 7w ,0} oder {1,2,...,10} (die Menge aller Zahlen in

IN, die kleiner als 11 sind) oder {1, 3,5, 7,9, ..., 21} (die Menge aller ungeraden natiirli-
chen Zahlen kleiner als 22).

1.6 Verknipfungen +, -, —,:

Auf IN, IN,, Q, R sind die Verkntipfungen + (Addition) und - (Multiplikation) definiert. Wenn
es keine Verwirrung bringt, so lassen wir - weg. Weiter gibt es ab Z die Verkntipfung — (Sub-
traktion) und wir schreiben —a fir 0-a. Schliesslich gibt es ab Q die Verkniipfung : oder / (Di-

. . a . .
vision), oft auch geschrieben als a/b = = Diese Operation ist aber nur dann erlaubt, wenn b =0

ist. Die Operationen +, ', — und: heissen Grundoperationen.

Die Reihenfolge der Operationen wird in der Mathematik nach strengen Regeln vorgenommen.
Sie ist wie folgt festgelegt:

1. Ausdriicke in Klammern (Schachtelklammern werden von innen nach aussen aufgel6st.)
2. Punkt-Operationen (-, :)
3. Strich-Operationen (+,—)

1.6.1 Beispiele zur Reihenfolge der Operationen

&~
(1) 20-8:4=
@ 3-(5-9)=

B) 10—(1= (4+9))-2 =
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1.6.2 Bruchrechnen

1.6.2.1 Briiche kiirzen

Sind im Zihler und im Nenner eines Bruches gleiche Faktoren, so kann man sie kiirzen, indem
man Zdbler und Nenner durch den gleichen Faktor teilt. Wenn man einen Faktor kiirzt, bleibt immer der
Faktor 1 stehen. Der Wert des Bruches dandert sich beim Kiirzen nicht! Summen dirfen nicht ohne weiteres
gekurzt werden! Zwei Beispiele:

1) % = (..mit 9 kiirzen) == (Der Wert des Bruches dndert sich dabei nicht!)

llw | b

2) % (...hier wiire es falsch mit 5 zu kiirgen. Im Ziahler liegt eine Summe und &ezn Produkt vor!)

Das richtige Resultat lautet: % =2.6 ..und nicht 9. Der Bruchstrich zwingt uns (nach dem Dis-

tributivgesery) dazu, jeden Summanden aus dem Zihler mit dem Nenner zu dividieren:
845 8+5):5= 8 $2 8 +1. Dies wire dann zwar eine zuldssige Umformung, entspricht je-

doch nicht dem Kirzen des Bruches.

1.6.2.2 Briiche addieren / subtrahieren

Man kann nur gleichnamige Briche addieren (subtrahieren): Man addiert (subtrahiert) die Zahler und
behilt den Nenner bei. Wenn moglich kiirzt man anschliessend. Ungleichnamige Briiche muss man
zuerst gleichnamig machen (d. h. auf gleiche Nenner erweitern). Dabei nimmt man nicht irgendeinen
beliebigen gemeinsamen Nenner, sondern den Rleinstmaglichen gemeinsamen Nenner (den sog. Hauptnenner, auch
kleinstes gemeinsames 1 ielfaches «kgl”» der beiden Nenner genann). Die Rechnung wird dann einfacher,
und wir brauchen nicht, mit allzu grossen Zahlen zu rechnen! Ein Beispiel:

%+——— =—+-—-— =—(..noch mit 4 kiirzen) =

N
.
[\
—_—
[\9)
[
[\S)
—
[\
—
N
llwo | v

1.6.2.3 Briiche multiplizieren

Zwei Briiche werden nach der Merkregel «Zdabler = Zdibler» diber «Nenner *© Nenner» miteinander mul-
tipliziert. Vor dem Ausmultiplizieren kiirgen wit, falls moglich. Die Rechnung wird dann einfacher,
und wir brauchen nicht mehr, mit allzu grossen Zahlen zu rechnen! Ein Beispiel:

% (-..vor dem Ausmultiplizieren mit 3 kirzen!) = 28

2.
3 1-7

N1

1.6.2.4 Bruiche dividieren

Briiche werden dividiert, indem man den ersten Bruch mit dem Kebrwert des zpeiten Bruches multipliziert.
Die Division von Briichen wird also auf die Multiplikation von Briichen zurtickgefiihrt!

Ein Beispiel:

AN,

= % . % (-..noch mit 3 kiirzen und ausmultiplizieren) =

W | =
oo | o
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1.6.2.5 Doppelbriiche

Doppelbriiche miussen deutlich geschrieben sein. Der Hauptbruchstrich muss linger und eher di-
cker sein als die anderen. Das Gleichheitszeichen gehort auf die Héhe des Hauptbruchstrichs. Da
ein Doppelbruch ebenso gut als Division zweier Briiche aufgefasst werden kann, gilt fir die Be-
rechnung: Der obere Bruch wird mzit dem Kebhrwert des unteren multipliziert. Ein Beispiel:

3w
Il
|
[ ]
[SSHIEN|
Il
|w
W
Il
—_
—
=

|
—_
o)
[
o)

\1\w|0\\m
Il

Noch eine kurze Begriindung dieser Rechenregel «Bruch durch Bruch = Bruch mal Kehrbruch»:

5.
6

[SSHIEN|
W
0

% =x ,somit «Bruch mal Kehrbruch»

|

3
-x=.
7

\1\w|ox )
Il
=
0
|
I
=
| w
0

1.6.2.6 Periodische Dezimalzahlen in Briiche umwandeln

Zahlen wie 0.636363... oder 0.7333... sind sogenannte periodische Dezimalzahlen. Ab einer be-
stimmten Stelle wiederholt sich eine Zahlenfolge bis in alle Unendlichkeiten. Dieser Zahlenfolge
sagt man auch «Periode».

0.636363... hat die Periode 63. Man schreibt hierfiir auch 0.63

0.7333... hat die Periode 3. Anders geschrieben: 0.73.

Aber wie kann man solche periodische Dezimalzahlen in Briiche umwandeln?
Die Idee: Durch eine geschickte Subtraktion bringen wir den periodischen Teil der Dezimalzahl
zum Verschwinden. Die folgenden Beispiele sollten selbsterklirend sein:

Beispiele:
10x = 2222.

) x=02 - lx = 0222. Somitistx=§.
9x = 2 =

100x = 63.6363...
b) x=063 — lx = 06363.. somitistx=§=l

9 11
9x = 63 =
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2 VARIABLEN

Wenn wir tiber eine nicht niher spezifizierte Zahl aus einer Teilmenge der genannten Zahlenmen-
gen (zum Beispiel aus einem Intervall in IR) reden mochten, so bezeichnen wir sie mit einem (meis-
tens lateinischen) Buchstaben, den wir Variable nennen. Dabei bezeichnen die Variablen x, vy, z
meistens reelle Zahlen (wir schreiben: x, y, z € IR), wihrend 1, j, m, n eher Elemente von IN, sind
@, j, m, n € IN;) und andere Buchstaben (etwa a, b, c¢) beide Bedeutungen haben kénnen (aber das
ist nattirlich kein Gesetz!)

Fir eine Variable sollte man immer genau angeben, welche Werte sie haben kann, d.h. man sollte
immer eine Teilmenge von einer der eingefihrten Zahlenmengen angeben, in der die Variable lie-
gen soll; diese Menge nennen wir dann den Definitionsbereich der Variable.

2.1 Beispiele
(1) n e {1,2, .., 10} heisst, dass n fir eine natirliche Zahl grosser als 0 und kleiner als 11 steht.

(2) x € [0, 10) heisst, dass x einer reellen Zahl grosser gleich 0 und kleiner als 10 entspricht.

(3) Wenn nur Ungleichheiten, oder andere Eigenschaften von Variablen ohne weitere Angaben
gegeben sind, so ist gemeint, dass die Variablen reell sind. Also heisst a+b =3 (ohne weiteres),
dass a und b reelle Zahlen sind, deren Summe ungleich 3 ist.

Nun kénnen wir mit Variablen genauso rechnen wie mit Zahlen, d.h. wir kénnen sie miteinander,
oder mit konkreten Zahlen, multiplizieren, zueinander addieren, usw.

Indem man mehrere solche Operationen zusammensetzt, erhilt man sogenannte algebraische Aus-
dricke (auch Terme genannt).

Mann soll dabei darauf achten, dass diese Ausdricke Sinn machen fur alle Werte der Variablen aus
ihten Definitionsbereichen. Insbesondere sollte der Nenner eines Bruchs fir keine Werte der Vari-
ablen null werden!

Oft dreht man das Vorgehen um, und schrinkt die Definitionsbereiche der Variablen erst dann ein,
wenn man solchen Nennern begegnet. Das ist nur deshalb erlaubt, weil man weiss, dass man auch
von Anfang an diese Definitionsbereiche hitte so wihlen kénnen.
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3 TERMUMFORMUNGEN

Termumformungen erfolgen nach eindeutig bestimmten Rechengesetzen und Regeln (Assoziativ-
gesetz, Kommutativgesetz, Distributivgesetz, etc.) Wird ein Term korrekt umgeformt, so ergibt sich
beim Einsetzen von Zahlenwerten fir die Variablen sowohl beim urspriinglichen wie auch beim
umgeformten Term derselbe Wert. Man spricht deshalb auch von einer dquivalenten Termum-

formung. [Aquivalenz: Zu lateinisch aequivalentia «Gleichwertigkeit»]

3.1 Die Rechengesetze

3.11 Rechengesetze der Addition

In Worten: fir a, b, c gilt:
Kommutativgesetz Die Reihenfolge der Summanden hat keinen|a+b=b +a
(Vertauschungsgesetz) | Einfluss auf die Summe, d.h. es gilt: 2+3=3+2
Assoziativgesetz Bei drei Summanden hat die Reihenfolge der| (a+b) +c=a + (b + ¢)
(Verbindungsgesetz) Additionen keinen Einfluss auf die Summe,|(5+2)+3 =5+ (2+ 3)

d.h. es gilt: 7 +3=5+ 5

Kommutativ- sowie Assoziativgesetz gelten analog fiir Summen mit beliebig vielen Summanden.

3.1.2 Rechengesetze der Multiplikation

In Worten: fir a, b, c gilt:
Kommutativgesetz Die Reihenfolge der Faktoren hat keinen|a*b=Db"a
(Vertauschungsgesetz) | Einfluss auf das Produkt, d.h. es gilt: 2:3=3"2
Assoziativgesetz In einem Produkt aus drei Faktoren hat die|(a"b) ' c=a" (b " c)
(Verbindungsgesetz) Reihenfolge der Multiplikationen keinen|(2°3) 4 =3+ (2" 4)

Einfluss auf das Produkt, d.h. es gilt: 6 4=3" 8

Kommutativ- sowie Assoziativgesetz gelten analog fir Produkte mit beliebig vielen Faktoren.

3.1.3 Das Distributivgesetz (Verteilungsgesetz)

Es regelt das Zusammenwirken von Addition und Multiplikation.

fir a, b, c gilt:

Man darf eine Summe multiplizieren, indem man zuerst die Summan-
den multipliziert und dann die erhaltenen Produkte addiert (sog.
gliedweises Ausmultiplizieren).

a(b+c) =ab+ac
2:3+4H=2-3+2-4
27 =6 + 8

oder umgekehrt: In einer Summe zweier Produkte darf man einen ge-
meinsamen Faktor ausklammern.

a‘bta c=a (b+c)
2:3+2:4=2"3+4
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3.2 Beispiele von Termumformungen

3.2.1 Klammerregeln

40p — [(30q - 12p) — (7q + 3p)| =
= 40p — [30q — 12p — 7q — 3p] Innere Klanmern anfgelost

= 40p — [23q — 15p] gusammengefasst
= 40p — 23q + 15p Eckige Klammern aufgelist
= 55p — 23q ZLusammengefasst

3.2.2 Anwendung des Distributivgesetzes
(1) (2a—c) (a—2c) = 2a° — 4ac —ac + 2¢” = 22° — Sac + 2¢°

@) @x—y+3)(x+3y) =7

@ Mehrere Klammern werden miteinander multipliziert, indem man schrittweise zuerst zwei
Klammern multipliziert und anschliessend das entstehende Produkt mit der dritten Klammer mul-
tipliziert (Assoziativgesetz!):

3) x+3)E+5 -2 =
(X2 + 5x + 3x + 15) (x — 2) = (Um Rechenaufwand zu sparen, die linke Klammer zuerst vereinfachen!)
(X2 +8x+ 15 x-2) =
X —2x" + 8% —16x +15x — 30 = x’ + 6x" — x — 30.

3.3 Die binomischen' Formeln

Die binomischen Formeln - es gibt drei Stiick davon - sind ein Hilfsmittel zum Ausmultiplizieren
und zur Faktorisierung. Beim Ausmultiplizieren sparen sie Zeit, bei der Faktorisierung sind sie oft
unersetzlich! Deshalb lohnt es sich diese Formeln auswendig zu lernen.

3.3.1 Die 1. binomische Formel

. . . . . . 2 2 2
Diese wird angewendet, wenn eine Summe quadriert wird. Sie lautet: (a+b)" =a" +2ab+b

® Vermeiden Sie den hiufig gemachten Fehler: (a +b)* = a* +b* 22!l

Setzen Sie zum Beispiel a=4 und b=3 ein und tiberzeugen Sie sich selbst von der Unkorrektheit
dieser Aussage! Nur die einzelnen Summanden zu quadrieren ist falsch! Es kommt noch was dazu:

1 Das Wort Binom steht fiir eine Summe aus gwei Gliedern. Binome sind also Terme wie a+b, 2x+vy, 3a—2b, usw.
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Zur korrekten Herleitung s

(a+b)* =(a+b)a+b)=...

Beispiele:
(1) Bc + d)* = 9¢* + 6¢cd + d?
Da a und b Variablen sind, also beliebig wihlbar, gilt die binomische Formel natiirlich auch fir (3¢ + d)2

Hier steht 3c fiir a und d fiir b. Im Vergleich dazu das gliedweise Ausmultiplizieren:
(Bc + d)(3c +d) = 9¢? + 3cd + 3cd + d* = 9¢? + 6cd + d2

(2) Fur a und b kann man also alles Mogliche einsetzen. Etwa abstrakt gesechen A und O:
(A+0)Y =A"+2A0+0°

B) (fy+Vx+1)? =y+2yJx+l+x+1

3.3.2 Die 2. binomische Formel

Diese wird angewendet, wenn eine Differenz quadriert wird. Sie lautet: (a- b)2 =a* -2ab+b*

Beispiele:
(1) (s —5u)* = 82— 10su + 25u®

2) (6x — 5)% = 36x% — 60x + 25

3.3.3 Die 3. binomische Formel

Wenn man so will, ist sie eine Mischung aus der 1. und der 2. binomischen Formel und lautet:

(a+b)(a-b)=a* -b*

Herleitung s
(a+b)a-b)=...
Beispiele:

D 2s-—12s+1)=4s>—1
Hier wurde stillschweigend die Tatsache «12= 1» verwendet. Im Vergleich dazu: Das gliedweise Ausmul-
tiplizieren: (2s—1)2s +1) =452+ 25— 25— 1 =4s2— 1.

(2) (2x — 5y)(2x + 5y) = 4x> — 25y

(3) 49-51=... ohne Taschenrechner berechnen, geht folgendermassen:
49-51=(50-1)-(50+1)= 50" —1> = 2500 — 1 = 2499
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3.3.3.1 Motivation der binomischen Formeln

Der Mathematik-Skeptiker sagt sich nun: «Die binomischen Formeln sind ja jetzt soweit bekannt,
und beim Ausmultiplizieren sparen sie tatsichlich ein paar Sekunden ein. Aber allein deswegen der
ganze Aufwand? Das kann ja wohl nicht alles gewesen seinl»

Beruhigenderweise war das auch nicht alles, denn wirklich unersetglich sind die binomischen
Formeln erst, wenn man sie riickwirts anwendet!

2
Angenommen, der folgende Bruchterm soll vereinfacht werden: %2)36-*9 .
.
Was fiir Moglichkeiten zur Vereinfachung gibt es?
2 2
Naturlich «binomische Formeln»: Ax”=12x+9 = 2x-3) =2x-3.

2x-3 2x-3
Hier wurde die 2. binomische Formel offenbar riickwirts angewendet, und aus einer Summe wur-
den wieder Faktoren, die dann gekiirzt werden konnten!

Bemerkung: Wenn man eine Summe bzw. eine Differenz in ein Produkt verwandelt, spricht man in
der Mathematik von einer sogenannten «Faktorisierungy, auch «Faktorzetlegungy» genannt.

Hier noch Beispiele zu den binomischen Formeln; und zwar riickwirts angewendet:

(1) 165> + 16]1{ +4k2 = 4 + 2k)?  ..Man iibetlege, wie man auf die Lsung kommen kann!

@) <—16y° = &

@ty 2=

Tipp: Bevor man die 3.binomische Formel « a> — b? = (a + b)(a — b) » anwendet, sollte man sich zunichst tibetlegen was

dem « a» und was dem « b » bei diesem Beispiel entspricht! |a = | und |b = |

3.3.4 Binomische Formeln fiir hohere Potenzen

Die binomischen Formeln gelten auch fir hohere Potenzen von Summen (und Differenzen). Wir
betrachten etwa die binomische Formel fir die dritte Potenz (rechnen Sie nach):

Binomial-
koeffizienten

(a + b)3 =a’ +g-a2-b +¢3-a-b2 +b’

N

Aussenglieder

Dabei stellt man folgendes fest:
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Die beiden Aussenglieder des rechten Ausdrucks haben genau dieselbe Potenz wie der linke Aus-
druck. Das ist bei jeder héheren Potenz so. Das Interessante ist nun, dass fir héhere Potenzen die
Binomialkoeffizienten eine bestimmte Gesetzmassigkeit aufweisen. Fir diese Gesetzmassigkeit der
Binomialkoeffizienten gibt es eine grafische Darstellung, die als 'PASCAL'sches Zahlendreieck
bekannt ist.

1
1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1
1 5  %10% 10 5 1]
1 6 15 20 15 6 1
1 7 21 35 35 21 7 1
1 8 28 56 70 56 28 8 1

Jeder Koeffizient einer Zeile ist die Summe der beiden dartiber stehenden Koeffizienten (4 + 6 =
10). Die Aussenglieder haben immer den Koeffizienten 1. Man muss nun in Gedanken hinter den
Koeffizienten die beiden Summanden a und b aus dem Binom erginzen. Dabei wird a nach fallen-
den Potenzen und b nach steigenden Potenzen geordnet.

Zum Beispiel: (a + b)5

fallende Potenzen bei a

a’+5a* -b1k+10-a3-b2 +10-a*>-b’ +5a' -b“/—;bs

\

steigende Potenzen bei b

Im «» Fall wechseln sich aufeinander folgende Zeichen immer ab, beginnend mit einem Plus.

Beispiel: (a—b)’ = (+)a’=5a'b' + 102’ b= 102> b* + 52' b* = b’ . Uberlegen Sie wieso!

3.4 Faktorisierungsmethoden

In diesem Kapitel geht es darum, Summenterme (bzw. Differenzen) in ein Produkt umzuwandeln.
Man sagt auch: «Einen Term in Faktoren zu zerlegen». Ein Beispiel wire, wie oben gesehen:

4x>—12x + 9 = (2x - 3)2

Hier wurde eine binomische Formel riickwirts angewendet. Wir werden nun weitere Methoden fir
die Faktorzerlegung kennen lernen, wie etwa das Ausklammern gemeinsamer Faktoren, etc..

1 Benannt nach dem franzésischen Mathematiker Blaise PASCAL (1623 - 1662)
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3.4.1 Ausklammern gemeinsamer Faktoren

Kommt ein Faktor in allen Gliedern eines Summenterms vot, so kann man ihn ausklammern. In
der Regel klammern wir den grossten gemeinsamen Teiler (den sog. «ggT») aller Summanden vor.

Beispiele:
1 pzy +py+2y = y(p2 +p+2 ...det allen Gliedern gemeinsame Faktor war hier y.

(2) 12ab —16ac — 32ad = 4a(3b —4c — 8d) ..wir suchen jeweils den grésstméglichen gemeinsamen
Faktor aller Glieder. Hier also 4a.

3) 3 +a = aBda+1) ..man denke sich bei «a» den Faktor 1, also 1-a.

@ x'—-x = &

3.4.1.1 Ausklammern eines Klammerterms

Der allen Gliedern gemseinsame Faktor kann sehr wohl auch ein Klammerterm sein !

Beispiel:
x-(a+b)+y-(a+b)=(a+b) (x+y), der allen Gliedern jgemeinsame Faktor] war hier

3.4.2 Ausklammern in Teilsummen

ax+bx+ay+by=...
Das Vorgehen beim Ausklammern in Teilsummen ldsst sich in zwei Schritten erkliren:

Schritt 1:
Durch «geschicktes» Faktorisieren der Teilsummen erhalten wir jeweils den glezchen Kiammerterm als
Faktor: ax+bx+ay+by=x(a+b)+y(a+b).

Schritt 2:
Den Klammerterm als gemeinsamen Faktor vorklammern: x(a + b) + y(a+b) = (a + b) - (x + ).

Wir erldutern das Verfahren an zwei weiteren Beispielen:
(1) ex+dx-cy-dy
Aufgepasst: cx +dx —cy —dy = x(c +d) + y(—c — d) wire eine Sackgasse! Um den gleichen Klammer-

term zu erhalten, &lammern wir x und — y aus! (Beim Setzen der Minusklammer Vorzeichen beachtenl)

cx+dc—cy—-dy=x(c+d)-y(c+d)=(c+d)(x-Y).

Eine andere Moglichkeit diese Aufgabe zu 16sen, wire durch Umordnen der Summanden:

ex+dx—-cy—dy=cx-cy+dx—-dy=c(x-y)+d(x-y)=(x-y)c+d).

(2) & dx+2y-6x>-3xy =
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3.4.3 Zerlegen von Summen in binomische Formeln

Wie schon weiter oben erwiahnt sicht man den Nutzen der binomischen Formeln erst dann so rich-
tig, wenn man sie rickwirts anwendet.

Beispiel: u® + 6uv + 9v* = (u + 3v)* ...1. binomische Formel...
p

® Aber aufgepasst! Nicht alles was nach einer binomischen Formel aussiebt, ist anch eine! Dazu missen
schon zwei Quadrate und ein passendes gemischtes Glied vorkommen oder ezne Differenz zweier Quadrate.

Die folgende Auflistung soll aufzeigen was gemeint ist:

X’ 4 2xy +y Ist keine binomische Formel, da das 3. Glied kein Quadratansdruck ist.

42> + 10a + 25 Ist keine binomische Formel, da das 2. Glied nicht dem Doppelprodukt entspricht.
(Das Doppelprodukt miisste 20a lauten!)

x* 4+ 6x—9 Ist keine binomische Formel, da die 1orzeichen nicht iibereinstinimen.

42> + 9b> — 12ab | Ist eine binomische Formel, die Terme sind nur icht richtig geordnet.
Aus 42° — 12ab + 9b® ergibt sich (2a — 3b)°.

—252” + 49b° Ist ebenfalls eine binomische Formel, die Terme sind nur nich richtig geordnet.
Aus 49b” —252° ergibt sich (7b + 52)(7b — 5a).

92% + 16b° Ist keine binomische Formel (Die Vorgeichen stimmen nicht tberein).

3.4.4 Kombination verschiedener Faktorisierungsmethoden

Manchmal muss man beim Faktorisieren von Summen eine Kombination verschiedener Metho-
den (bzw. mehrmals die gleiche Methode) anwenden um eine Summe vollstindig in Faktoren zu
zetlegen!

Hier einige Musterbeispiele:

(1) 5x* + 10xy + 5y = 5(x* + 2xy + y’) = 5(x + v)° ...zuerst 5 ausklammern, dann die 1. binomische

Formel anwenden.

2 XH2xy+y -2 =x+y) =[xty + ] [(x+v)—z] ..zuerstdie 1., dann die 3. binomi-

sche Formel anwenden. Die Runden Klammern am Schluss kénnen weggelassen werden.

3) x'—16 = (XZ + 4) (XZ —-4)= (x> + D(x + 2)(xx—2). ..hier wenden wir zweimal die 3. binomische

Formel an. Man beachte: Im ersten Schritt haben wir zwar bereits ein Produkt von Faktoren, aber die

Faktoren sind noch nicht vollstindig zerlegt.

(4) 9a° — 6ab + b® — 152 + 5b = ...Ausklammern? Nein, da kein gemeinsamer Faktor in allen Gliedern
vorkommt! Man erkennt jedoch die 2. binomische Formel in den ersten 3 Gliedern der Summe. Das

soll unser erster Schritt sein... = (3a — b)2 — 15a + 5b = ..aber wie weiter? Das ist noch kein Produkt
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von Faktoren! Wenn wir jetzt in der rechten Teilsumme -5 ausklammern, sollte uns das weiterbringen...
= (32 — b)> — 5(3a — b) = ..tatsichlich! Jetzt noch die Klammer [3a — b] vorklammern...
= [3a—b] [3a—b)— 5] = ...unnétige Klammern weglassen... = (3a —b) (3a — b—5).

3.4.5 Zerlegung quadratischer Terme durch den 2-Klammeransatz

Wir betrachten das Produkt « (x + 3)(x + 5) » und erhalten als Losung den quadratischen Term
«x’+ 8x + 15

Die Frage ist nun, wie man umgekehrt von einem quadratischen Term auf dessen Zetlegung
kommt, beim obigen Beispiel also, wie man von « x* + 8x + 15 » auf « (x + 3)(x + 5) » kommt.

Die Antwort: Mit dem entsprechenden Ansatz und mit systematischem Probieren!

Ein Beispiel:

Wir méchten x° + 9x + 20 faktorisieren.
Ansatz: x> + 9x + 20 = (x )(x )

In den Klammern mussen zwei Zahlen stehen, deren Produkt 20 ist und deren Summe 9 ist, damit
man auf die 9x kommt. Man muss nicht lange suchen, bis man die Losung sieht...

<+ 9x + 20 = (X + 4) (X + 5). ...Durch das Ausmultiplizieren hat man stets eine Kontrollmdglichkeit!

Allgemeine Begriindung: |(x+a)(x+b) = x*+bx+ax+ab=x"+(a+b)x+ab

Wir erldutern diese Methode an weiteren Beispielen. Beachten Sie bitte dabei, dass hier jeweils ein
Produkt von zwei Faktoren gesucht ist. Bei der folgenden Zerlegung liegt zum Beispiel keine Fak-
torzetlegung vor, da rechts eine Summe steht, und kein Produkt: x* +5x + 8= (x + 1)(x + 4) + 4

1) x>+ 5xy + 6y2 = (x + 2y)x + 3y)

2) <=14x+40= &~ (x )(x )

Das Produkt der zwei gesuchten Zahlen soll +40 und die Summe -14 betragen. Etwa -5 und -8? Nein! Sondern ...

()X —6x—27 =7

(4)X2+5x+8:/

(5) Eine etwas anspruchsvollere Aufgabe: & 2x” + 9xy + 10y =
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Tipp: Versuchen Sie den (naheliegenden!) Ansatz: 2x + ........ ) (X F e ). Die Kontrolle nicht vergessen!

3.4.6 Vermischte und anspruchsvolle Aufgaben

* Lassen sich die Terme 4¢® +b° und o’ —b* faktorisieren? Antwort: Jal

@ +b° =(a+b)a* -ab+b*)| und |a’ -b* =(a-b)(a* +ab+b?)

Ein Beispiel dazu:  x* =8 = (x - 2)(x* + 2x +4)

*  Man faktorisiere a’ —a + 2b —4b>.

Achtung: a(a—1)+2b(1-2b) ist eine Sackgasse! Umgruppieren hilft hier aber weiter!
a’ —4b*> —a +2b = (a+2b)(a - 2b) - (a - 2b) = (a - 2b)[a + 2b -1]

*  Oft kommt man auch mit dem folgenden «Ansatz» weiter (sog. Quadratisches Erginzen):
Man faktorisiere x* + x*y* + y*! Mit den bisherigen Methoden kommt man hier nicht
weiter. Addiert man jedoch den Term x?y? dazu und subtrahiert ihn gleich wieder, hat

man einen dquivalenten Term erhalten, der einen Faktorisierungsansatz zulisst:

4 2.2 4 4 2.2 4 2.2 2.2 4 2.2 4 2.2
XTHXYTH+YT = X HXY Y XY —xY = X +2xy +y —x"y
%v—/
=0

= (41 =) = X +y +0)+)" —xp)

3.5 Bruchterme

Das Bruchrechnen mit Termen unterscheidet sich im Wesentlichen nicht vom Bruchrechnen mit
Zahlen. Die dort erwihnten Rechenregeln, Hinweise und Bemerkungen gelten auch hier. Was neu
dazukommt, ist die hdufige Anwendung der Faktorzerlegung und ein paar Rechentricks, wie etwa
zum richtigen Zeitpunkt eine (-1) auszuklammern.

3.5.1 Kiurzen
2a* —4aq
5a* -10a

2a* - 4a _2a(a-2)
50> -10a  Sa(a-?2)

1) In Faktoren zerlegen:

2) Gemeinsame Faktoren kiirzen: Hier mit a(a —2) kirzen:

(AR
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, a+b2-a’) , .
® Vorsichtt ——— ...darf man nicht kiirzen, selbst wenn’s verlockend aussieht...
b2-a?)

3.5.2 Addition und Subtraktion

Wir erinnern uns daran, dass wir nur gleichnamige Briiche addieren respektive subtrahieren kon-
nen. Aber wie finden wir den Hauptnenner? Die Antwort: Durch das Faktorisieren der Nenner!

2B: _ 3 __ %  Faktorisieren der Nenner... 3 a
2a-2 a*-1 2a-1) (a+1)(a-1)

1) Hauptnenner bestimmen: HN: 2(a +1)(a-1)

Zur Erinnerung: Der HN ist das kleinste gemeinsame Vielfache «kgV» der beiden Nenner. Der Haupt-

nenner ist also der kleinste Ausdruck, der beide Nenner als Faktor enthdlt! Der gemeinsame Nenner

2(a-1)(a+1)(a-1) ist somit kein Hauptnenner.

2) Auf HN erweitern: _ > (@+D  _ 2a
Ya+l)a-1) 2a+1)a-1)

Der erste Bruch wird mit (a +1) erweitert, der zweite mit 2. Jetzt haben wir einen gemeinsamen Nenner.

3a+3-2a a+3
2a+)@-1) 2@a+)@-1)

3) Zihler zusammenfassen:

a+3

4) Kiirzen, falls moglich: (Hier nicht méglich) — =7~
2(a+1)(a-1)

® Aufgepasst bei der Subtraktion! Das Minuszeichen bezieht sich auf den gesamten nachfolgenden Zihler.

Also: Nicht vergessen die Vorzeichen anzupassen! Hierzu ein Beispiel: a_ B _4- b+c .
2 2 2

Beispiel: e

4x+5 _ 3 _
x2-x-12 x-4

Beispiel: e

7 N 6 =7(1—x)+6()c—1)=7—7x+6x—6= 1-x) _ 1
x-1 1-x (x-1D(1-x) (x-D(A-x) (x-Dd-x) x-1
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Elegantere Variante: Wir erweitern den 2. Bruch mit (-1). Der HN ist dann (x — 1)

/ + 6 -(_1)=...
x-1 1-x (-1

3.5.3 Multiplikation

2a  (a-b)
(a*-b*) 4

2a Ja-b) a1
(a+b)a-b) 4  (a+bh) 2

1) Vor dem Multiplizieren faktorisieren und kiirzen:

a

2) «Zihler + Zihler & Nenner * Nennen»:
2(a+b)

3.5.4 Division

(a+b)* a*-b*

z.B.: :
3b 6b*

2 2
1) « Bruch : Bruch = Bruch * Kehrbruch »: (a+b)”, 6b"

3 a-b
2 2
2) Wie bei der Multiplikation fortfahren: (42", 6P _la+b), 2b _2b(a+b)
3 (a+bXa-b) 1 (a-b) _ (a-b)
Beispiel: #”
a+b* 1

a’-b* b*-d*

3.5.5 Doppelbriiche

1) Einen Doppelbruch kann man problemlos als Division zweier Bruchterme schreiben:
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(a+b)”
3b _ (a+b)* a*-b?
oy 3 6b’
6b’
2) Wie bei der Division fortfahren (siche oben): (a ;bb)z : a26];2b2 =..= %

‘ ® Man beachte: Ein Doppelbruch lisst sich oft durch geschicktes Erweitern umformen:

(a+b)’ .(61)2)
3 _ (a+b)’2b (a+b)’-2b  2bla+h)

a26;2b2 '(6b2) a>-b*  (a+b)a-b)  (a-b)

Beispiel: &~

a a

a+l a-1

a -1
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4 WURZELN UND POTENZEN

4.1 Die Definition der Quadratwurzel

Ein praktisches Problem aus der Geometrie
Wir haben ein Quadrat mit dem Flicheninhalt 4cm” und méchten wissen, wie lange die | 4em”
dazugehérige Seite ist. Antwort: 2cm. (Denn 2cm *2cm = 4cm’)

Nun haben wir ein Quadrat mit dem Flicheninhalt 10cm®. Wie viel betrigt nun die Seitenlinge?
Antwort: Es ist notig, eine neue Rechenoperation einzufiihren, das Wurzelziehen (auch Radizieren

genannt). Das Ergebnis lautet dann: \/ﬁ cm. (Denn \/ﬁ cm - \/ﬁcm =10 sz)

Definition'

Die Quadratwurzel einer Zahl a =0 ist diejenige nichtnegative (und somit eindeutige) Zahl, die
mit sich selbst multipliziert a ergibt. Es gilt also: \/Z -\/Z =a.

Ein konkretes Beispiel: V10 ist nach Definition diejenige positive Zahl, die mit sich selbst multi-
pliziert 10 ergibt. (710 = + 3.16227766016837933199889354... )

Bemerkungen:
®  Der Ausdruck unter einer Wurzel heisst Radikand.

*  Nach der obigen Definition gilt insbesondere: +/0 =0. Denn 0= 0 und Null ist diejenige
nichtnegative Zahl die mit sich selbst multipliziert Null ergibt.

*  Die Quadratwurzel aus einer negativen Zahl ist nicht definiert und kann somit nicht gezogen
werden. y/-4 = ? (Es gibt keine reelle Zahl die mit sich selbst multipliziert - 4 ergibt. Dies
leuchtet hoffentlich ein! Denn Quadratzahlen sind stets positiv: "-" -"-" = "+"). Deshalb
steht in der Definition: "Die Quadratwurzel einer Zahl ist..."

*  Und nun die wichtigste Bemerkung: Die Quadratwurzel ist eine eindeutig definierte Zahl, die
ihren eindeutig festgelegten Platz auf der reellen Zahlenachse hat. Eine Zahl kann zwar ver-
schieden ausgedriickt werden, der Wert ist aber stets eindeutig festgelegt.

Genauso wie etwa: —l=_—1=—%=—0.5, gilt: \/%=6=%.

® Es ist wichtig, dass Sie verstehen, dass J36 nicht -6 ist, sondern +6 ist! Auch wenn beide
Zahlen mit sich selbst multipliziert 36 ergeben, fordert die Definition diejenige positive Zahl, die
mit sich selbst multipliziert 36 ergibt, also die eindeutige Zahl 6.

Wire das nicht der Fall, konnten Sie fur \/% wahlweise einmal -6 und einmal +6 schreiben, so
wirde die ganze Mathematik in sich zusammenfallen. Dann kénnten Sie falsche Aussagen beweisen

1 Das Zeichen ,, f “ erinnert an den Buchstaben r fur lateinisch radix (=Wurzel).
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wie etwa: 1 =7 -6 =7— ~/36 =7 — (-6) = 13 ...und gerade deshalb haben die Mathematiker
Vorsichtsmassnahmen getroffen und die Quadratwurzel entsprechend eindeutig definiert!

Beantworten Sie nun die untenstehenden MC-Fragen. Fall Sie unsicher sind, lesen Sie bitte die De-
finition und die anschliessenden Bemerkungen nochmals sorgfiltig durch!

Beispiele 4 richtig | falsch Bemerkungen
V36 =-6 O O
49 =7 O O

v-36=-6 (| O

J64 = +8 O O
JO ist nicht definiert . O O

Zur Selbstkontrolle: Korrekte Antworten von oben nach unten: f, r, f, f, f.

Kurz gesagt gilt:

V36 =6

—+/36 ==06 (Genauso, wie etwa —% =-0.5 ist.)

N =36 ist nicht definiert!

V36 ==+6 ist falsch und kein sinnvoller Ausdruck, da zweideutig.

Mehr zum Missverstindnis im Zusammenhang mit der Quadratwurzel finden Sie im Anhang.

4.1.1 Rechenregeln fiir Quadratwurzeln

o |Ja-\Jb=vab| Beispicl: 2 +/8 =~/2-8=+/16 =4

. o fa Beispict: |2 = Y25 3
Jo Vb PENT T T T2

e Ja+b =a++b Dic Wurzel kann bei ciner Summe NICHT summandenweise gezogen
werden! Ein Gegenbeispiel: v9+16 = J25=5 jedoch J9+16=3+4=7.
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4.2 Rechnen mit n-ten Wurzeln

Aus einer Zahl kann man auch die dritte, vierte, oder ganz allgemein die n-te Wurzel ziehen.

Was vermuten Sie, betrigt 3\/§? e

4.2.1 Die Definition der n-ten Wurzel

Definition

Essei a=0 e IR. Die nichtnegative (und somit eindeutige) Zahl x mit x" = a heisst n-te Wur-

zel aus a. Schreibweise: x =4X/a

Beispiele und Bemerkungen:

1) 416=2, da 2* =16 (-2 ist nach Definition falsch, und somit ist das Resultat 2 eindentig))

2) /-8 = -2, obwohl (-2)’ = -8 ist, ist der Ausdruck 3/-8 nicht definiert. (Da Wurzeln nur fiir
positive Radikanden definiert sind.) Der Grund dieser Einschrinkung ist, dass spiter im Zusam-
menhang mit den sogenannten Potenzregeln ansonsten Widerspriiche auftreten wiirden'.

4.2.2 Rechenregeln fiir n-te Wurzeln

= Nn|—

2y \b

Bemerkungen:
* Fir n = 2 hat man eine Quadratwurzel. In diesem Fall schreibt man die 2 iiber der Wurzel
nicht hin. Fir n = 3 spricht man auch von Kubikwurzeln.

* Natirlich gilt auch hier: Die Wurzel kann bei einer Summe NICHT summandenweise ge-
zogen werden!

1
*  Wir werden gleich sehen, dass |¥a =a”| gilt. Dies ist fir die Berechnung n-ter Wurzeln

mit Hilfe des Taschenrechners niitzlich. Zum Beispiel wird 416 als 16~ (1/4) eingegeben.

m

1 Wir werden spiter die Beziehung a; =1%/a” einfilhren. Wiren negative Radikanden etlaubt, liesse sich das folgende widet-

1 2
spriichliche Beispiel konstruieren: — 2 = 3-8 = (_8)g = (_8)g = [(_8)2 = Q/a =2
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4.2.3 Wurzeltermumformungen, Normalform eines Wurzelterms

Es folgen verschiedene Beispiele:

a) & (Jx+8)’ =

b) & (3-\3x+4)" =

c) Wir mochten den Nenner eines Bruches wurzelfrei machen. Also erweitern wir geschickt
mit (\/5 - \/5 )!
| _ (\/5—\/5) _ J2-43 =\/§—\/§=_\/5+\/§
V243 2+3)W2-43) (f2)P-(3)* 2-3 '

Man beachte, dass hier die binomische Formel (a +b)(a —b) = a’ — b? verwendet wurde!

d) #~ Wir mochten den Nenner eines Bruches wurzelfrei machen:

1
J2

e) \/a_2 = |a|. Die Betragsstriche sind notwendig! Z. Bsp.: 1/(=7)* = |— 7| =7 (und nicht -7)!

Denn die Definition einer Wurzel (siche oben) fordert die eindeutige, nichtnegative Zahl 7.

f) V32 =162 =42

Bei den Beispielen ¢) und d) haben wir den Nenner eines Bruches wurzelfrei gemacht. Bei Beispiel
f) hingegen, haben wir den urspriinglichen Radikanden 32 auf den Radikanden 2 reduziert und so-
mit «quadratfred» gemacht.

Bei solchen Umformungen sagt man auch, man habe die Normalform eines Wurzelterms herge-
stellt. Die Motivation dahinter ist, dass man (vergleichbar mit dem Kirzen von Briichen) dadurch
eine einheitliche und méglichst einfache Form der Losungsdarstellung erreicht, welche unter ande-
rem das rasche Vergleichen von Resultaten ermdglicht. Nicht nur die Mathematiker pflegen diese
Art der Losungsdarstellung, auch moderne Taschenrechner folgen dieser Darstellungsnorm!
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4.3 Rechnen mit Potenzen

4.3.1 Potenzen mit natiirlichen Exponenten

Definition:
Fir jede reelle Zahl a und natitliche Zahl n heisst: a@" = a-a-...-a  dic n-te Poteng von a.
Produkt aus n Faktoren a
Beispiele:
3

5%=5.5:5-5 =625 1y _111.1

2 222 8
24 =.(2:2:2:2) = -16 (=2)* = (-2):(=2)"(-2)-(-2) =16

® Man beachte den Unterschied der untersten zwei Beispiele. Setzt man keine Klammern um
« - 2 », folgt aus der Regel «Punkt vor Strich» das Resultat - 16; im Gegensatz zu (=2)* = +16.

4.3.1.1 Rechenregeln fiir Potenzen mit natiirlichen Exponenten

Wir geben jeweils zuerst die Rechenregel an, gefolgt von einem Beweis zur Begriindung, und einem
Zahlenbeispiel zur Illustration. Am Ende des Kapitels folgt eine Zusammenstellung aller Regeln.

Multiplikation zweier Potenzen mit gleicher Basis

m+n

*  Regel ‘a’" ‘a" =a

m+n

* Bewuis:a"-a"=(a-a-...,a)-(a-a-...ra)=a-a-a-a-....a*a=a

m Faktoren n Faktoren m +n Faktoren

o Zablenbeispiel- 7 -7 =(7-7)-(7-7-7)=7-7-7-7-7=T

Division zweier Potenzen mit gleicher Basis

m
a - ..
* Regel |—=a""| (Vorliufig soll m>n gelten!)
a
m Faktoren (m—-n) Faktoren
m
. a ‘aq-c...cd-a . a*...-a*a -
*  Beweis: — = ¢ g4 =..n—-mal kiirzen...= ——— =qa"""
a dode...d 1
%/_/
n Faktoren

7 . . . . . . . .
. Zab/enbeszz'e/:z—4=2 2:2:2:2-2 2=2 2 2=
2 2:2-2-2 1

23 = 27—4
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Potenz einer Potenz

° Rg(gg/; (am)n =am~n

* Bewes: (a")' =a"-a"-....a" =a-a-a-a-..;arara=a""

n Faktorena™ n-m Faktorena

o Zablenbeispiel: (2°)* =2°-2°-2°-2°=2-2-2-2-2-2:2-2-2-2:2:2=2"

Multiplikation zweier Potenzen mit gleichem Exponenten

e« Reglh |a"-b" = (ab)"

* Bewes:a"-b"=(a-a-...-a)-(b-b-...-b) =(ab)-(ab)-...-(ab) = (ab)"

n Faktoren a n Faktoren b n Faktoren ab

©  Zablenbeispicl 2°-5° = (2-2-2)-(5-5-5) = (2-5)-(2-5)-(2-5) = (2-5)°

Division zweier Potenzen mit gleichem Exponenten

o (ﬂ)

4 . . .
. Zab/enbei¢ie[~3—4=w= é . 3 . E . E - é
8 8-8-8-8 8 8 8 8 8

® Nach den bisherigen Betrachtungen kann der Exponent nur eine natiitliche Zahl sein. Ziel der

nichsten zwei Kapitel ist die Antwort auf die Frage:
1

Haben auch Ausdriicke wie ¢~ oder a? einen Sinn?

Prinzipiell kénnten wir diese Ausdriicke beliebig definieren - allerdings sollen diese Definitionen
auch sinnvoll sein, das heisst, die bekannten Rechenregeln sollen weiterhin gelten!
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4.3.2 Potenzen mit beliebigen ganzzahligen Exponenten

Was bedeutet a’?
0

R . . 2. 2 2-2
*  Wir konnen einerseits rechnen: a“ :aqa” =a =a

e Andererseits ist a”:a> =1.

* Also erhalten wir:

Was bedeutet ¢~ '?

* Esisteinerseits @' :a’> =a" > =a”".
S I
* Andererseitsist @ 1a” =—,
a
. -1 1 . -2 1 -3 l
* Alsoist|@ =—| Genauso zeigt man: | ~ =—5| oder|d = =—5| usw. ...
a a a

FAZIT: Die folgende Definition scheint also sinnvoll zu sein (so/ange iz Nenner fiir a nicht Null stebt).

Definition:
. . 1
Fur a = 0 wird vereinbart: a’ =1 und a = —
a
Beispiele dazu:

-3
2'2=i2=1=0.25 10" =L 01 1 =%=i=27
2° 4 10 3 1 s

) 2

Eine abschliessende Abmachung: ‘Der Ausdruck 0° soll nicht definiert sein.l Begrundung:

Aus 4°=1;3%=1;2°=1;1° =1; ... wiirde sich fiir 0° der Wert 1 anbieten!
Aus 0°=0; 0°=0; 0% =0; 0' =0; ... wiirde sich fiir 0° der Wert 0 anbieten! Also zweideutig]

Es gibt allerdings tatsdchlich einzelne Bereiche der hoheren Mathematik, in denen die Konvention
"0° =1" gilt. Die Festlegung des Wertes der Potenz 0° ist dann keine Frage von wahr oder falsch,
sondern von zweckmassig oder unzweckmaissig.

Wir bleiben aber in diesem Skript, auch in Anbetracht der oben dargelegten Gegenargumente, bei
der Aussage: 0" ist nicht definiert!
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4.3.3 Potenzen mit rationalen Exponenten

1
Was bedeutet a3 ?

1 1 1 111
—t—t— 1

* Wir kénnen (analog zu oben) rechnen: @*-a*-a*=a*3*3=a =a.

* Die Zahl, die dreimal mit sich selbst multipliziert a ergibt, ist aber ﬁ.

1 1
* Esist daher sinnvoll |a® =3/a| zu setzen, oder allgemein: |a" =%a|.

1

Beispiel: Unter 102 verstehen wir ab jetzt den Ausdruck %/E also \/E .

Die Definition des Ausdrucks g” ist an dieser Stelle naheliegend, wie die folgende Uberlegung
aufzeigt:

m

1 1 m
m:-— — _
* a"=a "=(a")" =\a".Somit definieren wir |a" =Va"

Zusammenfassend haben wir also die folgenden Definitionen vereinbart:

1
Fiir a =0 und natiitliche Zahlen n und m ist |a” =%a| und |a" =%a™

= |3

‘ ® Potenzen lassen sich somit als Wurzeln schreiben und umgekehrt Wurzeln als Potenzen.

4.3.4 Zusammenstellung der Potenzregeln

Unter Berticksichtigung der Definitionen:

1 m
1 — =
0 -
a =1 a"=—|, |a" =%a|, |a" =Va"

2. la"-b" =(ab)’| und “—=(%)

3. (GM)H =(an)m = am~n
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Wir schliessen diese Zusammenstellung mit vier wichtigen Bemerkungen ab:

*  Fur die Addition bzw. Subtraktion von Potenzen gibt es keine Rechenregeln.

22 +2° = 2% (links steht 12; rechts steht 32)‘

* Fir die Multiplikation bzw. Division von Potenzen mit verschiedenen Basen und ver-
schiedenen Exponenten gibt es ebenfalls keine Rechenregeln.

372 . . . .
a’b” lisst sich nicht weiter verrechnen,

*  Auch bei Potenzen spielen Klammern eine wichtige Rolle, welche vernachlissigt, falsche
Aussagen liefern. Der folgende Fall sorgt oft fir Verwirrung. Um Klarheit zu schaffen, merke
man sich: Eine Potenz bindet stirker als eine Multiplikation!

3-47 =3-16 = 48| hingegen ist |(3-4)> =(12)’ = 144

* @ ist vorldufig nur fur Exponenten x € Q definiert. Fir allgemeine reelle Exponenten
folgt eine entsprechende Definition im Kapitel «Exponentialfunktionen und Logarithmusy.

4.3.5 Anwendungen der Potenzregeln

Es ist wichtig, dass Sie sich an die Regeln halten und keine neuen Regeln «erfinden». Bei jedem
Schritt sollten Sie angeben kénnen, welche Regel Sie gerade anwenden. Natiirliche gibt es mehrere
korrekte Losungswege die zum Ziel fithren!

3.1.2 2,12
a b a b _

3 T 4 T
b a

a)/

Blw
B~
w

N W
o=
Il
Q
I
IS

1
/ LI 3 3\2 3.
b) Vaa = (Waurzeln als Potenz; schreiben) =\ a' - a* = a’? = \/; = (az) =a
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5 DAS LOSEN VON GLEICHUNGEN UND UNGLEICHUNGEN

5.1 Allgemeines

Beim Lésen von Gleichungen und Ungleichungen geht es darum, alle Werte aus der Grundmenge
G zu finden, die durch Einsetzung in die Losungsvariable (in der Regel x) eine wahre Aussage erge-
ben. Diese Werte bilden die Lésungsmenge der (Un)Gleichung. Meistens wird man die Lésung(en)
einer Gleichung nicht auf Anhieb sehen. Deshalb wird es also notig sein, eine Gleichung oder eine
Ungleichung solange umzuformen, bis man die Lésung(en) sicht.

Auf dem «Wegy dahin sollte man jedoch darauf achten, dass durch ungeschickte Umformungen
weder Losungen verloren gehen (sog. Verlustumformungen) noch neue Scheinlésungen dazu-
kommen (sog. Gewinnumformungen). Wir werden also bemtht sein, Umformungen anzuwenden,
welche die Losungsmenge unverindert lassen. Solche Umformungen nennt man auch Aquivalen-
zumformungen.

5.2 Aquivalenzumformungen bei Gleichungen

Die Lésungsmenge einer Gleichung dndert sich nicht, wenn man
* auf beiden Seiten den gleichen Term addiert oder subtrahiert
* beide Seiten mit der gleichen von Null verschiedenen Zahl multipliziert oder dividiert.

Eine derartige Umformung heisst Aquivalenzumformung.

Beispiele:

1. 2-x+1=5 | -1 2. %‘X—5=2 | +5
= 2-x=4 |:2 < %'X=7 |-3
= X=2 = x =21

IL={2} IL = {21}

Zur Probe setzt man das Losungselement ein und tberzeugt sich, dass eine wahre Aussage entsteht!

2-2+1=15 (wahre Aussage) %'21 -5 =2 (wahre Aussage)
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5.3 Lineare Gleichungen

Eine Gleichung heisst linear, wenn die Variable nur in der ersten Potenz vorkommt und nirgends
im Nenner steht. Es folgen drei Beispiele.

Beispiel 1:
5-05x = 3+ 0.75x | +0.5x
5 =3+ 125 -3
2 = 125 | :1.25
1.6 = x

IL = {1.6} fallsG=1R
IL ={} falls G=IN

Dieses Beispiel soll unter anderem aufzeigen, dass die Ldsungsmenge von der Grundmenge abhingig ist.
Wie schon weiter oben erwihnt, soll ab jetzt, falls nichts anderes vorausgesetzt wird, G = IR gelten.

Beispiel 2:
2x +24 =36 —x + 4 +3x | Rechte Seite zusammenfassen

2x + 24 = 40 + 2x | —2x

24 = 40 falsche Aussage! D.h.: Keine Zahl ergibt eingesetzt
fir x eine wahre Aussage. Diese Gleichung hat so-
mit keine Losungen!

lL:it

Eine Gleichung die durch Aquivalenzumformungen auf eine falsche Aussage fiihrt, hat also eine
leere Losungsmenge.

Beispiel 3:
12+x-7=2x+5-x | Beide Seiten zusammenfassen
x+5=x+5 | —X
5 =5 wahre Aussage! D.h.: Jede Zahl ergibt eingesetzt fir

x eine wahre Aussage und somit auch eine Losung.
Was man bereits in der zweiten Zeile sieht. Also:

=
I
=

Zusammenfassend kann man also sagen:

® Eine lineare Gleichung hat entweder genan eine Zahl oder keine Zahl odet alle Zahlen der Grund-
menge als Losung.
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Wir 16sen weitere Beispiele:

® Dabei sollte man stets beachten: Jede auf einer Seite durchgefiihrte Verinderung, muss
auch auf der anderen Seite der Gleichung genauso durchgefiihrt werden. (Man stelle sich
etwa eine Waage im Gleichgewicht vor. Andert sich das Gewicht auf der einen Waagschale,
wird man auf der anderen Waagschale die gleiche Verinderung durchfithren, um die Waage im
Gleichgewicht zu behalten.)

Beispiel 4: & 12 ~%,3.2x
Beispiel 5: 10- 3x=1_6x+3 sei hier als Musterbeispiel vorgelost.
10_3x—1 _ 6x+3 29
2 11
3x-1
22- (10 - x2 ) = 22 6)61-; 3 ausmultiplizieren | kiirgen
220-11-Bx-1) = 2-(6x+3) ‘ (Die Klammern sind notwendig!)
220-33x+11 = 12x+6
~33x+231 = 12x+6 |+ 33x —6
225 = 45x |45
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5.4 Lineare Ungleichungen

Steht bei einer linearen Gleichung an der Stelle des Gleichheitszeichen einer der folgenden Un-
gleichheitszeichen « <; > ; < ; =2 » spricht man von einer linearen Ungleichung. Auch zum Lésen
von Ungleichungen brauchen wir Aguivalenzumformungen, um die Losungsvariable zu isolieren. Je-
doch kénnen sich diese, von den Aquivalenzumformungen linearer Gleichungen unterscheiden, wie
wir gleich sehen werden.

7>5 ‘ - (-3) 8>4 ‘: (-2)
—21>-15 falsche Aussage -4 > -2 falsche Aussage
Richtig wire: Richtig wire:
-21<-15 -4<-2

Bei Ungleichungen ist also das Ungleichheitszeichen umzukehren, wenn auf beiden Seiten mit einer
negativen Zahl multipliziert oder dividiert wird.

@® Wir halten fest:
Multiplikation oder Division mit derselben positiven Zahl auf beiden Seiten der Ungleichung
sind Aquivalenzumformungen.

Multiplikation oder Division mit derselben negativen Zahl auf beiden Seiten der Ungleichung
sind Aquivalenzumformungen, wenn das Ungleichheitszeichen umgekehrt wird.

Es folgen zwei Beispiele dazu:

Beispiel 1: 2x > 10 | :2 Beispiel 2: —2x>10 | :(-2)
x>5  x€ (5 @) x<-5, x€(-%;-5]

5.5 Bruchgleichungen
Eine Bruchgleichung ist eine Gleichung, bei der die Losungsvariable x im Nenner eines Bruches
3x-2

oder mehrerer Briiche steht. Ein Beispiel wire: =
2x+2

Bei einer Bruchgleichung ist es besonders wichtig die Definitionsmenge anzugeben. Im obigen
Beispiel darf die Zahl -1 nicht fir x eingesetzt werden da sonst der Nenner Null wird. (Die Division
durch Null ist nach wie vor nicht definiert!) Alle anderen Zahlen sind hingegen erlaubt.
Wir miissen also -1 aus der Grundmenge G = IR ausschliessen. Es gilt:

Um die Nenner wegzuschaffen, multipliziert man die Bruchgleichung mit dem Hauptnenner
(= HN). Hier also mit dem HN = 2x + 2.
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;z;§=2 F(2x+2)

3x-2=2(2x+2) | Die Klammern bei (2x + 2) sind notwendig!
3x-2=4x+4 | —3x

—2=x+4 | -4

-6=x (Kontrolle durch Einsetzen: _f(()) =2) Ok

IL=4{-6

Wie wichtig es ist, die Definitionsmenge anzugeben, soll das nichste Beispiel illustrieren.

Bespiel: 1D = . , HN=_ .
1+ 6 =2+ 2x | “(x-3)
X - x=-3
1:(x=3)+6=2(x-3)+2x | zusammenfassen
x+3=4x-6 | +6 | =
9=3x | 3
x=3 | Es handelt sich hierbei jedoch nicht um die Losung...

®...Denn 3 ist nicht in der Definitionsmenge enthalten; und somit bestimmt keine Losung der
Bruchgleichung! Es handelt sich hier um eine sogenannte Scheinlésung. Da der einzige Losungs-
kandidat eine Scheinlosung ist, ist die Losungsmenge leer! I = { }.

Wie konnte eine solche Scheinlésung entstehen? Nun in der ersten Zeile haben wir mit (x — 3) mul-
tipliziert. Fur den speziellen Wert x = 3 wirden wir also an dieser Stelle mit Null multiplizieren,
und das ist keine Aquivalenzumformung]

Es folgt ein weiteres Beispiel. (Tipp: um den Hauptnenner zu bestimmen, sollten Sie zunichst
simtliche Nenner faktorisieren! Multiplizieren Sie also nicht einfach die Gleichung mit
(x=1)-(5x=5)-(7x="7), sonst rechnen Sie sich ins Verderben!)

.. -4 3x-5 5x-1
Beispiel : & il + =2- ;ID=1R\ {1
P x-1 5x-5 Ix-7 Vi
x-4 3x-5 ) S5x-1 | “HN = 35(x-1)

+ =) —
x=1 5(x-1) T(x-1)
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5.6 Bruchungleichungen

Bruchungleichungen sind durch Umformungen komplizierter und aufwindiger zu 16sen als Bruch-
gleichungen. Wir verzichten an dieser Stelle auf eine umfassende Theorie der Bruchungleichungen.
Es soll jedoch aufgezeigt werden, worin die Problematik bei solchen Aufgaben liegt.

Dies wird anhand eines Beispiels illustriert:

il > 5 ist eine Bruchungleichung mit ID = IR \ {1} und HN = (x — 1)
x —_—

3 s | HN = (x—1)
x-1

®...Und an dieser Stelle taucht ein Problem auf. Ist der HN positiv oder negativ? Ist er positiv
bleibt das Ungleichheitszeichen; ist er negativ miissen wir das Ungleichheitszeichen umkeh-
ren. Diese Uberlegung zwingt uns an dieser Stelle zu einer sog. «Fallunterscheidungy:

Fall 1: Fir x > 1 ist der HN positiv Fall 2: Fir x <1 ist der HN negativ
3 3
—>5 | HN=(x-1) —>5 | HN=(x-1)
x-1 x-1
3> 5x-1) 3 <5x-1)
3> 5x-5 3 < 5x-5
8 > 5x 8 < 5x

1.6 > x 1.6 < x
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Wir fassen zusammen:

Im Fall 1 haben wir: x >1und 1.6 > x. Dies ergibt das Intervall: I, = {x € IR | 1 <x < 1.6}

(Falls man Mihe hat, dies einzusehen, kénnte eine grafische Veranschaulichung auf dem Zahlen-
strahl weiterhelfen).

Im Fall 2 haben wir: x <1und 1.6 < x. Da keine Zahl x beide Bedingungen gleichzeitig erfiillt,
gilt: I, = { }. (Falls man Muhe hat, dies einzusehen, konnte eine grafische Veranschaulichung auf

dem Zahlenstrahl weiterhelfen).

Die Gesamtlésung ergibt sich als Vereinigung der beiden Teillosungen:
IL=1L, ull,={xelR| 1<x<16}

Dies war noch eine relativ «harmlose» Bruchungleichung. Kommen mehrere Briiche vor, steigt der
Rechenaufwand entsprechend.

Es gibt jedoch auch elegantere Methoden solche Aufgaben zu 16sen. Dieses Thema werden wir
spater wieder aufgreifen (Dienstag: «Reelle Funktioneny).

5.7 Produkte die Null sind. Ein Spezialfall von Gleichungen.

Frage: Wann ist ein Produkt Null? Wann gilt also zum Beispiel «a b c = 0»?

Antwort:

Ein Produkt ist genau dann Null, wenn mindestens einer der Faktoren Null ist!
Also: «a*bc=0 < a=0oder b=0 oder c=0 »

Mit dieser Uberlegung lassen sich nun bei entsprechenden Gleichungen, die Lésungen zum Teil
sofort ablesen. Wir illustrieren das am folgenden Beispiel:

Beispiel 1): Man bestimme die vollstindige Loésungsmenge der folgenden Gleichung: x-(x-5)=0

Mit der obigen Uberlegung wird die linke Seite Null, wenn der erste Faktor x gleich Null ist, oder
wenn der zweite Faktor (x — 5) gleich Null wird.
Dies ergibt zwei Losungen: x; = 0 und x, = 5. Somit ist L = {0 ; 5}

® Irrweg: Beide Seiten der Gleichung durch x dividieren, ergibt x — 5 = 0 und somit die Losung
x = 5. Die zweite Lésung x = 0 wurde damit vernachlissigt. Die Division durch die Losungs-
variable ist somit eine sog. «Verlustumformungy und keine Aquivalenzumformung!

Beispiel 2): &7 x>+ 9x +20=0
Mit den obigen Uberlegungen kann man diese «geeignete» quadratische Gleichung durch Faktorisieren 16sen!
(Mit «geeignet» meint man hier, dass sich der Term mit dem 2-Klammeransatz faktorisieren lasst.):

< +9x+20=0 | faktorisieren

( X )=0
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5.8 Waurzelgleichungen

Wenn die Losungsvariable x unter der Wurzel vorkommt, spricht man von einer Wurzelgleichung.
Es folgen drei Beispiele fiir Wurzelgleichungen.

Beispicle: 1) v/x =2

2) Vx+104 =/x +8
3) VX' +8x+8 -v2x+3=0

Bemerkungen:

*  Auch bei Wurzelgleichungen ist unser Ziel, alle Zahlen zu finden, die die Gleichung erfil-
len; also alle Zahlen, die eingesetzt in die Gleichung, eine wahre Aussage ergeben.

* Streng genommen, misste man (wie etwa bei Bruchgleichungen) zunichst die Definitions-
menge bestimmen. (Der Ausdruck unter der Wurzel darf bekanntlich nicht negativ seinl)
Da dies bei Wurzelgleichungen aber sehr umstindlich sein kann (vgl. Bsp. 3)), macht man
das in der Praxis anders: Man 16st zuerst die Gleichung nach x auf und setzt dann die ge-
fundenen Losungen in die Gleichung ein, um zu sehen, ob diese zur Definitionsmenge ge-
horen.

* Das Quadrieren beider Seiten einer Gleichung ist keine Aquivalenzumformun,q. Es konnen
durch das Quadrieren neue Losungen (sog. Scheinlésungen entstehen). Die Schlusskontrol-
le durch Einsetzen der Losungen ist bei Wurzelgleichungen also notwendig!

Losungen der Beispiele:

1) \/; =2 Wir quadrieren links und rechts und erhalten x = 4.
Wir setzen in die Gleichung ein: J4 =2 Ok Somit lautet die Losungsmenge: 1L = {4} .

2) Vx+104 = Jx +8 Hier kénnen wir die Wurzeln nicht noch besser isolieren. Also quadrieren

wir ein erstes Mal: (\/x +104)2 = (\/; + 8)2 .

Da wir auf der rechten Seite das Quadrat einer Summe haben, miissen wir die erste binomische
Formel anwenden. (Das Doppelprodukt dabei nicht vergessen!)

Das ergibt: x+104 = x +16~/x + 64 .

Wit isolieren die Wurzel: v/x = % . Wir kiirzen (wie gewohnt) den Bruch: Jx =§ .

Jetzt quadrieren wir links und rechts und erhalten: x = % . Dafur konnen wir auch x = 6.25

schreiben. Wir setzen zur Kontrolle x = 6.25 in die Gleichung ein (mit TR, oder von Hand):
O.k.! Somit lautet die Losungsmenge: IL = {6.25}

Bevor wir das dritte Beispiel 16sen, geben wir zunichst ein allgemeines Lésungsvorgehen an:
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Allgemeines Losungsvorgehen:

1. Waurzel isolieren und durch Quadrieren beseitigen (eventuell mehrmals durchzufiihren,
wie etwa im Bsp.2.);

2. die so entstandene Gleichung ohne Wurzeln 16sen;

3. gefundene Losungen durch Einsetzen tiberpriifen.

3) Wiirden wir die Gleichung +x*+8x+8 —-v2x+3 =0 quadrieren, miissten wir fiir die linke

Seite die 2. Binomische Formel anwenden und wir hitten ein Doppelprodukt von Wurzeltermen
und somit die Wurzeln noch nicht beseitigt! Also zuerst umordnen:

Va2 +8x+8 =+/2x+3.

Jetzt konnen wir quadrieren; die Wurzeln verschwinden:

x2 +8x+8=2x+3.

Nach entsprechender Umformung erhalten wir eine quadratische Gleichung: X’ +6x+5=0.
Um die Losungen zu bestimmen, faktotisieren wir die linke Seite: (x +1)(x + 5) = 0.Wit kénnen

die Lésungen x; = =1 und x, = =5 ablesen. Wir setzen in die Gleichung ein:

JED? +8-(=1)+8 = 2-(-)+3 =+1-41=0;  -1ist Lésung.
\/(—5)2 +8(-5)+8 -2 (-5)+3 =+-7-+-7; -5 gehort nicht zur Definitionsmenge und

ist somit nur eine Scheinlésung.

Somitgilt: IL = {-1}.

Abschliessende Bemerkung:
Wir sind im obigen Beispiel einmal mehr auf eine quadratische Gleichung gestossen:

«x* +6x +5 = 0» Mit geschicktem Faktorisieren konnten wir diese Gleichung 16sen. Wie gehen wir
jedoch vor, wenn eine quadratische Gleichung der Form 3x* =117x + 5013 = 0, oder gar der Form
¥ +3.17x =77 =0 vorliegt? Die Antwort darauf erfolgt im nachsten Kapitel.

5.9 Quadratische Gleichungen

Die allgemeine Form einer quadratischen Gleichung lautet:
ax’2+bx+c =0

wobeia= 0, b und ¢ reelle Zahlen sind. Mit «x» ist die unbekannte Grésse gemeint.

Die Zahlen a, b und ¢ werden auch Koeffizienten genannt. Im Beispiel ‘ 3+ 8x—-7=0 ‘ waren
also die entsprechenden Koeffizienten: ‘ a=3} |b=8} |[c=-7
allgemeine Form umstellen lassen, heissen quadratisch.

. Gleichungen, die sich auf diese

>

Es wird a= 0 vorausgesetzt, da sonst fiir a=0 die lineare Gleichung « bx + ¢ = 0 » gegeben wire.
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5.9.1 Sonderfille von quadratischen Gleichungen

Wir betrachten zunichst Sonderfille von quadratischen Gleichungen, die besonders einfach zu
l6sen sind. Dann werden wir mit Hilfe der sog. «quadratischen Erginzung» auch anspruchsvollere
quadratische Gleichungen 16sen, und schliesslich werden wir eine Lésungsformel herleiten, mit der
sich die Losungen direkt berechnen lassen.

5.9.1.1 Die reinquadratische Gleichung

Ist b = 0, fehlt also das sogenannte lineare Glied « bx », dann spricht man von einer reinquadrati-
schen Gleichung. Sie hat die allgemeine Form ax? + ¢ = 0.

In diesem Fall lisst sich die quadratische Gleichung in die Form « XX =...» bringen. Dazu zwei
Beispiele:
Beispiel 1: Beispiel 2:
22-8=10 | +8 2+16=0 | -16
2x2=8 | :2 ¥ = 16 |+ [ nicht definier

2= 4 ‘i\/— L={}

5.9.1.2 Leicht faktorisierbare quadratische Gleichungen

Wir faktorisieren die linke Seite und kénnen dann die Losungen sofort ablesen:
X+ 9x+20=0

x+t4x+5=0

x,=4;x,=-5

IL={4;5

5.9.1.3 Quadratisches Erginzen
Wir betrachten das Beispiel

x2+2x+1=23.
Mit den bisherigen Methoden kommt man auf den ersten Blick nicht weiter. Subtrahieren wir 3 auf

beiden Seiten lasst sich die Gleichung x? + 2x — 2 = 0 nicht wie bis anhin mit der Faktorisierungs-
methode auflosen. Auf den zweiten Blick erkennt man auf der linken Seite eine binomische Formel!
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x2+2x+1=3 | links steht (gliicklicherweise) eine binomische Formel
x+17=3 | =/
x+1 =243 | -1

x = -1 i\/g
X, =-1++/3 =0.732; x,=-1-+/3=-2732

IL={0.732 ; —2.732}

® Das bedeutet: Wenn auf der einen Seite eine binomische Formel (also ein Quadrat) steht, kann

eine quadratische Gleichung durch Wurzelziehen « + \/— » gelost werden.

Eine Frage dringt sich nun auf:
Was machen wir, wenn keine binomische Formel vorkommt?

Antwort:
Dann stellen wir eine her!

Wie das gehen soll, illustrieren wir am folgenden Beispiel:

Beispiel:
x2+10x =13=0 | + 38 (...damit wir links die binomische Formel (x + 5) herstellen kinnen!)
x2+ 10x + 25 =38

x+57 =38 ‘ + \/— (soweit wollten wir ja kommen! Das war’s!)

x+5 = im
x, = -5+4/38 = 1.164; x,=-5-38=-11.164

IL={1.164 ; -11.164}

‘ ® Man nennt ein solches «Herstellen» von binomischen Formeln, eine quadratische Erginzung.
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Dazu eine kleine Ubung: Man erginze die folgenden Ausdriicke zu einem Quadrat. Welche Zahl
muss man jeweils dazuzihlen?

X +4x+ .. o= x4+ ... )
b x—1l4x+ ... = x—- ... )
OxX +3x+ ... = &+ ... )

d) Die Zahl, die dazuzuzihlen ist, erhalten wir also mit der allgemeinen Regel:

«Den Koeffizient von x und anschliessend »

Wir kénnen nun also quadratische Gleichungen mit quadratischem Erginzen auflésen. Dabei ha-
ben wir es stets mit konkreten Zahlen als Koeffizienten zu tun. Die gleiche Rechnung kénnen wir
aber auch durchfithren, ohne uns auf bestimmte Zahlen festzulegen. Wir ersetzen die Zahlen durch
Buchstaben und fiihren die Uberlegungen des letzten Kapitels ganz allgemein durch, und zwar ein
fur alle Mal.

Das bringt zwei Resultate: Zum einen haben wir dann eine Losungsformel zur Verfiigung. Sie er-
laubt uns, die Losungen einer quadratischen Gleichung zu finden, ohne jedes Mal quadratisch er-
ginzen zu mussen. Und noch etwas: Wir konnen anhand der Koeffizienten einer quadratischen
Gleichung im voraus entscheiden wie viele Losungen sie haben wird: Zwei, eine oder keine.

5.9.2 Loésungsformel und Losbarkeit

Wir legen uns nicht auf konkrete Koeffizienten fest, sondern rechnen mit Buchstaben. Dazu gehen
wir von folgender Gleichung aus:

ax?+bx+c= 0,mita=0
Wir nehmen also an, dass die Gleichung in allgemeiner Form gegeben ist.

Beginnen wir die Rechnung: Wir bereiten durch zwei kleine Umformungen das quadratische Er-
ganzen vor:

ax?+bx+c= 0 | —c
ax’+bx  =-c | :a
, b ¢ dratisch croi |
242y = —— | quadratisch erginzen!

2
Um quadratisch zu erginzen, addieren wir zuerst auf beiden Seiten f—2 ( o durch 2 teilen und quad-
a- a

rieren) und schreiben dann die linke Seite als Quadrat und die rechte Seite schreiben wir tiber einen
gemeinsamen Bruchstrich:
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) b’ c b
X H—X+—F T ——+—
a 4q a 4a
2 2
X+ N éiac | = f ..hier entstehen 2 1 isungen
2a 4q
2
X, +i = 4 b -4ac | Rechts Regel: \/5 _ Na ampenden
“ 2a 4q° b b
_ \Vb* -4ac b
X, +— = t——————— | -2
= 2a 2a 2a
b2 2a 2a
P— b++b* —4ac
1,2
’ 2a

So, und das wire eigentlich schon die Lésungsformel. Wir fithren noch eine Abkurzung ein: Fur
den Ausdruck unter der Wurzel « b —4ac » schreiben wir « D ». Somit lautet die Formel:

X, = —‘b;‘/ﬁ, mit D = b* - 4ac
a

Wir greifen das Beispiel « x2 + 10x — 13 = 0 » von weiter oben wieder auf, und wenden die soeben
hergeleitete Formel an:

Die Gleichung x?>+ 10x —13 =0 vergleichen wir mit der allgemeinen Form:
ax’+ bx + ¢ =0

* In unserem Beispiel steht a fur 1, b fir 10 und ¢ fir —13.

e Zuerst berechnen wir den Ausdruck D = b?* — 4ac :
D=100- 4 -1 -(-13) =100 + 52 = 152

* Anwendung der Formel: x, , =

~10£4/152 _{ 1.164

2 -11.164

Die Losungsmenge lautet somit: IL = {1.164 ; —11.164}.

@® HALT'! Die Formel «klappt» allerdings nicht immer so reibungslos... Ist der Ausdruck D
unter der Wurzel negativ, diirfen wir nicht die Wurzel daraus ziehen. In einem solchen Fall
gilt: «Die quadratische Gleichung hat keine reelle Losungy.
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@ Der Ausdruck
D = b*-4ac

der unter der Wurzel steht, entscheidet iiber die Anzahl der Losungen einer quadratischen Glei-
chung,.

D heisst Diskriminante der quadratischen Gleichung. Das Wort «Diskriminante» kommt Gbri-
gens aus dem Lateinischen «discriminare» und heisst «trennen, scheiden». Die Diskriminante
unterscheidet also die Lésungsfille.

An dieser Stelle ist eine saubere Zusammenfassung der bisher erreichten Ergebnisse angebracht:

5.9.2.1 Die Losungsformel und Losungsfille der quadratischen Gleichung

Zur Untersuchung der quadratischen Gleichung ax?+bx+c¢ = 0

wird die Diskriminante D = b* - 4ac eingefiihrt.

Ist D>0 dann hat die Gleichung zwei Lésungen, nimlich:

—b++D _ -b-D
R Sl und  x,= ————.

2a 2a

X

Dafur schreibt man abkirzend die Formel:

—b:\/B

2a

X2~

und meint damit: Die eine Lésung erhilt man durch Addieren der Wurzel, die andere
durch Subtrahieren der Wurzel .

b

Ist D=0 dann hat die Gleichung nur eine Lésung: x = ;—b , (Denn: /0 =0)
a

Ist D <0 dann hat die Gleichung keine Losung.
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5.9.2.2 Ein Musterbeispiel zur Losungsformel

Die Bentitzung der Losungsformel demonstrieren wir am Beispiel der Gleichung 5x2 = 10 — 4x.
Zunichst bringen wir sie in die allgemeine Form:
52 +4x—-10 = 0
Diese Gleichung vergleichen wir mit der allgemeinen Form
ax?’+bx +c =0
In unserem Beispiel steht a fiir 5, b fir 4 und c fir —10.
Wir berechnen die Diskriminante D und schauen, ob diese Gleichung tiberhaupt Losungen hat:
D =b"—4ac:
D=16-4 5" (-10) =16 + 200 = 216
D > 0 ; somit hat die Gleichung 2 Losungen

Jetzt schreiben wir die Losungsformel hin, ersetzen jedoch a, b und ¢ durch die entsprechenden
Zahlen. Fur den Ausdruck unter der Wurzel D schreiben wir 216:

-4x4216

X, == N22 Somitist IL = {1.070 ; —1.870}
: 10

5.9.3 Faktorisieren von quadratischen Termen

Bis jetzt konnten wir mit dem Zweiklammer-Ansatz «geeignete» quadratische Terme zerlegen:
X+ 9x +20 —...2-Klammeransatz...— (x + 4)(x + 5)
Schoner Nebeneffekt: Man sieht die Losungen der quadratischen Gleichung:

X+9%x+20=0 — x,=-4; x,=-5

e

Neu: Es geht auch umgekehrt:

X+ 9x+20=0 —...Losungsformel...— x, =-4; x,=-5

Schoner Nebeneffekt: Man kann die Faktorisierung des quadratischen Terms angeben:

C+9x+20 = (x+4)(x+5)
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Wir geben nun (ohne ausfiihrlichen Beweis) eine Vorgehensweise an, welche die Frage nach der
Faktorisierbarkeit eines beliebigen quadratischen Terms beantwortet.

Fiir das Faktorisieten eines quadratischen Terms ax? + bx + ¢ kann man wie folgt vorgehen:
1) Losungen berechnen — (2 Losungen: x;;x, / 1Losung:x; / oder keine Losung)
2) Falls existieren —> ax2 + bx + ¢ =|a (x = x)(x = x,)|

Falls existiert — ax?+bx+c= M

Falls existiert = ax2+ bx + ¢ ist

Beispiele:

Wir mochten den Term ‘ 4x* — 2x — 12 faktorisieren ‘ Mit dem Zweiklammer-Ansatz kommt man

vermutlich nicht weiter... ...mit der obigen Vorgehensweis hingegen, gilt:

1) Losungen berechnen:

—b:\/B

2a

X ,= , fihrt auf die Losungen: x, = -1.5; x, =2

2) 216sungen,a=4: — 4(x — x) (x — x,) = |[4(x+ 1.5 x-2)].

Wir beweisen nun, aus Zeitgrinden, nicht jeden einzelnen Fall, sondern untersuchen nur den Fall

i Losung]

Angenommen die quadratische Gleichung ax* +bx+c=0 habe genau eine Losung. Dann lautet
diese bekanntlich: x, = ;—b Zu zeigen ist nun, dass a(x —x,)> = ax’ +bx +c gilt:
a

-b b b b :
a(x-x) =a(x—-—)  =a(x+—=) =a(x’ +x=+—)=ax’ +bx+—.
( ) ( 2a) ( 2a) ( a 4a2) 4a

2

Zu zeigen bleibt also nur noch, dass » =c ist. Da aber im betrachteten Fall die Disktiminante
a
2
Null sein muss, gilt: 5> —4ac =0 < v c.
a
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5.10 Gleichungen héheren Grades
Selbstverstindlich gibt es auch Gleichungen die einen héheren Grad als zwei haben:

Beispiele:
x>+ 3%’ —4x + 5= 0 ist eine Gleichung 3. Grades (hat bis zu 3 Losungen).

3%’ + 6x° —4x + 100 = 0 ist eine Gleichung 7. Grades (hat bis zu 7 Lésungen).

Bemerkung:
«Speziell einfache» Gleichungen hoheren Grades kann man zwar oft direkt 16sen (zum Beispiel

sicht man bei der Gleichung x*' = 1 sofort die Losungsmenge II. = {1; -1}), im Allgemeinen geht
das jedoch nicht so problemlos!

Es gilt:

Fiir Gleichungen 3. oder 4. Grades gibt es zwar Lésungsformeln, doch sind diese sehr kom-
pliziert und umstindlich.

Fiir Gleichungen 5. oder héheren Grades ist sogar bewiesen, dass es keine allgemeinen Lo-
sungsformeln gibt.

In der Praxis benutzt man daher zur Losung von Gleichungen héheren als 2. Grades meistens
numerische Niherungsverfahren (Computer oder moderne Taschenrechner). Wir werden nur
kurz eine «speziell einfache» Form von Gleichungen vierten Grades vorstellen:

5.10.1 Biquadratische Gleichungen

Gleichungen vierten Grades sind, wie oben erwihnt, im allgemeinen schwer zu l6sen! Wir betrach-
ten hier aber eine ganz spezielle Gleichung vierten Grades, eine sog. biquadratische Gleichung:

x'=29x*+100 = 0 (Det Ausdruck biquadratisch hat natiitlich mit der Ahnlichkeit einer quadratischen
Gleichung zu tun: ax* + bx2+ ¢ =0.)

Wir substituieren (=ersetzen) nun x° mit z. Es sei also: x* = z
Somit erhalten wir eine quadratische Gleichung fiir z: z° —29z + 100 = 0

Und diese konnen wir wie gewohnt nach z auflésen. Wir erhalten fiir die Diskriminante: D = 441;
und fiir die Lésungen: z, = 25; z, = 4. (Man rechne nach!)

Anders formuliert: x> = 25 und x> = 4 erfiillen die urspriingliche Gleichung x*=29x* + 100 = 0.

Wir interessieren uns aber fiir welche x (und nicht fiir welche x°) die Gleichung erfiillt wird. Dies
liegt nun auf der Hand:

1.Fall: Aus x* = 25 folgt: x, =5 und x, =-5.
2.Fall: Aus x> = 4 folgt: x; =2 und x, =-2.

Somit ergibt sich fir die Losungsmenge: 1L = {5; -5; 2; -2}
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6 ANHANG

6.1 Die «Wurzel aus 2» als Beispiel einer itrationalen Zahl

Behauptung: V2 ist irrational, also kein Element aus Q und ist somit nicht als Bruch darstellbar.

Beweis (durch Widerspruch'):

Nehmen wir an /2 sei rational, dann liesse sich +/2 als Bruch darstellen: % =v2 (a,b €Z)

Ausserdem setzen wir voraus, dass dieser Bruch bereits vollstindig gekiirzt ist, dass also a und b
zwei teilerfremde ganze Zahlen sind. (Man kann jeden Bruch soweit kiirzen, bis man nicht weiter
kiirzen kann; Und das haben wir mit unserem Bruch gemacht!)

Im Folgenden werden wir durch einige Umformungen sehen, dass der Bruch, den wir als nicht
weiter kiirzbar vorausgesetzt haben, doch gekirzt werden kann, weil wir sowohl a als auch b
durch 2 teilen werden! Damit erzeugen wir einen Widerspruch, was bedeutet, dass es keinen sol-

chen Bruch geben kann.
2

Durch Quadrieren beider Seiten von % =2 erhilt man: (%) =2 = a’=2-b

Wenn nun aber a® zweimal so gross ist wie b*, so ist a’ sicher eine gerade Zahl. Damit ist aber
auch a eine gerade Zahl. (Diese Tatsache lisst sich ebenfalls ganz einfach mit Hilfe eines indirek-
ten Beweises zeigen. Versuchen Sie'sl) Man kann also @ durch 2 teilen und erhilt auf jeden Fall
wieder eine ganze Zahl k. Wir kénnen also schreiben:

a=2k
Eingesetzt in a® = 2-b* ergibt das:
(k) =2-b°
4-k*=2-b°
Wir dividieren beide Seiten durch 2:
2-k* =b

Dies bedeutet, dass b? und damit auch b eine gerade Zahl ist (gleiche Argumentation wie oben).
Wenn jedoch a und b gerade Zahlen sind, so ergibt sich hier ein Widerspruch zur Vorausset-
zung, dass a und b teilerfremde Zahlen sind und der Bruch vollstindig gekurzt war.

Somit war unsere Annahme falsch! /2 lisst sich nicht als Bruch darstellen, und ist deshalb
keine rationale Zahl, (sondern eine sogenannte irrationale Zahl).

J2 =1.414213562373095.... (wird nie periodisch!)

U Widerspruch-Beweis, oder auch indirekter Beweis genannt: Man nimmt das Gegenteil der Behauptung als giiltig an, und leitet daraus einen
Widerspruch her. Folglich muss die Behauptung wahr sein.
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6.2 Beweis der Unendlichkeit der Primzahlfolge '

Behauptung:

Es gibt unendlich viele Primzahlen und somit gibt es keine «grosste Primzahly.

Beweis (durch Widerspruch):
Angenommen es gibe eine grosste Primzahl P, dann bildet man die natiitliche Zahl N

N=(2-3-5-7-11-~-P)+1 ,
die das um 1 vermehrte Produkt saimtlicher Primzahlen einschliesslich P ist.

Wir betrachten die Primfaktorzerlegung dieser Zahl N:
Die Zahl N ist durch keine der Primzahlen bis P teilbar, da sie bei jeder Teilung den Rest 1 ldsst.

Also ist N

1) entweder selbst Primzahl

oder

2) hat Primzahlen als Teiler, die in der Folge 2, 3; ..., P nicht auftreten.

Beides steht aber im Widerspruch zu der Annahme, P sei die grosste Primzahl.
Also ist die Folge der Primzahlen unendlich!

Die aktuell grosste bekannte Primzahl (Stand: Januar 2018) lautet [27%* — 1], eine Zahl mit
23'249'425 Stellen! Unser Bewetis stellt jedoch sicher, dass noch gréssere Primzahlen existieren!

6.2.1 Exkurs iiber Primzahlzusammenhinge

6.2.1.1 Primzahlzwillinge

Primzahlzwillinge nennt man zwei Primzahlen, die die Differenz zwei haben.

Beispiele: {5; 7} {17; 19} {41; 43} Bis heute ist unklar, ob es unendlich viele Primzahlzwillinge gibt!

6.2.1.2 Die Goldbachsche Vermutung 2

Jede gerade natiirliche Zahl (ausser 2) ergibt sich als Summe von zwei Primzahlen.
Beispiele: 4=2+2, 6=3+3, 8=5+3, 10=7+3, 12=7+5, etc

Dies ist die bisher ebenfalls noch unbewiesene Goldbachsche Vermutung,.

! Dieser Beweis geht auf den griechischen Mathematiker Euklid zuriick. Euklid, geboren um 365 v. Chr., gestorben um 300 v. Chr.
Grosse Primzahlen spielen fiir moderne Verschliisselungsmethoden etwa im Internet eine wichtige Rolle.

2 Sie sehen: In der Mathematik sind noch lange nicht alle Fragen geklirt. Die Vermutung ist zwar leicht zu verstehen, deren Beweis
hat bis heute jedoch noch keiner erbracht (trotz gelegentlichem Preisausschreiben bis zur 1 Million Dollar.)
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6.3 Ein Missverstindnis im Zusammenhang mit der Quadratwurzel

Wir erinnern uns an die folgende Tatsache:
Die Quadratwurzel ist eine eindeutig definierte Zahl, die ihren eindeutig festgelegten Platz auf der
reellen Zahlenachse hat.

Deshalb ist der folgende Ausdruck falsch und widersprichlich: m

x* =36 |if
J36

X, =%6 = IL={6; -6}

I+

Hingegen ist hier alles korrekt: X, =

Verwirrungen und Missverstindnisse tauchen an dieser Stelle oft deshalb auf, weil man nicht klar
versteht, dass hier zwei absolut verschiedene Sachen miteinander verglichen werden!

Der Ausdruck ist eine Zahl und deshalb ist der Wert eindeutig festgelegt, nimlich +0.

Hingegen handelt es sich bei um eine Gleichung, und Gleichungen kénnen auch mehrere
Losungen besitzen. In diesem Fall zwei verschiedene Losungen, nimlich +6 und -6.

Es ist nun wichtig zu verstehen, dass auch der Ausdruck x,, = +/36 korrekt ist. Es handelt sich

lediglich um eine abkiirzende Schreibweise fiir die Tatsache, dass die Gleichung x* =36 zwei vet-

schiedene Losungen hat, nimlich x, =++/36 und x, = -J36.

Beachten Sie bitte auch die Tatsache, dass bei x,, = +/36 das Zeichen «+» vor der Wurzel steht

und somit der Ausdruck y,, = i@ = +6 korrekt ist, denn der Wert der Wurzel bleibt eindeutig +6,
6

ganz im Gegensatz zum widersprichlichen und zweideutigen Ausdruck J36 =+6.

Die ganze Problematik kann auch anders aufgezeigt werden. Betrachten wir zunichst die quadrati-
sche Gleichung x* =36. Diese kénnte mit Hilfe der 3. binomischen Formel auch folgendermassen
gel6st werden:

x* =36 |-36
x*=36=0
(x-6)(x+6)=0 = IL={6; -6}

Selbstverstindlich fithrt dieser Losungsansatz auch bei anderen reinquadratischen Gleichungen
zum Ziel. Zum Beispiel gilt fiir die quadratische Gleichung x* =10 :

x*=10 |-10
x*=10=0

(x=V10)(x+4/10)=0 = IL={\/B; -@}

Fur diese sich wiederholende Uberlegung koénnen wir nun jeweils die abkiirzende Schreibweise
x,, =236 = £6 cinfiihren. Oder etwa hier: x,, = +4/10 =23.162...

Ein solcher Ausdruck hat allerdings nichts mit dem sinnlosen Ausdruck J36 =+6 zu tun!
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6.4 Die Don’ts der Mathematik / Héufige Fehler

Es gibt Fehler in der Mathematik, die von Lernenden besonders hiufig gemacht werden. Ich denke
hier in erster Linie an das Nichtbeachten von ganz elementaren Rechenregeln oder an fehlerhafte
Termumformungen. Meistens hat es damit zu tun, dass man solche Rechenregeln nicht richtig "ver-
innerlicht", d.h. verstanden hat, sondern (wenn tberhaupt) stur auswendig gelernt hat.

Ein konkretes Beispiel: Viele Lernende kénnen die binomische Formel (a+b) =a* +2ab+b* sofort
hinschreiben. Doch bereits bei der Aufgabe (2s+1)’ =... "tappen viele in die Falle". Noch auffilliger,
werden die Verstindnis-Defizite bei einer solchen Aufgabe: "Lose die Gleichung x=x+3."
Da wird oft munter (ohne Beachtung der binomischen Formel!) auf beiden Seiten der Gleichung
quadriert und erhilt x=x*+9 (was selbstverstindlich falsch ist). In der Mathematik ist das Einhal-
ten der Rechengesetze nun Mal eine Notwendigkeit!

Werfen Sie deshalb in der Mathematik auch 6fters "einen Blick hinter die Kulissen"! Leiten Sie ge-
legentlich eine Rechenregel selbst her! Zum Beispiel (a+b)* =(a+b)a+b)=.... Versuchen Sie die
Motivation hinter einer Definition zu verstehen! Zum Beispiel 2° =1, ... macht Sinn, weil ... etc.

Distanzieren Sie sich vom passiven "Rezept-Lernen" und beginnen Sie aktiv zu erkliren und zu
begrinden. Dazu gehort durchaus auch ein gewisses Repertoire an Gegenbeispielen: Zum Beispiel
konnen Sie jemanden durch das Gegenbeispiel "V9+16 =v/9++/16 " schnell davon tberzeugen, dass

die Aussage Va’ +b’ =a+b falsch ist.

Zu alletletzt sollten Sie die hdufigsten Fehler kennen und somit aktiv vermeiden:

Falsch Richtig
ara=2a aa=a’
k+k=k k+k=2k
xaxb - xab xaxh =xa+b
(s+1) =5 +1 (s+1) =5 +2st+1°

Ji Yy =x+y x*+y" bleibt

Nu-v=u-v Ju-v bleibt

2:(x+D(y-3)=2x+2)(2y-6) 2:(x+D(-3)=2x+2)(y-3)=(x+1)(2y-6)
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2:3"=6"

2:3" bleibt
a@-a=a a@-a'=ad"(a-1)
15-10° =15 1.5-10° =(1.5)-10° =1'500
2 _r=2_”.2r 2-£r=%-m
3 3 3 3
2x _ 2 bleibt

= €
3x+c¢ 3+c¢ X+C
3.3 333 055
4 -4 4 4 -4
d+bx a+b-x .
=1+b-x bleibt
¢ a
(x2)3 _x5 (x2)3 _xf)
yiyt=yt yeyi=y
a a
\b)_ax \b)_a
X b x  bx
-3'=9 -3*=-(3-3)=-9 (Punkt vor Strich)
2+x 2+x 2
i |
X X X
—(x+y)=-x+y

~(x+))= (1) (¥4 y)=-x-y

Etc. ... (Konfuzius: Wer einen Fehler gemacht hat und ihn nicht korrigiert, begeht einen zweiten.)



