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1 Integralrechnung

Wir haben in den letzten Tagen bereits die Ableitung, respektive das Differenzieren, kennenge-
lernt. Wir kommen nun zur entgegengesetzten Richtung, der Integralrechnung. Ziel des ersten
Teils ist, zu zeigen, dass ein Zusammenhang besteht zwischen dem Ausrechnen des Flachenin-
haltes unter dem Graphen einer Funktion f und dem Finden einer Funktion F' mit der Eigen-
schaft F' = f, einer sogenannten Stammfunktion von f. Im zweiten und dritten Teil werden
wir Integrationsregeln und Integrationsmethoden behandeln, welche uns helfen eine gegebene
Funktion f zu integrieren. Schliesslich werden wir im vierten und letzten Teil uns noch mit

sogenannten uneigentlichen Integralen beschéaftigen.

1.1 Definition und Bedeutung

Wir betrachten eine Funktion f(z), welche iiberall > 0 ist. Wie gross ist die Fliche, welche
zwischen dem Graphen der Funktion und der z—Achse sowie den vertikalen Geraden z = a und

x = b liegt?

f(x)

Wir teilen diese Fldache in n Stiicke auf, und zwar so, dass wir sie einerseits von unten und

andererseits von oben approximieren:
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f(x)

Wir brauchen fogende Bezeichnungen:

Innere Treppenflache U,,: Die schraffierte Fliche
Aussere Treppenfliche O,,: Die schraffierte plus die gekreiselte Fliche

Unterteilen wir nun die Fldche in immer kleinere Stiicke, so wird die Approximation immer
besser. Anderst gesagt bekommen wir den korrekten Flacheninhalt sobald wir das n — oo

laufen lassen.

Definition 1. Falls
lim U, = lim O,,

n—oo n—oo

dann wird dieser Limes als bestimmtes Integral bezeichnet, und wir schreiben

/a b f(2) dx.

Fiir eine positive Funktion entspricht also das Integral gerade der Flache unter der Kurve.
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Beispiel. Wir betrachten die Funktion f(x) = 22 und wollen die Fliche von 0 bis zu einer Zahl

b berechnen.

Wir unterteilen die Flache zuerst wieder in n Teile und approximieren sie von oben sowie von

unten.
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Wir werden folgende Formel benutzen: > k?* = 2

k=1
Wir erhalten fiir die dussere Treppenflache

o B )R () ()
SLCRONCENC)
= % (1P+22+3%+---+n?)

b ( n(n+1) (2n+1)) v ((n2+n)(2n+1)>

n3 6

_ (i3t ) g 1,11
- nd 6 N 3 2n  6n2

also

n—00 n—00 3 2n  6n?

1 1 1 3
limOn:limb?’-( +—+—>=b—.
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Auf die gleiche Art und Weise erhalten wir fiir die innere Treppenflédche

b b /b\? b [2b\? b —1)b\?
_.()2_|__.<_) _|__.<_> _|_..._|__.((n ))
n n n n n n n

U, =
b3 2 2 2 2
= $~(0 +12 4224+ + (n—1)%)
U f(r=Dn2n-1)+1) e l_i_i_i
on 6 B 3 2n  6n?

und fir den Limes

lim U, = lim -

n—oo n—oo

LR S U W
3 2n 6n2) 3°

Die zwei Grenzwerte stimmen iiberein, und somit erhalten wir

Allgemein bekommen wir sogar
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1.2 Unbestimmtes Integral

Eine Funktion F(z) heisst Stammfunktion der Funktion f(z), falls F'(z) = f(x).

Wenn F(z) eine Stammfunktion von f(x) ist, dann bezeichnet man

/f(:r)d:c:F(:r)—l—C

als unbestimmtes Integral. Dabei ist C' € R eine Konstante.

Es reicht aus, die Integrale von ein paar wichtigen Funktionen zu kennen, um integrieren zu

konnen. Zusammen mit den Eigenschaften der Integration sowie wie mit den Methoden
e partiellen Integration (Kapitel [1.4)
e Substitution (Kaptiel [1.5)

konnen wir fast alle Integrale berechnen.

Darum gleich zu Beginn, die wichtigsten Funktionen integriert (iiberpriifen durch Ableiten):

" dr = —— 2"+ O, wobei n € R\{—1}

Da konstante Zahlen abgeleitet 0 ergeben, setzten wir nach der Integration immer eine Kon-
stante C' dazu, damit wir den moglichst allgemeinen Fall erhalten. Diese Konstante wird Inte-

grationskonstante genannt.

Eigenschaften:

¢ /c-f(x)dx:c-/f(x)dx fiir c € R

* U@t g@) o= [ f@)dot [ o) do
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1.3 Bestimmtes Integral

Wir haben gesehen, dass das bestimmte Integral

/b f(z) dx

die Fliache zwischen dem Graphen der Funktion f(z) und der z-Achse zwischen den Integrati-
onsgrenzen a und b angibt. Im Unterschied zum unbestimmten Integral ist es eine Zahl, keine

Funktion.

f(x)

Zusitzliche Eigenschaften:

o Fiir a < ¢ <D gilt:

/bf(x) dx:jf(m) dm+/bf(:v) dx

e Vertauschen der Integrationsgrenzen:

/bf(fv) dx:—/af(l‘) dx

Nun wollen wir aber das Integral [ f(z) dx berechnen. Das wird mit Hilfe der Stammfunktion

F(z) gemacht und zwar nach dem Hauptsatz der Integralrechnung:

und wir schreiben auch
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Beispiel.

5 AP 5t 3t s44

Sdr =" =2 -2 =222 _ 136
e e E

e Gesucht ist die Flache, die zwischen der y-Achse, dem Graphen von e* und der konstanten

Funktion y = e eingeschlossen ist.

exp

Der Schnittpunkt von e und e® liegt bei 1, daher sind 0 und 1 die Integrationsgrenzen.

1

/(e—e”‘")da:: [eac—ex] =e—e—(—1)=1

0

Bis jetzt haben wir immer Funktionen f > 0 betrachtet. Was passiert mit dem Flacheninhalt,

wenn die Funktion negativ wird?

Fléchen unterhalb der x—Achse werden als negativ betrachtet.
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Beispiel. Wir wollen die Flidche zwischen dem Graphen von sin(z) und der z—Achse zwischen

0 und 27 berechnen:

Dies entspricht dem Integral

2m
/ | sin(x)| dz.
0

Wir teilen die Funktion in die positiven und in die negativen Teile auf:

>0, falls0<z<n~7
sin(x)
<0, falls7#<z<2n

und erhalten somit

27
/ |sin(z)| dx
0

s 21

+ cos(z)

/07r sin(z) dx + / 7r(—sin(a:)) dx = — cos(z) )
= —cos(m) — (—cos(0)) + cos(2m) — cos(m)) = —(—=1)+1+1—(—1) =4.
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1.4 Partielle Integration

Die Partielle Integration entspricht der Produktregel der Differentiation, darum erinnern wir

uns zuerst an die Produktregel der Differentiation:

(f-9)=f-9+f-d,
respektive etwas umgeformt
f9d=09'-fg

Durch integrieren auf beiden Seiten, erhalten wir

[raar=[Ggrae- [ ga

Da f h' dx = h fiir jede Funktion h, entspricht dies

/f-g’(w)dxzf-g—/f’-gdw

Dies nennt man die partielle Integration. Die zu integrierende Funktion muss also ausgedriickt

werden kénnen als Produkt zweier Funktionen f(z) - ¢'(x). Diese Regel gilt sowohl fiir unbe-

stimmte als auch fiir bestimmte Integrale.

Beispiel.

e Um [ zcos(z) dz zu bestimmen, wéhlen wir die Funktionen:

Dann gilt:

[wcosta) de = [ ) @) do = f(a)g@) - [ Fw)gta) do

=z sin(zr) — /sin(x) dz = zsin(x) + cos(z) + C.

Zur Kontrolle, dass es auch die richtige Stammfunktion ist, kann man die Stammfunktion

ableiten:

(xsin(x) + cos(x) + C)" = 1-sin(z) + z cos(z) — sin(x) + 0

= xzcos(x),

was der urspriinglichen Funktion entspricht. Wir haben also richtig integriert!

10
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2

e Fiir [In(z) dz betrachten wir:
1

f(z) = In(x) g(x)=1
f(x) = i g(x) ==z
Damit gilt:
/ln(:z:) dr = /1 ‘In(z) de = xln(z) L /i x dx

11
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1.5

Integration durch Substitution

Wenn die zu integrierende Funktion von der Form f(g(z))g¢'(z) ist, das heisst, das Integral hat

folgende Form

/ f(9(2))d(z) da

dann kénnen wir die Funktion g(x) durch eine Variable u ersetzten und danach {iber u inte-

grieren. Nicht immer ist diese Form einfach abzulesen. Vermuten wir, dass wir Substitution

anwenden konnen, probieren wirs einfach aus, und zwar wie folgt:

(i)

(i)

(i)

(vii)

Suche eine Funktion, welche wir ersetzten wollen: u = g(x).

Leite u nach x ab: & = ¢/(x).

du
g'(z)

Lose diese Gleichung nach dx auf: dx =

Falls es ein bestimmtes Integral ist

Ersetzte im Integral g(x) durch v und dx durch d(“

g'(z)
und Integrationsgrenzen a und b vorkommen, werden diese ersetzt durch u(a) und wu(b).

g'(z)
Integrationsgrenzen a,b <« wu(a),u(b)
Das ¢'(x) sollte sich nun rauskiirzen, so dass im Integral kein x mehr vorkommt. Passiert

das nicht, konnen wir nicht Substitution anwenden oder miissen eine andere Substitution

vornehmen. Sonst weiter zum nachsten Schritt.

Es gilt nun:

[ fg(2)g'(x) dz = [ f(u)du

u(b)
respektive fbf(g(x))g’(x) de = fb f(u)du
a u(a)

Das neue Integral entspricht also dem alten Integral.

Beim unbestimmten Integral miissen wir wieder g(x) fiir u einsetzen um die Losung zu

bekommen.

12
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Bemerkung. Anstatt das bestimmte Integral mit Integrationsgrenzen direkt zu l6sen, kann
das Integral auch zuerst nur unbestimmt, das heisst ohne Integrationsgrenzen, betracht werden.
Dann miissen nach dem Losen des Integrals und der Riicksubstitution (u durch g(z) ersetzen)

noch die Integrationsgrenzen eingesetzt werden.

Beispiel.

o Wir wollen das Integral [ze® dx 16sen und setzen dafiir u(x) = 2. Es folgt, dass

d
o 2z, und somit dr = @
dx 2x
Wir erhalten somit
/xe”””2 dr = /xe“ d_u
2z
1
e
5 / e" du
1, 2
= 56 + C = —€ + C

1
e Nun ein bestimmtes Integral. Wir berechnen [ xl — dx:
0

Wir setzen v = x + 1 und erhalten 3—7; =1, also du = dx.

1
1 1
/ der = — du
r+1 U
0

13
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Bemerkung. Vergleich Partielle Integration < Substitution:

Wann benutzen wir partielle Integration, wann die Substitution? Grundsétzlich kénnen wir drei
Punkte festhalten.

1. Finden wir im Integral eine Funktion einer Funktion? Also sowas wie f(g(x))?

— Substitution (d.h. g(z) ersetzen)

2. Werden im Integral zwei Funktionen multipliziert, es kommen aber keine Funktionen in

Funktionen vor? — Partielle Integration

3. Ist das Integral nach Anwendung einer der Methode komplizierter als vor dem integrieren,
dann wurde entweder die falsche Methode gewahlt, oder es muss etwas anderes substituiert

oder die partielle Integration anders angewendet werden.

Es braucht etwas Intuition um jeweils die richtige Methode richtig auszuwéhlen... mit etwas

Ubung klappt das aber schon. Einfach nicht aufgeben und ausprobieren.

14
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Funktion

Methode

Was wird wie ersetzt?

Beispiel. Wann soll welche Methode wie angewendet werden? Ein paar Beispiele:

(322 — 5)°

sin(2 + )

t - cos(t)

e¥ cos(y)

bz

In(x)

In (575;)

\/In(x)

x? cos(z)

15
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1.6 Uneigentliche Integrale

Fragestellung: Kann man eine nicht beschrinkte Fliache berechnen? Was passiert, wenn die

Integrationsgrenzen unendlich oder Polstellen der Funktion sind?

Fall 1: Kann man die Flache unter dem Graphen von f(z) auf dem Intervall [A, co[ messen?

infinity 5

1
0 A infinity
x

Wenn

N—oo

N
lim A/ f(z) dz

existiert, dann nennt man dies ein uneigentliches Integral und schreibt:

A/ f(x) da

Beispiel.
/ £d:B: lim r-e *dr.
0

et n—oo Jq

N
Wir 16sen das Integral [ ze™® dx mit partieller Integration:

N
+/ ePdr=—-Ne ™ —e™ —(—e ) =-—MN+1)+1
0

0

Wegen A}im (—e (N + 1)) — 0 existiert der Grenzwert und es gilt:

00 N

ze ¥ dr = lim ze T dr = 1.
N—oo
0 0

16
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Fall 2: Kann man die Fldche unter dem Graphen von f(z) auf einem Intervall messen, welches
eine Polstelle bei A beinhaltet?

infinity =

1
0 B infinity

Analog zum ersten Fall: Wenn

a—A

B
lim / f(z) dz

existiert, dann existiert das uneigentliche Integral:

/Bf(x) dx

Beispiel. Betrachte [ 1 dz = lim.o [' 1 dz. Da

1

/ i dz = In(z)

£

1
=In(l) —In(e) = —In(e) o0 fir ¢—0

1
folgt [ % dx existiert nicht.
0

Beispiel. Betrachte fol \/LE dx = lim._, fsl \% dx. Da

=2-2/e

1
€

1
1
1
und lim._o /2 = 0, folgt [ \/LE dr = 2 existiert.
0
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