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Résumé. — C’est le premier volet d’une série de deux articles visant a construire et étudier des groupes de Galois motiviques
dans le cadre des motifs triangulés. On développe d’abord un formalisme général permettant d’associer a un foncteur monoidal
f, satisfaisant a certaines conditions naturelles, une algebre de Hopf dans la catégorie monoidale but de f. Ce formalisme sera
ensuite appliqué a la réalisation de Betti des motifs de Morel-Voevodsky sur un corps de base k muni d’un plongement complexe
o : k — C. On obtient ainsi une algébre de Hopf H,,o(k, o) de la catégorie dérivée des Q-espaces vectoriels. En utilisant le
théoréeme de comparaison entre cohomologie singuliere et cohomologie de De Rham, on obtient une description explicite de
I’algebre unitaire H,,o(k, 07) ® C montrant en particulier que le complexe H o (k, o) n’a pas d’homologie en degrés strictement
négatifs. On en déduit une structure de Q-algebre de Hopf sur le 0-ieme groupe d’homologie de H,,o (k, o) dont le spectre sera
baptisé le groupe de Galois motivique.

Abstract. — This is the first article of a series of two, aiming at constructing and studying motivic Galois groups in the context
of triangulated motives. We first develop a general formalism that allows us to associate to a monoidal functor f, satisfying some
natural conditions, a Hopf algebra in the target category of f. This formalism is then applied to the Betti realization of Morel-
Voevodsky motives over a base field k endowed with a complex embedding o : k < C. This gives a Hopf algebra H o (k, o) in
the derived category of Q-vector spaces. Using the comparison theorem between singular and de Rham cohomology, we obtain
an explicit description of unitary algebra Hye(k, o) ® C showing in particular that the complex JHp,o:(k, o) has no homology
in strictly negative degrees. We deduce from this a structure of a Hopf algebra on the zeroth homology of H,,,(k, o) whose
spectrum will be called the motivic Galois group.
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Introduction

Dans cet article et celui qui lui succede [8], nous développons une théorie inconditionnelle du groupe de Galois
motivique d’un corps de caractéristique nulle. Notre théorie s’inscrit naturellement dans le cadre des motifs de Morel—
Voevodsky et ne nécessite aucune construction nouvelle de « motifs ». De plus, nous ne contournons pas les grandes
conjectures (Conjectures Standards, existence d’une ¢-structure motivique, etc) mais nous les reformulons en partie a
I’aide de certaines de nos constructions (cf. §2.4). Nous obtenons entre autres une description explicite de I’algebre
des fonctions sur le groupe de Galois motivique en termes de cycles algébriques.

Dans cette introduction, nous donnerons un apercu de I’article en essayant de le situer par rapport aux travaux
antérieurs sur le groupe de Galois motivique, notamment 1’approche originale mais conjecturale de Grothendieck,
I’approche inconditionnelle de Y. André [1] et enfin 1’approche de Nori. (A ce jour, Nori n’a rien publié sur le sujet
mais le lecteur trouvera dans [29, §3.3] une exposition de sa construction.)

Une dualité de Tannaka faible. — Comme toutes les constructions de groupes de Galois motiviques, la ndtre est
basée sur une sorte de dualité de Tannaka qui fait I’objet de la Section 1. Strictement parlant, il ne s’agit pas d’une
dualité. En effet, la différence essentielle entre notre formalisme et le formalisme Tannakien réside dans 1’absence
d’une dualité. Soyons plus précis : supposons donnée une catégorie tensorielle A-linéaire A munie d’un foncteur
monoidal f dans la catégorie des A-espaces vectoriels. (Ici, A est un corps de caractéristique nulle.) La théorie de
Tannaka (cf. [41]) fournit des conditions nécessaires et suffisantes qui garantissent que A est, & équivalence pres, la
catégorie des représentations d’un pro-A-schéma en groupe affine. Ce dernier, noté Aut®(f), est obtenu en prenant les
automorphismes monoidaux du foncteur f a coefficients dans les A-algebres. On a donc une équivalence de catégories

A = Rep (Aut®(f) M

qui, pour des raisons évidentes, est considérée comme un « isomorphisme de dualité ». Les conditions d’application
de la dualité de Tannaka sont, il le faut bien, tres restrictives. On demande entre autres que A est abélienne et que le
foncteur f est fidele. Si au lieu de chercher une équivalence du type (1), on se contente d’un foncteur universel

A — Rep (G), 2)
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on obtient en revanche un formalisme qui s’applique presque tout le temps! Voici le type de résultats que nous
obtiendrons dans la Section 1 :

Soit A un corps et notons Mod(A) la catégorie des A-espaces vectoriels de dimension quelconque. Soit M
une catégorie monoidale symétrique A-linéaire munie d’un foncteur monoidal A-linéaire f : M — Mod(A).
Supposons que f admet un adjoint 4 droite g qui commute aux sommes quelconques. (V) 11 existe alors une
bialgebre H(f) et un triangle commutatif

M — coMod(H(f))

|

Mod(A).

(Ci-dessus, coMod(H(f)) est la catégorie des comodules sur H(f) et la fleche verticale est le foncteur d’oubli.)
De plus, la bialgebre H(f) est universelle pour cette propriété.

Par ailleurs, une condition simple sur I’adjoint a droite g assure que H(f) est une algebre de Hopf. Dans ce cas, la
catégorie coMod(H(f)) s’identifie a2 Rep(G) avec G = Spec(H(f)) et nous obtenons notre version faible de la dualité
de Tannaka. Il existe également une version graduée de 1’énoncé précédent qui s’applique au foncteur de réalisation
de Betti pour fournir I’algebre de Hopf motivique. Toutefois, pour d’autres applications (comme celles qui seront
données dans [8]) nous sommes amenés a généraliser encore la situation.

En effet, nous partons d’un foncteur monoidal symétrique f : M — € admettant un adjoint a droite g et une
section monoidale e. Nous supposons que le morphisme de coprojection g(E)®e(E’) — g(E® fe(E")) est inversible
pour tout E, E’ € £. Sous ces conditions, nous montrons que 1’objet H = fg(1) € € posséde une structure naturelle de
bialgebre dans €. Les constructions et les vérifications pénibles inhérentes a cet énoncé occupent la Sous-section 1.2.
Dans la Sous-section 1.3, nous vérifions que f(A) est naturellement un H-comodule pour tout objet A € M obtenant
ainsi le foncteur universel de M dans une catégorie de comodules sous une bialgebre dans €. Nous faisons ensuite le
lien avec les endomorphismes du foncteur f (qui ne préservent pas nécessairement la structure monoidale). Le but de
la Sous-section 1.4 est de montrer que H est une algébre de Hopf si le morphisme évident g(E) ® A — g(E ® f(A))
est inversible pour tout A € M et E € €. La Sous-section 1.5 est consacrée a quelques propriétés de fonctorialité de
notre construction.

Comparaison avec le théoreme Tannakien de Nori. — Le concept d’une dualité de Tannaka faible a été considéré
auparavant par M. Nori (cf. [29, §3.3]). Soit A un corps et soit € une catégorie monoidale symétrique munie d’un
foncteur monoidal symétrique R a valeurs dans la catégorie Mod s(A) des A-espaces vectoriels de dimension finie. A
cette donnée, Nori associe une A-bialgebre N(R) et un triangle commutatif

€ — coMod(N(R))

Mod (A).

(Ci-dessus, coMod s(N(R)) est la catégorie des comodules sur N(R) de dimension finie sur A et la fleche verticale est
le foncteur d’oubli.) De plus, la bialgebre N(R) est universelle pour cette propriété. C’est le théoréme Tannakien de
Nori. En fait, Nori considére une situation beaucoup plus générale ou € est seulement un diagramme.

Bien que similaires dans leurs formulations, le théoréeme Tannakien de Nori et le théoréeme énoncé dans le para-
graphe précédent sont différents. En effet, nous considérons un foncteur f dans la catégorie des A-espaces vectoriels
de dimension quelconque et qui admet un adjoint a droite g commutant aux sommes infinies. Un tel foncteur ne
vérifie donc pas les conditions d’application du théoréeme de Nori. Réciproquement, un foncteur R a valeurs dans
les A-espaces vectoriels de dimension finie possede rarement un adjoint a droite. De plus, le lecteur familier avec
le théoreme Tannakien de Nori se convaincra de lui-méme que notre approche est tres différente de celle de Nori.
En effet, notre stratégie consiste a munir I’objet fg(A) (fg(1) dans le cas général) d’'une multiplication et d’une
comultiplication explicites et de vérifier a la main toutes les propriétés requises.

Le lecteur peut aussi s’interroger sur nos motivations pour développer notre dualité de Tannaka faible. Nous en
avons au moins deux. Premiérement, notre formalisme Tannakien s’applique a &, la catégorie but du foncteur f, une
catégorie monoidale quelconque. Ceci n’est pas le cas de la construction de Nori qui ne semble pas se généraliser
au dela du cas ou & est une catégorie abélienne. Or, dans [8] nous aurons a considérer le cas ou € est une catégorie

1. Sous ces conditions, il est immédiat que 1’Hypothese 1.20 est vérifiée avec e 1’unique (a isomorphisme pres) foncteur A-linéaire, com-
mutant aux sommes et envoyant A sur 1’objet unité de M.
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triangulée de motifs. Deuxiemement, dans notre approche, I’adjoint a droite g joue un réle primordial et permet
d’expliciter toutes les structures. Par exemple, on dispose d’une formule pour H(f). C’est I’objet fg(1) € &, ou
1 € € est I’objet unité de la structure monoidale. De plus, la comultiplication de H(f) est décrite explicitement,
modulo des isomorphismes évidents, en termes de ’unité de 1’adjonction (f, g) et de I'inverse d’un morphisme de
coprojection. Il en est de méme de I’antipode de H(f) lorsqu’on sait montrer que cette derniere existe. Le fait qu’on
puisse expliciter toutes les structures de la bialgebre H(f) nous permettra dans la suite de donner une description
relativement concrete de I’algebre de Hopf motivique et de sa comultiplication. Ceci est, nous semble-t-il, 'une des
caractéristiques importantes de ce travail.

Le groupe de Galois motivique. — Fixons un corps k muni d’un plongement complexe o : k — C et un anneau de
coefficients A. Nous notons DA(k, A) (resp. DAT(k, A)) 1a catégorie des motifs (resp. motifs effectifs) sans transferts
sur k a coefficients dans A. On dispose d’un foncteur de réalisation de Betti

Bti* : DA(k,A) — D(A)

ou D(A) est la catégorie dérivée de Mod(A). La variante effective de ce foncteur est notée Bti**. 1Is admettent des
adjoints a droite notés Bti, et Bti" respectivement.

Nous montrons dans la Sous-section 2.1 que les deux foncteurs Bti* et Bti®"* vérifient les conditions d’application
de la dualité de Tannaka faible développée dans la Section 1. Nous obtenons donc deux bialgebres dans D(A) qu’on
notera respectivement Hyo(k, o, A) et J—Cfnff)t(k, o, A\). En fait, Hyo(k, o, A) est une algebre de Hopf. De plus, elle
s’obtient a partir de J{ﬁlﬂ;t(k, o, A) en inversant un élément canonique ¢ € Ho(ﬂ-ffrfgt(k, o,N\)), 1.e.,ona Hye(k, o, A) =
U{fnlf)t(k, o, N)[s7']. @ Ces constructions font I’objet de la Sous-section 2.1.

Pour obtenir un « vrai » groupe de Galois motivique il faut invoquer un résultat du §2.3.1. Plus précisément,
dans ledit paragraphe, nous utilisons le théoreme de comparaison de Grothendieck entre cohomologie singuliere et
cohomologie de de Rham [19] pour construire un quasi-isomorphisme entre ﬂ{fn‘zt(k, o, C) et un complexe explicite
de formes différentielles. Il se trouve que ce dernier complexe est nul en degrés homologiques strictement négatifs,
ce qui entraine que H,(Hyot(k,0, A)) = 0 et Hn(i}{fn‘fn(k, o,N)) = 0 pour n < 0. Ceci permet de conclure que

Ho(Hmot(k, o, A)) et Ho(f}{fnfgt(k, o, A)) sont naturellement des A-bialgebres ; la premiere est en fait une A-algebre de
Hopf. Ceci dit, nous posons

effx

GmOt(ka g, A) = SpeC(HO(:}CmOt(k, g, A)))s
un pro-schéma en groupe affine sur Spec(A). C’est le groupe de Galois motivique de k (associé au plongement o).

Comparaison avec d’autres constructions de groupes de Galois motiviques. — Esquissons I’approche originale mais
conjecturale de Grothendieck. Si on cherche a appliquer la dualité de Tannaka aux motifs de Chow, on est d’abord
obligé de passer a I’équivalence homologique (pour s’assurer que la réalisation de Betti est fidele) et on doit ensuite
démontrer que la catégorie des motifs pures pour 1’équivalence homologique est abélienne. La seule méthode connue
a ce jour pour faire cela repose sur une partie des Conjectures Standards. Si 1’on savait que 1’équivalence homolo-
gique coincide avec I’équivalence numérique, on pourrait utiliser [24] pour montrer que cette catégorie est abélienne
et méme semi-simple. On obtient ainsi la construction conditionnelle du groupe de Galois motivique, en fait de son
plus grand quotient réductif.

Notre construction ressemble beaucoup a la construction conditionnelle de Grothendieck. Cependant, elle diverge
au moins a deux endroits :

1. au lieu d’utiliser la catégorie (conjecturalement abélienne) des motifs pures pour I’équivalence homologique,
nous utilisons la catégorie triangulée de tous les motifs mixtes DA(k, A),
2. au lieu d’utiliser la dualité de Tannaka, on utilise la dualité de Tannaka faible.

De plus, notre construction fournit le groupe de Galois motivique tout entier et pas seulement son plus grand quotient
réductif.

En essayant d’« imposer » certaines des Conjectures Standards, plusieurs mathématiciens ont réussi de réaliser
inconditionnellement la construction de Grothendieck. L’ idée commune a ces constructions est de remplacer la caté-
gorie des motifs pures pour I’équivalence homologique par une autre catégorie qui lui est conjecturalement équivalente
mais pour laquelle il est possible de vérifier toutes les conditions d’application de la dualité de Tannaka. Parmi ces
constructions notons celle de Deligne [15] basée sur la notion de « cycle de Hodge absolu » et celle d’ André [1] basée

2. La situation est semblable au cas de la bialgebre k[(x;;)i<; j<,] dont le spectre est I’anneau des matrices carrées de taille n X n et I’algebre
de Hopf [(x;)1<i, jg,,][det’l] dans le spectre est le groupe linéaire Gl (n).
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sur la notion de « cycle motivé ». Une troisi¢éme construction, toutefois moins naturelle, est due a André et Kahn [3].
La question suivante semble accessible.

Question. — Est-ce que le groupe de Galois motivique d’André est le plus grand quotient réductif de Gpot(k, o, Q) ?

A notre connaissance, la seule construction de groupe de Galois motivique « total » antérieure 2 la notre est celle
de Nori. Elle est basée sur son théoréme Tannakien appliqué a un diagramme D(k) qui n’est pas une catégorie. Le
diagramme D(k) a pour sommets les quadruplés (X, Y,n,m) avec n € N, m € Z, X un k-schéma de type finiet Y c X
un sous-schéma fermé. Les fleches dans D(k) sont de trois sortes :

1. des morphismes de paires a n et m fixés,
2. une fleche (X, Y, n,m) — (¥, Z,n — 1, m) pour toute chaine de sous-schémas fermés Z c Y c X.
3. une fleche (X, ¥,n,m) —> (PL,PL Uf{oo} X X,n+2,m + 1).

Le (pré-)foncteur R : D(k) — Mod;(Q) associe a (X, ¥, n, m) le Q-espace vectoriel H,((X(C), Y(C)), Q(m)). Le théo-
reme Tannakien de Nori appliqué a R fournit une algebre de Hopf Hnori(k, o, Q) et, en passant au spectre, un pro-
schéma en groupe Gnori(k, 0, Q). Nous pensons savoir répondre par 1’affirmative a la question suivante, mais nous ne
rédigerons pas les détails ici.

Question. — Est-ce que Gnori(k, 0, Q) est isomorphe a Gk, 0, Q) ?

La encore, le lecteur peut s’interroger sur les avantages de notre construction par rapport a celle de Nori. Notre
construction est plus adaptée a la théorie des motifs suivant Morel et Voevodsky, et nous pouvons donc disposer de
tout 1’arsenal motivique développé dans les dix dernieres années pour étudier le groupe de Galois motivique. Ceci
sera exploité dans le présent travail a plusieurs reprises. Par exemple, en utilisant la formule H ot (k, o, A) = Bti*Bti. A
et en calculant dans les catégories des spectres motiviques, nous arrivons a décrire Hpo(k, o, A) comme un complexe
de cycles explicite. Une telle description de I’algebre de Hopf motivique est probablement impossible a partir de
la construction de Nori. Voici un deuxieme avantage : notre construction fournit une algébre de Hopf dans D(A) et
I’algebre de Hopf de Nori est au mieux 1’homologie en degré zéro. M&me si on conjecture que les H,(Hmoc(k, o, A))
sont nuls pour n > 0, il est important d’avoir défini ces objets. En effet, une preuve de I’annulation de ces groupes
sera a notre avis un grand pas vers la Conjecture de Beilinson—Soulé et I’existence de la #-structure motivique.

Notons enfin une divergence importante entre notre approche et celle de Nori. La construction de Nori repose sur
un résultat géométrique : le « basic lemma ». Ce résultat, du a Beilinson et redécouvert plus tard par Nori, affirme que
la cohomologie de Betti de certaines paires de k-schémas (X, Y) est nulle sauf en un seul degré. Notre construction du
groupe de Galois motivique n’utilise pas le « basic lemma ». Tout au plus, nous utiliserons le théoréme de Lefschetz
faible via le théoréeme de comparaison de Grothendieck entre cohomologie singuliere et cohomologie de de Rham
algébrique.

Description explicite de [’algébre de Hopf motivigue. — Un des points importants du présent travail est le « calcul »
de I’algebre de Hopf motivique I o(k, 0, Z). Pour expliquer de quoi il s’agit nous avons besoin de quelques notations.
Pour n € N, notons De’?t le pro-k-schéma des voisinages étales du polydisque fermé D" = {(zy,--- ,z,) € C", |zi| < 1}
dans la droite affine A} Pour une définition exacte, nous renvoyons le lecteur au §2.2.4. Ces pro-schémas forment un
objet cocubique Dg. Pour ¢ € N, on forme le groupe abélien bicubique Zy* (D¢ xx D¢) donné en bidegré (a, b) € N?
par le groupe des cycles de codimension ¢ dans Dgt Xk D’é’t qui intersectent proprement toutes les faces. Notons
C(Zy“ (D¢ 1 Dg)) le bicomplexe de groupes abéliens associé a ce groupe bicubique. Le Théoreme 2.139 affirme que
le complexe Hpo(k, 0, Z) est quasi-isomorphe & une colimite suivant (m, n) € N? des complexes

Tot(C(Zy™"" (Dex X De))[=2m — 2n].

Ceci est a rapprocher de la description de C°(Gal(k/k), Z) comme étant le groupe des cycles de codimension 0 dans le
pro-schéma Dgt Xk D(é)t = Spec(k® k). Modulo I’isomorphisme du Théoreme 2.139, la multiplication est induite par le
produit extérieur des cycles. Pour la description de la comultiplication, nous renvoyons le lecteur au Théoréme 2.144.

La description explicite de Hyoi(k, 0, Z) repose sur la construction d’un certain modele du foncteur composé
Bti.Bti* au niveau des catégories de spectres symétriques (cf. §2.2.5). Cette construction, qui est techniquement plus
exigeante que le reste de I’article, est I’objectif de la longue Sous-section 2.2. En fait, notre modele du foncteur Bi..Bti*
est d’un intérét indépendant du calcul de 1’algebre de Hopf motivique. En effet, nous en avons besoin pour énoncer la
Conjecture B de la Sous-section 2.4 et il est probable que toute tentative sérieuse de prouver cette conjecture devrait
passer par une étude approfondie de ce modele. Comme nous essayerons de le montrer dans la Sous-section 2.4, cette
conjecture est a la fois trés explicite et extrémement forte. Jointe a la Conjecture A (cf. la Sous-section 2.4), elle
devrait entrainer 1’existence d’une #-structure motivique et méme d’une équivalence de catégories entre la catégorie
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triangulée des motifs géométriques (a coefficients rationnels) et la catégorie dérivée des représentations de dimension
finie de Gpoi(k, 0, Q).

Périodes formelles. — Le lecteur trouvera au §2.3.1 une description du complexe J—Cmot(k, o, C) a I’aide d’un com-
plexe de formes différentielles. Notons (‘)alg(]D ) la colimite des O(D’gt) suivant n € N. Les éléments de O, (D)
sont des fonctions sur le polydisque fermé de dimension infinie D = {(z1,- - , zZn, - -+ ), |zi] < 1}, qui dépendent d’un
nombre fini des variables et qui sont algébriques sur le corps k(z1, - , 24, -+ ). Pour I C N une partie finie, on note
OEzll?g(]Dm) C Oalg(D‘”) le sous-espace vectoriel des fonctions f qui deviennent nulles lorsqu’on substitue chacune des

variables z;, pour i € I, par € € {0, 1}. On a alors un isomorphisme canonique 7 t(k o,C) =~ Pk o) @ C ou
Pefl(k, o) est le complexe de formes différentielles (de degré infini)

= 00 A d =, 00 A
@ o;’,)g(D )z 5 @ O B*)dzs = -+ @ 0 (B%) d2; =5 Ourg(D™)d20.
IcN- IcN- ieEN—
card(l) card(/)= d 1

(Ci-dessus, le symbole dZ; désigne A en—(ujoy dzi ou les dz; sont rangés dans I’ordre croissant des i.) Le 0-ieme
groupe d’homologie du complexe ci-dessus est le quotient

Oalg(Doo)

<g—£ —(fzi=1D = f(zi =0)); f€0ug(D”), i e N— {0}>
C’est I’anneau des périodes formelles effectives. On obtient 1’anneau P(k, o) des périodes formelles en inversant
I’élément correspondant a la période 7. On dispose d’un morphisme canonique f : P(k,0) — C dont I’image est
I’anneau des « vraies » périodes. Lorsque k£ = Q, ce morphisme est conjecturalement injectif. Dans [26], Kontsevich
a introduit la notion de « période abstraite ». Bien que sa définition soit différente de la ndtre, il est plausible que
I’anneau des périodes formelles est le méme, a isomorphisme pres, que celui des périodes abstraites de Kontsevich.

L’algebre de Hopf motivique Hyoi(k, o, Q) co-agit sur la réalisation de Betti de tout motif et en particulier sur
la réalisation de Betti de 1’objet €/ € DA(k, A) qui représente la cohomologie de de Rham algébrique. Or, par
construction, nous avons un isomorphisme canonique P(k, o) =~ Hy(Bti*(/¢)). Nous déduisons donc que le groupe
de Galois motivique Gpot(k, o, Q) agit naturellement sur I’anneau des périodes formelles. De plus, le pro-k-schéma
Spec(P(k, o)) est un torseur sur le pro-Q-schéma en groupe G (k, 0, Q). Ceci fournit une théorie de Galois pour
les périodes formelles qui est un analogue précis et une extension de la théorie de Galois pour k/k. Si k = Q et en
admettant que f : P(k,0) — C est injectif, on obtient la théorie de Galois conditionnelle pour les périodes de [2].
Selon Kontsevich [26], ses périodes abstraites sont aussi sujettes a une théorie de Galois sous le groupe de Galois
motivique de Nori.

P (k, o) =

Remerciements.
qui ont contribué a améliorer le texte. Je lui suis trés reconnaissant de m’avoir signalé une erreur embarrassante dans
ma formulation initiale de la conjecture B. (J’avais utilisé la catégorie DA (k) au lieu de sa version étale !)

1. La théorie abstraite : construction d’algebres de Hopf a partir de foncteurs monoidaux

Le but de cette section est de décrire une recette générale qui permet d’associer a certains foncteurs monoidaux
f des algebres de Hopf dans la catégorie but de f. Nous sommes particulicrement intéressés par le cas ou f est la
réalisation de Betti (construite dans [7]) mais aussi celui ol f est la réalisation analytique rigide (construite dans
[6]). Toutefois, les conditions d’application de notre recette sont particulierement simples et il est probable que notre
théorie s’applique dans beaucoup d’autres situations.

Pour simplifier, on se restreint dans ce qui suit aux catégories monoidales symétriques et unitaires. Ainsi, sauf
mention explicite du contraire, une catégorie monoidale sera pour nous une catégorie monoidale symétrique et unitaire
munie d’un objet unité qu’on désignera en général par 1. De méme, un foncteur monoidal (resp. pseudo-monoidal)
est un foncteur monoidal, symétrique et unitaire (resp. pseudo-monoidal, symétrique et pseudo-unitaire). On renvoie
le lecteur a [4, Déf. 2.1.85] pour la signification de ces termes.

1.1. Algebres, coalgebres, bialgebres et algebres de Hopf. —

Dans cette sous-section, nous rappelons les notions classiques d’algebre, de coalgebre, de bialgebre et d’algebre de
Hopf dans les catégories monoidales. On donnera aussi quelques compléments bien connus mais utiles pour la suite.
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1.1.1. Algebres et coalgébres dans les catégories monoidales. — On fixe une catégorie monoidale (€, ®, 1). Une al-
gebre de C est un couple (A, m) formé d’un objet A € C et d’une flecche m : A ® A — A (appelée la multiplication)
telle que m o (id ® m) = m o (m ® id). On dit que (A, m) est commutative si m o T = m avec T I’isomorphisme de
permutation des facteurs de A® A. On dit que (A, m) est unitaire s’il existe une fleche u : 1 — A telle que mo (id®u)
et m o (u ® id) sont les isomorphismes canoniques AQ 1 ~ Aet 1 ® A ~ A. La fleche u est alors uniquement dé-
terminée. Elle est appelée 1’unité de (A, m). Dualement, on a la notion de coalgébre formée d’un objet B € € muni
d’une comultiplication cm : B — B ® B. Une coalgebre peut &tre cocommutative ou counitaire (avec une counité
bien déterminée). Clairement, une algebre de C est une coalgebre de la catégorie opposée C°P et vice versa.

Les morphismes d’algebres (resp. de coalgebres) sont les fleches qui commutent aux multiplications (resp. aux
comultiplications). Les morphismes d’algebres unitaires (resp. de coalgebres counitaires) commuteront par définition
avec les unités (resp. les counités). Pour alléger les notations, nous omettrons souvent de mentionner la multiplication
ou la comultiplication lorsqu’on désigne une algebre ou une coalgebre.

Remarque 1.1 — Soit (A, m) une algébre de C. On définit une algebre (A°P, m°P) en prenant A? = Aetm°® =mor
(avec 7 I’isomorphisme de permutation des facteurs de A ® A). L’algebre (A°P, m°P) est appelée 1’algebre opposée a
(A, m). On définit de méme la coalgebre opposée (B°P, cm°P) a une coalgebre (B, cm). Une algebre (resp. coalgebre)
est égale a son opposée si et seulement si elle est commutative (resp. cocommutative).
Lemme 1.2 —
(a) Soient (A1, my) et (Ax, my) deux algébres dans C. Alors A1 ® A, est une algébre pour la multiplication donnée
par la composition de

id id
(A1 ®A2) ® (A ® Ar) =5 (41 ® A1) @ (A2 ® A2) 3 A1 ® Ay

Si A et Ay sont commutatives, il en est de méme de A1 ® Ay. Si Ay et Ay sont unitaires, il en est de méme de
Al ® As.
(b) L’énoncé dual pour les coalgebres est également vrai.
Démonstration. La preuve est standard. Elle est omise. <
Lemme 1.3 —
(a) Soitt: (C,®) — (D,®) un foncteur pseudo-monoidal. Soit (A, m) une algebre (unitaire) de C. Alors, t(A) est
naturellement une algébre (unitaire) de D pour la multiplication donnée par la composition de

HA) @A) — AR A) @) t(A).

(L’unité de t(A) est donnée par la compositionde 1 — t(1) — t(A).) Si ’algeébre A est commutative, alors t(A)
est également commutative. Enfin, si t — t' est une transformation naturelle de foncteurs pseudo-monoidaux,
t(A) — t'(A) est un morphisme d’algébres (unitaires).

(b) L’énoncé dual ou t est pseudo-comonoidal et (B, cm) est une coalgebre (counitaire) est également vrai.

Démonstration. La preuve est facile. Elle est omise. <

1.1.2. Bialgébres dans les catégories monoidales. — On fixe une catégorie monoidale (C, ®, 1). Rappelons la défi-
nition suivante.

Définition 1.4 — Une bialgebre de C est un triplet (H, m,cm) formé d’une algebre (H, m) de C et d’une coalgebre
(H, cm) de C telles que le diagramme

HH——— H—— S H®H 3)

cm®cml Tm@m
(Ho H)® (H® H) —= , (He H)® (H® H)

commute. On dit que (H, m, cm) est commutative (resp. cocommutative) s’il en est ainsi de [’algebre (H, m) (resp. de
la coalgebre (H,cm)). On dit que (H, m,cm) est biunitaire lorsque (H, m) est unitaire, (H,cm) est counitaire et les
diagrammes suivants sont commutatifs :

u

1— 101 HeH -5 H 15 H

o e cusen | lw \\?m

H-S H®H, 11 —1, 1.
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Une bialgebre (biuniatire) de € est naturellement une bialgebre (biunitaire) de la catégorie opposée C°P. Les mor-
phismes de bialgebres sont les fleches qui commutent aux multiplications et comultiplications. Les morphismes de
bialgebres biunitaires commuteront par définition aux unités et counités. Si (H, m, cm) est une bialgebre (biunitaire), il
en est de méme de (H°P, m°P, cm°P). C’est la bialgébre opposée a H. Pour alléger les notations, nous omettrons parfois
de mentionner la multiplication et la comultiplication lorsqu’on désigne une bialgebre.

Remarque 1.5 — Soit (H, m, cm) un triplet tel que (H, m) est une algebre (unitaire) de € et (H, cm) est une coalgebre
(counitaire) de €. Les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) (H, m,cm) est une bialgebre (biunitaire) ;
(i1) la comultiplication cm : H — H ® H est un morphisme d’algebres (unitaires, et de méme pour la counité
cu: H— 1);
(ii1) la multiplication m : H ® H — H est un morphisme de coalgebres (counitaires, et de méme pour I'unité
u:1 — H).
Ci-dessus, on a utilisé la structure de bialgebre évidente sur I’objet unité de € ainsi que les structures d’algebre et de
coalgebre sur H @ H décrites dans le Lemme 1.2.

Lemme 1.6 — Soient (Hy,c1,cmy) et (Ha, co, cmy) deux bialgebres (biunitaires) de C. Alors Hy ® Hy, munie de la
multiplication et la comultiplication du Lemme 1.2 est une bialgebre (biunitaire). Si H| et Hy sont commutatives (ou
cocommutatives), il en est de méme de H; ® H».

Démonstration. Etant donnés des morphismes d’algebres a; : A; — B; dans C pour i € {1, 2}, on vérifie immédiate-
ment que a; ® a> : A; ® Ay — Bj ® B; est un morphisme d’algebres. Il vient que cmy ® cmy : Hi @ Hy — (H; ®
Hp) ® (H» ® Hy) est un morphisme d’algebres. Pour terminer, il reste 2 montrer que 1’isomorphisme de permutation
des facteurs de H; ® H» est un morphisme d’algebres. Ceci est un exercice facile. Les assertions concernant 1’unité,
la counité, la commutativité et la cocommutativité sont laissées au lecteur. <

Lemme 1.7 — Soitt : (C,®) — (D,®) un foncteur monoidal. Soit (H, m,cm) une bialgébre (biunitaire) de C.
Alors t(H) est naturellement une bialgébre (biunitaire) de ‘D pour la multiplication et la comultiplication définies dans
le Lemme 1.3.

Démonstration. Montrons que la comultiplication #(H) — t(H)®t(H) est un morphisme d’algebres. Par construction
de la multiplication sur #(H), I'isomorphisme #(H) ® t(H) ~ t(H ® H) est un isomorphisme d’algebres. 11 suffit donc
de voir que t(cm) : t(H) — t(H ® H) est un morphisme d’algebres. Ceci découle du fait que cm est un morphisme
d’algebres. <

1.1.3. Algebres de Hopf dans les catégories monoidales. — Soit (C, ®, 1) une catégorie monoidale. Rappelons la dé-
finition suivante.

Définition 1.8 — Une bialgebre (H,m,cm) de C est une algebre de Hopf si elle est biunitaire et s’il existe une fleche
t: H — H telle que le diagramme

H®H—H®H “)
mT lm
H——1——H
commute si la fleche horizontale supérieure est I'un des morphismes :  ® id ou id ® t. Une telle fleche 1 est appelée
une antipode de H.
Une bialgebre H est une algebre de Hopf si et seulement si H°P est une algebre de Hopf. En effet, une antipode de

H est aussi une antipode de H°P. De méme, si H; et H, sont deux algebres de Hopf d’antipodes ¢; et ¢, H; ® H; est
une algébre de Hopf d’antipode ¢; ® ;. Etant donné un foncteur monoidal, symétrique et unitaire ¢ défini sur C et si
H est une algebre de Hopf de € d’antipode ¢, alors #(H) est une algebre de Hopf d’antipode #(¢). Enfin, une algebre
de Hopf de C est aussi une algebre de Hopf de la catégorie opposée C°P. Pour mieux comprendre I’antipode d’une
algebre de Hopf, on fait appel a la proposition suivante.
Proposition 1.9 —

(a) Soient (A,r) une algebre et (B, s) une coalgébre dans C. On définit sur I’ensemble home(B, A) une loi de com-
position interne en associant a un couple de fleches (a, b) la composition de

aeb: B—BeB " A04—A. ®)

Cette loi est associative. Si A est unitaire et si B est counitaire, la loi de composition ci-dessus admet un élément

2 cu u
neutre donné pare : B — 1 — A.
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(b) Soient (A, r) une algébre unitaire et (H,m,cm) une algebre de Hopf dans C. Soit  une antipode de H. Un
morphisme d’algebres unitaires a : H — A définit un élément inversible dans le monoide home(H,A). Son
inverse (a droite et a gauche) est donné par a o t.

Démonstration. La preuve est standard. Elle est omise. <
Corollaire 1.10 —

(a) Soit (H, m,cm) une bialgebre biunitaire de C. Il existe au plus une fleche ( faisant commuter le diagramme (4).
En d’autres termes, une algeébre de Hopf admet une unique antipode.

(b) Soit h : H — H' un morphisme de bialgébres biunitaires de C. Supposons que H et H' sont des algebres de
Hopf d’antipodes respectives v et U'. Alors, hot =1 o h.

Démonstration. Si ¢ est une antipode de H, alors ¢ € home(H, H) est I'inverse de id € home(H, H). L unicité de ¢
découle alors de 1’unicité de I’inverse dans un monoide unitaire.

Pour la seconde assertion, & est inversible dans le monoide home(H, H') et son inverse est & o ¢. Par ailleurs,
h € homeo(H’, H) est également inversible d’inverse ¢’ o h. Or, on a I’égalité des monoides : homew(H’, H) =
home(H, H'). On déduit que i ot = ¢’ o h par 'unicité de I’inverse dans un monoide unitaire. <

Corollaire 1.11 — Soit (H, m, cm) une algébre de Hopf d’antipode v dans C. Alors, 1 : H — HP est un morphisme
d’algebres de Hopf.

Démonstration. On montrera seulement que ¢ est un morphisme de coalgebres de H dans H°P. Le fait que ¢ est un
morphisme d’algebres s’en déduit alors par dualité. Le morphisme rocm : H — H ® H est un morphisme d’algebres
unitaires. I1 admet donc un inverse dans home(H, H® H) donné par 7o cm o . Pour montrer que (t®t)ocm = tocmol,
on vérifiera que (t®t) ocm est un inverse a 7o cm et on invoque 1’unicité de I'inverse dans le monoide home(H, H® H).
Les détails de cette vérification sont laissés au lecteur. <

Dans la suite, nous nous intéresserons aux algebres de Hopf commutatives (mais non nécessairement cocommuta-
tives). Dans ce cas, on a le résultat suivant.
Corollaire 1.12 — Soit (H, m, cm) une algébre de Hopf d’antipode ¢ dans C. Si H est commutative (resp. cocommu-
tative), on a : 2 =id.
Démonstration. Puisque H est commutative, ¢t : H — H est un morphisme d’algebres unitaires. Il vient que ¢ est

inversible dans le monoide home(H, H) et son inverse est ¢ o ¢. Etant donné que idy e ¢ = e, on déduit, de I’unicité de
I’inverse dans un monoide unitaire, que idyg = ¢ o ¢. Le cas respé s’obtient par dualité. <

1.2. Construction d’une bialgebre H a partir d’un foncteur monoidal. —

On fixe deux catégories monoidales (€, ®, 1) et (M, ®, 1) ainsi qu’un foncteur monoidal f : M — &. On suppose
que f admet un adjoint a droite g : € — M et on pose H = f o g(1). Dans cette sous-section, nous décrirons une
situation simple qui nous permettera de munir H d’une structure naturelle de bialgebre dans €. Dans la Sous-section
1.4, nous montrerons comment renforcer nos hypotheses pour garantir que H est une algebre de Hopf.

1.2.1. La multiplication et quelques préliminaires. — Dans la suite, on désignera respectivement par 1 et ¢ les mor-
phismes d’unité et de counité des adjonctions. Rappelons le résultat ci-dessous (voir [4, Prop. 2.1.90]).

Lemme 1.13 — Le foncteur g © & — M est naturellement pseudo-monoidal. Pour tout couple (A, B) € &2, le
morphisme g(A) ® g(B) — g(A ® B) est donné par la composition de

2(A) ® g(B) —— gf(g(A) ® g(B)) = g(fs(A) ® f2(B)) = g(A ® B).

Le morphisme de pseudo-unité 1 — g(1) est la composition de 1 SN gf (1) =~ g(1).

Corollaire 1.14 — L’objet g(1) est naturellement une algebre commutative et unitaire de M. La multiplication de
g(1) est donnée par la composition de

U 686
g)®g(l) — gf(g(1) ® g(1)) = g(fg(1) ® fg(1)) — g(L @ T) ~ g(1).
L’unité de g(1) est la composition de 1T — gf(1) ~ g(1).
Démonstration. Ceci découle du Lemme 1.13 ainsi que le Lemme 1.3 appliqué au foncteur g. <

Corollaire 1.15 — L’objet H = f o g(1) est naturellement une algébre commutative et unitaire de €. On notera
m: H® H — H la multiplication de H et u : 1 — H son unité.

Démonstration. On utilise le Corollaire 1.14 ainsi que le Lemme 1.3 appliqué au foncteur f. <
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Le foncteur g : &€ — M possede une structure plus fine que celle d’un foncteur pseudo-monoidal. En fait, c’est
un f-bicoprojecteur au sens de [4, Déf. 2.1.100 et 2.1.101]. On utilisera uniquement la structure de f-coprojecteur a
droite sur g. On rappelle ce que cela signifie dans le lemme ci-dessous. Le lecteur est renvoyé a [4, Prop. 2.1.97] pour
une preuve.

Lemme 1.16 — On dispose d’un morphisme cg4 : g(A) ® B — g(A ® f(B)), dit de coprojection, naturel en A € &
et Be M, et tel que le diagramme suivant commute (pour C € M)

(3(A)®B)® C — g(A® f(B) ® C —— g((A® f(B)) ® f(C))
gA)®(BO®C) —= g(A® f(B® C)) — g(A® (f(B) ® f(C))).

Ce morphisme est donné par la composition de

ca: g(A)® B—1 gf(g(A)® B) =~ g(f2(A) ® f(B)) —— g(A ® f(B)).

Remarque 1.17 — On dispose aussi d’'un morphisme de coprojection a gauche ¢, : B ® g(A) — g(f(B) ® A).
Toutefois, ¢y et ¢, sont conjugués sous I’isomorphisme de permutation des facteurs.
Les deux lemmes ci-dessous nous seront utiles dans la suite. Leur vérification est laissée au lecteur.

Lemme 1.18 — Pour A € € et B M, le diagramme suivant est commutatif

f4(A)® f(B) — f(g(A)® B)— fg(A® f(B))

s s

A® f(B) A® f(B).
Lemme 1.19 — Pour A, B € M, le carré suivant est commutatif
n
f(A® B) — f(gf(A)® B)

| 2
fef(A® B) — fg(f(A) ® f(B)).
1.2.2. Construction de la comultiplication. — On introduit I’hypothése qui nous permettra de munir H d’une comul-
tiplication.
Hypothése 1.20 —

(a) Le foncteur f posséde une 2-section dans la 2-catégorie des catégories monoidales, i.e., il existe un foncteur
monoidal e : € — M, et un isomorphisme de foncteurs monoidaux idg =~ f o e.
(b) Le morphisme de coprojection ¢; : g(A) ® e(B) — g(A ® fe(B)) est inversible pour tous A, B € €.

Pour A, B € € on définit 4 5 : g(A ® B) — g(A) ® e(B) comme étant I'inverse de la composition de

cq
g(A)®e(B) —— g(A® fe(B)) ~ g(A® B).
Lorsque les objets A et B sont compris, il nous arrivera parfois de noter simplement 6 a la place de 64 p. Voici le
théoreme principal de cette sous-section.

Théoréme 1.21 — On suppose que [’Hypothese 1.20 est satisfaite. L’objet H = f o g(1) est naturellement une bial-
gebre biunitaire pour la multiplication m du Corollaire 1.15 et de la comultiplication cm donnée par la composition
de

01, fg1
cm: fg(l) —— fefe(l) = fe(1® fa(1)) —= f(g(1) @ efg()) = fg(1) ® fefg(l) = fe(1)® fg(l).  (6)

De plus, la counité de Hest 6 : fg(1) — 1.
La preuve du Théoreme 1.21 (notamment de la coassociativité de cm) reposera sur la proposition suivante.

Proposition 1.22 —
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(a) On dispose de bijections naturelles en A et B dans &

homac(g(A). g(B)) = home (f3(A). B) = home(H ® A, B). 7

L’isomorphisme (1) ci-dessus est obtenu via I'adjonction (f,g). L’isomorphisme (2) ci-dessus est déduit de
Uisomorphisme H® A ~ fg(A) égal a la composition de

Fe)®A = fg(1)® fe(A) = f(3(1) ® e(4) —= f3(1 ® fe(A)) = [g(A).

(b) Soient A, B, C € &, a € homy(g(A), g(B)) et b € homy(g(B), g(C)). Modulo I’identification (7), la fleche b o a
correspond a la composition de

Hod " HoH) ®A~HoHoA) ““HeB-25C, (8)

avec a'’ et b" les images respectives de a et b par (7).

(c) Pour un objet A de &, I'identité de g(A) correspond A H® A ~= 1 ® A = A via identification (7).

Démonstration. L’identification (7) fait correspondre a une fleche a € homy(g(A), g(B)) la composition de

Fe)®A = fg(1) ® fe(A) = f(g(1) ® e(A)) —= fg(1 ® fe(A)) = f3(A) —s fg(B) —— B,

La partie (c) de I’énoncé découle alors de la commutativité du diagramme

F31)® A—— fg(1)® fe(A) —— f(g(1) ® e(A)) —=— fg(1 ® fe(A) —— fg(A)

o] Jos Lo

19A——1® fe(Ad) 1® fe(A) — A.

Ci-dessus, on a utilisé le Lemme 1.18 pour la commutativité du sous-diagramme du milieu.

On passe maintenant a la partie (b) de 1’énoncé qui est de loin la plus pénible a vérifier. Notons a’ et b’ les images
de a et b par la premiere bijection dans (7). L'image de boa dans homy(fg(A), C) par cette méme bijection est donnée
par la composition de

T] ’ bl
f8(A) = fgfs(A) = fg(B)—C.

Il s’ensuit que I’image de b o a par I’identification (7) est la composition de

Fe)@A = fe(1)®fe(A) = f(g(1)@e(A) s fe(l@ fe(A)) = fo(A)—— fefa(A)— fg(B)2=C.  (9)

On dispose d’un diagramme commutatif

F(8(1) ® e(A)) —=— f3(1 ® fe(A)) —— fg(A)

| & |7
Fefe(1)® e(A)) —— fefe(l® fe(A) —— fgfg(A)

~ ’

a

FeH& fe(A)) —— fe(H®A) ——— fg(B).

(La commutativité du sous-diagramme du bas est une simple traduction de la construction de a” a partir de a’.) On
déduit que I’image de b o a par I’identification (7) est égale a la composition de

H®A——— H® fe(A) — f(g(1) ® e(A)) (10)
ln
feH®A) —— fe(H® fe(A)) —— fgf(g(l) ® e(A))

a’

faB)—ZL—cC.
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En utilisant le Lemme 1.19, on déduit facilement que la composition de (10) est égale a celle de

fe)®A—— fefs(1) ® A —— fgfs(1) ® fe(A) (1)

F8H®A) —— f(f3(1) ® fe(A)) —=— f(gfg(1) ® e(A))
fe(B —L—c.
Tous les sous-diagrammes qui constituent

f8fs(1)®A ———— fgfg(1) ® fe(A) ————— f(gfg(1) ® e(A)) (12)

fel® fe1) @A ——— fe(1 ® fg(1))® fe(A) — f(g(1 ® fg(1)) ® e(A))
o] - ~|o ~fo
feM®efgl) @A —— f(g(1) @ efg(1)) ® fe(A) — f((g(1) ® ef (1)) ® e(A))

(fe(M)® fefg(1) @ A — (fg(1) ® fefg(1)) ® fe(A) JFgM) ® (efg(1) ® e(A)))
fe) @ (fefg(1)®A) — fg(l)® (fefg(1) ® fe(A) — fg(1)® flefg(1) ® e(A)

feM)e (fg(l) ® A) fe(M)® fe(fg(1)® A),

commutent pour des raisons triviales. On retrouvent les fleches ci-dessus marquées par une croix sur le bord du
diagramme suivant

F(gf8(1) ® e(A)) ————— Fa(fg(1) ® fe(A) ———— fg(fg(1) ® A) ————— fg(B) (13)
fle(1® fg(1)) ® e(A)) (%) fe1 ® (fg(1)® A) —“— f¢(1® B)
o}~ ~|o ) ~|o
F(g() @ efg(1)) ® e(A)) == f(g(1) ® (efg(1) ® e(A)) — f(g(1) ® e(fg(1) ® A)) —— f(g(1) ® e(B))

£3(1) ® flefg(1) ® e(A)) == fg(1) ® fe(fg(l)® A) —— f3(1) ® fe(B)
f8M)® (fe(l)®A) ——— fg(1) @ B.
Les carrés du diagramme précédent sont clairement commutatifs. Le sous-diagramme désigné par (x) commute éga-
lement. I1 s’ agit, a peu de chose pres, d’une application du Lemme 1.16. (Rappelons que les fleches 6 sont les inverses
de la composition d’un morphisme de coprojection ¢4 et d’un isomorphisme induit par idg =~ f o e.) En recollant les
diagrammes commutatifs (12) et (13) suivants les fleches marquées par des croix, on voit que la composition de (11)
est égale a la composition de

Fe)®@A ——"—— fefe(l)®@ A ——— fg(1 ® fg(1) ® A (14)
|
(fe(1) ® fg(1)) ® A —— (fg(1) ® fefg(1) ® A +—— f(g(1) ® efg(1)) ® A

fe)® (fg(1)® A) —— fg(1)® B—————— fg(1) ® fe(B)

: I

Ce———fe(B) = fe(1® fe(B)) «——— f(g(1) ® e(B)).
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Par la construction de b” a partir de b’ et la définition de la comultiplication cm, on voit immédiatement que la
composition de (14) est égale a celle de (8). La proposition est démontrée. <

On peut maintenant donner la preuve du théoreme principal de cette sous-section.
Démonstration du Théoréeme 1.21. On divise la preuve en deux parties.

Partie A : On montre d’abord que la comultiplication cm est coassociative. Pour tous objets A, B, C et D de € et toutes
flechesa” :H®A — B,b” :H® B — Cetc¢” : H® C — D de &, les compositions de

HoA—— (HeH) ®A~H®H®A) —— He (HoH)®A) (15)

~HeMHeH®A) S HeHeB) ~—HeC 5D
etde HRA—= H®H)®A~HoH®A) —— HeoH) & H®A) (16)

~HeMHeH®A) ‘S HeHeB) 2oHeC 5D

coincident. En effet, notons a : g(A) — g(B), b : g(B) — g(C) et ¢ : g(C) — g(D) les images respectives de a”’,
b et ¢”” par I’identification inverse de (7). La partie (b) de la Proposition 1.22 affirme alors que les compositions (15)
et (16) correspondent a co (boa) et (c o b) o a respectivement par 1’identification inverse de (7). L’assertion recherchée
découle ainsi de 1’associativité de la composition des fleches dans M.

On obtient a présent I’associativité de cm en prenant A =1, B=H® 1, C=HoH®1)et D=HQH® (H® 1))
ainsi que les identités pour les fleches a”’, b”" et ¢”’.

Pour montrer que (H, cm) est une coalgebre counitaire, on applique un raisonnement similaire. Soient A et B deux
objetsde € eta” : H® A — B une fleche. Par la partie (c) de la Proposition 1.22, les deux compositions de

7

Hod " HeoH)®A~HeHoA) > H®B——19B~B

etde HoA" HoH) ®A~HoH®A) ——Ho(loA) ~H®A—5 B

coincident, et sont égales a a”’. Pour conclure, on prend A = 1, B=H® 1 et ¢” I’identité.

Partie B : 1l reste a voir que les morphismes cm : H — H® Hetcu : H — 1 sont des morphismes d’algebres uni-
taires. Nous utiliserons librement le Lemme 1.3. Remarquons d’abord que 1’algebre unitaire (H, m) est celle obtenue
de I’algebre évidente 1 par application du foncteur pseudo-monoidal et pseudo-unitaire f o g. Par ailleurs, les mor-
phismes d’unité n : id — g o f et de couninté ¢ : f o g — id sont des morphismes de foncteurs pseudo-monoidaux
et pseudo-unitaires (voir [4, Cor. 2.1.91]). Ceci montre déja que cu : H = fg(1) — 1 est un morphisme d’algebres
unitaires.

Pour montrer que cm est un morphisme d’algebres unitaires, on montrera que toutes les fleches de (6) sont des
morphismes d’algebres unitaires. La fleche n : fg(1) — fgfg(1) (avec fgfg(1) muni de sa structure d’algebre
unitaire déduite de celle de 1 par application du foncteur pseudo-monoidal fgfg) est bien un morphisme d’algebres
unitaires. Il en est de méme des isomorphismes :

fefeM) = fe(l® fg(l)), [f(g(M)®@efg(l)) = fg(I)® fefg(l) et fg(I)® fefg(l)= fe(1)® fg(l).

I nous reste donc a vérifier que 61 r4(1) €st un isomorphisme d’algebres unitaires. Il suffit clairement de montrer que le
morphisme de coprojection ¢4 : g(1)®efg(l) — g(1 ® fefg(1l)) est un morphisme d’algebres unitaires. Rappelons
que ce morphisme est défini par la composition de

g ®efg(l) — gf(g(M) ®efg(l)) — g(fg(1) ® fefg(1)) — g(1 ® fefg(l)).

Il est clair que chacune des fleches ci-dessus est un morphisme d’algébres unitaires. <

1.3. Comodules sur H et opérations. —

On continue ici I’étude menée dans la Sous-section 1.2. Notre but est de montrer que le foncteur f s’enrichit
naturellement en un foncteur dans la catégorie des H-comodules. On commence d’abord par des rappels autour de la
notion de comodule.
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1.3.1. Comodules en général. — Soient (C,®, 1) une catégorie monoidale et (B, cm) une coalgebre de €. Rappelons
qu’'un B-comodule a gauche est un couple (X, ca) formé d’un objet X de C et d’une fleche (appelée coaction) ca :
X — B® X telle que (id®ca)oca = (cm®id) o ca. On a également la notion de B-comodule a droite. Dans la suite,
nous travaillerons surtout avec les comodules a gauche et nous ne préciserons plus le coté que lorsqu’il s’agit d’un
comodule a droite. La notion de morphisme de B-comodules est celle qu’on pense. On notera coMod’(B) la catégorie
des B-comodules. Si la coalgebre B est counitaire, on dit que le B-comodule X est counitaire si (cu ® id) o ca est
I’isomorphisme évident X ~ 1 ® X. On notera coMod(B) C coMod’(B) la sous-catégorie pleine des B-comodules
counitaires.

Exemple 1.23 —

(a) Soit X un B-comodule. Pour tout objet ¥ de €, on définit un B-comodule X ® Y en prenant la coaction donnée
par la composition de

XY HeX)oY~H® (X oY)

(b) Soit (H, m, cm) une bialgébre biunitaire de C. L’ objet unité 1 est naturellement un H-comodule pour la coaction

égale 2 la composition de 1 —— H ~ H ® 1. En utilisant (a) et I’isomorphisme 1 ® A ~ A on en déduit une

structure de H-comodule sur tout objet A de C. Elle est donnée par la compositionde A ~ 1 ® A “NH®A. Le

H-comodule A ainsi obtenu est qualifié de trivial.

Lemme 1.24 — Soient (B, cmy) et (Ba, cmy) deux coalgebres (counitaires) dans C. Pour i € {1, 2}, on suppose donné
un Bj-comodule (counitaire) (X;, ca;). L’objet X1 ® X3 est naturellement un (B; ® B;)-comodule (counitaire) pour la
coaction donnée par la composition de

ca|®cay idereid
X198X; — (H1®X))®(H, ® X)) — (H ® Hy) ® (X ® X»).

Démonstration. La preuve est de méme nature que celle du Lemme 1.2 et sera aussi omise. <

Soient & : B — B’ un morphisme de coalgébres (counitaires) et (X, ca) un B-comodule (counitaire). Alors, X est
naturellement un B’-module (counitaire) pour la coaction égale a (h o id) o ca. Etant donné que la multiplication d’une
bialgebre (biunitaire) est un morphisme de coalgebres (counitaires), on obtient le fait suivant.

Corollaire 1.25 — Soit (H, m,cm) une bialgebre commutative et biunitaire de C. Etant donnés deux H-comodules
counitaires (X1, cay) et (Xo, caz), on a H-comodule counitaire X, ® X, dont la coaction est la composition de

[ id id id
X10X B HX)®H X)) —S (He H)® (X ® X2) 5 He (X1 © Xa).

La catégorie coMod(H) est alors une catégorie monoidale. Un objet unité est donné par le B-comodule trivial 1.

Remarque 1.26 — Lorsque la bialgebre H n’est pas commutative, la catégorie (coMod(H), ®) est monoidale mais
non symétrique. En effet, si X; et X, sont des H-comodules, la permutation des facteurs 7 : X; ® X, ~ X» ® X| n’est
pas en général un morphisme de H-comodules.

Remarque 1.27 — Soient (H, m, cm) une bialgébre commutative et biunitaire de C et Y un objet de € que 1’on munit
de la structure de H-comodule trivial. Etant donné un H-comodule X, le H-comodule X ® Y (décrit dans le Corollaire
1.25) coincide avec le H-comodule de la premiere partie de I’Exemple 1.23.

1.3.2. Enrichissement de f en un foncteur dans la catégorie des H-comodules. — Reprenons a présent les notations
de la Sous-section 1.2. On a le résultat suivant qui complete le Théoréme 1.21.

Proposition 1.28 — On suppose que I’Hypothese 1.20 est satisfaite.

(a) Soit A un objet de M. Alors f(A) est naturellement un H-comodule counitaire. La coaction de H sur f(A) est
donnée par la composition de

01,74
cas: fA)—o fef(A) = fe(l @ f(A)) —== f(g(1) ® ef(A)) = fe(1) ® fef(A) = fg(1)® f(A).

De plus, pour toute fleche a : A — B dans M, f(a) : f(A) — f(B) est un morphisme de H-comodules.

(b) Soient A et B deux objets de M. L’isomorphisme évident f(A ® B) = f(A) ® f(B) est un isomorphisme de
H-comodules (ot I'objet f(A) ® f(B) est muni de la coaction du Corollaire 1.25 déduite des structures de H-
comodules sur f(A) et f(B)).

(c) Soit A un objet de €. L’isomorphisme fe(A) ~ A est un isomorphisme de H-comodules si I’objet A est vu comme
un H-comodule trivial.
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Démonstration. On divisera la preuve en trois parties. L’assertion que (f(A), caa) est un H-comodule ne sera établie
que dans la derniere étape. Il sera donc pratique d’introduire la notion de pré-comodule pour désigner un couple
(X, ca) formé d’un objet X de €& muni d’un morphisme ca : X — H® X ne satisfaisant a priori a aucune compatibilité
avec la comultiplication de H. La notion de morphismes de pré-comodules est celle que I’on pense. Il est clair que
toute fleche a : A — B de M induit un morphisme de pré-comodules f(a) : (f(A),cas) — (f(B),cap).

Etape A. Dans cette étape, on montre que f(A ® B) ~ f(A) ® f(B) est un isomorphisme de pré-comodules. On munit
bien-entendu f(A) ® f(B) de la « coaction » du Corollaire 1.25.
En utilisant le Lemme 1.30 ci-dessous (et la définition des isomorphismes 6), on voit aussitot que le diagramme

(1 ® f(4))® g(1® f(B)) =5 (5(1) ® ef(4)) ® (5(1) ® ef(B) ~—— (g(1) ® g(1)) ® (¢f(4) ® ef (B))
g(1®fA)e 1 f(B) — gl®f(A®B) - g)®ef(A® B)

commute. En utilisant le fait que 7 : id — g o f est un morphisme de foncteurs pseudo-monoidaux, on voit égale-
ment que le diagramme

F(A) & f(B) = fof(A) @ fef(B) —— fe(1® f(A)® fg(l & f(B))
F(A®B) —— fgf(A® B) ———— f2(1® (f(A) ® f(B)))

commute. Le résultat recherché est maintenant clair.

Etape B. Dans cette étape on démontre la partie (c) de I’énoncé. Il s’agit de vérifier que la « coaction » de H sur fe(A)
est la coaction triviale. Notons u# : 1 — g(1) I'unité de 1’algebre g(1). Du Lemme 1.19, on déduit que le diagramme

fe(A) —— f(1 ® e(A)) —— f(g(1) ® e(A))
| I-
fefe(A) fe(1 ® fe(A))

commute. Il s’ensuit que la coaction de H sur fe(A) est donnée par la composition de

fe(d) = F(1 @ e(A)) —— f(g(1) ® e(A)) —— fg(1 & fe(A)) —— f(g(1) ® efe(A)) = fg(1) ® fe(A).

Par la construction de I’isomorphisme 6, la composition de

F(8(1) ® e(A)) —— f(1® fe(A) —— f(g(1) ® efe(A)) = f(g(1) ® e(A))

est 'identité. Il s’ensuit que la coaction de H sur fe(A) est donnée par la composition de
fe(A) = f(1 ® e(A) —— f(s(1) ® e(A)) = fg(1) ® fe(A)

qui est clairement égale a celle de fe(A) ~ 1 ® fe(A) — fg(1) ® fe(A).
Etape C. Dans cette derniére étape, on montre que f(A) est un H-comodule counitaire. Ceci achévera la preuve de la
proposition. Soit A un objet de M. Il faut vérifier que les diagrammes

)2 He f(4) M He He f(A)) f(A) —=H® f(A) (17)
H cay cmid lN \ lou@id
f(A) —m—H® f(A) — (HoH)® f(A) 1® f(A)

commutent. Nous utiliserons la remarque simple suivante. Soit a : A — B une fleche de M telle que f(a) :
f(A) — f(B) admette une section (non nécessairement compatible aux coactions de H). Pour montrer que les

diagrammes dans (17) commutent, il suffit de montrer que les diagrammes correspondants pour B commutent. On ap-
plique cette remarque au morphisme 7 : A — gf(A). Eneffet, 7 : f(A) — fgf(A) admet une section donnée par ¢ :
fgf(A) — f(A). 1l suffit donc de prouver que (f(gf(A)), cagr(a)) est H-comodule. Or, on dispose d’une chaine d’iso-
morphismes gf(A) = g(1® f(A)) = g(1)®ef(A). On est donc ramené a montrer que (f(g(1)®ef(A)), cag)ger(a)) est
un H-comodule unitaire. Par la premiere €tape de la preuve, il suffit de vérifier que (fg(1), cay1)) et (fef(A), carra))
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sont des H-comodules unitaires. Par la deuxieme étape de la preuve, (fef(A), ca,r)) est un H-comodule unitaire
puisque ca,r(a) est la coaction triviale. Il reste a voir que (fg(1), cay(1)) est un H-comodule unitaire. Il suffit alors de
remarquer que Cag(q) = Cm. <

Remarque 1.29 — Gardons les hypotheses de la Proposition 1.28. L’association A € M ~» (f(A),cay) définit
un foncteur monoidal f : M — coMod(H) qui factorise le foncteur f. Plus précisément, on a f = o0 o f avec
0 : coMod(H) — € le foncteur d’oubli. On verra dans le §1.5.2 que cette factorisation est universelle.
Le lemme ci-dessous a servi dans la preuve de la Proposition 1.28.
Lemme 1.30 — Soient A’ et C’ des objets de &, et B et D des objet de M. Le diagramme suivant

(8(A)®B)®(8(C")® D) o (A’ ® f(B)) ® g(C' ® (D)) — g((A’ ® f(B)) ® (C' ® f(D)))
~lid®‘r®id
ideraid | ~ g((A" e C) e (f(B)® f(D))
(8(A) ®g(C) ® (B® D) —"— g(A' ® C'") & (B® D) ——— (A’ ® c'>l® f(B® D))
est commutatif (ot on a noté m le morphisme structural du foncteur pseudo-monoidal g).
Démonstration. La vérification de ce lemme est pénible et sans intérét. Elle est omise. <

1.3.3. Opérations sur le foncteur f. — On garde les hypotheses et les notations du §1.3.2.

Définition 1.31 — Soit E un objet de E. Une transformation naturelle t : f(—) — E ® f(—) est appelée une
opération si pour tout objet A de M et B’ de &, le diagramme

fA®e(B) —— E® f(A®e(B)) — E® (f(A)® B')
f(A)®B d (E® f(A)® B’

commute. On notera Operg(f) [’ensemble des opérations de f(—) dans E @ f(-).

Soit E un objet de €. Etant donnée une fleche a : H — E, on définit une transformation naturelle ty: f(-) —m EQ®

onnée par la composition de L H® — E® n a le résultat suivant.
(-)d 1 de f(-) H® f(-) “® Eg f(-).Onal 1

Proposition 1.32 — Soit E un objet de €. L’association a ~ t, définit une bijection :
hom¢(H, E) = Operg(f).
Démonstration. Montrons d’abord que la transformation naturelle 7, est une opération. Soient A un objet de M et B’

un objet de €. Le H-comodule f(A ® e(B’)) est isomorphe a f(A) ® B’ (ou B’ est vu comme un H-comodule trivial).
En utilisant la Remarque 1.27, on obtient le diagramme commutatif

f(A®e(B) ——H® f(A®e(B) — H® (f(A)® B)
fA B H® f(A) e B.
Il est maintenant aisé de conclure que #, est une opération. On a donc une application « : home(H, E) — Operg(f).

D’autre part, on construit une application S dans I’autre sens en associant a une opération ¢ : f(—-) — E® f(-) la
composition de

fe)——E® fe(1) S E@1~E.

Nous allons montrer que 3 o @ et a o 8 sont des identités.
Soita : H — E une fléche de €. La fleche B o a(a) est donnée par la composition de

fe) " He fe(1) S E® fo(1) “SEe 1 ~ E.

L’égalité a = B o a(a) est alors claire. D’autre part, soit ¢ : f(—) — E ® f(—) une opération. L’opération « o 5(¢) est
donnée, en A € M, par la composition de

FAS fa) @ f(A) —2 (E® fo(1)) ® f(A) —2, E @ f(A).
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Considérons le morphisme s : A — g(1) ® ef(A) égal a la composition de

A5 gF(A) = g(1 ® f(A)) —— g(1) ® ef(A).

En utilisant que ¢ est une opération, on voit que tous les sous-diagrammes qui constituent

cap

F) T fg() ® ef(A) ——— fg(1) ® f(A) ——— (E® fg(1) ® f(A)

E® f(A) —— E® f(3(1) ® ef(A) — E® (fs(1) ® f(A) — (E® fg(1)) ® f(A)
lid@cu@id lid@cu@id
E® f(A) =———=E& f(4)

sont commutatifs. Ceci montre la relation = @ o 8(¢). <
Remarque 1.33 —

(a) Etant données deux opérations 7 : f(-) — E® f(=)ett : f(-) — E’® f(-) (avec E et E’ deux objets de &),
on définit une transformation naturelle ' @ ¢ par la composition de
t ider’
JEO——EQf(-)— E®(E'® f(-) = (E®QE)® f(-).
On vérifie facilement que ¢ © ¢ est encore une opération, i.e., un élément de Operggp (f). Ceci fournit un
accouplement — © — : Operg, (f) X Operg(f) — Operggg (f) qui est associatif.
(b) Lorsque (E,m) est une algebre de € et ¢, ¢’ € Operg(f), on notera ¢’ o t la composition de
r'ot m®id
JE)—(ERQE)® f(-) — E® f(-).

Ceci définit une loi de composition interne associative sur Operp(f). Si E est unitaire, cette loi posséde un

élément neutre donné par la composition de f(-) =~ 1 ® f(-) u@;ld> E® f(-).
Lemme 1.34 — Soient E et E’ deux objets de €. Soient t € Opery(f) ett’ € Opery, (f) deux opérations. L’ opération
composée t' @ t correspond via la bijection de la Proposition 1.32 a la composition de

BOBB()
H—HQH——EQE'.

Démonstration. On reprend les notations de la preuve de la Proposition 1.32 et notamment les applications inverses
I’une de I’autre : « et 8. Etant données une opération ¢ : f(—) — E ® f(—) et une fleche ¢ : E — F, on déduit une
nouvelle opération en prenant la transformation naturelle composée (¢ ® id) o ¢. Si I’énoncé du lemme est vrai pour
deux opérations ¢ et ¢/, il est alors vrai pour les deux opérations (c ® id) o f et (¢’ ® id) o ¢’ (avec ¢’ : E’ — F’ une
fleche de €). Etant donné que = @ 0 B(¢) = (B(r) @ id) ® caet ' = a o B(¢') = (B(¢') ® id) ® ca, nous sommes ramenés
a traiter le cas ol t = t' = ca. Il s’agit alors de vérifier que les deux compositions de

F(A) 5 He fA) L3 He (He f(A) ~ (He H) @ f(A)

etde  f(A) - He f(4) = He H)® f(A)
sont égales. Mais on a déja établi que (f(A), ca) était un H-comodule. Le lemme est démontré. <
Corollaire 1.35 — La bijection de la Proposition 1.32 est un isomorphisme de monoides si [’on munit I’ensemble

homg¢ (H, E) de sa loi de composition interne décrite dans la Proposition 1.9, (a) et [’ensemble Oper f(E) de la compo-
sition définie dans la Remarque 1.33, (b).

Définition 1.36 — Soit (E,m) une algébre de E. Une transformation naturelle t . f(-) — E ® f(-) est dite
multiplicative lorsque le diagramme

F(A)® f(B) 2 (E® f(A) ® (E® f(B) 8 (E @ E) ® (f(A) ® f(B))

~ m

f(A® B)———— E® f(A® B)———— E® (f(A) ® f(B))
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commute pour tout A et B dans M. Si E est unitaire, on dit que t est unitaire si la composition de 1 = f(1) S E®
f(1) = E est l'unité de E.

Lemme 1.37 — Soit (E, m) une algebre unitaire de €. Soit t . f(-) — E ® f(-) une transformation naturelle
multiplicative et unitaire. Alors, t est une opération si et seulement si pour tout objet A’ de &, le triangle

fe(A)) — 1 ® fe(A) (18)
EQ® fe(A")
est commutatif.
Démonstration. 11 s’agit d’un exercice facile qu’on laissera au lecteur. <

Soit (E, m) une algebre unitaire. On notera Operz( f) € Operg(f) le sous-ensemble des opérations multiplicatives
et unitaires. On a le résultat suivant.
Proposition 1.38 La bijection homg (H, E) =~ Operg(f) de la Proposition 1.32 identifie Opery(f) avec I’ensemble
des morphismes d’algebres unitaires de H vers E.

Démonstration. Sit: f(—) — E ® f(—) est une opération multiplicative et unitaire, la composition de

fe) "> E® fe) S E@l ~ E

est clairement un morphisme d’algebres unitaires. D’autre part, la transformation naturelle ca : f(-) — H® f(-)
est multiplicative et unitaire. En effet, ceci est une traduction du contenu de la seconde partie de la Proposition 1.28.
Il s’ensuit que si a : H — E est un morphisme d’algebres unitaires, I’opération ¢, est multiplicative et unitaire. <
Remarque 1.39 —
(a) Soient E et E’ deux algebres unitaires de &. Etant données deux opérations multiplicatives et unitaires ¢ €
Opery(f) ett" € Opery, (f), I’opération " ® ¢ est multiplicative et unitaire. Une fagon économique de voir cela
est d’utiliser la proposition précédente et le Lemme 1.34.
(b) Soit E une algébre commutative et unitaire. Etant données deux opérations multiplicatives et unitaires 7, ¢ €
Opery(f), I’opération ¢’ o t est encore multiplicative et unitaire. (On utilise pour cela que m : E® E — E est
un morphisme d’algebres unitaires.) En d’autres termes, Operg( f) € Operg(f) est un sous-monoide unitaire.

1.4. Existence d’une antipode sur H. —

Dans cette sous-section, on montre que la bialgebre H = fg(1) est une algebre de Hopf si certaines hypotheses de
la Sous-section 1.2 sont renforcées. On supposera dans cette sous-section 1’hypothese suivante qui entraine clairement
I’Hypothese 1.20.

Hypothese 1.40 —

(a) Le foncteur f possede une 2-section dans la 2-catégorie des catégories monoidales. De plus, le foncteur e admet
un adjoint a droite u.
(b) Pour tout A’ € € et B € M le morphisme de coprojection ¢4 : g(A") ® B — g(A’ ® f(B)) est inversible.

Sous I’'Hypothese 1.40, onnote p, : g(A’®f(B)) — g(A’)®BI’inverse de c;. On définit une fleche cd : H — H®H
en prenant la composition de

cd: fe(l) = feugfe(1) —— fefe(l) = fe(l ® fg(1)) —=— f(g(1)® g(1)) = fg(1) & fg(1). (19)

Plus généralement, pour tout objet A de M, on définit une fleche cdy : f(A) — H ® f(A) en prenant la composition
de

cda : f(A) = feugf(A) == fgf(A) = fg(L® f(A) — f(g(1)®A) = fg(1) ® f(A). (20)
Lemme 1.41 — Les deux diagrammes suivants
H-Y HeH A He f4)
C“l . lm \ lcu@id
1—H 1® f(A)

commutent (pour tout objet A de M).
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Démonstration. On montre seulement la commutativité du carré. Notons m la multiplication de I’algebre g(1). Le
diagramme

g(1)® g(1) — g(1 ® fg(1))

a |s

g) ———g(1 1)
commute. On déduit que la fleche composée m o cd est égale a la composition de

fe(l) = feugfa(l) = fofe(l) 9 fo(1).

Or, le diagramme

fe(1) == feugfa(l) —= fgfg(l)

o] ls ls

~ s
I ——— feug(l) — fg(1)
commute pour des raisons triviales. De plus, la composition de la ligne horizontale inférieure est I’'unité de H. En
effet, cette composition est un morphisme d’algebres untaires de 1 dans H. <
Proposition 1.42 — La transformation naturelle cd : f(-) — H® f(—) est une opération multiplicative et unitaire.

Démonstration. Soient A et B deux objets de M. En utilisant le Lemme 1.30, on obtient que le diagramme

(1 ® f(A) 8 (L ® f(B)) = (5(1) ® A) @ (5(1) ® B) = (g(1) @ g(1)) ® (A ® B)

ml lm

g(1® fA)® (Lo f(B) — gl®f(A®B) ——=——— g(1)© (A® B)

commute. En appliquant le foncteur f au diagramme précédent et en utilisant le diagramme commutatif

F(A)® f(B) —— feugf(A)® feugf(B) > fof(A)® f2f(B)—— fe(1® f(A)® fg(l ® f(B))

| I ¥ I

f(A® B)——— feugf(A® B)———— f¢f(A® B) ———— f¢(1® (f(A) ® f(B)).

il est aisé de déduire que la transformation naturelle cd est multiplicative. Pour montrer que cd est unitaire, on peut
utiliser la Proposition 1.47. On peut également donner une preuve directe inspirée de la fin de la preuve de cette méme
proposition. Il reste donc a vérifier que le triangle du Lemme 1.37 commute pour ¢ = cd. On utilise encore une fois la
Proposition 1.47 et le fait que (fe(A”), cana)) est un H-comodule trivial. <

Définition 1.43 — On appelle 1 : H — H la composition de H U HeH Y He1 ~ H.

Lemme 1.44 — Soient E une algébre unitaire de € et a : H — E un morphisme d’algébres unitaires. On définit

une opération multiplicative et unitaire t,, par la composition de

o)L He f(-) 2 Ee f(-).

L’opération t,, correspond via l’identification de la Proposition 1.32 au morphisme d’algebres donné par la composi-
tiondeH — H -5 E.

Démonstration. On doit calculer 5(#,) (avec les notations de la preuve de la Proposition 1.32). Il s’agit d’un calcul
immédiat qu’on laissera au lecteur. <

Le résultat principal de cette sous-section est le suivant.
Théoreme 1.45 — La bialgebre H est une algebre de Hopf d’antipode .

La preuve du Théoréme 1.45 repose sur les deux propositions suivantes.
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Proposition 1.46 — Modulo 'isomorphisme composé fg(1) ~ ugfg(1) ~ u(g(1) ® g(1)), la fleche ¢ correspond a

la permutation des facteurs. En d’autres termes, le diagramme

Fe() — ugfe(1) —— ug(1 ® fg(1)) —— u(g(1) ® g(1))

F8(1) == ugfg(1) —— ug(1 ® f5(1)) = u(g(1) ® g(1))

est commutatif. En particulier, ¢ est une involution.

Démonstration. Appelons ' I’involution de 1’énoncé. Il suffit de montrer que ¢ o ¢’ est I’identité. En reprenant les

définitions de ¢ et ¢/, on voit que ¢ o ¢’ est la composition de

fe(1) = feugfg(l) —— feu(g(1) ® g(1)) — feu(g(1) ® g(1)) — feugfg(l)

s fefel) == f(s(1)® g(1)) —— fg(1)® fo(1) =% fe(l) @1 =~ fg(1).

On déduit immédiatement que ¢ o ¢’ est la composition de

o) = feugfg(l) —— fgfg(1) — f(g(1) ® g(1)

~|T
id®cu

feM®gl) — fe)® fe(1) — fe() @1 = fg(L).

C’est donc la composition de H “L HeH weid g ® H ~ H. Par le Lemme 1.41, c’est aussi ’identité.

Proposition 1.47 — Soit A un objet de M. Le diagramme

FA) 1 He fA) LM He (He f(A) —— (He H)® f(A)

| o

u

I®f(A4) H® f(4)

commute.

Démonstration. On doit calculer la composition de

cdy id®cay meid
fA) —He fA)—HeH® f(A) = HeH)® f(A) — H® f(A).
Les deux diagrammes suivants commutent pour des raisons triviales :

Pd

F(A) ——— feug f(A) ———>—— fgf(A) : fg1) ® A)
nl ln ln %n
F8f(A) ———— feugfgf(A) ———— fgfgf(A) — s f(g(1) ® gf(A))

|- ) | o
Flg(1) ® ef(A)) — feugf(g(1) ® ef(A)) == fgf(s(1) ® ef(A)) <% £(g(1) @ (g(1) ® ef(A)).
et
fegM) @A) ———— fe(1)® f(A)

n n
fle) ® gf(A) —— fe(1) ® fgf(A)
ox~ ~le

f(e(M) ® (g(1) ® ef(A))) — fg(1) ® f(g(1) ® ef(A))

f((g(M) @ g(1) ® ef(A)) Je()® (fg(l) ® f(A))

feM) ®g(1) ® f(A) — (fg(1) ® fg(1) ® f(A).

1)
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Par ailleurs, en utilisant le Lemme 1.16, on peut former le diagramme commutatif suivant :

Cd

fg(@) @ (g(1) ® ef(A))) © fef(g(l) ®ef(A))

fs) @ g(1) @ ef(A)) == f(gfs(1) ®ef(A)) == f2(f3(1) ® fef(A))
x} st . lé
f(g(1) ®ef(A) —=— fg(1 ® fef(A)).

En recollant les trois diagrammes ci-dessus selon les fleches croisées et doublement croisées, on déduit que la com-
position de (21) est égale a celle de

F(A) = Fof(A) —= f(g(1) ® ef(A)) —— feugf(g(1) ® ef(A)) —— fgf(g(1) ® ef(A)) (22)

~ fo(fe(1) ® fef(A) == fg(1 ® fef(A)) —— f(g(1) @ ef(A)) = fg(1)® fef(A) = fg(1)® f(A).

Le diagramme

Flg(1) ® ef(A) —— feugf(g(1) ® ef(A) —— fgf(s(1) ® ef(A))
£8(1) ® fef(A) —— feug(fg(1)® fef(A) —— fe(fg(1)® fef(A))
i| s s
1® fef(A) ———— feug(l ® fef(A)) ——— fg(1 ® fef(A))
£(4) - feugf(A) d fef(A)

commute pour des raisons triviales. Il s’ensuit que la composition de (22) est égale a celle de

FA) = f3f(A) == f(8(1) ® ef(A) — fg(1) ® fef(A) —— 1 ® fef(A) = f(A) (23)

~ feugf(A) == fgf(A) — f(g(1)® ef(A)) = fe(1) ® fef(A) = fg(1)® f(A).

La composition de la premiere ligne de (23) est I’identité. En effet, modulo des identifications évidentes, il s’agit de

la composition de f(A) A He fA) cusiq 1® f(A) = f(A). On a donc montré que la composition de (21) est égale

a celle de

F(A) = feugf(A) == Fef(A) —— f(g(1) ® ef(A)) = fg(1)® fef(A) = fg(1)® f(A).

Toutes les fleches ci-dessus sont naturelles en f(A). En d’autres termes, on peut considérer pour A” dans € la compo-
sition de
’ ’ § ’ 9 ’ ’
A" = feug(A") — fg(A") — f(g(1) ® e(A")) = fg(1) ® A’, (24
et lorsqu’on prend A’ = f(A) on retrouve la composition de (21).

. . N " p 5 id
Pour terminer, il nous reste & montrer que la composition de (24) est égale a celle de A’ ~ 1 ® A’ P HeA.

On peut pour cela remplacer A’ par fe(A’). L’isomorphisme fe(A’) =~ feugfe(A’) utilisé dans (24) est alors égal a
Punité 7 : fe(A") — feugfe(A’) de I’adjonction (fe, ug). C’est donc la composition de deux morphismes d’unité :
fe(A)) -5 feue(A’) - feugfe(A’). On déduit aussitdt que la composition de (24) (pour I’objet fe(A’)) est égale a
la composition de
’ n ’ o ’ ’
fe(A") — fefe(A") — f(g(1) ®efe(A")) = fg(1) ® fe(A")
qui n’est autre que le morphisme structural ca,4/y du H-comodule fe(A”). Le résultat recherché découle maintenant
de la troisieéme partie de la Proposition 1.28. <
Nous sommes maintenant en mesure de démontrer le résultat principal de cette sous-section.

Démonstration du Théoreme 1.45. Soient E une algebre commutative et unitaire de € et a : H — E un morphisme
d’algebres unitaires. On dispose de deux opérations multiplicatives et unitaires #,, #, : f(—) — E ® f(-) (voir la
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Proposition 1.32 et le Lemme 1.44). On cherche a calculer 1’opération multiplicative et unitaire 7, o ¢/, (voir les
Remarques 1.33 et 1.39). Soit A un objet de M. Le diagramme suivant

A —Y S He fA) M He (He f(A) —— (He H) @ f(4) "% He fA)

a®idl la@a@id la@a@id la@id

E® f(A) E®(E® f(A) —— (E® E)® f(A) 229 E® f(A)
id®cay
1d®a®id
E®H® f(A))

commute. Par la Proposition 1.47, la composition de la ligne horizontale supérieure du diagramme ci-dessus est égale
a la composition de f(A) — 1® f(A) L H® f(A). On en déduit aussitot que #, o £, est I’opération triviale donnée

pare : f(-) 2 1Q f(-) SHE® f(=). Vu le Lemme 1.44, on a donc t,,, © t, = e. En utilisant la Proposition 1.46,
on obtient également 7, o t,,, = e. Vu le Corollaire 1.35 et la Proposition 1.38, ceci entraine que a o ¢ est un inverse
a gauche et a droite de a dans le monoide des morphismes d’algebres unitaires de H dans E. Il s’ensuit aussitdt que ¢
est une antipode de H. <

1.5. Fonctorialité et comportement vis a vis de la composition des foncteurs. —
Dans cette sous-section, on étudie la fonctorialité en f de la bialgebre H construite dans la Sous-section 1.2.

1.5.1. Fonctorialité générale. — Pour i € {1,2}, on se donne deux catégories monoidales (M;,®, 1) et (€;,®, 1),
ainsi qu’un foncteur monoidal f; : M; — &;. On suppose que f; admet un adjoint a droite g; et une 2-section
monoidale ¢; telle que I’Hypothése 1.20 est satisfaite. Enfin, on se donne des foncteurs monoidaux k : M; — M, et
k: & — &, et des isomorphismes de foncteurs monoidaux ko f; =~ fo ok et ko e; =~ ey o k. On supposera que la
composition des isomorphismes k ~ kfie; =~ frke; =~ frerk ~ k est I'identité de k.

Par la Sous-section 1.2 on dispose de deux bialgebres biunitaires Hy = f} o gi(1) et Hy = f> o go(1) dans & et €,
respectivement. Par ailleurs, on a une transformation naturelle kg; — gk déduite par adjonction de I’isomorphisme

frk — kfi. Rappelons qu’elle est égale a la composition de kg SN 2 hkgr — gkfig 2, g>k. On a le résultat
suivant.

Proposition 1.48 —

(a) La fleche n : k(Hy) — Hj; donnée par la composition de kfig1(1) =~ frkgi(1) — fog2k(1) =~ fr82(1) est un
morphisme de bialgébres biunitaires.

(b) Soit X un objet de M. On munit f,k(X) de sa structure naturelle de Hy-comodule décrite dans la Proposition
1.28. On munit kfi1(X) de la structure de Hy-comodule obtenue par corestriction suivant n : k(H;) — H, a
partir de sa structure de k(H|)-comodule déduite de celle de la Proposition 1.28. L’isomorphisme kfi(X) =
frk(X) est alors un isomorphisme de Hy-comodules.

Démonstration. En utilisant le Lemme 1.3, on voit immédiatement que n est un morphisme d’algebres unitaires. On
montrera d’abord la seconde partie de 1’énoncé. (Notons que cette partie de I’énoncé se traduit par la commutativité
d’un diagramme ayant un sens sans que 1’on sache que n est un morphisme de coalgebres.) Pour X dans M, on a un
diagramme commutatif

kfi(X) =2 kfig1 i(X) —— kfigi(1 ® fi(X)) —=— kfi(g1(1) ® e1f1 (X))

kg1 fi(X) —— frkgi(1 ® fi(X)) 2 Fok(g1(1) ® ey f1(X))

~ F&kfiX) —— frg2k(1 ® f1(X)) folkgi(1) ® key f1(X))

~ Fak() @ kfi(X) —— fr(g:k(1) ® exk fi(X))

FKX) =2 frga fok(X) —— frg2(1 & frk(X)) —=— fo(g2(1) ® e fok(X)).
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Par ailleurs, le diagramme suivant commute :

kfi(gi(L) ® e1 f1i(X)) — k(figi(1) ® fie1 fi(X)) — kfigi(L) ® kfier fi(X) — kfigi(1) ® kfi(X)

i [ |

Hk(gi(D) ® e1 fi(X)) = folkgi (1) ® ket fi(X)) — fokgi(1) ® foker fi(X) fokg1(1) ® kf1(X)

F(g2k(1) ® e2k f1(X)) — frgak(1) ® freak fi(X) — fogak(1) ® kfi (1)

H(g2(1) ® €2 k(X)) — frg2(1) ® fres ork(X) — fog2(1) ® frk(X).

En recollant les deux diagrammes ci-dessus suivant les fleches croisées, on déduit aussitdt que le diagramme

k1 (X) —5 k(H)) @ kfi (X) 2% Hy @ kfi (X)

Jv cak( X) J«

J2k(X) Hy ® f2k(X)
commute. Ceci démontre la seconde partie de la proposition. Enfin, pour voir que n est un morphisme de coalgebres,
on applique ce qui précede a X = g;(1). Les détails seront laissés au lecteur. <

Dans le reste du paragraphe, on supposera que &; = &, = €& et que le foncteur k : &€ — & est I’identité. On
supposera également que k : M; — M, posséde un adjoint a droite /.

Lemme 1.49 — Le morphisme de bialgébres n : Hy — Hj est égal a la composition de fig1 ~ foklgl N el
Démonstration. 11 s’agit d’un exercice sur les adjonctions qu’on laissera au lecteur. <

Corollaire 1.50 — Supposons que le foncteur k : M| — M, est une localisation, i.e., que [ est pleinement fidele.
Alors, le morphisme n : Hi — Hj est inversible.

Remarque 1.51 — Supposons que le foncteur k : M; — M, est une localisation et que f; vérifie I’Hypothese
1.20 (resp. I’'Hypothese 1.40). Méme si I’on ignore que f> vérifie ’'Hypothese 1.20 (resp. ’'Hypothese 1.40), on a des
isomorphismes canoniques fig1(1) =~ f>rklg>(1) =~ f>g>(1). Vu le Corollaire 1.50, il est naturel de munir Hy = f>g>(1)
de la structure de bialgebre déduite de H;. Par ailleurs, pour A € M,, les isomorphismes f>(A) ~ frkl(A) =~ fil(A)
permettent d’obtenir une structure de Hy-comodule sur f>(A) a partir de la structure naturelle de H;-comodule sur
f1(I(A)). On en déduit un foncteur M, — coMod(H;) qui factorise f>.

On pose K = fj o [(1), que I’on munit de sa structure de H;-comodule décrite dans la Proposition 1.28. L’unité

de I’algebre go(1) induit une fleche r : K — Hj. C’est la composition de fiI(1) =4 filgo(M) = fig1(1). 1l est clair
que r est un morphisme de Hi-comodules. Par ailleurs, on dispose d’une fleche évidente v : K — 1 donnée par la

composition de f1I(1) = fkI(1) LN 1 ~ 1. Notons le lemme simple suivant dont la preuve est laissée en exercice.

Lemme 1.52 — Avec les notations ci-dessus, on a la relationnor =uo v.

1.5.2. Universalité. — On peut utiliser la Proposition 1.48 pour montrer que les bialgébres que nous avons construites
dans la Sous-section 1.2 sont universelles. Pour cela, on a besoin d’une petite digression. Soit (€, ®, 1) une catégorie
monoidale. Etant donnée une coalgébre counitaire (B, cm) de C, rappelons que coMod(B) désigne la catégorie des
B-comodules counitaires.

Lemme 1.53 — Soit (H, m, cm) une bialgébre commutative et biunitaire de C.® Le foncteur d’oubli de la coaction
0 : coMod(H) — C admet un adjoint a droite r donné par r(—) = (H ® (—),cm ® id). L’unité de cette adjonction
n :id — roo appliquée a un H-comodule X est la coaction de H sur X. La counité de cette adjonction é : oor — id

est donnée par la composition de H ® () cueid ®(—) = ().

Démonstration. Soit (X, cax) un H-comodule. La compatibilité de la coaction cay avec la comultiplication cm en-
traine que la fleche cax : X — H®X = ro(X) est un morphisme de H-comodules. On a donc bien une transformation
naturelle n : id — r o 0. Pour montrer le lemme, il faut vérifier les deux relations habituelles entre unité et counité
d’une adjonction. Ceci est un exercice facile qu’on laissera au lecteur. <

3. On demande que H est commutative pour que coMod(H) soit une catégorie monoidale symétrique. Toutefois, le lecteur vérifiera facile-
ment que le lemme est également vrai pour les bialgebres biunitaires non nécessairement commutatives.
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Lemme 1.54 — Gardons les notations et les hypothéses du Lemme 1.53. Notons ¢ : € — coMod(H) le foncteur
qui associe a un objet Y de C le H-comodule trivial sur Y. L’Hypotheses 1.20 est alors vérifiée pour o, r et c. De
plus, l'isomorphisme évident o o r(1) ~ H est un isomorphisme de bialgébres biunitaires si [’on munit o o r(1) de la
structure de bialgebre du Théoreme 1.21.

Démonstration. La catégorie coMod(H) est monoidale et les foncteurs o et ¢ sont monoidaux et unitaires et vérifient
ide = 0 o c. Ceci démontre la premicre partie de ’Hypothese 1.20. En revenant aux définitions, on peut montrer que
¢4 est la composition de

it HOA)®X 24 HeAdeHX) TN HeHoAeX) 22% He (A X).

Lorsque le H-comodule X est trivial (i.e., dans I’image du foncteur c), cette composition s’écrit

idecusid idoreid id
HeA)X~HoA®(1oX) X HoA)®(HoX) —SHRH)®((A®X) — He (A X).
C’est donc simplement I’isomorphisme d’associativité. En particulier, la seconde partie de I’Hypothese 1.20 est aussi
vérifiée. Pour terminer la preuve du lemme, il reste a identifier la bialgébre o o r(1) fournie par le Théoréeme 1.21 avec
la bialgebre H de départ. Il s’agit d’un exercice facile qu’on laissera au lecteur. (Pour montrer que les comultiplications
sont les mé&mes, il faut utiliser le calcul précédent de ¢, dans le cas ou X est le H-comodule trivial.) <

Proposition 1.55 — Reprenons les notations et les hypotheses de la Sous-section 1.2. Soit K une bialgebre commu-
tative et biunitaire de &, et supposons donné un triangle commutatif

M — coMod(K)

\iﬁ

Autrement dit, pour tout A € M, on dispose d’une coaction counitaire de K sur f(A) qui de plus est naturelle en
A. Supposons aussi que cette coaction est triviale si A est dans I’image de e : € — M. Alors, il existe un unique
morphisme de bialgebres biunitaires H — K suivant lequel la coation de K sur f(A) se déduit par corestriction de
la coaction de H sur f(A) pour tout A € M.

Démonstration. 11 s’agit d’une application directe de la Proposition 1.48 et des Lemmes 1.53 et 1.54. <

2. Les réalisations de Betti et leurs algebres de Hopf motiviques

Soient k un corps de caractéristique nulle. Suivant [7], nous savons associer a un plongement complexe o : k —
C un foncteur de réalisation de Betti. En fait, ce foncteur de réalisation existe dans quatre variantes, selon qu’on
considere les motifs effectifs ou stables, avec ou sans transferts. Dans cette section, nous appliquons le formalisme de
la section précédente a ce foncteur dans ses deux variantes sans transferts et on étudiera les bialgebres ainsi obtenues.
(On verra dans [8] que les deux variantes avec transferts fournissent les mémes bialgebres a isomorphisme pres.)
Ces deux bialgebres seront notées J—Cfg)t(k, o) (pour la variante effective) et Hyot(k, o) (pour la variante stable). Nous
montrons aussi que Hyo(k, 07) est une algebre de Hopf.

Nous donnerons ensuite des complexes explicites qui décrivent les algebres }Cfnfgt(k, o) et Hyot(k, o), ainsi que
leurs tensorisées par C. Comme application de cela, nous obtiendrons que ces bialgebres sont (—1)-connexes, i.e.,
n’ont pas d’homologie en degrés strictement négatifs.

Dans toute cette section, on fixe un anneau commutatif A qu’on supposera (pour simplifier) noethérien et de di-
mension de Krull finie. En pratique, le cas le plus utile est celui out A est un anneau de Dedekind ou un quotient d’un
tel anneau. On note Cpl(A) la catégorie des complexes de A-modules que I’on munit de sa structure de modeles pro-
jective, i.e., telle que les fibrations sont les épimorphismes et les équivalences faibles sont les quasi-isomorphismes.
On note D(A) la catégorie homotopique de cette structure. Les objets compacts de D(A) sont les complexes parfaits ;
ils sont donc fortement dualisables.

2.1. Constructions et propriétés basiques (version sans transferts). —

Etant donnée une catégorie essentiellement petite ©, on notera PSh(C, A) la catégorie des préfaisceaux de A-
modules sur €. Dans la suite, nous considérons surtout des préfaisceaux de A-modules. Ainsi, lorsqu’on ne précise
pas la catégorie dans laquelle un préfaisceau prend ses valeurs, c’est que ce dernier est un préfaisceau de A-modules.
Nous avons aussi la catégorie Cpl(PSh(C, A)) dont les objets peuvent étre considérés comme des préfaisceaux sur C
a valeurs dans Cpl(A). Si F est un préfaisceau d’ensembles sur C et A € Cpl(A), nous noterons F ® A = F ® Ay
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(voir [5, Déf. 4.4.2]) le préfaisceau qui a U € C associe le coproduit de F(U) copies de A. Le produit tensoriel dans
PSh(C, A) sera aussi désigné par — ® —. Ceci n’entrainera pas de confusion : un préfaisceau de A-modules ne sera
jamais considéré comme un préfaisceau d’ensembles. Bien entendu, on utilisera aussi de la notation — ®, — si I’on
veut étre plus précis.

2.1.1. Rappels sur les catégories des motifs. — Pour un schéma (noethérien) X, on note Sm/X la catégorie des X-
schémas quasi-projectifs ® lisses que 1’on munit de la topologie Nisnevich (désignée par Nis) ou la topologie étale
(désignée par ét). Dans la suite, 7 désignera un symbole parmi {Nis, ét}. On dispose d’une structure de modeles
projective t-locale sur Cpl(PSh(Sm/X, A)) (voir [5, Prop. 4.4.31]). Le résultat ci-dessous décrit les objets fibrants
dans cette structure. Malheureusement, il ne figure pas explicitement dans [5, Chap. 4].

Lemme 2.1 — Un complexe de préfaisceaux F € Cpl(PSh(Sm/X, A)) est projectivement t-fibrant si et seulement
si pour tout X-schéma lisse U, la restriction de F au petit site étale Et/U est projectivement T-fibrante.

Démonstration. La condition est nécessaire puisque la restriction de Sm/X a Et/U est un foncteur de Quillen a
droite par [S, Th. 4.4.50]. Montrons que la condition est suffisante. Supposons donc que la restriction de F a Et/U
est projectivement 7-fibrante pour tout U € Sm/X. On choisit une équivalence 7-locale u : F — G avec G un
complexe de préfaisceaux 7-fibrant. La restriction de u au petit site Et/U est encore une équivalence 7-locale. De
plus, les restrictions de F et G a Et/U sont 7-fibrants ; pour F, c’est notre hypothése de départ, et pour G on utilise
encore une fois [5, Th. 4.4.50]. Mais une équivalence 7-locale entre complexes de préfaisceaux 7-fibrants est un
quasi-isomorphisme de complexes de préfaisceaux. Ceci entraine que u est un quasi-isomorphisme de complexes de
préfaisceaux. On en déduit que F est -local. Etant donné que tout complexe de préfaisceaux est projectivement fibrant
pour la structure projective non localisée, les objets T-fibrants sont exactement les objets 7-locaux. Il s’ensuit que F
est projectivement 7-fibrant. <

Une localisation 4 la Bousfield de la structure de modeles projective t-locale fournit la structure projective (A, 7)-
locale pour laquelle les fleches A%, ® A[n] — Y ® A[n] sont des équivalences faibles pour tout X-schéma lisse Y et
tout n € Z (voir [5, Déf. 4.5.12]). On pose :

DA*T7(X, A) = Ho,i_ (Cpl(PSh(Sm/X, A))),

la catégorie homotopique de la structure (A, 7)-locale. C’est la catégorie des X-motifs effectifs (sans transferts). Elle
est triangulée et monoidale et son objet unité est donné par le préfaisceau constant A.g. Lorsque 7 = Nis, on omettra
la mention de la topologie et on notera simplement DA (X, A).

Soit Tx un remplacement projectivement cofibrant du préfaisceau quotient (A)1( ® A)/((Ag( —o0x) ® A), avec oy la
section nulle de la droite affine relative. On note Spt?X(Cpl(PSh(Sm /X, A))) la catégorie des T'x-spectres symétriques
de complexes de préfaisceaux sur Sm/X. On munit cette catégorie de la structure projective stable déduite de la
structure projective (A, 7)-locale (voir [5, Déf. 4.5.21]). On pose :

DA"(X, A) = Ho,,1_,_,(SptZ, (CpI(PSh(Sm/X, A)))),

la catégorie homotopique de la structure stable (A!, 7)-locale. C’est la catégorie des X-motifs (sans transferts). Elle
est triangulée et monoidale et son objet unité est Ax(0) = Sus(}X(ACS,). Lorsque 7 = Nis, on omettra la mention

de la topologie et on notera simplement DA(X, A). On dispose d’un foncteur de Tx-suspension infinie LSus(%X :

DATT(X, A) — DAT(X, A) qui est triangulé et monoidal (voir [S5, Lem. 4.3.9, Prop. 4.3.35 et Cor. 4.3.72]). Il admet
un adjoint a droite REvg. C’est le foncteur dérivé a droite du foncteur Evy qui associe a un Tx-spectre symétrique son
complexe de préfaisceaux en niveau 0.

L’objet Sus(%X(TX[—2]) sera noté Ax(1). C’est un objet inversible pour le produit tensoriel ce qui permet de définir
les objets Ax(n) pour tout n € Z. (Lorsqu’il n’y a pas de confusion possible, nous noterons simplement A(n) ces
objets.) Le produit tensoriel par Ax(n) est le twist de Tate qu’on désignera simplement par  ~» f(n).

2.1.2. Rappels sur la réalisation de Betti. — Comme dans [7], on appellera espace analytique complexe un « ana-
Iytic space » au sens de [18] que I’on supposera implicitement dénombrable a I'infini (i.e., égale a une réunion
dénombrable de sous-ensembles compacts). Pour r € R, un réel strictement positif et zp € C un point de la droite
affine complexe, on note D'(z9,7) = {z € C, |z—2z0| < r}le disque ouvert de centre zg et de rayon r muni de sa structure
complexe évidente. On note simplement D' le disque ouvert de centre 0 et de rayon 1 et D" le produit cartésien de n
copies de D!. Etant donné un espace analytique complexe X, on pose DY = X x D"

4. Dans la suite, et sauf mention du contraire, tous les X-schémas seront supposés quasi-projectifs. Ceci ne restreint pas la généralité des
énoncés locaux pour une topologie plus fine que la topologie de Zariski.
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Pour un espace analytique complexe X, on note Ouv(X) I’ensemble des ouverts de X ordonné par I’inclusion et
AnSm/X la catégorie des X-espaces analytiques lisses, i.e., des morphismes lisses d’espaces analytiques complexes
de but X. (Lorsque X = pt, avec pt I’espace analytique final formé d’un seul point, AnSm/pr est simplement la
catégorie des variétés analytiques complexes ; elle sera également notée CpVar.) Les catégories Ouv(X) et AnSm/X
sont des sites pour les topologies de Grothendieck naturelles engendrées par les prétopologies des recouvrements
ouverts. Ce sont les topologies usuelles et elles seront désignées par usu. On dispose alors des structures de modeles
projectives usu-locales sur Cpl(PSh(Ouv(X), A)) et Cpl(PSh(AnSm/X, A)). On pose :

D(X, A) = Hoy, (CpI(PSh(Ouv(X), A))).
C’est une catégorie triangulée et monoidale. Notons aussi I’analogue analytique complexe du Lemme 2.1.

Lemme 2.2 — Un complexe de préfaisceaux F € Cpl(PSh(AnSm/X, A)) est projectivement usu-fibrant si et
seulement si pour tout X-espace analytique lisse U, la restriction de F au petit site Ouv(U) est projectivement usu-
fibrante.

Démonstration. La preuve du Lemme 2.1 s’étend littéralement au cas analytique complexe. <

Une localisation a la Bousfield de la structure de modeles projective usu-locale sur Cpl(PSh(AnSm/X, A)) fournit
la structure projective (D!, usu)-locale pour laquelle les fleches D%, ® Aln] — Y ® A[n] sont des équivalences faibles
pour tout X-espace analytique lisse Y et tout n € Z (voir [7]). On pose :

AnDA°T(X, A) = Hop:_,,,,(Cpl(PSh(AnSm/X, A))),
la catégorie homotopique de la structure (D', usu)-locale. C’est une catégorie triangulée et monoidale.

Le morphisme de sites ty : (AnSm/X, usu) — (Ouv(X), usu) , donné par I'inclusion évidente, fournit une ad-
jonction :

Cpl(PSh(Ouv(X), A)) <LL_L’ Cpl(PSh(AnSm/X, A)). (25)

On a le résultat suivant [7, Th. 1.8].

Théoréme 2.3 — L’adjonction (25) est une équivalence de Quillen lorsqu’on munit la source de sa structure projec-
tive usu-locale et le but de sa structure projective (D', usu)-locale. En particulier, Liy - D(X,A) — AnDAT(X, A)
est une équivalence de catégories et Ry, est un quasi-inverse.

Soit Tx un remplacement projectivement cofibrant du préfaisceau quotient (A;(’“" ® AN)/ ((A;(’“” - 0x) ® A) ol
A;(’“” = C X X et ox la section nulle. On note Spt?X(Cpl(PSh(AnSm /X, A))) la catégorie des Tx-spectres symétriques

de complexes de préfaisceaux sur AnSm/X. On munit cette catégorie de la structure de modeles projective stable
déduite de la structure de modeles projective (D', usu)-locale sur Cpl(PSh(AnSm/X, A)). On pose :

AnDA(X, A) = Hopi_q,_(Spts, (CPI(PSh(AnSM/X, A)))),

la catégorie homotopique de la structure stable (D', usu)-locale. Elle est triangulée et monoidale.
De [7, Lem. 1.10] et [S, Prop. 4.3.35], on déduit que le foncteur de suspension infinie et son adjoint a droite Evg
fournissent une équivalence de Quillen

Sus(;
Cpl(PSh(AnSm/X, A)) <E:X> Spt_(Cpl(PSh(AnSm/X, A)))

Vo

pour la structure (D', usu)-locale sur la source et la structure (D!, usu)-locale stable sur le but. On obtient ainsi une
équivalence de catégories LSus(}X : AnDA®T(X, A) — AnDA(X, A) de quasi-inverse REvy.

Fixons a présent un corps k de caractéristique nulle muni d’un plongement complexe o : k — C. Pour X un
k-schéma de type fini, on notera X** I’ensemble des points complexes X(C) muni de sa structure d’espace analytique
naturelle. Si Y est un X-schéma lisse, Y*" est un X“'-espace analytique lisse. D’oli un foncteur d’analytification
Any : Sm/X — AnSm/X“" qui induit deux adjonctions de Quillen

.
Any

Cpl(PSh(Sm/X, A)) = Cpl(PSh(AnSm/X“", A))
nxs

w
Any

et Spt: (Cpl(PSh(Sm/X, A)) — Spt},. (CpI(PSh(AnSm/X", A)))
nxx
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avec TY" = An(Tx). Ci-dessus, les catégories sont munies des structures de modeles (A, 7)-locale, (D', usu)-locale,
ainsi que leurs variantes stables. Dans [7, Sect. 2], ces adjonctions de Quillen sont considérées uniquement pour
7 = Nis. Toutefois, le cas 7 = ét n’est guere différent puisque le foncteur Any est encore continu lorsque Sm/X est
munie de sa topologie étale.

On déduit en passant aux foncteurs dérivés a gauche deux foncteurs triangulés et monoidaux

AnSTT . DASTT(X, A) — AnDAST (X9 A) et An}’: DAT(X,A) — AnDA(X™, A).

Ces foncteurs admettent des adjoints a droite qu’on note respectivement An;‘i’T et Ang,. Lorsque X est sous-entendu
(par exemple, lorsqu’on s’intéresse au cas absolu X = Spec(k)) on omettra la mention de la base X en notant ces
foncteurs. Comme avant, si 7 = Nis, on omettra la mention de la topologie. Ces foncteurs sont compatibles aux
foncteurs de suspension infinies, i.e., on a un isomorphisme canonique LSus(}a,, o An;ﬁ’” ~ An}’ o LSUS(7)~X. Pour plus
de détails le lecteur peut consulter le début de [7, Sect. 2]. ¥

Dans la suite de I’article, nous utiliserons « An » avec différentes décorations pour désigner les variantes non
dérivées des foncteurs déduits du foncteur d’analytification ; nous utiliserons « An » avec différentes décorations pour
les variantes dérivées.

Définition 2.4 —
(a) La réalisation de Betti effective (au-dessus de X) est la composition de

nefr.r,*

. * Rexs
BHi§"™* : DATT(X, A) —— AnDA®T (X", A) —— D(X*", A).

C’est un foncteur triangulé et monoidal. Son adjoint a droite sera noté Bti;:g’T.
(b) La réalisation de Betti stable (au-dessus de X) est la composition de
Tk An;* RexsoREv,
Btiy” : DAT(X,A) —— AnDA(X“",A) ~ DX, A).

C’est un foncteur triangulé et monoidal. Son adjoint a droite sera noté Btiy,.

Lorsque X est sous-entendu (par exemple, lorsqu’on s’intéresse au cas absolu X = Spec(k)), on omettra la mention
de la base en notant les réalisations de Betti. Lorsque 7 = Nis, on omettra la mention de la topologie.

2.1.3. Les bialgebres associées aux réalisations de Betti. — Comme avant, k est un corps muni d’un plongement
complexe o : k — C. On dispose d’un foncteur (-).5; : Cpl(A) — Cpl(PSh(Sm/k, A)) qui a un complexe de
A-modules A associe le préfaisceau constant A, de valeur A. Il admet un adjoint a droite I'(k, —) qui a un complexe
de préfaisceaux F associe F(Spec(k)). Clairement, ((—).s,[(k, —)) est une adjonction de Quillen lorsqu’on munit
Cpl(PSh(Sm/k, A)) de I'une de ses structures projectives (non localisée, T-locale ou (A, 7)-locale). En fait, (=)
envoie les quasi-isomorphismes de Cpl(A) sur des quasi-isomorphismes de complexes de préfaisceaux, de sorte qu’il
se dérive trivialement. On dispose donc d’un foncteur (—).5 : D(A) — DAeff’T(k, A). 1l est triangulé et monoidal.
On note aussi ()%, : D(A) — DA"(k, A) le foncteur composé LSus(}k o (—)est-

cst
Lemme 2.5 — Le foncteur (=) (resp. (=)=, ) est une 2-section a Bti¢** : DA®TT(k, A) — D(A) (resp. Bti™* :
DA (k, A) — D(A)) dans la 2-catégorie des catégories triangulées et monoidales.

Démonstration. En effet, on dispose aussi d’un foncteur analogue (—). : Cpl(A) — Cpl(PSh(AnSm/k, A)). C’est
également un foncteur de Quillen a gauche et le triangle

D(A) — 205 DA (k. A)

\ J'Aneﬂ‘,r,*
(Hest

AnDAT (pr, A)

commute 2 un isomorphisme pres. Or, (=)es : D(A) — AnDA®T(pr, A) n’est autre que le foncteur Le,, qui est une
équivalence de catégories par [7, Th. 1.8]. Notre assertion, dans le cas effectif, découle maintenant de la définition de
la réalisation de Betti. Le cas stable se démontre de la méme maniere. <

Notons le lemme utile suivant.

Lemme 2.6 — Les foncteurs Bt D(A) — DAT7(k, A) et BtiT : D(A) — DA (k, A) commutent aux sommes
infinies.
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Démonstration. Lorsque T = Nis on peut donner une preuve trés courte. En effet, dans ce cas DAT(k, A) (resp.
DA (k, A)) est compactement engendrée par [5, Th. 4.5.67]. Or, le foncteur Bti€™* (resp. Bti*) envoie un objet compact
sur un complexe parfait de A-modules. (Ceci découle par exemple du fait que tout motif compact est fortement
dualisable.) On peut donc appliquer [4, Lem. 2.1.28] pour conclure. L’argument précédent est encore valable si 7 =
ét et si la dimension cohomologique de k est finie pour les A-modules. (C’est donc toujours le cas si A est une
Q-algebre !) Cependant, le lemme est vrai sans cette hypotheése, mais la preuve est alors plus compliquée. Nous
fournissons les détails dans le cas général pour le lecteur intéressé.

On traite uniquement la cas stable ; le cas effectif se démontre de la méme maniere avec quelques complications en
moins (voir toutefois la fin de la preuve). Soit (A;);c; une famille d’objets dans Cpl(A). 11 s’agit de montrer que

D, BtiZ(A) — BtiL(D,_, A) (26)

est inversible. On peut supposer que les A; sont cofibrants. Notons A = @ie ;Ai. On choisit des cofibrations triviales
de buts fibrants :
Sustu((A)es) — F; et Susdu(Aey) —— F
k k
relativement 2 la structure (D!, usu)-locale stable sur Spt%‘(,,(Cpl(PSh(AnSm /pt, A))). 1l existe alors des morphismes
e¢; . F; — F rendant commutatifs les carrés

Sus(])wn ((Ai)cst) — Sus(j)wn (Acst)
k k

| |

ei
F,——F.

De plus, EBI.E ; Fi — F est une équivalence (D', usu)-locale stable. Toutefois, il n’est pas clair que cette fleche est un
quasi-isomorphisme de préfaisceaux niveau par niveau.

Remarquons que le morphisme (26) est donné par );c; An.(e;) : @id An,(F;) — An.(F), ol An, désigne le
foncteur image directe suivant An : Sm/k —— AnSm/pt. On verra que ce morphisme est un quasi-isomorphisme de
préfaisceaux niveau par niveau. Autrement dit, on montrera que pour tout X € Sm/ketn € N,

D EvaF)(X“) —— Ev,(F)(X) 27)

est un quasi-isomorphisme de complexes de A-modules.
Pour cela, on aura besoin d’une petite digression. Soit G € Sptzan(Cpl(PSh(AnSm /pt, A))) un T}"-spectre fibrant
X

pour la structure stable (D', usu)-locale. On a alors une chaine d’isomorphismes :
Ev,(G)(X*) =T (pt, EvoHom(SuS'}gn X" ®N), G)) =T (pt, EvoHom(An™"(Susy, (X ® A)), G)) .

Or, RI'(pt, Evp(-)) : AnDA(pt, A) — D(A) est une équivalence de catégories monoidales fermées. Il commute donc
aux bifoncteurs Hom(—, —) et on peut prolonger la chaine d’isomorphismes ci-dessus par :

= Hom(Bti™*(Sus7, (X ® A)), [(pt, Evo(Go))).
En appliquant le raisonnement précédent a F et aux F;, on est ramené & montrer que le morphisme

P, Hom(Bti™ (Sus. (X ® A)), A;) — Hom(Bt™ (Susl. (X ® A)), A)

est inversible. Autrement dit, il faut montrer que le foncteur Ho_m(BtiT’*(Sus’;k (X ® A)), —) commute aux sommes
infinies. Ceci aurait été le cas si I’on savait que 1’objet BtiT’*(SuS'}k(X ® A)) est fortement dualisable. Puisque Bti™*
est un foncteur monoidal, symétrique et unitaire, il suffira de savoir que Sus’;k(X ® A) € DAT(k,A) est fortement
dualisable. Cette propriété découle formellement de [4, Prop. 2.2.27, Th. 2.3.73 et Th. 2.3.75]. Pour plus de détails, le
lecteur peut consulter [39] ou [6, Lem. 1.3.29] (qui traitent le cas T = Nis).

On termine la preuve de ce lemme en notant que dans le cas effectif, on se retrouve avec la tiche de vérifier que
Bti®™™* (X ® A) est fortement dualisable. Or, I’objet X ® A € DA®T7(k, A) n’est pas fortement dualisable en général.
Mais heureusement, on a un isomorphisme Bti€T™*(X ® A) ~ BtiT’*(Sus(%k(X ® A)), ce qui permet tout de méme de
conclure. <

Proposition 2.7 —

(a) Le foncteur de réalisation de Betti effective Bti€™™ : DA®T7(k, A) — D(A) satisfait a I’Hypothese 1.20 avec
e le foncteur (—)eg : D(A) — DA (k, A).
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(b) Le foncteur de réalisation de Betti stable Bti™™ : DAT(k, A) — D(A) satisfait a I’'Hypothese 1.40 avec e le
foncteur (=)=, : D(A) — DAT(k, A).

cst

Démonstration. La condition (a) de I’Hypothese 1.20 est satisfaite pour les réalisations de Betti effective et stable

par le Lemme 2.5. Il reste a vérifier la condition (b) de I’Hypotheése 1.20 (resp. de I’'Hypothese 1.40), i.e., que le
morphisme de coprojection

Bti¢™7(A) ® B,y — Bti€T7(A ® Bt (B.y)) (28)

(resp. BtiZ(A) @ M — Btil(A ® Bti"*(M))) (29)

est inversible pour tout et A € D(A) et B € D(A) (resp. M € DA (k, A)). Par le Lemme 2.6, le foncteur Btiiﬁ’T (resp.
BtiT) commute aux sommes infinies. 11 suffit donc de vérifier que (28) (resp. (29)) est inversible avec B = A (resp. M
de la forme Sus’}k (X ® A) avec X € Sm/k et n € N). En particulier, on peut supposer que B (resp. M) est fortement
dualisable. Le résultat découle maintenant du Lemme 2.8 ci-dessous. <

Lemme 2.8 — Soient M et N deux catégories monoidales, f : M — N un foncteur monoidal, et g : N — M
son adjoint a droite. Pour que le morphisme de coprojection g(—) ® B — g(— ® f(B)) soit inversible, il suffit que
B € M soit fortement dualisable.

Démonstration. Etant donné un objet 1 de M ou N, on notera #: le foncteur — ® . Soit C un dual fort de B, i.e., il
existe des fleches 0 : B®& C — 1 etn: 1 — C® B qui font de #c un adjoint a gauche de 5. Comme f est monoidal,
symétrique et unitaire, on déduit que f(C) est un dual fort de f(B) et donc que 7f(c) est un adjoint a gauche de 7(p).
Par ailleurs, on a un isomorphisme évident z¢c) o f =~ f o fc. En utilisant les adjonctions (f, g), (tc, ) et (¢rc), tf(B))>
on déduit un isomorphisme de foncteurs 8 : 15 0 g =~ g o t7p). Il reste a voir que cet isomorphisme coincide avec le
morphisme de coprojection de I’énoncé. Cette vérification est omise. <

Les Théoremes 1.21 et 1.45 fournissent donc respectivement une bialgeébre commutative et biunitaire Btic™™* BticTA

et une algeébre de Hopf commutative Bti"*BtiZA dans D(A).
Définition 2.9 —
(a) On note J{fﬁ)t(k, o, A) la bialgébre BticT™* Bti™A. C’est la bialgebre motivique effective du corps k (associée
au plongement o).
(b) On note Hyo(k, o, N) 'algébre de Hopf Bti"*BtiiA. C’est I’algébre de Hopf motivique du corps k (associée au

plongement o).

Remarque 2.10 — On a un isomorphisme canonique Bti** ~ BtieT¢t* 0a, avec ag : DAT (k, A) — DA (k, A) le
foncteur « faisceau étale associé ». Ce dernier admet un adjoint a droite, Rog qui est pleinement fidele. Le Corollaire
1.50 montre alors que la bialgebre J{frfgt(k, o, A) ne dépend pas, a un isomorphisme canonique pres, de la toplogie
7 € {Nis, ét}. Le méme raisonnement montre qu’il en est de méme de H o (k, o, A).

Le résultat ci-dessous découle de la Proposition 1.28.

Proposition 2.11 — Soit M un objet de DAY (k, A) (resp. DAT(k, A)). Alors, la réalisation de Betti de M est

naturellement un comodule counitaire sur J{I‘ﬁ)t(k, a, N) (resp. Hoi(k, o, A)).

2.1.4. Deux propriétés des bialgébres motivigues. — On garde les notations du paragraphe précédent. Nous allons
établir deux propriétés simples des bialgebres f}{fnit(k, o, \) et Hyot(k, o, A) introduites dans la Définition 2.9. Dans
ce paragraphe, nous travaillerons avec la topologie Nisnevich.

Notre premiere tiche sera de comparer les bialgebres J{ﬁfgt(k, o, A) et Hoi(k, o, A). Par la construction de la réa-

lisation de Betti, on a un isomorphisme canonique Bti¢™* ~ Bti* o LSus(% . La Proposition 1.48 s’applique pour fournir
k

un morphisme de bialgebres biunitaires J-Cfnfgt(k, o, N) — Hpot(k, o, A). Par le Lemme 1.49, c’est la composition de

Btie™BticTA ~ Bti*LSus), REvoBti.A — Bti*Bti.A.

On verra, qu’en tant qu’algébre commutative et unitaire, Jpot(k, 0, A) est une algebre de « fractions » dans
}Cfnfgt(k, o, A) obtenue en inversant I’'image de 1 € A par un morphisme explicite ¢ : A — J—Cfnff)t(k, o, A). On com-
mence par introduire ¢ (ainsi que sa variante stable). On choisit un isomorphisme s ¢ Bt (Ty[-2]) =~ A (resp.
s : Bti"(A(1)) = A). Par adjonction, s correspond a une fleche ¢ : Ty [-2] — BticTA (resp. t : A(1) — Bti¢TA). On
définit ¢ comme étant la composition de

Btic™* (s

—1
A = Bt (T, [-2]) e, Btie™*Btie A = 3T

(k, o, )

-1 Bti*
(resp. A — Bti*(A(1)) e, Bti*Bti.A = Hyo(k, o, A)).
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Proposition 2.12 — Les fleches ¢ ne dépendent pas du choix des isomorphismes s. De plus, le triangle

A —=H (k, o, A)

o)

S|

j{mot(ky g, A)

est commutatif.
Démonstration. Rappelons que A(1) = LSus(%k(Tk[—2]). On a donc un isomorphisme Bti*(A(1)) =~ Btie™*(T;[-2]).
Ainsi, le choix d’un isomorphisme s : Bti®™* (7% [-2]) ~ A, détermine le choix d’un isomorphisme s : Bti*(A(1)) ~ A
et vice versa. Avec ces choix, il est immédiat que le triangle de 1’énoncé commute.

Montrons I’indépendance de ¢ du choix de s. Par ce qui précede, il suffit de traiter le cas effectif. Donnons-nous
s’ ¢ Bti™*(Tx[-2]) ~ A un autre isomorphisme. Appelons ¢’ : Ti[-2] — Bti€TA et ¢’ : A — fJ-Cfnﬂt(k, o, N) les

O
fleches déduites de s” comme ci-dessus. On pose a = s' o s71(1). C’est un élément inversible de A, etona ' = (ax—)ot

ot a X — est I’endomorphisme de multiplication par a sur Bti€TA. On peut alors former le diagramme commutatif

—1 Bt-eff,*
A —— Bt (T [-2]) B0, pjet *Btief A = HF (k, o, A)

mot
ool o
—1 Btieff,*(t/)

A 2 Bt (T [-2]) ——— BBt A = 3T (k, o, A).

0
Ceci montre que ¢’ = . <
Proposition 2.13 — L’élément ¢(1) de I’anneau commutatif et unitaire Hy(Hpyot(k, 0, A)) est inversible.
Démonstration. On construira un inverse a ¢(1). On choisit pour cela un isomorphisme s’ : Bti*(A(—1)) ~ A et on
note ¢’ : A(—1) — Bti.A la fleche déduite par adjonction. On note & la composition de

-1 Bti* (¢
A L5 B (A1) — 2 BBHLA = Hor(k, o, A).

On montrera 1’égalité £(1) - ¢(1) = 1. On choisit I’isomorphisme s : Bti*(A(1)) ~ A de sorte que la composition de

A = Bti*A(0) ~ Bti*(A(=1) ® A(1)) ~ Bti*(A(=1)) ® Bti*(A(1)) —=5 A@ A =~ A

soit I’identité. Ceci est clairement possible. On montrera que la composition de

‘./—l S—l ’
A=~A®A—2 5 Bi*(A(=1)) ® Bti*(A(1)) — Bti*Bti, A ® Bti*Bti,A — Bti*Bti,A (30)

est le morphisme d’unité de 1’algebre Bti*Bti. A. (Ceci entraine clairement la relation &(1) - ¢(1) = 1.) Un calcul facile
montre que mo (' ®1) : A(—1) ® A(1) — Bti. A correspond via 1’adjonction (Bti*, Bti,) a la composition de

Bti*(A(=1) ® A(1)) ~ Bti*(A(=1)) ® Bti* (A(1)) 25 A® A ~ A,
ce qui, par le choix de s, coincide avec la composition de Bti*(A(-1) ® A(1)) ~ Bti*(A(0)) =~ A. Ceci montre que
mo (¢ ®1) est égale a la composition de A(—1) ® A(1) = A(0) SN Bti..Bti* A(0) =~ Bti.A. Vu le choix de s, on déduit
aussitot que la composition de (30) est égale au morphisme d’unité de H ot (k, o, A). <
Pour simplifier, on note ¢ au lieu de ¢(1). Les structures d’algebres sur K (k, o, A) et Hmot(k, o, A) induisent des

mot
morphismes de multiplication par ¢. On peut maintenant énoncer le théoréme de comparaison entre H°T (k, o, A) et

mot
Hinot(k, o, A).

Théoréme 2.14 — La famille des fleches composées
( J{Ienff)t(ka o, N) = Hior(k, o, A) i) Humot(k, o, A) ) (3D
neN

induit un isomorphisme dans D(A) :

hocolim [ Feft
N

mot

ko A) s o 5 T (o A) s HET (ke o, A) s - ] ~ Hporlks oy A). (32)

mot mot

Démonstration. Pour la preuve du théoréme, on travaillera avec les spectres non symétriques. Ceci est possible grace
a [§, Th. 4.3.79] et au fait que la permutation des facteurs agit trivialement sur 7y ® Ty dans DAEH(k, A).



L' ALGEBRE DE HOPF ET LE GROUPE DE GALOIS MOTIVIQUES, I 31

0
T

un 7}"-spectre fibrant relativement a la structure projective (D!, usu)-locale stable sur la catégorie des T"-spectres
(non symétriques) SptT;:n (Cpl(PSh(AnSm/pt, A))). Puisque T} =~ A,s[2] est un objet inversible de AnDAST (p1, A),
les morphismes (T,f”)@’” — E,, sont des équivalences (D', usu)-locales pour tout n € N.

Par définition Bti.(A) est donné par le spectre (non symétrique) F = An.(E) = (AnST(E,))nen. Par le Lemme 2.15
ci-dessous, Bti*Bti.(A) est la colimite homotopique de la suite

((BT(T1))*™" © Bt (AnS"(E,.)))

Soit Sus¥,,(A) — E = (E,),e un remplacement stablement (D', usu)-fibrant, i.e., une cofibration triviale de but

neN (33)

Par ailleurs, le choix d’un isomorphisme s : TZ"[—Z] ~ Ay dans AnDAeff(pt, A) détermine les isomorphismes
suivants :

(a) BT (T)® [-2r] ~ A dans D(A) pour r € Z,

(b) E,[-2n] =~ Ay dans AnDAT(pr, A) pour n € N,

(c) An®T(E,)[-2n] ~ Bti¢TA dans DA (k, A) pour n € N.

Ainsi, pour tout n € N, on a des isomorphismes (qui dépendent uniquement de s) :

(Bt (T1))®™" @ Bti*T*(AnST(E,)) ~ A[-2n] ® Bti*T*BtiT A[2n] ~ BtiT*BtiTA = 3T (k, 0, A).  (34)

o)

Notons ¢ : Ty[-2] — BtiTA le morphisme déduit par adjonction de I’isomorphisme s. Puisque s est la composi-
tion de 7}"[-2] = AneT(T)[=2] = Ei[-2] = Acy, on déduit que 7 est égal a la composition de

Ti[-2] — AntfE,[-2] — BticTA. (35)
Ci-dessus, c est la fleche canonique, a savoir la composition de

id® - Y 8
¢t T =T ® Aey — T ® AnSTE) — AnSTE,.

En utilisant cette description de ¢, on voit que le diagramme suivant

Bt (7) ® Btie™ (An¢f (E,)) <23 Btief* (A (B} ) ® Btie (Anef (E,,)) —— Btie (AneF (K, 1))

Btie™*(T;) ® Btie™BHicT A[2n] 2% Btie*Btie A[2] @ Btic™*Btie A[2n] —2 Btie™*Bti™ A[2n + 2]

s l®i dT ~ /
¢®id

A[2] ® Bt BticT A[2n]
est commutatif. Autrement dit, modulo les isomorphismes déduits de s, la composition de
Bti*™*(T%) @ Bti™*(An(E,,)) — Bti™*(An¢T(E))) ® Bti™*(An¢T(E,,)) — Bti€™*(AnT(E,., 1)) (36)

coincide avec ¢ X — : BtiT*Bti¢T A[2n + 2] — Bti*T*BtieTA[2n + 2.
Par ailleurs, An.(E) est une algébre dans DA(k, A). Ceci entraine que les morphismes d’assemblage du spectre
An.(E) sont donnés (dans DA®T(k, A)) par la composition de

Ty ® Ancf(E,) <25 Anef(E)) @ Anc(B,,) —2— Ancf(E,., ).

En utilisant le calcul précédent de la composition de (36), on déduit immédiatement que les morphismes de transition
dans la suite (33) coincident, modulo les isomorphismes (34), avec la multiplication par ¢ dans 1’algebre i]{emfgt(k, o, \).
Ceci donne I’isomorphisme (32) de I’énoncé. Pour terminer, il reste & vérifier que I’'isomorphisme qu’on vient de

construire est induit par la famille (31). Ceci est laissé au soin du lecteur. <

Lemme 2.15 — Soit F = (Fy)nen un objet de Spty, (Cpl(PSh(Sm/k, A))), la catégorie de Ty-spectres non symé-
triques. Alors, la famille des fleches composées

((Bt™*(7,))°™" @ Bti™*(F,,) ~ Bti*(Sus, (F,)) — Bti*(F)) 37)

neN
induit un isomorphisme
hocolim ((Bt™*(70)°™" @ Bti™*(F,,)) ~ Bti*(F). (38)
ne
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Les fleches de transition dans la colimite ci-dessus sont données par la composition de

(Bt (T;)®" @ Bti€T*(F,) ~ (Bti*™*(7}))® ! ® Bti™* (T} ® F,,) — (Bti*™*(73))®* "~ ! @ Bti™*(F ... 1),

ou la fleche de droite est celle déduite par adjonction du morphisme d’assemblage.

Démonstration. Rappelons que la réalisation de Betti stable Bti* : DA(k, A) — D(A) est le foncteur composé
RQ o An* avec Q le foncteur de Quillen a droite I'(pt, —) o Evy.

Notons E = LAn*(F). Etant donné que 77" = A,y[2] est un objet inversible de AnDAeﬁ(pt, A), I’équivalence de
catégories AnDA(pt, A) ~ AnDAeﬁ(pt, A) envoie E sur hocolim,,cx (T]f”)‘g’_” ® E,,. Ceci découle de [5, Th. 4.3.61].
De plus, les morphismes de transition dans la colimite ci-dessus, sont donnés par les compositions de

(TP @ By = (T @ T @ By — (T @ By

les fleches de droite étant celles déduites par adjonction des morphismes d’assemblage. En appliquant I’équivalence
de catégories RI'(pt, —) : AnDAeﬁ(pt, A) = D(A), on déduit un isomorphisme

hocoklrim RL(pr, T{"®™" ® RI(pt, E,) ~ RO(E).
ne

Or, Bti*™(Ty) = RI(pr, T%"), Bti€™*(F,) = RI(pt,E,) et Bti*(F) = RQ(E). Ceci fournit I’isomorphisme (38) de
I’énoncé. La vérification que cet isomorphisme est induit par la famille (37) est laissée au lecteur. <

On passe maintenant a la dépendance vis a vis de I’anneau A. Soit A’ un deuxi€éme anneau, qu’on supposera aussi
noethérien et de dimension de Krull finie. Soit @ : A — A’ un morphisme d’anneaux. Il induit une adjonction de
Quillen (a*, a.) entre Cpl(A) et Cpl(A’) avec a*(—) = A’ ®x—. On en déduit des adjonctions de Quillen au niveau des
catégories de préfaisceaux et des catégories de spectres sur Sm/k et AnSm/pt. En dérivant les foncteurs de Quillen a
gauche, on obtient des foncteurs triangulés et monoidaux :

La* : DA (k, A) — DA (k, A") et  La*: AnDA®T(pr, A) —— AnDAT(pr, A"),

ainsi que leurs variantes stables que 1’on notera également par La*. De plus, il est facile de voir que ces foncteurs
commutent (2 isomorphismes prés) avec les foncteurs An®™*, An*, LSus%{, LSuS(;;m, (=)est €t (=)=, On déduit aussitot

des isomorphismes de commutation Le* o Bt ~ Bti®* o La* et La* o Bti* ~ Bti* o La*. La Proposition 1.48
s’applique pour fournir des morphismes de bialgebres biunitaires

La* 3T (k, o, A) — FHET (k, o, A) et La* Hnot(k, o, A) — Hinor(k, o, A). (39)

Théoréeme 2.16 — Les morphismes (39) sont inversibles.

Démonstration. Par le Théoreme 2.14, il suffit de traiter le cas effectif. En reprenant la construction des morphismes
de (39), on voit qu’il suffit de prouver que la transformation naturelle La’* o Bti® — Bt o La* est inversible.

Soit A un complexe de A-modules que I’on supposera projectivement cofibrant. On pose B = a*(A) = A’ ®, A.
Soient 5 : Acy — Fett: B.y — G des cofibrations triviales de buts fibrants relativement aux structures (D!, usu)-
locales sur les catégories de complexes de préfaisceaux (de A-modules et A’-modules) sur AnSm/pr. Etant donné
que a* est un foncteur de Quillen a gauche, B = a*(A) — «a*(F) est une équivalence (D', usu)-locale. Comme
G est (D', usu)-fibrant, il existe alors une fleche u : a*(F) — G telle que ¢ = u o a*(s). Le morphisme La* o
BticT(A) — Btic™ o La*(A) s’identifie alors au morphisme An. (1) : a*(An.(F)) = An,(a*(F)) — An.(G). (Rap-
pelons que An. désigne I’image directe de préfaisceaux suivant le foncteur An : Sm/k — AnSm/pt.) Ainsi, pour
conclure, il suffit de montrer que u(X*") : a*(F)(X*") — G(X") est une équivalence faible pour tout k-schéma de
lisse X de type fini.

En utilisant que RI'(pt, -) : AnDAeﬁ(pt, A) = D(A) est une équivalence de catégories monoidales fermées, on
obtient la chalne d’isomorphismes : F(X*") ~ RI['(pt, Hom(X*" @ A, Ac51)) = I-k)_m(Btieﬁ’*(X ® A),A). De méme, on
a I’isomorphisme G(X*") =~ Ho_m(Btie‘T’*(X ® A’), B). Modulo ces isomorphismes, la fleche u(X“") s’identifie (dans
D(A’)) a la composition de

La* (Homy, , (Bti™*(X ® A), A)) — Homy, (L (Bi™(X ® A)), La*(4)) = Homy, ,, (Bti™* (X @ A”), B).

Or, la réalisation de Betti de X®A € DAeﬁ(k, A) est un objet fortement dualisable de D(A). Le Lemme 2.17 ci-dessous
permet alors de conclure. <
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Lemme 2.17 — Soient M et N des catégories monoidales fermées, et f : M — N un foncteur monoidal. Pour
que la transformation naturelle fHom(A, —) — Hom(f(A), f(-)) (voir [4, Déf. 2.1.140]) soit inversible, il suffit que
A € M soit fortement dualisable.

Démonstration. Notons C le dual fort de A. Alors f(C) est le dual fort de f(A). On a alors des isomorphismes de
foncteurs Hom(A, —) ~ C®— et Hom(f(A), —) =~ f(C)®—. Il s’agit alors de vérifier que modulo ces isomorphismes, la
transformation naturelle de 1’énoncé s’identifie a I’isomorphisme de commutation avec le produit tensoriel f(C®—) ~
f(C) ® f(-). Cette vérification est omise. <

2.2. Le théoréme d’approximation pour la réalisation de Betti. —

Le but de cette sous-section est de préparer le terrain pour les calculs de la bialgebre motivique J—Cfnff)t(k, o,\) et
de sa version stable H(k, 0, A) que nous effectuerons dans la Sous-section 2.3. Notamment, nous allons établir
le théoréme d’approximation qui, sous sa forme basique, stipule que I’homologie singuliere de la variété des points
complexes d’un k-schéma lisse peut se calculer comme 1’homologie d’un complexe de chaines singulieres « algé-
briques » (en un sens a préciser). Pour I’énoncé précis, le lecteur est renvoyé au Théoréme 2.61. Une bonne partie de
cette sous-section est consacrée a 1’étude de la D!-localisation.

On rappelle que CpVar = AnSm/ pt est la catégorie des variétés analytiques complexes. A partir de maintenant, on

note AnDA®T(A) et AnNDA(A) au lieu de AnDA®T(pr, A) et AnDA(pt, A).

2.2.1. Le foncteur de D'-localisation. — Dans ce paragraphe, on construit un foncteur de D'-localisation explicite
au niveau de la catégorie de modeles Cpl(PSh(CpVar, A)) munie de sa structure projective usu-locale. Rappelons
qu’il s’agit d’un foncteur Locp, de cette catégorie de modeles dans elle-m&me, muni d’une transformation naturelle
id — Locpy, et tel que :

(a) Locpi(K) est D'-local en tant qu’objet de la catégorie homotopique Ho,, (Cpl(PSh(CpVar, A))),
(b) K — Locp:(K) est une équivalence (D', usu)-locale,

pour tout complexe de préfaisceaux K. Les deux propriétés ci-dessus caractérisent le complexe Locp(K) a un unique
isomorphisme pres dans la catégorie homotopique de la structure usu-locale.

On note CpVar la catégorie des pro-variétés complexes, i.e., des pro-objets de CpVar. Rappelons qu’il s’agit d’un
foncteur covariant V : I — CpVar de source une petite catégorie cofiltrante (appelée la catégorie d’indices). Une
telle pro-variété complexe sera notée (V;);e;. On identifie de la maniere habituelle CpVar a la sous-catégorie pleine
de CpVar formée des pro-variétés complexes indexées par un singleton. Etant donné un préfaisceau F sur CpVar (a
valeurs dans une catégorie qui possede les colimites filtrantes), on peut prolonger F en un préfaisceau sur CpVar
en posant F((V))ier) = colim;e; F(V;) pour (V;)ie; € CpVar. On définit de méme hom((V)es, F) par la colimite des
préfaisceaux hom(V;, F). Pour X € CpVar, on a hom((V))jer, F)(X) =~ F((V; X X)iep)-

Pour plus de détails sur la notion de pro-objets (et sa version duale d’ind-objets), le lecteur peut consulter [21,
Expo. L, §8].

Exemple 2.18 — Soient X une variété complexe et n € N un entier naturel. On note D’;( la pro-variété complexe
(Dx(0,7r)"),>;. Cette pro-variété complexe sera utile dans la suite. Plus généralement, si R = (Ry,...,R,) € R, on

.....

On introduit maintenant un objet cocubique Z-enrichi de CpVar (voir I’ Appendice A) qui jouera dans le contexte
analytique complexe le rdle de 1’objet cosimplicial A; = bien connu en topologie et qui sert a définir le complexe
singulier d’un espace topologique.

top

Définition 2.19 — Onnote D : @ — CpVar l’objet cocubique Z-enrichi (au sens de la Définition A.12) construit
de la maniére suivante. Pour n € N, on pose D(1") = D", la pro-variété complexe (D(o0,r)"),>1 de [’Exemple 2.18.

(a) PourneN, 1 <i<n+1etee0,1}, onprend pourd;. : D" — D" le morphisme de pro-variétés complexes

tel que d; ((x1,...,%,) = (x1,. ..,xi_l,e,x,-,...,x,l). .

(b) Pourn € N et 1 < i < n, on prend pour p; : D" — D" le morphisme de pro-variétés complexes tel que
pi(-xl’---9xn)=(xh'--axi—lexi+l’“'9xn)~ B B

(c) Pourn € Net1 <i<n-—1, onprend pour m; : D" — D""! le morphisme de pro-variétés complexes tel que
mi(xl’ ] xn) = (Xl, e Xie1s XiXit 15 Xi42s o o v s xn)-_ _

(d) Pour n € N et o € X,, on prend pour o : D" — D" le morphisme de pro-variétés complexes tel que
O_(Xl, ey xn) = (x0.-|(1), ey Xo.—l(n>).

Ci-dessus, (x1,.. ., Xx,) désigne un n-uplet de nombres complexes de modules inférieurs ou égaux a 1.
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Soit K, un complexe de préfaisceaux de A-modules sur CpVar. On associe a K, 1’objet cubique Z-enrichi hom(D, K,)
dans la catégorie des complexes de préfaisceaux. En passant aux complexes simples (cf. Définition A.4) et normalisés
(cf. Définition A.10), on obtient des bicomplexes de préfaisceaux C,(hom(D, K.)) et N,(hom(D, K,)). Si A est une
Q-algebre, on a également le bicomplexe A,(hom(D, K,)) obtenu en passant aux complexes alternés (cf. Définition
A.20). On précise, pour éviter les confusions de signes, que ces bicomplexes sont donnés en degré (m,n) € Z X N par
Cu(hom(D, K1), N, (hom(D, K,,)) et A,(hom(D, K..)).

Définition 2.20 — On note §gP(K) et “§g].D(K) les complexes totaux associés au bicomplexes C(hom(D, K)) et
N(hom(D, K)). (Voir le début de la Sous-section A.4 pour les conventions utilisées.) Si A est une Q-algébre, on note
également a§gP(K) le complexe total associé a A(hom(D, K)). Ce sont des complexes de préfaisceaux sur CpVar.
On note aussi Sg2(K), "Sg>(K) et *SgP(K) leurs complexes respectifs des sections globales, i.e., obtenus en leur
appliquant le foncteur I'(pt, —). Ce sont les complexes singuliers (analytiques) a valeurs dans K.

Remarque 2.21 — Pour éviter toute confusion liée aux conventions de signes, on explicite le complexe singulier
SgP(K) de la Définition 2.20. Pour n € Z, on a Sg.(K) = P, Ci(hom(D, K;,-)). La différentielle de Sg”(K) envoie
une section a de C;(hom(D, K,,_;)) sur di(a) + (-1)""'d"(a) ou dk est la différentielle de K et d” est la différentielle du
complexe simple associé 2 hom(D, K,,_;). Il en est de méme pour les deux autres complexes " _gI.D)(K ) et a§gP(K).

Remarque 2.22 — Par la Proposition A.11, on a un quasi-isomorphisme Sg”(K) — "Sg”(K). Si A est une Q-
algebre, on a également, par la Proposition A.21, un quasi-isomorphisme Sg”(K) — 2Sg”(K). Dans la suite, nous
considérons surtout les complexes Sg”(K). Cependant, la plupart des énoncés portant sur Sg”(—) sont encore valables
pour la version normalisée " _gD(—) et la version alternée 2 _gD(—).

On dispose d’un morphisme canonique K — §gD(K) déduit des identifications K, ~ Co(hom(DD, K,,)). On a le
résultat suivant.

Théoréme 2.23 — Soit K un complexe de préfaisceaux sur CpVar. Alors, Sg°(K) est un objet D'-local de la catégo-
rie homotopique Ho,,,(Cpl(PSh(CpVar, A))). De plus, le morphisme canonique K — Sg°(K) est une équivalence
(D', usu)-locale. Autrement dit, §gD(—) est un foncteur de D!-localisation relativement a la structure usu-locale.

Démonstration. On divise la preuve en trois étapes. Dans la premiére étape, on se ramene au cas ol le complexe K
est concentré en degré 0.

Etape 1. Supposons que K est une colimite d’une N-suite (K™),c; de complexes de préfaisceaux. Il suffit alors de
montrer le théoréme pour chacun des K™. En effet, le foncteur Sg° commute aux colimites filtrantes et le Lemme
2.24 ci-dessous affirme que les N-colimites préservent les équivalences (D', usu)-locales ainsi que les objets D'-
locaux (relativement  la structure usu-locale). En appliquant cela 8 K™ = o<,7-_,K, avec o<, la troncation béte et
T>_p la troncation canonique, on se ramene au cas ou K est borné.

Par ailleurs, le foncteur Sg® préserve les quasi-isomorphismes de préfaisceaux. Il induit donc un endofoncteur
triangulé sur D(PSh(CpVar, A)). Or, les objets D'-locaux vérifient la propriété 2 de 3 dans les triangles distingués
de la catégorie homotopique de la structure usu-locale. Il en est de méme des équivalences (D', usu)-locales dans
un morphisme de tels triangles distingués. Une récurrence facile sur la longueur de K nous ramene alors au cas ol
K = F[0] avec F un préfaisceau sur CpVar. C’est ce cas que I’on considére dans les deux étapes qui suivent.

Etape 2. Dans cette étape, on vérifie que F[0] — §gP(F [0]) est une équivalence (D', usu)-locale. Les complexes
§gI.D>(F [0]) et C.(M(D F)) sont les mémes en tant qu’objets gradués et leurs différentielles sont égales aux signes
pres (voir la Remarque 2.21). En particulier ils sont isomorphes. 11 suffit donc de montrer que F — C,(hom(D, F))
est une équivalence (D', usu)-locale. Notons F¢ 1’objet cubique constant de valeur F. On a un morphisme évident
d’objets cubiques F¢ — hom(D, F). De plus, modulo I’isomorphisme F =~ C,(F¢), onretrouve F — C,(hom(D, F))
en passant aux complexes simples. Vu le Lemme A.3 et la Proposition A.8, on déduit aussitdt que le morphisme qui
nous intéresse est un rétracte du morphisme C?(F Y — C?(M(D, F)). 1l suffit donc de montrer que ce dernier est
une équivalence (D', usu)-locale.

Par le Lemme 2.24, les équivalences (D', usu)-locales sont stables par les N-colimites. On se raméne donc 4 mon-
trer que O'Sncg(F 9 — agncﬁ(mﬂ@, F)) est une équivalence (D', usu)-locale pour tout n € N. Or, la classe des
équivalences (D', usu)-locales possede la propriété 2 de 3 dans les morphismes de triangles distingués. Un récurrence
immédiate nous raméne alors 2 montrer que F — hom(D", F) est une équivalence (D', usu)-locale. On dispose d’une
rétraction o* : hom(D", F) — F induite par le centre o du polydisque fermé D". Il reste & montrer que la composition
de hom(D", F) — F — hom(DD", F) est une équivalence (D', usu)-locale. Cette composition est la colimite suivant
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r € N des morphismes
hom(D(o, 4!/7Y", F) <, hom(D(o, 21/7Y", F) (40)

avec 0 : D(o,2'/"Y" — D(o,4'/")" I’application constante qui pointe le centre 0. On montrera que la classe du
morphisme (40) dans AnDA®T(A) coincide avec celle du morphisme i* induit par I’inclusion évidente de D(o, 21/ryn
dans D(o, 4!/7)". Ceci permettra de conclure puisque la colimite des i* : hom(ID(o, Alry Fy — hom(D(o, 21y F)
est I’identité de hom(D", F).

Le morphisme m : D(o,2"") x D(o,2'")" — D(0,4Y")*, donné par m(x,z1,...,2:) = (xz1,...,xZ,), induit un
morphisme m* : hom(D(o, 4"y, F) — hom(D(o, 2!/") x D(0, 2"/")", F). Par adjonction, on obtient un morphisme

D(0,2"") @ hom(D(o, 4'"y*, F) — hom(D(o, 21/")", F).

Ce morphisme définit une homotopie entre i* et 0*. On conclut maintenant en utilisant I’analogue analytique complexe
de [5, Lem. 4.5.13, (2)].

Etape 3. On vérifie maintenant que le complexe §gI.D(F ) est D!-local. Ce complexe est isomorphe 2 C,(hom(D, F)) qui
est un facteur direct de Cg(ho_m(D, F)). 11 suffit donc de montrer que ce dernier est D'-local. Par [7, Prop. 1.6], il suffit
de montrer que les usu-faisceaux associés aux préfaisceaux d’homologie H = H,-(C?(@(D, F))) sont constants. Par
le Lemme 2.25 ci-dessus, il suffit de montrer que les deux morphismes 0%, 1* : M(Dl, H) — H sont égaux. Or,

les deux morphismes de complexes 0%, 1* : hom(D', C}thom(D, F))) — CHhom(D, F)) sont homotopes. Une telle
homotopie est donnée par les identités

.o« — hom(D' x D!, F) — hom(D! x D™, F) — - - - — hom(D' x D', F) — hom(D! x D°, F)

ol / o ol / o[

... —— hom(D"™*!, F) ———— hom(D™, F) —— - -- —— hom(D', F) ———— hom(DY, F),

modulo les identifications hom(D', hom(D™, F)) ~ hom(D' x D™, F). Le théoréme est prouvé. <
Les deux lemmes suivants ont été utilisés dans la preuve du Théoreme 2.23.

Lemme 2.24 — Les N-colimites préservent les équivalences (D', usu)-locales et les objets D'-locaux relativement
a la structure usu-locale sur Cpl(PSh(CpVar, A)).

Démonstration. Soit (f})ien : (Ad)ien — (Bj)iexy un morphisme de systemes inductifs indexés par N. On suppose que
chaque f; est une équivalence (D', usu)-locale de complexes de préfaisceaux sur CpVar. On cherche & montrer que f =
colim;ep f; est une équivalence (D!, usu)-locale. Puisque les colimites filtrantes préservent les quasi-isomorphismes
de complexes de préfaisceaux, on peut supposer que les morphismes de transition des systemes inductifs (A})ien et
(B))ien sont des cofibrations projectives. On applique alors [S, Lem. 4.2.69] pour conclure.

Par [7, Prop. 1.6 et Th. 1.8], un complexe de préfaisceaux K est D!-local (relativement a la structure usu-locale) si
et seulement si le morphisme naturel (K(pt)).;; — K est une équivalence usu-locale. Or, les équivalences usu-locales
sont préservées par les colimites filtrantes. Ceci termine la preuve du lemme. <

Lemme 2.25 — Soit H un préfaisceau sur CpVar tel que les deux morphismes 0*, 1* : hom(D'!, H) — H sont
égaux. Alors, le faisceau a,z,(H), associé a H, est constant.

Démonstration. Pour r € N — {0}, notons o (resp. i) I’application nulle (resp. 1’inclusion évidente) de D(o, 4-1/ryn
dans D(o, 27 V/7)". Les deux morphismes

hom(D(o, 27117, H) == hom(Di(o, 41/, H)
sont égaux. En effet, la double fleche ci-dessus est la composition de
hom(D(o, 27 "/")", H) o, hom(D(o, 2'/") x D(0,47/7Y*, H) ;:g hom(D(o, 4~1/7)", H)
avec m : D(0, 21"y xD(0, 47 1/7y" — D(o, 2717y I’application donnée par m(x, z1, . . . , Zn) = (X215 . . . , XZ5). On déduit
aussitot que le morphisme évident H(pt) — lim,eny H(D(o, 2-1/my1) est inversible. Ceci entraine que le morphisme

Hye,(pt) — Hg,p(ID") est inversible, avec Hy,, le préfaisceau séparé€ associ€ a H. Le résultat découle maintenant du
fait que toute variété complexe admet un recouvrement ouvert par des polydisques. <
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Corollaire 2.26 — Soient K un complexe de préfaisceaux sur CpVar et Ky un modele fibrant de K pour la structure
projective (D', usu)-locale. Alors, le complexe T(pt, Ky) est naturellement quasi-isomorphe a SeP(K). Autrement dit,
I’image de K par I’équivalence de catégories de [, Th. 1.8] coincide avec le complexe Sg°(K) (a un isomorphisme
canonique pres dans D(A)).

Démonstration. En effet par le Théoréme 2.23, on obtient un modele (D', usu)-fibrant de K en prenant un modgle
usu-fibrant du complexe Sg”(K). Le résultat découle maintenant du fait que le foncteur I'(pr, —) envoie les équiva-
lences usu-locales sur des quasi-isomorphismes. En effet, tout recouvrement du point est scindé ! <

Corollaire 2.27 — Soit f : K — L un morphisme de complexes de préfaisceaux sur CpVar. On suppose que f est
une équivalence (D', usu)-locale. Alors, il en est de méme de f: §gD(K) — §gD(L).

Démonstration. Ceci découle aussitot du Théoréme 2.23 et de la propriété 2 de 3 pour les équivalences (D', usu)-
locales. <

Le résultat technique ci-dessus nous sera utile plus tard.

Lemme 2.28 — Soit K un complexe de préfaisceaux sur CpVar. On suppose que K est projectivement (D', usu)-
fibrant. Alors, le morphisme K — Sg°(K) est un quasi-isomorphisme de complexes de préfaisceaux. En particulier,
§gD(K ) est aussi projectivement (D', usu)-fibrant.

Démonstration. Rappelons que §gD(K) est le complexe total associé a C,(hom(D, K)). Vu que K ~ Co(hom(D, K)),
il suffit de montrer que le complexe de préfaisceaux C,(hom(D, K)) est acyclique dés que n > 1. Par le Lemme
A.3, le complexe en question est un facteur direct du complexe hom(D", K) contenu dans le facteur direct ker{0* :
hom(D”, K) — K}. Il suffira donc de montrer que 0* : hom(D"?, K) — K est un quasi-isomorphisme de complexes de
préfaisceaux. Ceci est clair puisque K est projectivement (D!, usu)-fibrant. <

On termine ce paragraphe avec quelques compléments concernant le foncteur Sg”. Ces compléments seront utiles
plus tard, notamment dans le §2.2.3. Il s’agit en fait de construire la transformation naturelle #,, (voir (45)) et d’établir
le Lemme 2.33. On rappelle d’abord la notion de paire.

Définition 2.29 —

(a) Une paire analytique complexe (ou simplement une paire) est un couple (X, Z) ou X est une variété analytique
complexe et Z une partie fermée de X égale a une réunion finie de sous-variétés analytiques complexes fermées
de X. Un morphisme de telles paires . (X', Z") — (X, Z) est un morphisme de variétés complexes f : X' — X
tel que f(Z') c Z. Une pro-paire analytique complexe (ou simplement une pro-paire) est un pro-objet de la
catégorie des paires analytiques complexes.

(b) Le smash-produit de deux paires analytiques complexes (X1,7Z,) et (Xa,2Z3) est le couple (X1 X X2,X| X Zp U
Z1 X X3). Cette paire sera notée (X1,71) A (Xa, Zp). Le smash-produit de deux pro-paires analytiques complexes
(X1, Z1,)icr et (X2,j, 22, j) jeg est la pro-paire (X1, Z1,) N (X2,j, Z2,j)) i, jeixs que I’on note aussi (X1,i, Z1 i)ier) A
((X2,,22,j) jes)-

La catégorie des paires analytiques complexes est une catégorie monoidale pour le smash-produit. L’objet unité est
donné par (pt, D). Il en est de méme de la catégorie des pro-paires. L’association X ~» (X, @) définit un plongement
pleinement fidele de CpVar dans la catégorie des paires. Ce plongement transforme le produit direct en smash-produit.

Soit (X, Z) une paire analytique complexe et notons Z I’espace analytique normalisé de Z. Alors Z est une réunion
disjointe finie | |,en, (7 Zo de sous-vari€tés connexes Z, de X. Etant donné un préfaisceau F sur CpVar a valeurs dans
une catégorie abélienne, on pose

F(X,Z) = ﬂ ker{F(X) — F(Z,)).
aeny(Z)

Etant donné un morphisme de paires (X’, Z’) — (X, Z), le morphisme F(X) — F(X’) envoie F(X, Z) dans F(X’,Z").
On obtient de cette maniére une extension du préfaisceau F i la catégorie des paires.® Si F est i valeurs dans une
catégorie abélienne possédant les colimites filtrantes, on peut aussi I’étendre a la catégorie des pro-paires par la
formule habituelle F((X;, Z))ic;) = colim;e; F(X;, Z;).

Définition 2.30 — Soit F un préfaisceau sur CpVar a valeurs dans une catégorie abélienne. Etant donnée une paire
(X, Z), on note hom((X, Z), F) le préfaisceau défini par I’association : U € CpVar ~» F(X X U,Z x U). Si F est
a valeurs dans une catégorie abélienne possédant les colimites filtrantes et étant donnée une pro-paire (X;, Z;)ic1, on
note hom((X;, Z;)ier, F) la colimite suivant i € I des préfaisceaux hom((X;, Z;), F).

Les deux lemmes ci-dessous sont des exercices faciles laissés au lecteur.

5. 1l s’agit bien d’une extension. En effet, on a F(X, 0) = F(X) pour toute variété complexe X.
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Lemme 2.31 — Soient (X1,7) et (X»2,7;) deux paires analytiques complexes. On a alors un isomorphisme cano-
nique hom((X», Z), hom((X1, Z1), F)) =~ hom((X1,Z1) A (X2, 2Zy), F). (La propriété analogue pour les pro-paires est
également vraie.)

Lemme 2.32 — Le foncteur hom((X, Z), —) admet un adjoint a gauche (X,Z) ® —. Il envoie un préfaisceau F sur le
conoyau du morphisme P Zo®F — XQ®F.

aeny(Z)

Pourn € N, r > 1 unréel et € € {0, 1}, on note .D(0, r)" la réunion des d; (D(o, rY*~1) lorsque i parcourt [[1, n]).
On note aussi dD(o, r)" = dgD(o, r)" U D(o, r)". On obtient ainsi les pro-paires (D", .D") = (D(o, r)*, 0 D(0, r)"),>1
(pour € € {0, 1}) et (D", dD") = (D(o, r)", AD(0, 1)"),>1. Etant donné un complexe K, de préfaisceaux de A-modules sur
CpVar, le complexe (en complexes de préfaisceaux) C,(hom(ID, K)) est donné en degré n > 0 par hom((D", pD"), K).
De plus, sa différentielle en degré n > 1 est donnée par la somme alternée des morphismes de restriction suivant les
inclusions de pro-paires d;; : (D"!, §oD"!) — (D", doD").

Pour m, n € N, on a une identification de pro-paires (D", dgD") A (D™, D) = (D™, 9oID"*™). 11 s’ ensuit aussitdt
que la pro-paire (D", dpD") A (D™, dD™) contient la pro-paire (D", §oID"*™). On obtient alors des monomorphismes
canoniques
hom((D", §D™), C,(hom(D, K))) — Cpyn(hom(D, K)) (41)

qui sont donnés par la composition de
hom((D™, D), hom((D", "), K)) — hom((D", dyD") A (D", 0D™), K) — hom((D™*", D), K).

Il est alors clair que I’image de (41) est contenue dans le noyau des morphismes d;_ pouri € [n+1,n+m]. Ceci montre
aussitot que la famille des morphismes (41), étendue par les morphismes nuls lorsque n < 0, fournit un morphisme de
complexes (en complexes de préfaisceaux)

hom((D™, 9D™), C.(hom(D, K))) — C.+(hom(D, K)). (42)

Il est immédiat de voir que le morphisme (41) envoie hom((D"™, §D™), D/,(hom(D, K))) dans D/, ,,(K). Le morphisme
(42) induit donc un morphisme de complexes (en complexes de préfaisceaux)

hom((5", 85™), N, (hom(D, K))) — N, 1,,(hom(D, K)). 43)
De méme, si A est une Q-algebre, le morphisme (41) commute au projecteur alt,. Vu que alt,,,, o alt, = alt, . le
morphisme (42) induit un morphisme de complexes (en complexes de préfaisceaux)
hom((D", dD™), A.(hom(D, K))) — A, (hom(D, K)). (44)
En passant aux complexes totaux dans (42), on obtient une transformation naturelle (en K)
tn = hom((D", 9D™), Sg”(K)) — Sg”(K)[-m]*. (45)

Ci-dessus, pour un complexe A,, on a noté A[—m]" le complexe donné en degré n par A,,., et ayant la méme diffé-
rentielle que A (contrairement 2 la différentielle de A.[—m] qui est celle de A multipliée par le facteur (—1)").© En
utilisant (43) et (44), on obtient des transformations naturelles analogues ot Sg® est remplacé par "Sg” et *Sg”, et
qu’on notera aussi par z,,. On démontre maintenant le résultat technique suivant.

Lemme 2.33 — Soit K, un complexe de préfaisceaux sur CpVar. Supposons que K est injectivement fibrant. Alors,
(45) est un quasi-isomorphisme de complexes de préfaisceaux.

Démonstration. On note "¢Sg”(K) le complexe total associé a gN(hom(D, K)). C’est un sous-complexe de Sg”(K)
qui est envoyé isomorphiquement sur "Sg” (K) (voir la Proposition A.8).

Pour n € N et r > 1 un réel, on note ¢1,1D(o, )" 1a réunion des d; (D(o, 1 pour (i, €) # (1, 1). On obtient ainsi
une pro-paire (D", 51 1D") = (D(o, r)", §1,1D(0, r)"),»1. Le complexe (en complexes de préfaisceaux) EN,(hom(D, K))
est donné en degré n > 0 par hom((D", 5, ;D"), K). De plus, sa différentielle en degré n > 1 est I'opposée de la
restriction suivant I’inclusion des pro-paires dy 1 : (D""!, 6y ;D""!) < (D", 5,1 D").

Pour n > 1, on a (D", 6;,;D") A (D™, 0D™) = (D™, §;,1D"*™) et la pro-paire (D°,0) A (D™, 0D™) = (D™, 6D™)
contient (D™, §;1D™). On en déduit aussitot un morphisme de complexes (en complexes de préfaisceaux)

hom((B"™, §5™), N, (hom(D, K))) — EN. ., (hom(D, K)). (46)

6. Bien entendu, lorsque m est pair, on a (—)[-m]* = (—=)[-m].



38 JOSEPH AYOUB

Par construction, ce morphisme coincide avec la restriction de (41) au sous-complexe hom((D™, dD™), &N, (hom(D, K))).
En passant aux complexes totaux, on déduit donc une transformation naturelle

tm © hom((D™, dD™),"eSg” (K)) — "¢Sg” (K)[-m]", (47)

et il suffit de montrer que cette derni¢re est un quasi-isomorphisme lorsque K est injectivement fibrant.

On raisonne par induction sur m. Lorsque m = 0, il n’y a rien a montrer. Supposons d’abord que m = 1. Etant
donné que (46) est un isomorphisme en degrés n > 1, on se ramene a montrer que le morphisme de bicomplexes

d*
hom((D*, dD"), K) — [.hom((Dl,&JD]),K) = K]

induit un quasi-isomorphisme sur les complexes totaux. Il suffit de montrer que pour tout réel r > 1, le morphisme de
bicomplexes

hom((D'(0, r), {0, 1}), K) — [M((DI(O, P, (0D K) 5 K

induit un quasi-isomorphisme sur les complexes totaux. Autrement dit, il faut montrer que
Hom ((D'(0, 7.0, 1) ® A, K) — Hom ([{1} ® A — (D'(0. 7). {0) ® A| . K)
est un quasi-isomorphisme de préfaisceaux. Ceci découle du fait que K est injectivement fibrant et que
[} & A - @0, 7, {0) ® A| — (D0, M.{0, 1h ® A

est un quasi-isomorphisme de complexes de préfaisceaux injectivement cofibrants.

Supposons maintenant que . > 2. On a (D, 9D™) = (D"~!, D"~ A (D', 0D'). De plus, modulo cette identifica-
tion, (47) est la composition de

hom((D™1, 90"~y A (D', 8D"), 28Sg”(K))
lN
hom((D!, dD'), hom((D™~!, 9D 1), 88¢” (K)))

ltmfl

hom((D', 4D"), 8Sg” (K)[-m + 11*)

L

D
£Sg - (K)[-m]".
On conclut maintenant par récurrence. <

2.2.2. Les A-spectres symétriques et leur stabilisation. — On rassemble dans ce paragraphe quelques préliminaires
sur les T,-spectres symétriques. Sauf mention explicite du contraire, on prendra pour T, le préfaisceau (P 00) ®
A = (PH"®@A)/({co}®A). 11 s’agit bien d’un préfaisceau projectivement cofibrant puisqu’isomorphe a un facteur direct
de P“* @ A. De plus, ce préfaisceau est isomorphe dans AnDA®T(A) au préfaisceau quotient (A" @ A)/((A*" —
0) ® A). L’isomorphisme de foncteurs 7) ® — = (P19 00) ® — permet d’identifier la catégorie des T ,-spectres
symétriques (ou non symétriques) avec celle des [(P1*", o) ® —]-spectres symétriques (ou non symétriques) au sens
de [5, Déf. 4.3.6]. Dans la suite, on utilisera librement cette identification.

Etant donné un T ,-spectre symétrique E, on pose AYE) = s_(m((Pl"m, ), E)) avec s_ le foncteur de décalage
des niveaux (voir [5, Déf. 4.3.13]). On dispose d’une transformation naturelle Ag : E — A'(E) donnée au niveau n
par la composition de

,y/ .Irnl
E, — hom((P'", 0), B 1) — hom((P1", 00), B 1),

avec 7’;3 I’adjoint du morphisme d’assemblage de E et () € 2,1 la permutation cyclique (123 - - - (n + 1)) agissant sur
E,+1. Pour plus de détails, le lecteur peut consulter [5, p. 244-245].

Lemme 2.34 — Soit E un T ,-spectre symétrique de complexes de préfaisceaux sur CpVar. On suppose que E est
projectivement (D', usu)-fibrant niveau par niveau. Supposons également que pour tout n € N et & € H.(E,(pt)), il
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existe r € N tel que le morphisme de complexes

Ir

YE l,an AF — 1,an AF
E,(pt) — hom((P", 00)"", E,.4 - )(pt) = Epp i, (P, 00))

envoie a sur la classe d’homologie nulle. Alors, E est stablement (D', usu)-équivalent au T ,i-spectre symétrique nul.

Démonstration. On ne restreint pas la généralité en supposant que E est projectivement cofibrant. Par le Lemme
de Yoneda, il suffit de vérifier que hompnpaa)(E,F) = 0 pour tout 7p;-spectre symétrique F. Pour faire cela, on
peut supposer que F est projectivement stablement (D!, usu)-fibrant. On a alors homappas)(E, F) = mo(E,F). En
particulier, tout élément dans homaypaa)(E, F) est la classe d’un morphisme f : E — F de T),,-spectres symétriques.

Pour » € N, on pose A” = Al o---0A! (r fois). En utilisant la transformation naturelle A : id — A! on peut former
la N-suite de transformations naturelles

2 Al() . AW

id=A° Al A2 . A A1

On pose alors A® = colim,eyy A" et A% : id — A la transformation naturelle évidente. On a Agof= A®(f) o g
et il est facile de voir que Ag est un quasi-isomorphisme de préfaisceaux niveau par niveau. Ainsi, pour montrer
que la classe de f dans hompupaa)(E, F) est nulle, il suffira de montrer que le T ;-spectre symétrique A*(E) est
(D', usu)-équivalent niveau par niveau au complexe nul (et donc, isomorphe dans AnDA(A) au T ,s-spectre nul).

L’endofoncteur A! est de Quillen & droite relativement a la structure projective instable déduite de la structure
projective (D', usu)-locale (voir [5, Lem. 4.3.26 et 4.3.27]). Ceci entraine que A’(E) est projectivement (D', usu)-
fibrant niveau par niveau. Par le Lemme 2.24, on déduit que A*(E) est D'-local niveau par niveau. Autrement dit, pour
tout n € N, le morphisme canonique I'(pr, A®(E),)css — A(E), est une équivalence usu-locale de complexes
de préfaisceaux sur CpVar. 1l suffira donc de montrer que le complexe de A-modules I'(pt, A*(E),) est acyclique.
Soit @ € H.(I'(pt, A (E),)) une classe d’homologie. Pour s € N suffisamment grand, on peut trouver une classe
d’homologie a; € H.(I'(pt, A°(E),)) qui soit envoyée sur a. par le morphisme canonique. On a I'(pt, A*(E),) =
E,. (P c0)"%). De plus, le morphisme composé

AT D)o 0 A5 : L(pt, A*(E),) — I'(pt, A**"(E),)

est donné, modulo I’action des permutations sur E,, ;,, et (PHan o) par

s

Y,
E,.+ (P, 00)"$) —= hom((P"", 00)"", Eypy g4 ) (P11, 00)5) = By (P14, 00)N5¥T),

Puisque E est projectivement (D!, usu)-fibrant niveau par niveau et que T, = (P19 00) ® Ay est isomorphe au
complexe A g[2] dans AnDA®T(A), le morphisme de complexes ci-dessus s’écrit

’r

Epis(p1)[=2s] R hom((B"", 00)", Byt 51 )(p1)[=25] = B s (1", 00))[25].

En utilisant la derniere condition imposée sur E dans 1’énoncé du lemme, on obtient que I’'image de a; dans ’homolo-
gie du complexe E, ¢ (P14, 00)$+7) est nulle pour r suffisamment grand. Ceci entraine que ao, € H.(I'(pt, A(E),))
est nulle. Le lemme est démontré. <

Rappelons (voir [§, Prop. 4.3.11]) que les catégories des T ;-spectres symétriques et non symétriques sont liées par
une adjonction

8-
SptTm(Cpl(PSh(CpVar, A))) w’ Spt?pt(Cpl(PSh(CpVar, A))),

oti I’adjoint a droite Oub® oublie les actions des groupes symétriques. Cette adjonction est une équivalence de Quillen
relativement aux structures (D!, usu)-locales stables (voir [5, Th. 4.3.79]).

Corollaire 2.35 — Soit f : E — ¥ un morphisme de T ,-spectres symétriques de complexes de préfaisceaux sur

CpVar. On suppose que Oub*(f) est une équivalence (D', usu)-locale stable de T ys-spectres non symétriques. Alors,
f est une équivalence (D', usu)-locale stable de T ,i-spectres symétriques.
Démonstration. On ne restreint pas le généralité en supposant que f est une cofibration projective. Il suffit de montrer
que le T';-spectre symétrique coker(f) est stablement (D!, usu)-équivalent au T ,-spectre nul. On choisit une cofibra-
tion projective de T ;-spectres symétriques coker(f) — C qui est une équivalence (D!, usu)-locale niveau par niveau
et telle que C est projectivement (D!, usu)-fibrant niveau par niveau. On montrera que C est isomorphe au T p;-spectre
nul dans AnDA(A).
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Etant donné que Oub™(f) est une équivalence (D', usu)-locale stable et que le foncteur Oub* préserve les équi-
valences (D!, usu)-locale niveau par niveau, le T,-spectre non symétrique C’ = Oub*(C) est stablement (D', usu)-
équivalent au T',-spectre nul. En utilisant [S, Th. 4.3.61], on voit que I’équivalence de catégories AnNDA(A) = D(A)
envoie C’ sur le complexe colim,en C;((Pl’“", 00)). Ce complexe est donc acyclique. On en déduit aussitdt que le
T ,-spectre symétrique C satisfait aux conditions d’application du Lemme 2.34. 11 est donc isomorphe au 7 ,;-spectre
nul dans AnDA(A). <

La notion de A7, -spectre symétrique (voir la définition ci-dessous) a ét€ dégagée auparavant dans le contexte topo-
logique (i.e., celui des S !-spectres symétriques en ensembles simpliciaux) par Schwede [42, Th. 4.44] qui lui donna
le nom de « spectre symétrique semi-stable ». Cette notion a été ensuite transportée au contexte A'-homotopique dans
le « Diplomarbeit » de Hahne [23] effectué sous la direction de Hornbostel.

Définition 2.36 — Soit E un T -spectre symétrique. On dit que E est un At -spectre symétrique (ou simplement
un A-spectre symétrique) lorsque la condition suivante est satisfaite. Pour une (et donc toute) équivalence (D', usu)-
locale stable E — F telle que le T ,-spectre symétrique F est un Q-spectre D le morphisme Oub*(E) — Oub*(F)
est une équivalence (D', usu)-locale stable dans SptTpt(Cpl(PSh(CpVar, A))).

Etant donné un T ,-spectre symétrique E, on note, comme dans la preuve du Lemme 2.34, A*(E) la colimite de la
N-suite

A'(g)

AR A'(
E —— AYE) — AX(E) e A’(E)

) AR —— (48)

et Ay : E — A%(E) le morphisme évident. Les Ar,-spectres symétriques seront privilégié€s dans la suite parce
qu’ils satisfont a une variante symétrique de [5, Th. 4.3.61]. C’est la suivante.

Théoreme 2.37 — Soit E un T -spectre symétrique projectivement (D', usu)-fibrant niveau par niveau. On suppose
que E est un A-spectre symétrique. Alors, le morphisme E — A®(E) est une équivalence (D', usu)-locale stable et
A®(E) est un Q-spectre qui est D'-local niveau par niveau.

On établit d’abord un résultat préliminaire mais utile indépendamment du théoréme a démontrer.

Proposition 2.38 — Soit E un T p;-spectre symétrique projectivement (D', usu)-fibrant niveau par niveau. On sup-
pose que E est un A-spectre symétrique. Alors, le morphisme Ag : E — AYE) = s_lm((Pl’“”, 00), E) est une équi-
valence (D', usu)-locale stable. De plus, les T i-spectres s_E et AL(E) sont également des A-spectres symétriques,
projectivement (D', usu)-fibrants niveau par niveau.

Démonstration. On divise la preuve en trois étapes. Dans les deux premieres on établit que Ag est une équivalence
(D!, usu)-locale stable.

Etape A. Soit f : E— F une équivalence (D', usu)-locale stable de but un T »-spectre symétrique stablement
(D!, usu)-fibrant. Clairement, Ag est un quasi-isomorphisme de complexes de préfaisceaux niveau par niveau. Il suffira
donc de montrer que A'(f) est une équivalence (D', usu)-locale stable. Par le Corollaire 2.35, il suffit de montrer que
Oub™(Al( £)) est une équivalence (D', usu)-locale stable de T ,-spectres non symétriques. Ce morphisme se réecrit :

[+ s_hom((P"*", c0), E’) — s_hom((P"", c0), ") ®

avec B’ = Oub™(E) et F’ = Oub™(F). Etant donné que E est un A-spectre symétrique, le morphisme f : B — F’
est une équivalence (D', usu)-locale stable entre T »s-spectres non symétriques qui sont (D!, usu)-fibrants niveau par
niveau. Il suffit alors de montrer que les endofoncteurs Rhom((P"", o), —) et Rs_ de la catégorie homotopique

Hop _u‘m_m»v(SptTm(Cpl(PSh(CpVar, A)))),

associée 2 la structure projective (D', usu)-locale niveau par niveau, préservent les équivalences (D!, usu)-locales
stables. Ceci fera I’objet de I’ étape suivante.

7. Rappelons que cela veut dire que les morphismes y : F, — Rhom((P""", o), F,;;) sont inversibles dans AnDA"(A) pour tout
n € N. (Ici, le foncteur dérivé a droite de hom((P'*", c0), —) est pris relativement a la structure projective (D', usu)-locale sur la catégorie
Cpl(PSh(CpVar, A)).)

8. Il s’agit ici du prolongement du foncteur hom((P", 00), —) a la catégorie des T ,-spectres non symétriques associé a la transformation
naturelle 7 : (P4, 00) ® hom((P", 0), —) — hom((P'“", c0), (P4", c0) ® —) obtenue par adjonction de la transformation naturelle 7 :
(P, 00) ® (P19, 00) ® —) = (P, 00) ® (P!, 00) ® —) consistant 2 permuter les deux premiers facteurs. Ce n’est pas le seul prolongement
possible. En effet, on aurait pu prendre a la place de 7’ la transformation naturelle déduite par adjonction de 1’identité du foncteur (P, c0) ®
(P, 00) ® —).
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Etape B. Etant donné que T = Acy[2] dans AnDA®T(A), on a un isomorphisme Rho_m((IPl’“”, ), —) =~ (-)[-2]
entre endofoncteurs de AnDA®T(A). La propriété recherchée est donc claire pour I’endofoncteur RM((PL“”, 00), —).
D’autre part, s_ admet un adjoint a gauche s.. Sur les T;-spectres non symétriques, le foncteur s, consiste a décaler
les niveaux dans le sens opposé a celui de s_ et a placer le complexe nul au niveau zéro. En particulier, il préserve
et détecte les équivalences (D', usu)-locales niveau par niveau. D’autre part, s, est une équivalence de Quillen 2
gauche relativement 2 la structure (D!, usu)-locale stable (voir [5, Th. 4.3.38]). On déduit aussitdt que s, préserve
et détecte les équivalences (D', usu)-locales stables. Soit maintenant a : A — B une équivalence (D', usu)-locale
stable de T ,;-spectres non symétriques. Pour montrer que s_(a) est une équivalence (D', usu)-locale stable, il suffit de
montrer que s.s_(a) en est une. Or, les morphismes 6 : s;S_(A) — A et : s;s_(B) — B sont des isomorphismes
a partir du niveau 1. En particulier, ce sont des équivalences (D', usu)-locales stables (voir [5, Lem. 4.3.59]). La
propriété recherchée pour 1’endofoncteur s_ découle maintenant de la propriété 2 de 3 des équivalences (D!, usu)-
locales stables. La premicre partie de la proposition est démontrée.

Etape C. Clairement, s_E et A!(E) sont projectivement (D', usu)-fibrants niveau par niveau. Il reste a voir qu’ils
sont des A-spectres symétriques. Il est facile de voir que le foncteur hom((P"%", ), —) préserve les Ar,,-spectres
symétriques qui sont projectivement (D', usu)-fibrants niveau par niveau. On peut donc se concentrer sur le foncteur
s_. Pour cela, on reprend I’équivalence (D', usu)-locale f : E — F de I’Etape A. Par I'Etape B, s_Oub*(f) =
Oub>(s_f) est une équivalence (D', usu)-locale de T ,-spectres non symétriques. Le Corollaire 2.35 entraine alors
ques_f :s_E — s_F est une équivalence (D', usu)-locale stable de T y-spectres symétriques. Or, s_F est stablement
(D', usu)-fibrant. On voit que s_E est un A-spectre symétrique en utilisant une deuxiéme fois que Oub*(s_ f) est une
équivalence (D', usu)-locale stable. <
Remarque 2.39 — Si E un Ar,,-spectre symétrique, il en est de méme de s_E. En effet, cette propri€té est invariante
par équivalences (D', usu)-locales niveau par niveau, et elle est vraie lorsque E est (D', usu)-fibrant niveau par niveau
par la Proposition 2.38.

Le groupe symétrique X, opere sur le foncteur s” = (s_)°". Etant donné un T y-spectre symétrique E, I’action de
2, sur (s"E),, = E,.., est la restriction de 1’action naturelle de %,,,, sur E,,,, suivant I’inclusion X, <— X,,., donnée
par la compositionde ¥, =~ {1} X X, — X, X ¥, — X,,.,,. Il est facile de voir que les deux transformations naturelles
Agg, (1) : S"E — sﬁ“@(ﬂ?l"m, ), E) ne sont pas égales (dés que n > 0). Toutefois, la différence est donnée
par 7y = (12---n + 1) € X, agissant sur s"*1. On en déduit aussitdt le résultat suivant.

Lemme 2.40 — Soit E un T y;-spectre symétrique. Le triangle suivant

/lAn (E)

A"(E) — A" (E) (49)

N
A"(Ag)

An+l (E)

est commutatif. (Ci-dessus, la permutation T,y agit sur le facteur s™ de A" = ¢ lhom((P1", co)M*1 —).)

Démonstration du Théoréme 2.37. Par la Proposition 2.38, les T ,;-spectres A"(E) sont des A-spectres symétriques.
En utilisant la Proposition 2.38 et le Lemme 2.40, on obtient que tous les morphismes de (48) sont des équivalences
(D', usu)-locales stables. Par ailleurs, on peut facilement adapter la premiére partie de la preuve du Lemme 2.24 pour
obtenir que les N-colimites préservent les équivalences (D!, usu)-locales stables. Ceci montre que gt E — A®(E)
est une équivalence (D!, usu)-locale stable.

Les T p-spectres A"(E) sont (D', usu)-fibrants niveau par niveau. Par le Lemme 2.24, A*(E) est D!-local niveau
par niveau. Il reste a voir que c’est un Q-spectre.

Fixons une équivalence (D', usu)-locale f : E — F avec Fun T pr-spectre symétrique stablement (D, usu)-
fibrant. Etant donné que A est un quasi-isomorphisme de préfaisceaux niveau par niveau, il en est de méme du
morphisme Ag’. En particulier, A®(F) est aussi stablement (D', usu)-fibrant. 11 suffira donc de montrer que A®(f)
est une équivalence (D!, usu)-locale niveau par niveau. La source et le but de A®(f) étant D'-locaux niveau par
niveau, on est ramené a montrer que le morphisme de complexes A”(f) : A®(E),(pt) — A (F),(p?) est un quasi-
isomorphisme pour tout n € N. Puisque (P19, 00) ® Apgy = Acg[2] dans AnDAeﬁ(A), on a un isomorphisme de
A-modules gradués H.(A®(E),(pt)) = Hypi (AP (E), (P1, 00)")), et de méme pour F. Il est donc équivalent de
montrer que

AT(f) : Ha (A®(E), (P14, 00)"™)) — H. (A (F),((P'", 00)"")) (50)

est un isomorphisme pour tout n € N.
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Le A-module gradué H.(A®(E), (P, c0)"")) (et pareillement pour F 2 la place de E) est la colimite du systéme
inductif (H,(E,, (P, c0)"*"))),cn, ol les morphismes de transitions sont donnés par les compositions de

T—l
(n+r)
)=

()
H. (B r (P14, 00)17)) = H, (Epi o1 (P17, 00)"741) H. (Epipe1 (PL7, o)) - (S1)

avec (%) égal a la composition de

H. (e (B, 00)"47)) (52)

YE l

H, (hom((P1", 00), Epy 141 )(P1", 00)""*7)) = H, (Epsr41((P1", 00) A (P17, 00)"*7))

I

H., (En+r+1((Pl,an, oo)/\n+r A (]P)l,an’ 00))) .

En particulier, on voit que les morphismes (50) ne dépendent pas de n. Ainsi, on supposera dorénavant que n =

0. D’autre part, le morphisme 7 dans (52) est I’identité. Pour voir cela, on utilise encore une fois 1’isomorphisme

(P19 00) @ Apgr = Acgi[2] (dans AnDACT(A)) et le fait que les permutations des facteurs agissent trivialement sur les

puissances tensorielles de A.y[2]. On voie en fin de compte que H.(A*(E)y(pt)) (et pareillement pour F a la place de
E) est la colimite de la N-suite

T—rl 0‘}/'
- Ha (B (P, 00))) ——— H, (B (B, 00) 1)) — - - (53)
Du fait que F est stablement (D!, usu)-fibrant, on a H,(Fo(p?)) ~ H.(F (P}, c0)"")) =~ H.(A®(F)o(pt)) pour tout

r € N. Modulo ces identifications, le morphisme H.(A®(E)(pt)) — H.(A®(F)o(pr)) correspond (via la propriété
universelle de la colimite) au morphisme induit par la famille suivante :

{ur CHL (BB, 00)™)) L H (F, (B, 00)™)) = H*(FO(PZ))} : (54)
reN

Pour chaque r € N, le morphisme u, ci-dessus est X,.-équivariant lorsqu’on fait opérer X, trivialement sur le but et via
son action sur E, sur la source. Par le Lemme 2.41 ci-dessous, on se ramene a montrer que la famille (54) induit un
isomorphisme entre H.(Fo(p?)) et la colimite de la N-suite

... — H, (Er((Pl,an’ Oo)/\r)) 7_;5) H. (Er+1((Pl,an’ OO)/\I’+1)) —_— . (55

Or, par hypothese, E est un A-spectre symétrique. Il s’ensuit que Oub>(f) : Oub*(E) — Oub*(F) est une équiva-
lence (D!, usu)-stable. Par le Lemme 2.15, I’équivalence de catégories AnDA(A) =~ D(A), envoie un T ,-spectre non
symétrique G, supposé (D!, usu)-fibrant niveau par niveau, sur la colimite de la N-suite

,y/
=GB, 00)") =5 Gy (L, 00) ) — -

On déduit de 14 que f induit un isomorphisme entre la colimite de la N-suite (55) et la colimite de la N-suite analogue,
ou E est remplacé par F. En utilisant une deuxieme fois les isomorphismes H.(Fo(p?)) = H. (F,((P1*, 0)"")), on
obtient que la famille (54) induit un isomorphisme entre la colimite de la N-suite (55) et H.(Fo(p?)). <

Lemme 2.41 — On suppose données une N-suite d’ensembles (de groupes, de A-modules, etc)
Ag =1 Al =5 Ay = = A= Ay

et, pour chaque r € N, une action de X, sur A,. On suppose également les deux propriétés suivantes :
(i) Pour tout r € N, le morphisme a, est ,-équivariant lorsqu’on fait agir X, sur A, par la restriction suivant
Uinclusion 2, ~ {1} X X, < X,.1. @
(ii) Pour tout r € N, le morphisme canonique A, — A = colimgen Aj est X.-équivariant lorsqu’on fait agir X,
trivialement sur Ac.

9. Le choix de ces inclusions n’est pas important pour la validité du lemme.
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Alors pour tout choix d’une famille de permutations (o,)ren € [lren Zr la famille des morphismes canoniques
(A, — Ac)ren identifient Aw avec la colimite de la N-suite

ojoag o0ag Ory10ay

Ao Ay Az Tt Ay A
Démonstration. 11 s’agit d’un exercice facile qu’on laissera au lecteur. <
2.2.3. Le foncteur de D'-localisation stable. — Nous combinons ici les constructions des paragraphes §2.2.1 et

§2.2.2 pour obtenir un foncteur de D!-localisation stable pour les Ar,-spectres symétriques (voir la Définition 2.36).
Rappelons qu’une D!-localisation stable d’un T pr-spectre symétrique E est un Qr -spectre symétrique D'-local ni-
veau par niveau F, muni d’une équivalence (D!, usu)-locale stable E — F. Autrement dit, on cherche & construire
explicitement (du moins pour les A, -spectres symétriques) le foncteur de localisation (au sens de [S, Prop. 4.2.71])
inhérent a la localisation de Bousfield qui fournit la structure de modeles (D', usu)-locale stable 2 partir de la structure
de modeles usu-locale niveau par niveau sur la catégorie Spt?ﬁl(Cpl(PSh(CpVar, A))).

On commence d’abord par prolonger le foncteur Sg° (et ses avatars "Sg® et 2Sg”) aux T ,-spectres symétriques.

Soit K un complexe de préfaisceaux sur CpVar. On dispose d’un isomorphisme naturel (en K) d’objets cubiques
Y-enrichis de Cpl(PSh(CpVar, A)) :

hom(DD, hom((P", 00), K.)) —— hom((P"", c0), hom(D, K.)).
En 1" € [, ce morphisme est la composition de

hom(DD", hom((P"", 00), K.)) — hom((P"*" x D", {eo} x D), K.)

hom((D" x P14, D" x {eo}), K.) — hom((P"*", c0), hom(D", K.)),

avec 7 I’isomorphisme induit par la permutation des facteurs. En passant aux complexes simples et ensuite aux com-
plexes totaux, on obtient un isomorphisme de foncteurs

Sg” (hom((P'", c0), —)) — hom((P'4", c0), Sg”(-)). (56)

Par adjonction, on déduit une transformation naturelle (P'*", c0) ® Sg”(~) — Sg”((P"*", c0) ® —) qui est symétrique
au sens de [5, Déf. 4.3.16]. Elle permet donc de prolonger le foncteur Sg” 2 la catégorie des T ,-spectres symétriques.
Etant donné un T ,-spectre symétrique E, §gD(E) est donné au niveau n par le complexes §gD (E;). Son morphisme
d’assemblage au niveau n est ’adjoint du morphisme §gD(En) — M((]Pl’“”, 00), §gD(En+1)) égal a la composition
de

(56)
SeP(E,) = Sg®(hom((P1", 00), Ey11)) —2 hom((P1", o), Sg (B, 1)).

En remplacant ci-dessus « complexe simple » par « complexe normalisé » et « complexe alterné » (si A est une
Q-algebre), on obtient des transformations naturelles analogues pour les foncteurs "Sg” et 2Sg” qui permettent de
les prolonger a la catégorie des T ,-spectres symétriques. On a alors des morphismes de T'p;-spectres symétriques
§gD(E) — n§g]D(E) et §gD(E) — a§gD(E) qui sont des quasi-isomorphismes niveau par niveau.

De méme, pour m € N, on peut prolonger le foncteur hom((D™, JD™), -) a la catégorie des Tp-spectres symé-
triques. De plus, on déduit de (45) une transformation

tw : hom((D", 9D™), Sg”(E)) — Sg” (E)[-m]* (57)

naturelleen E € Spt?ﬂz(Cpl(PSh(CpVar, A))). Les transformations naturelles analogues pour "Sg” et *Sg” s’étendent
également a la catégorie des T ,,-spectres symétriques.

Par le Corollaire 2.26, le complexe SgI,D(TP,) est quasi-isomorphe a A[2]. On fixe un élément a € T,,t(Dz, oD?)
dont la classe d’homologie [a] est une base du A-module Hz(SgP(Tpt)). La classe [a] est déterminée a multiplication
pres par un élément inversible de A. (En particulier, lorsque A = Z, la classe [a] est bien définie a un signe pres.) La
section « induit une transformation

@ : hom((P"*", o), K) — hom((D?, D?), K),

naturelle en K € Cpl(PSh(CpVar, A)), qui se prolonge a la catégorie des T;-spectres symétriques.
Définition 2.42 — Soit E un T ,;-spectre symétrique en complexes de préfaisceaux sur CpVar.
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(a) On note 9y, : §gD(E) — s_§gD(E)[—2] la transformation naturelle (en E) donnée par la composition de
S£”(E) — s_hom((B"", c0), Sg™(E)) = s_hom((52, 652, Sg™(E)) — s_Sg™(E)[-2]. (58)

(b) On note aussi g : A1(§gD(E)) — s_§gD(E)[—2] la transformation naturelle (en E) donnée par la composi-
tion de

hom((B'", o), Sg”(E)) = hom((5?, 95?), Sg” () — Sg°(E)[-2]. (59)
a laquelle on applique le foncteur s_.

Avec les notations de la Définition 2.42, on a clairement Jg = ¢g © Ag,> ).

Proposition 2.43 — Soit E un T,-spectre symétrigue. On suppose que E est un A-spectre symétrique. Alors,
le morphisme 9y de la Définition 2.42 est une équivalence (D', usu)-locale stable. Si de plus on suppose que E
est projectivement (D', usu)-fibrant niveau par niveau, le morphisme gg de la Définition 2.42 est une équivalence
(D', usu)-locale niveau par niveau.

Démonstration. Soit e : E — F une équivalence (D', usu)-locale niveau par niveau avec F un T ,s-spectre symé-
trique qui est injectivement (D!, usu)-fibrant niveau par niveau. On a des carrés commutatifs

Se%(E) =5 s_SgP(E)[-2] AlSgPE)) 55 s_SeP(B)[-2]
el le el § le
SeP(F) = s_SgP(F)[-2], ANSgP(F) — s_SgP(F)[-21,

ot les fleches verticales sont des équivalences (D!, usu)-locales niveau par niveau (voir le Corollaire 2.27). On ne
restreint donc pas la généralité en supposant que E est injectivement (D', usu)-fibrant niveau par niveau. Nous allons
montrer que le morphisme A dans (58) est une équivalence (D', usu)-locale stable et que les morphismes o™ et t, dans
(58) et (59) sont des équivalences (D', usu)- locales niveau par niveau.

Par le Lemme 2.28, le morphisme E — Sg”(E) est un quasi-isomorphisme de préfaisceaux niveau par niveau. Il
s’ensuit que Sg”(E) est un A-spectre symétrique qui de plus est projectivement (D', usu)-fibrant niveau par niveau.
La Proposition 2.38 permet alors de conclure quant au morphisme A dans (58). Par ailleurs, on a un carré commutatif
de T ,;-spectres symétriques

Sg”(hom((P'", 00), E)) ~— Sg®(hom((32, 95?), E))

g * 5

hom((P"", c0), SgP(E)) —— hom((D?, dD?), Sg”(E)).

En utilisant le Corollaire 2.27, on se raméne a montrer que a* : ho_m((]Pl’“”, o), E) — }m((]ﬁ)z, dD?),E) est une
équivalence (D!, usu)-locale niveau par niveau. Ceci découle du Lemme 2.44 ci-dessous. Enfin, étant donné que E est
injectivement (D', usu)-fibrant niveau par niveau, on peut appliquer le Lemme 2.33 pour obtenir que le morphisme 7,
dans (58) soit un quasi-isomorphisme de préfaisceaux niveau par niveau. <

Lemme 2.44 — Soit K un complexe de préfaisceaux de A-modules sur CpVar. On suppose que K est injectivement
(D', usu)-fibrant. Alors, o™ : @((Pl’”", 0),K) — M((DZ, 0D?), K) est un quasi-isomorphisme de préfaisceaux.
Démonstration. 115 agit de montrer que a* : K(P1¥" x X, {co} xX) — K(D?x X, dD?x X) est un quasi-isomorphisme
pour toute variété complexe X. En remplacant K par hom(X, K) (qui est encore injectivement (D', usu)-fibrant), on se
ramene au cas ot X = pt.

Soit 7o > 1 un réel tel que a € T, (D?, D?) se releve en o € T (D(0, 19)?, dD(0, r9)?). (Bien entendu, dD(o, r)>
est le sous-espace analytique défini par I’équation x;x2(x; — 1)(xo — 1) = 0.) Pour r €]1, o], on notera @, I’'image
de o dans ag € Tp(D(o,r)?,D(0, r)*). 1l suffit de vérifier que @} : K(P'9", c0) — K(D(0, r)?, dD(0,r)?) est un
quasi-isomorphisme pour r €]1, ro]. Sur les n-iemes groupes d’homologie, ce morphisme s’écrit

70 (B4, 00) @ A1), K) 5 o (D (0, 12, 9D(0, 12) & Aclnl, K) (60)

Etant donné que K est injectivement (D!, usu)-fibrant et que (PL, c0)® Ay et (D(0, 1)2, 0D(0, 1)?) ® Aey sont injecti-
vement cofibrants, on se ramene a montrer que a;, : (D(o, )2, 0D(0, N?)®Acyy — (P14 00)@A g €St une équivalence
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(D', usu)-locale. Ceci revient a dire que le morphisme de complexes de chaines
@ Sg” (D0, )2, 0D(0, %) @ Acyr) — Sg7 (B1",00) @ Acy) 61)

est un quasi-isomorphisme. Or, les deux complexes dans (61) sont quasi-isomorphes a A[2]. Le résultat recherché
découle du choix de a. <

On donne maintenant la construction de la D!-localisation stable des A7, -spectres symétriques.

Définition 2.45 — Soit E un T ;-spectre symétrique en complexes de préfaisceaux sur CpVar. On note Sing”*(E)
la colimite de la N-suite :

SEP(E) — 5_SgP(E)[-2] —5 - - —— 5" SgP(B)[-2n] — s"1SgP(B)[-2n — 2] —— . (62)

On obtient ainsi un endofoncteur Sing”> de la catégorie des T yi-spectres symétriques muni d’une transformation
naturelle id — Sing”*.

Remarque 2.46 — En remplacant dans la Définition 2.45 le foncteur Sg® par "Sg” et #SgP (si A est une Q-algébre),
on obtient deux endofoncteurs qu’on notera "Sing™> et 2Sing™>.

Lemme 2.47 — Le triangle de T ,-spectres symétriques

ﬁs’lE
s"Sg”(E) —— s"!Sg” (E)[-2]

TT(H)
s"9g

s"1SgP(E)[-2]

est commutatif. (Ci-dessus, T(y) est la permutation cyclique (12---(n + 1)) € X,41 opérant sur le foncteur s+l )

On arrive au résultat principal de ce paragraphe.

Théoréeme 2.48 — Soit E un T p;-spectre symétrique en complexes de préfaisceaux sur CpVar. On suppose que E
est un A-spectre symétrique. Alors, le morphisme canonique E — Sing™*(E) est une équivalence (D', usu)-locale
stable et Sing”*(E) est un Q-spectre qui est D'-local niveau par niveau. Autrement dit, Sing™> est un foncteur de
D!-localisation stable pour les A-spectres symétriques.

Démonstration. Par la Proposition 2.38 (et la Remarque 2.39), les T ,;-spectres symétriques s” E sont des A-spectres
symétriques. La Proposition 2.43 montre alors que les morphismes d¢g sont des équivalences (D!, usu)-locales
stables. En utilisant le Lemme 2.47, on déduit aussitdt que tous les morphismes dans la N-suite (62) sont des
équivalences (D!, usu)-locales stables. Par ailleurs, on peut facilement adapter la premiére partie de la preuve du
Lemme 2.24 pour obtenir que les N-colimites préservent les équivalences (D!, usu)-locales stables. Ceci montre que
E— SingD’“’(E) est une équivalence (D', usu)-locale stable. Le Lemme 2.24 et le Théoréme 2.23 montrent égale-
ment que le T',,-spectre symétrique Sing”"*(E) est D'-local niveau par niveau. Il reste a voir que c’est un Q-spectre.

En utilisant le Corollaire 2.27, on montre facilement que Sing”*® préserve les équivalences (D', usu)-locales niveau
par niveau. Ainsi, pour montrer que Sing”>(E) est un Q-spectre, on peut supposer que E est projectivement (D', usu)-
fibrant niveau par niveau. Par le Lemme 2.28, il en est de méme de §gD(E).

Pour r € N, on note gg) : A"(Sg”(E)) — s" Sg”(E)[—2r] la composition de

A SLE) 2, o AP EN)[=2] XS g IANSEPE) =2 + 2] 5 57 Sg(B) =21

Par la Proposition 2.43, les g';:r) sont des équivalences (D', usu)-locales niveau par niveau. Par ailleurs, les carrés

A"SEP(E) — s A (SgP(E))

1
b b

s”Sg”(E)[-2r] e SeP(E)[-2r - 2]

commutent par construction. En passant a la colimite suivant les r € N, la famille (g'g )),GN fournit donc un morphisme
Sp - A°°(§gD(E)) — SingD"x’(E). Par le Lemme 2.24, ¢’ est un €quivalence (D', usu)-locale niveau par niveau. Or,
le Théoreme 2.37 affirme que A°°(§gD(E)) est un Q-spectre. <
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2.2.4. Approximation du complexe des chaines singulieres des motifs. — Comme avant, k désigne un corps de ca-

ractéristique nulle muni d’un plongement complexe o : k < C. On note Sm/k la catégorie des pro-k-schémas lisses,
i.e., des pro-objets de Sm/k. Si F est un préfaisceau sur Sm/k (a valeurs dans une catégorie qui possede les colimites
filtrantes), on 1’étend a S_m/ k en posant F((X;);e;) = colim;e; F(X;) pour tout pro-k-schéma lisse (X;);e;.

Pour n € N, on note V;;(D" /A}) la catégorie ayant pour objets les couples (U, u) avec U un Aj-schéma lisse et

u : D" — U un morphisme de pro-variétés complexes tel que la composition D" — U —; (A" coincide avec
Iinclusion canonique D" < C". Une fleche f : (U,u) — (V,v) dans V;(D"/A}) est un morphisme de A}-schémas
f:U — Vitelquev = f" ou. On pensera a la catégorie V;(D"/A}) comme €tant la catégorie des voisinages lisses
du polydisque fermé D" dans I’espace affine A}. Cette catégorie intervient dans la description des sections sur D" de
I’image inverse d’un préfaisceau suivant le foncteur An : Sm/k — CpVar. Plus précisément, on a le résultat suivant.

Lemme 2.49 — Soit F un préfaisceau sur Sm/k a valeurs dans une catégorie possédant les petites colimites. On a
un isomorphisme canonique : An*(F)(D") = colimy ey, @n/ An) FU).

Démonstration. En effet, on a

An*(F)(D") = colim An’(F)(D(o.r)") = colim

colim U )) ~ colim F(U).
reR, r>1 \(U,u)eD(o,r)"\(Sm/k)

(U,u)eD™\(Sm/k)

Ci-dessus, D(o, r)*\(Sm/k) (resp. D"\(Sm/k)) désigne la catégorie des couples (U, u) formés d’un k-schéma lisse U
et d’un morphisme de variétés analytiques u : D(o, )" — U (resp. de pro-variétés analytiques u : D" — U%). 1l
reste 2 vérifier que le foncteur évident E : V;;(D"/ AZ) — D"\(Sm/k) est cofinal. Cette vérification est omise. <

On note A, = I'(D", O) I'anneau des fonctions analytiques complexes définies sur un voisinage ouvert du poly-
yaly' - 1," pour lesquelles il existe un réel

..........

r > 1 et une constante C > O tels que |a,,, ,,| < C-r~ Eiyvi pour tout (vy,...,v,) € N”. On aura besoin du résultat
suivant.
Proposition 2.50 — La k[ty,...,t,]-algébre A, est noethérienne et réguliere.

Démonstration. 1l est classique que 1’anneau A,, est noethérien. On renvoie le lecteur a [16, Th. 1.9], ot il est prouvé
que les fonctions analytiques, définies au voisinage d’une partie C d’un espace analytique complexe X, forment un
anneau noethérien, et ceci pour une large classe de parties compactes C C X.

Il reste a voir que A, est réguliere en tant que k[, ..., ?,]-algebre. Pour cela, on peut supposer que k = C. Il est
bien connu que I’anneau A, est factoriel et donc a fortiori régulier. On renvoie le lecteur a [12], ou il trouvera un
critere de factorialité qui s’applique a des anneaux de fonctions analytiques beaucoup plus généraux que les anneaux
Ap. Par [31, Th. 102], on déduit que A, est excellent. Ainsi, pour montrer que la C[7q, ..., t,]-algébre A, est réguliere,
il suffit de vérifier que A, /p estune C[t1, ..., 1,]/g-algebre réguliere pour tout idéal maximal p C A, d’image inverse
qgCc Clt,...,t]. (Etant donné un idéal I d’un anneau commutatif R, R/I désigne la completion formelle de R suivant
I, i.e., I’anneau lim,cy R/1".) Or, tout idéal maximal p C A, est de la forme (¢ — ay,...,t, — a,) avec a; des nombres
complexes de modules inférieurs ou égales a 1. On adonc A, [/p ~ C[ty,...,t,]/q = C[[t; — a1,...,t, —ayl]. <

Par le théoréme de Popescu [37, 38] et sa variante plus précise [44, Th. 10.1], on déduit la conséquence suivante.
Corollaire 2.51 — A, est l'union filtrante de ses sous-k[t1, ... ,t,]-algébres lisses de type fini.

Notons V;l.(D" JAY) C V(D" A}) la sous-catégorie pleine formée des couples (U, u) € V(D" /AY) tels que U estun
k-schéma affine, lisse sur A}, et le morphisme u* : Oy(U) — A,, induit par u, est injectif. Il est clair que la catégorie
V(D" /A}) est équivalente a I’ensemble des sous-k[1, ..., 2,]-algebres lisses de A, qu’on ordonne par I’opposée de
la relation d’inclusion. En particulier, le Corollaire 2.51 entraine que la catégorie V;,(D"/A}) est cofiltrante.
Proposition 2.52 — L’inclusion V;i(D” [A}) = V(D" A}) est cofinale. En particulier, la catégorie V(D" [A}) est
cofiltrante.

Démonstration. On vient de voir que la catégorie V;i(D” /A}) est équivalente a un ensemble ordonné cofiltrant. Pour
vérifier que V;(D"/ A}) = V(D" /A}) est cofinale, il suffit donc de montrer que tout objet de Vi (D"/ A}) est le but
d’une fleche dont la source est dans V;.(D"/A}).

Fixons un objet (U, u) € V;(D"/A}). Par I’astuce de Jouanolou [25, Lem. 1.5], il existe un torseur 7 — U sous
un fibré vectoriel V. — U tel que T est un k-schéma affine. Etant donné que les polydisques ouverts sont des variétés
de Stein, on déduit aussitot que le (D" Xgan y VO)-torseur D” Xyan , T est trivial, i.e., il admet une section. Autrement

dit, il existe un morphisme de pro-variétés complexes ¢t : D" — T qui releve le morphisme u. Le morphisme ¢
équivaut a la donnée d’un morphisme de k[zq,.. ., f,]-algebres * : Or(T) — A,. L’algebre Or(T) étant de type
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fini, il existe par le Corollaire 2.51 une sous-k[f,...,,]-algeébre lisse B c A, qui contient I’image de ¢*. Notons
b : D" — Spec(B)* le morphisme évident. Alors, 1’objet (Spec(B), b) € V;i(ID)” /Ay}) domine (U, u). <

Par la Proposition 2.52, le foncteur d’oubli ID)Z. - V(D" [AY) — Sm/k, qui a un couple (U, u) associe U, définit
un pro-k-schéma lisse DZ.. Il est immédiat de voir que la famille {DZ.}neN s’étend d’une manieére naturelle en un

pro-k-schéma cocubique Z-enrichi D;; = D3, i.e., un objet cocubique Z-enrichi (au sens de la Définition A.12) dans la

liv
catégorie Sm/k. De plus, les morphismes évidents D’;l. — A} définissent un morphisme de pro-k-schémas cocubiques
>-enrichis.

Définition 2.53 — Soit K = K, un complexe de préfaisceaux de A-modules sur Sm/k. On note §g]}?(l() le complexe
total associé au complexe double C,(hom(Dy;, K.)). On pose Sg]l?(K) = I'(Spec(k), §g]ﬁ(K ).

Remarque 2.54 — En utilisant dans la Définition 2.53 le « complexe normalisé » N(—) et le « complexe alterné »
A(-) (si A est une Q-algebre) au lieu de C(—), on obtient des complexes qu’on notera " _gﬁ? (K) et ? _g]l?(K). Ces

complexes sont naturellement quasi-isomorphes a §g]l? (K).

Lemme 2.55 — Soit K un complexe de préfaisceaux sur Sm/k. On a un isomorphisme canonique Sg]l?(K) ~
Sg”(An*(K)).
Démonstration. Ceci est une conséquence immédiate du Lemme 2.49. <

Remarque 2.56 — Le lecteur prendra garde que les complexes §g]l?(K) et Sg”(An*(K)) ne vivent pas dans la méme
catégorie. En effet, le premier est un complexe de préfaisceaux sur Sm/k alors que le second est un complexe de
préfaisceaux sur CpVar. Le Lemme 2.55 affirme simplement qu’ils ont les mémes sections globales.

Remarque 2.57 — Le Lemme 2.55, entraine que An* : Cpl(PSh(Sm/k, A)) — Cpl(PSh(CpVar, A)) envoie une
équivalence (A!, Nis)-locale sur une équivalence (D', usu)-locale. Expliquons comment faire. Puisque An* est un
foncteur de Quillen a gauche, il suffit de montrer que si f est un quasi-isomorphisme de complexes de préfaisceaux sur
Sm/k, alors An*(f) est une équivalence (D', usu)-locale. Puisque les colimites filtrantes sont exactes, le morphisme
S gg?( f) est encore un quasi-isomorphisme. Le Lemme 2.55 entraine alors que le morphisme An*(f) induit un quasi-
isomorphisme aprés application de Sg”. On utilise le Corollaire 2.26 pour conclure. Le méme argument montre que
le foncteur An*, étendu aux spectres symétriques, envoie également une équivalence (A!, Nis)-locale stable sur une
équivalence (D!, usu)-locale stable.

Pour n € N, on note Ve (D" /A}) C V(D" /A}) la sous-catégorie pleine ayant pour objets les couples (U, u) avec

U un A}-schéma étale. Les objets de la catégorie Ve (D"/ A}) sont les voisinages €tales du polydisque fermé D" dans
Iespace affine A7. On note aussi V (D" /A7) = V(D" /A})NV; (D" /A}). Cest la sous-catégorie pleine de Ve (D" /A})
formée des couples (U, u) tels que U est affine et le morphisme u* : Oy(U) — A, est injectif. (Puisque U est étale
sur Ay, cette derniere condition équivaut a la connexité du k-schéma U.) On a I’analogue suivant de la Proposition
2.52 dont la preuve est toutefois beaucoup plus élémentaire puisqu’elle ne fait pas appel au théoréeme de Popescu.
Proposition 2.58 — L’inclusion Vét(D" [A}) — Ve (D" /A}) est cofinale et la catégorie Vét(D" /A}) est équivalente
a un ensemble ordonné cofiltrant. En particulier; la catégorie Vg (D" / A}) est cofiltrante.
Démonstration. Puisque la catégorie Vét(D” /Ay}) est contenue dans V;l.(D” /A}), elle est équivalente a un ensemble
ordonné. Soient (Uj,u;) et (U, up) deux objets de Vét(D”/AZ). Alors U = U; Xar Up est un Ay-schéma étale et
affine. De plus, on dispose d’un morphisme u = (uy,up) : D* — U qui fait de U un voisinage étale de D" dans
A}. Notons U’ I’'unique composante connexe de U telle que U'*" contient I’'image de u et notons u” : D" — U le
morphisme induit par u. Alors, (U’, u’) est un objet de Vfét(D”/AZ) qui domine (Uy, uy) et (Ua, uy).

Il reste a voir que I’inclusion Vét(D” /A}) = Ve (D" /A}) est cofinale. On fixe une extension finie k < [/ ¢ C de
k qui soit dense dans C. (On peut prendre [ = o (k) ou [ = o(k)[ V=1 ] selon que o (k) est dense ou pas dans C.) Soit
(U, u) un objet Vg (D"/ A}). Quitte a remplacer U par U ® [, on peut supposer que I'image de Oy (U) dans A, contient
L. Quitte a remplacer U par la composante connexe dont 1’analytifiée contient I’image de u, on peut supposer que U
est connexe. On montera qu’il existe un ouvert affine U’ c U tel que U’*" contient I’image de u.

Soit U le normalisé de A} dans U. C’est un A}-schéma fini (et en particulier affine) dans lequel U se plonge comme
un ouvert dense. On note Z = U — U le complémentaire de U. Le morphisme u induit un morphisme de pro-espaces
analytiques it : D" — U, On pose B = Oy (U). C’est une kl[ty,...,1,]-algébre finie qu'on peut identifier 2 son
image par &#*. Clairement, B C A, contient le sous-anneau [[f{, ..., #,] C A,.

Soit I = (by,...,b,) un ideal de définition de Z. Puisque I’image de & ne rencontre pas Z**,onal- A, = A,. 1l
existe donc des séries fi,..., f, € A, telles que 3)7_, bifi = 1. On fixe un réel & > 0 suffisamment petit pour que
1bille < (2re)™! pour tout 1 < i < r. (Ici, || - ||lo désigne la norme infinie sur le polydisque fermé D".) Puisque [ est
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dense dans C, I’anneau [[1q,...,t,] est dense dans A, pour la norme infinie. On peut donc trouver des polyndmes
Pi,...,P, €llty,... 1] tels que ||f; = Pillo < epour 1 <i <r.Onpose g =3, bP;. C’estun élément de I'idéal /
et par construction, on a ||g — 1]l < 27'. En particulier, g est inversible sur D". L’image de D" dans U“" est contenue
donc dans (U[1/g])®. De plus, U’ = U[1/g] est un ouvert affine de U qui est contenu dans U. <

Par la Proposition 2.58, le foncteur d’oubli Dgt : Ve (D" [A) — Sm/k qui a un couple (U, u) associe le k-schéma
lisse U définit un pro-k-schéma lisse Dgt. Il est immédiat de voir que la famille {I@gt}neN s’étend d’une maniére naturelle
en un pro-k-schéma cocubique X-enrichi Dg = Dj,. On a des morphismes évidents D;; — Dg et Dgg — Ay.

Définition 2.59 — Soit K = K, un complexe de préfaisceaux sur Sm/k. On note §g2(K) le complexe total associé
au complexe double C,(hom(Dg, K.)). On pose Sg]g(K) = I'(Spec(k), §g]2(K)).

Remarque 2.60 — En utilisant dans la Définition 2.59 le « complexe normalisé » N(—) et le « complexe alterné »
A(=) (si A est une Q-algebre) au lieu de C(—), on obtient des complexes qu’on notera " _g?i(l() et ? _gg(K). Ces
complexes sont naturellement quasi-isomorphes a §g2([( ).

Le morphisme de pro-k-schémas cocubiques X-enrichis D; — Dg induit une transformation
Sgg(K) — Sgj/(K) (63)

naturelle en K € Cpl(PSh(Sm/k, A)). Le théoréme suivant, jouera un rdle important dans la suite. Il s’agit d’un
résultat d’approximation des chaines singulieres (2 valeurs dans un motif) par des chaines singulieres « algébriques ».

Théoreme 2.61 — Le morphisme (63) est un quasi-isomorphisme de complexes de préfaisceaux sur Sm/k.

Démonstration. Pour tout k-schéma lisse X, on a des isomorphismes canoniques §g]£.)(K)(X) ~ Sg%(@(& K)) et
§g2(l( I(X) = Sgg(llo_m(X, K)). Quitte a remplacer K par hom(X, K), il suffit donc de montrer que Sgg(l( ) — SgIl?(K)
est un quasi-isomorphisme. Dans la suite, on supposera aussi que o(k) est dense dans C. Ceci ne restreint pas la
généralité. En effet, étant donnée une extension finie / C C contenant o (k), on a alors des isomorphismes canoniques
Sgg(K) = Sgg(l( o cyk) et SgIZ?(K) =~ Sgll?(K o cyk) avec ¢y 1 Sm/l — Sm/k le foncteur qui associe a X € Sm/[ le
schéma X vu comme k-schéma.

Pour la suite, il sera plus commode de travailler avec ngSg]g(l() et ngSgE?(K), les complexes totaux associés a
EN(K(Dg)) et EN(K(Dj;)) respectivement. (Bien entendu, ceci ne change strictement rien au contenu du théoréme.)
En écrivant K = colim,ey 0<,7>-n K (avec o<, la troncation béte et 7»_, la troncation canonique), on se ramene au
cas ou K est borné. Par une récurrence facile sur la longueur de K, on se rameéne méme au cas ou K = F[0] avec
F un préfaisceau de A-modules sur Sm/k. Il s’agit alors de montrer que &N, (F(Dg)) — &N, (F(Dj;)) est un quasi-
isomorphisme. On divise la preuve de cela en deux parties. Dans la premiere, on montre que ce morphisme induit des
épimorphismes sur ’homologie. Dans la seconde, on montre qu’il induit des monomorphismes sur I’homologie.

Partie 1 : Surjectivité. On fixe un entier n € N et une classe d’homologie [y] € H,(EN,(F(D;))) représentée par une
section y € F (]@Z) telle que dze(y) = O pour tout 1 <i < nete € {0,1}. On peut trouver (U, u) € V;(D" /A}) et une
section yy € F(U) qui releve vy. Quitte a raffiner (U, u), on peut supposer que U est affine et que 1’'image de yy dans
F(U/(t; — €)) est nulle pour tout 1 <i <nete € {0,1}. Par le Lemme 2.62 ci-dessous et quitte a raffiner une nouvelle
fois (U,u) € V;(D" /A}), on peut supposer qu’il existe un morphisme étale de Aj-schémas e : U — A} X; A},
Considérons le morphisme v = e” oy : D" — (A} X Ap)™. Cest un morphisme de (A})*-variétés analytiques.
Il s’écrit donc v(ty,...,t,) = (t1,...,t, V1,...,V,) avec v; = vi(ty,...,t,) € A, pour 1 < i < r. En particulier, v est
une pro-immersion localement fermée. Puisque e est étale, il existe un voisinage tubulaire 7 C (A} Xx A)™ de
v(D") tel que la composante connexe de (e¢“*)~!(T') contenant u(D") s’envoie isomorphiquement sur T par e“". Fixons
un réel & > 0 tel que I'image du morphisme v, : D" x D" — (AZ X Alrc)“", défini par ve(t1,..., 0, S1,...,8;) =
(t1,. .. ty, V1 + &+ 51,...,V.+ & 5,), soit contenue dans T'. Il existe alors un unique morphisme u, : D" x D" — U
rendant commutatif le diagramme de pro-variétés complexes

— sy (64)

Dn
(id,O)l g l

e
D" x D" S (A] x¢ AP

Rappelons que nous avions supposé que k, identifié a un sous-corps de C via le plongement o, est dense dans C.
On peut donc trouver des polyndmes v € k11, ..., 1] tels que ||v] — villeo < %8, ol || - |l désigne la norme infinie

sur le polydisque fermé D". Appelons b : D" — D" x D" la section 2 la projection sur le premier facteur définie
par b(t1, ..., 1) = (t,... .ty " - (V] = v1),...,€ 1 - (v, = v,)). La composée Vv = vz 0b : D" — (A7 X Ap)™
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est alors donnée par Vv'(t1,...,t,) = (f1,...,%,V],...,Vv;). En particulier v" est la composition de I’inclusion évidente
D" — C" = (A})* avec I'analytifié du morphisme de k-schémas d : A} — A} x; A} donné par d(1y,...,1,) =
(H,...,ty, v'l, ..., v;.). Formons le carré cartésien de k-schémas lisses

w—2< v

d
n n r
Al =5 AT xi AT

On déduit de (64) qu’il existe un unique morphisme de pro-variétés complexes w : D" — W9 tel que le morphisme
u' = ug o b soit égal a d** o w.
Rappelons qu’on cherche un antécédent a [y] par le morphisme

H, (8N.(F (De0)) — Ha(SNL.(F(Dp)))- (65)

Puisque W est étale sur A”, la construction précédente fournit un objet (W, w) € Vg (D"/ A}). Notons Yw € F(W) la
restriction de yy suivant le morphisme d : W — U. On a clairement (7;4/)|W/(ti—f) = 0 pour tout (i, €) € [1,n]] X {0, 1}.
La section yy, € F(W) définit donc un élément y" € F (Dgt) qui est dans le noyau de tous les morphismes d;_ pour
(i,€) € [1,n] x {0,1}. D’ou une classe d’homologie [y'] € H,(eN,(F(Dg))). Pour conclure, il reste 2 montrer que
[v] coincide avec I'image de [y’] par (65). Par le Lemme 2.55, il suffit de montrer que les images de [y] et [y’] dans
H, (8N.(An*(F)(D))) sont égales. Ces images sont représentées par les cycles

a=[(y€eFU), u:D"— U™)] et o =[(y € FIW), w:D" — W)

dans An*(F)(D") = colimy g smuy F(X). Soit & : D! — D" x D" le morphisme donné par A1, .. ., ty1) =
(ts - s tys1s 1 - D1(t2s o tysd)s e oot - Bp(ta, ... thi1)) avec by = &1 - (v —v;) pour tout 1 < i < r. Considérons aussi
I'élément B = [(y € F(U), ug o h : D" — U™)] de An*(F)(ID"*") = colimy ga+1\(gmyxy F(X). Par construction, on a
d;é(ﬂ) = 0 pour tout (i, €) € [2,n + 1] X {0, 1}. De plus, on a les égalités d’f(ﬁ =aet dT,IIB = @'. Ceci montre que « et
a’ sont homologues. La surjectivité de (65) est établie.

Partie 2 : Injectivité. On fixe un entier n € N et une classe d’homologie [y] € H,(8N,(F(Dg))) représentée par une
section y € F(Dj) telle que d; (y) = 0 pour tout 1 < i < nete € {0,1}. On suppose que I'image de [y] dans
H,(N.(F(D;))) est nulle. Il existe donc une section 8 € &N, 1(F(Dy)) ¢ F(D}) telle que dj B = vui avec yy
I’image de y dans F(Dj;). On cherche 2 montrer que y est homologue 2 0.

On peut trouver (U,u) € Vg(D" /A}) et une section yy € F(U) qui releve y. Quitte a raffiner (U, u), on peut
supposer que U est affine et connexe, et que (Yy)u/¢,—e) = 0 pour tout (i, €) € [1,n]] x{0, 1}. De méme, on peut trouver
(V,v) € V(D"*1/A*1) et une section By € F(V) quireleve B. Pour (i, €) € [1,n]x{0, 1}, on note V;c = VX a1 4, A
C’est un Aj-schéma lisse qui est isomorphe, en tant que k-schéma, a V/(z; — €). Par la propriété universelle du produit
fibré, on a des morphismes évidents v; : D" — Vl“? qui définissent des objets (Vie, vie) € V(D" /AZ). Quitte a
raffiner (V, v), on peut supposer que les propriétés suivantes sont satisfaites.

(a) V est affine et (Vy,1,v1,1) domine (U, u), i.e., il existe une fleche (V1 1,v1,1) — (U, u) dans VI[(D”/AZ). De plus,
ona@By)y,, = Yu)v,,-
(b) Pour tout (i,€) € ([1,n + 1] x {0, 1}) — {(1, 1)}, on a (By)v,. = 0.

Par le Lemme 2.62 ci-dessous et quitte a raffiner une nouvelle fois (V,v) € V;;(D"*! /AZ“), on peut supposer qu’il
existe un morphisme étale de Aj-schémas e : V — AZ” Xy A;. Comme dans la Partie 1 de la preuve, on peut alors
construire un objet (W, w) € Vg (D"*!/A*!) muni d’un morphisme de A7*'-schémas d : W — V. On fera attention
qu’en général d" o w # v, i.e., d n’induit pas une fleche dans V;;(D"*! /AZ”). Toutefois, les propriétés (a) et (b)
ci-dessus entrainent, avec By, = (Bv)w. les propri€tés suivantes :

@) By)w,, = (Yv)w,» larestriction de yy suivant la composition de Wy,; — Vi1 — U,
&) Byw,. =0 pour (i,€) # (1, 1).

La section 8’ € F(W) définit une section 8 € F (Dg:r 1. Les propriétés (a’) et (b’) ci-dessus montrent que di, ) =vy
etd; (8') = 0 pour (i,€) # (1,1). Il vient que [y] = 0. Le théoréme est démontré. <

Le résultat suivant a servi dans la preuve du Théoreme 2.61 (cf. [6, Lem. 2.4.17]).
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Lemme 2.62 — Soit E une k[ty,...,t,]-algebre lisse de type fini munie d’'un morphisme de klt,...,t,]-algebres
E — A,. Il existe alors une E-algébre lisse de type fini E’ et un diagramme commutatif

/ Tl \
klt1, ...ty STy vy Sp] E—A,

~_ 1

klt1, ..., t,]
avec e un morphisme étale.

Démonstration. 1l est clair qu’on peut supposer que o (k) est un sous-corps dense de C. Quitte a remplacer E par
une E-algebre de la forme E[M], avec M un E-module projectif bien choisi, on peut supposer que le E-module des
différentielles relatives Qg /k(s,....s,] €st libre de rang r. On se donne une présentation p : k[f1,...,t;, 51,..., 8] — E
et on note / = p~!(0) son noyau. On obtient alors une suite exacte courte de E-modules

.....

,,,,, 1,1 est libre, il existe une matrice (f;;)i<i<m;1<j<r € E™ telle que (0(X, fij - dsi))i<j<, est une

#1- On pose alors w; = 3" fi; - ds;. Pour tout réel & > 0, on choisit une matrice (f;;)]sigm; 1<j<r €

Comme QE/k[m
base de -QE/k[t]

(k[t1,. .., t,])™ telle que || fl‘j — fijllo < & (Ia norme infinie €tant prise sur le polydisque fermé D"). On pose aussi
w; = flj - ds;. Soit M® € Mat,,(E) la matrice telle que M*0(w;) = G(w‘j) pour 1 < j < r. Pour & suffisamment
petit, I’'image de la matrice M? dans Mat,«,(A,) est inversible. Pour un tel &, le morphisme £ — A se factorise par la
klt,...,t,]-algebre lisse E [det(M?)~']. Quitte a remplacer E par E [det(M?)~1], on peut donc supposer que M?® est in-
versible. En d’autres termes, (Q(wj))lg j<r estune base de Qg 4, . Or, les wj sont a coeflicients dans k[z1, ..., t,]. Quitte
a faire une transformation k[11, ..., #,]-linéaire des coordonnées (s;)1<i<m, on peut donc supposer que (6(ds;))1<j< est
une base de Qg/ip,,...,1- Dans ce cas, la composition de k[t1, ..., 6, s1,...,8.] — klt1,..., 10, 51,...,Su] — E est
étale. Le Lemme est démontré. <

Corollaire 2.63 — Soit K un complexe de préfaisceaux sur Sm/k. Il existe alors un isomorphisme canonique
Bti*T*(K) ~ Sgg(l( ) dans la catégorie dérivée D(A).

Démonstration. On ne restreint pas la généralité en supposant que K est projectivement cofibrant de sorte que
LAn*(K) ~ An*(K) dans AnDA®T(A). Le Corollaire 2.26 entraine alors que Bti°™*(K) est canoniquement isomorphe
a Sg”(An*(K)). Ce dernier s’identifie a Sg]l?(K) par le Lemme 2.55. On peut maintenant appliquer le Théoreme 2.61
pour conclure. <

Remarque 2.64 — Soit X un k-schéma lisse. Le Corollaire 2.63, appliqué au préfaisceau X ® Z, montre que le
complexe de chaines singuliéres de 1’espace topologique X(C) est canoniquement isomorphe dans D(Z) au complexe
N(hom(Dg, X) ® Z).

Dans le reste de ce paragraphe, on construira un analogue de la transformation naturelle (45) pour le foncteur
S I?i. Ceci s’appliquera aussi aux foncteurs “§g2 et a§g2 (si A est une Q-algebre). La notion de paire analytique
complexe, introduite dans la Définition 2.29, s’étend immédiatement aux k-schémas. Ainsi, une k-paire algébrique
(ou simplement une k-paire) est un couple (X, Z) avec X un k-schéma lisse et Z une partie fermée de X égale a une
réunion finie de sous-schémas fermés lisses. Les morphismes de k-paires sont ceux que 1’on pense et les pro-k-paires
sont les pro-objets dans la catégorie des k-paires. Etant données deux k-paires (X1, Z1) et (X2, Z3), leur smash-produit
(X1,7Z1) Nk (X2, Zp) est donné par (X X X2,7Z1 Xi Xo U X1 Xi Zp). Le smash-produit de pro-k-paires est défini de la
méme maniére. Etant donné un préfaisceau F sur Sm/k i valeurs dans une catégorie abélienne possédant les colimites
filtrantes, on définit son extension 2 la catégorie des pro-k-paires en répétant la construction de la page 36. Etant donnée
une k-paire (X, Z), on note hom((X, Z), F) le préfaisceau défini par ’association U € Sm/k ~> F(X X, U,Zx; U).De
méme, étant donnée une pro-k-paire (X, Z;);es, on note hom((X;, Z;)ies, F) la colimite suivant les i € I des préfaisceaux
hom((X;, Z;), F). Les analogues algébriques des Lemmes 2.31 et 2.32 sont encore vrais.

Pour n € N et € € {0, 1}, on note 8ED2’[ la réunion des di,E(DZ{ 1 lorsque i parcourt [1,n]]. On note aussi GDgt =
8D U 8, D". On obtient ainsi des pro-k-paires algébriques (D7, 9.D7) et (D", 0D%). Etant donné un complexe K,
de préfaisceaux de A-modules sur Sm/k, le complexe (de complexes de préfaisceaux) C.(hom(Dg, K)) est donné en
degré n > 0 par M((Dg , 80Dgt), K). De plus, sa différentielle en degré n > 1 est donnée par la somme alternée des

morphismes de restriction suivant les inclusions de pro-k-paires d; ; : (Dg‘t‘ 1 60Dg‘t‘1) — (Dgt, ﬁoné’t .
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Fixons un entier m € N. Pour n € N, on a un morphisme canonique de pro-k-schémas lisses ]D’g:r " — Dgt Xk D{é’:.
(Ce morphisme est induit par le foncteur V(D" /AY) X V(D™ /A}") — V(D™ / A}*™) qui envoie les objets (V, v) €
Ve (D*/ Ap) et (U,u) € Ve (D™ / Al sur (V X, U,v X u).) Il est important de noter que, contrairement au morphisme
analogue pour les pro-variétés analytiques D" et D™, ce morphisme n’est pas inversible dés que les entiers m et n
sont non nuls. Néanmoins, il induit un morphisme de pro-k-paires (D%, doD%™) — (D%, 8oD%) A (D%, D).
Si K est un complexe de préfaisceaux sur Sm/k, on déduit aussitét un morphisme de complexes (en complexes de
préfaisceaux)

hom((DY, D7), C.(hom(Dg, K))) — C.+(hom(Dg, K)). (66)
En degré n > 0, ce morphisme est égal a la composition de

hom((D?, 9D, hom((DY,, doD%), K)) = hom((D?, doD”) A (D12, D), K) — hom (D%, 9o+, K).

ét’ ét’

En passant aux complexes totaux, on obtient une transformation naturelle (en K)

tm = hom((D;, 9D, Sgg(K)) — Sgg(K)[-m]*. (67)
2.2.5. Un modéle du foncteur composé Bti.Bti*. — Dans ce paragraphe, on donne une description concréete de 1’en-

dofoncteur Bti.Bti* de la catégorie DA(k, A). Dans la suite, et sauf mention du contraire, on prendra pour T} le pré-
faisceau (P!, 0) @ A = P}( ® A/{oo} ® A. L’isomorphisme de foncteurs T; ® — =~ (P!, 00) ® — permet d’identifier la
catégorie des Tj-spectres symétriques (ou non symétriques) avec celle des [(P}, c0) ® —]-spectres symétriques (ou non
symétriques) au sens de [5, Déf. 4.3.6]. Dans la suite, on utilisera librement cette identification.

Si K, est un complexe de préfaisceaux sur Sm/k, on a une chaine d’isomorphismes d’objets cubiques Z-enrichis

hom(De;, hom((Py., ), K.)) — hom((P;, ) X Dey, K.)
NlT
hom(De; X (B, ), K.) — hom((Py, 00), hom(D, K.)-
En passant aux complexes simples et ensuite aux complexes totaux, on obtient un isomorphisme de foncteurs

Sg, (hom((P}, o), —)) — hom((P!, o0), Sg2 (-)). (68)

La transformation naturelle (68) permet de prolonger 1’endofoncteur §g?t a la catégorie des T-spectres symétriques.
Etant donné un T-spectre symétrique E, le Tj-spectre symétrique §gg(E) est donné au niveau n € N par le complexe
§g2(En). L’adjoint de son morphisme d’assemblage au niveau n est la composition de

SeB(E,) — Sg2(hom((B, 00), Eps 1))~ hom((B, 00), Sg2(Es1)). (69)

En remplagant ci-dessus « complexes simples » par « complexes normalisés » et « complexes alternés » (si A est
une Q-algebre), on obtient également des prolongements des foncteurs “§g12 et a§gIéDi a la catégorie des Tk-spectres
symétriques.

Pour m € N, le foncteur M((Dg, 6@5), —) s’étend aussi a la catégorie des Ti-spectres symétriques en complexes
de préfaisceaux sur Sm/k et (67) induit une transformation z,, : M((Dg, (’)ng), §g2(E)) — §gﬂé)i(E)[—m]+ naturelle
enE e Spt?k(Cpl(PSh(Sm /k, A))).

Par les Corollaires 2.26 et 2.63, le complexe S gg(Tk) est quasi-isomorphe a A[2]. On fixe un élément a € Tk(]f)ét, Blf)ét)
dont la classe d’homologie [@] est une base de A-module HQ(Sg]g(Tk)). La classe [a] est déterminée a multipli-
cation pres par un élément inversible de A. (En particulier, lorsque A = Z, la classe [a] est bien définie a un
signe pres.) La section « définit une transformation o* : lm((]?li,oo),l() — M((Degt,(')]@e?t), K), naturelle en
K € Cpl(PSh(Sm/k, A)), qui se prolonge a la catégorie des Ty-spectres symétriques.

Enfin, rappelons qu’on dispose d’une transformation Ag : E — s_hom((P', ), E), naturelle en les Tj-spectres
symétriques E, donnée au niveau » par la composition de

Ye W
E, — hom((P}, ), E,.+1) — hom((P}, ), E,41),

avec 7(y) = (123---(n + 1)) € X,41 agissant sur E,..1. Pour plus de détails, le lecteur peut consulter [S, p. 244-245].
Mettant tout cela ensemble, on peut faire la définition suivante.

Définition 2.65 — Soit E un Ty-spectre symétrique en complexes de préfaisceaux sur Sm/k.
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(i) On note Uy : §g2(E) — s_§g2(E)[—2] la transformation naturelle donnée par la composition de
— 15
Se2(E) % s_hom((P!, ), Sg2(E)) -2 s_hom((52, 9D2), Sg2(E)) — s_Sg2(E)[~2]. (70)
(ii) On note SingE’W(E) le Ty-spectre symétrique égal a la colimite de la N-suite
Ve g
SgL(E) LI Sg2(E)[-2] —= - -- — §"Sg2(E)[-2n] — s"*1Sg2(E)[-2n — 2] — - (71)

Remarque 2.66 — En remplacant dans la Définition 2.65, (i) le foncteur §gg par rlSgﬂé)i et aSgg (st A est une Q-
algebre), on obtient des transformations naturelles qu’on notera aussi ¥g. En faisant de méme dans (ii), on obtient des
Ty-spectres symétriques nSingét"x’(E) et aSingét"x’(E) qui sont quasi-isomorphes niveau par niveau a Singg’m(E).

On peut maintenant énoncer le résultat principal de ce paragraphe.

Théoreme 2.67 — Soit E un Ty-spectre symétrique en complexes de préfaisceaux sur Sm/k. On suppose que E est
stablement projectivement (A', Nis)-fibrant. Alors, SingIéDi"X’(E) est aussi stablement projectivement (A, Nis)-fibrant
et il existe un isomorphisme canonique Sing]z’m(E) ~ Bti,Bti*(E) dans DA(k, A).

La premiere assertion dans le Théoreme 2.67 découle immédiatement des deux lemmes ci-dessous.
Lemme 2.68 —
(a) Soit K un complexe de préfaisceaux sur Sm/k. Si K est projectivement (A", Nis)-fibrant, il en est de méme de
_get(K)
(b) Soit E un Ty-spectre symétrique en complexes de préfaisceaux sur Sm/k. Si E est stablement projectivement
(A, Nis)-fibrant, il en est de méme de §gg(E).
Démonstration. Rappelons qu’un complexe de préfaisceaux sur Sm/k est projectivement Nis-fibrant si et seulement
s’il possede la propriété de Brown—Gersten pour la topologie Nisnevich (voir [33, Def. 1.13]). A partir des construc-
tions, il est immédiat que le foncteur §gg préserve la propriété de Brown—Gersten. En utilisant 1’isomorphisme
hom(A!, §glg(—)) ~ §g2(hom(Al ,—)), on déduit aussitot que §g]§ préserve les objets projectivement (A, Nis)-locaux.
On passe a la seconde partie. Par (a) on sait que §g2(E) est (A!, Nis)-fibrant niveau par niveau. Il reste donc a voir
que les adjoints des morphismes d’assemblages de §gE(E) sont des quasi-isomorphismes. Ceci est clair (cf. (69)). <

Lemme 2.69 — Les colimites filtrantes préservent les complexes de préfaisceaux projectivement (A, Nis)-fibrants
ainsi que les Ty-spectres stablement projectivement (A, Nis)-fibrants.

Démonstration. 11 s’agit d’un exercice facile qu’on laissera au lecteur. (Pour voir que les colimites filtrantes pré-
servent les complexes de préfaisceaux projectivement Nis-fibrants, on utilise la caractérisation de ceux-ci par la pro-
priété de Brown-Gersten.) <

On passe maintenant a la preuve de la seconde assertion du Théoréeme 2.67 qui est bien entendu la plus significative.
Pour cela, quelques préliminaires seront nécessaires. Soit K un complexe de préfaisceaux sur Sm/k. Pour n € N, on
dispose d’un morphisme canonique de complexes de préfaisceaux de A-modules sur CpVar :

An(hom(D}, K)) — hom(D", An*(K)). (72)

Ce morphisme est donné sur les complexes de sections au-dessus de V € CpVar par la composition de

colim K(]D” Xr X) = colim colim KU X X) — colim K(Y),
XeV\(Sm/k) XeVASM/k) (Uu)eVe (D" /AL) YeD"xV)\(Sm/k)
ol la seconde fleche est induite par le foncteur (V\(Sm/k)) x Vg (D"/ A} — (D" x V)\(Sm/k) qui associe a ((X, x :
V — X, (U,u : D" — U)) le couple (U x; X, u X x). La collection des morphismes (72), pour n € N, définit un
morphisme d’objets cubiques X-enrichis dans la catégorie des complexes de préfaisceaux sur CpVar. En passant aux
complexes simples et ensuite aux complexes totaux, on obtient une transformation naturelle

An*(Sgg(K)) — Sg”(An*(K)). (73)

Lemme 2.70 — Le morphisme de complexes I'(pt, An*(Sg, (K))) — I'(pt, S D(An*(K))), induit par (73), est un
quasi-isomorphisme.

Démonstration. Le morphisme en question est la composition de Sg et(K) — Sg (K) ~ SgD(An (K)). On utilise le
Théoreme 2.61 pour conclure. <
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La transformation naturelle (73) se prolonge naturellement aux catégories des Ti-spectres symétriques. De plus,
pour E un T-spectre symétrique, on vérifie facilement que le carré

An*S D g *Q oD _
_gét(E) E— S_Al’l _gét(E)[ 2]

| |

D anr
SgP(An*E) —= s_SgP(An*E)[-2]
est commutatif. Ceci fournit une transformation naturelle
An*Sing, " (E) — Sing”*(An"E). (74)

Le Lemme 2.70 entraine immédiatement le résultat suivant.

Lemme 2.71 — Le morphisme (74) induit un quasi-isomorphisme de complexes apres application du foncteur
I'(pt, Ev,(-)) pour tout n € N.

Pour continuer, on aura besoin du résultat technique suivant.

Lemme 2.72 — Soit E un Ty-spectre symétrique en complexes de préfaisceaux sur Sm/k. On suppose que E est un
Q-spectre. Alors, An*(E) est un A-spectre symétrique.

Démonstration. Par la Remarque 2.57, on ne restreint pas la généralité en supposant que E est projectivement sta-
blement (A!, Nis)-fibrant. Soit f : An*(E) — F une équivalence (D', usu)-locale stable avec F un T ,s-spectre sy-
métrique stablement projectivement (D', usu)-fibrant. Il s’agit de montrer que Oub™(f) est une équivalence (D', usu)-
locale stable. Etant donné que (Z®—, Oub*) est une équivalence de Quillen pour les structures stables (A, Nis)-locale
et (D', usu)-locale, on déduit un isomorphisme canonique LAn* o ROub® ~ ROub* o LAn*. En utilisant la Remarque
2.57, on déduit alors que le morphisme An*(OubZ(E)) — OubZ(F) est une équivalence (D', usu)-locale stable. Or ce
morphisme n’est autre que Oub*( f) modulo I'identification An*(Oub*(E)) = Oub*(An*(E)). <

Soit E un T-spectre symétrique en complexes de préfaisceaux sur Sm/k. On fixe une équivalence (D', usu)-locale
stable f : Sing”*(An*E) — F de but un T ,-spectre symétrique projectivement stablement (D!, usu)-fibrant. En
utilisant (74) et I’adjonction (An*, An,), on déduit un morphisme de T-spectres symétriques

Sing2"°(E) — An,(F) ~ RAn,Sing™* (An"(E)) (75)

(I’isomorphisme a droite étant dans la catégorie homotopique). Supposons maintenant, comme dans 1’énoncé du
Théoreme 2.67, que E est stablement projectivement (A!, Nis)-fibrant. Par le Théoréme 2.48 et le Lemme 2.72, le
morphisme canonique An*E — SingD"x’(An*(E)) est une équivalence (D', usu)-locale stable. En particulier, F est
un remplacement stablement projectivement (D', usu)-fibrant de An*E. On en déduit des isomorphismes Bti,Bti*(E) ~
RAn.An*(E) ~ An.(F) dans DA(k, A). Autrement dit, le morphisme (75) fournit un morphisme entre SingIéDz"”(E) et
Bti.Bti*(E). Le Théoreme 2.67 découle donc du résultat suivant.

Proposition 2.73 — Soit E un Ty-spectre symétrique en complexes de préfaisceaux sur Sm/k. On suppose que E
est stablement projectivement (A, Nis)-fibrant. Alors, (75) est un quasi-isomorphisme niveau par niveait.

Démonstration. On se donne une équivalence (D', usu)-locale niveau par niveau g : An*(E) — E’ de but (D', usu)-
fibrant niveau par niveau. Par le Lemme 2.24 et le Corollaire 2.27, le morphisme g : Sing”*(An*E) — Sing”*(E’)
est une équivalence (D', usu)-locale niveau par niveau. Par le Théoréme 2.23 (et en utilisant encore une fois le Lemme
2.24), la source et le but de ce morphisme sont projectivement D'-locaux niveau par niveau. On en déduit aussitot
que ce morphisme est une équivalence usu-locale niveau par niveau. On peut supposer qu’il existe une factorisation
f = f'ogavec f : Sing”*(E’) — F. Par le Théoreme 2.48 et le Lemme 2.72, Sing™*(An*E) est un Q-spectre
qui est D'-local niveau par niveau. Il vient que f est une équivalence usu-locale niveau par niveau. Il en est donc
de méme de f’. En particulier, F est un remplacement stablement projectivement (D', usu)-fibrant de Sing™*(E’).
On montrera d’abord que An.(f’) : An,Sing”™*(E’) — An,(F) est un quasi-isomorphisme niveau par niveau. En
utilisant la partie instable du Lemme 2.6, on voit que le foncteur

RAn. : Hop: g iy(SPEr, (CPI(PSh(CpVar, A))) — Hoy1_yis i (SPt7, (CPI(PSh(Sm/k, A))))

commute aux sommes infinies et donc aussi aux N-colimites homotopiques. (Ci-dessus, on considere les catégories
homotopiques des structures (A !, Nis)-locale et (D', usu)-locale niveau par niveau.) Or, SingD"X’(E’) est la N-colimite
des T'p-spectres sﬁ§gD(E’)[—2n]. Par le Lemme 2.28, ces derniers sont (D!, usu)-fibrants niveau par niveau puisque
E’ I’est. Il vient que RAn,Sing”*(E’), qui est précisément An,(F), est naturellement isomorphe 2 la colimite des
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An,(s"SgP(E")[-2n]). Cette colimite est égale a An,Sing”(E’). Ceci démontre que An,(f’) est une équivalence
(A!, Nis)-locale niveau par niveau. Pour montrer que c¢’est plus précisément un quasi-isomorphisme niveau par niveau,
il reste a voir que les deux Ti-spectres symétriques An,Sing”(E’) et An.F sont projectivement (A!, Nis)-fibrants
niveau par niveau. Pour An..(F), c’est clair puisque An, est un foncteur de Quillen a droite. Pour I’autre T-spectre, on
utilise qu’il est égal & la N-colimite de Ti-spectres symétriques An.(s” Sg”(E’)[—2n]), que ces derniers sont (A!, Nis)-
fibrants niveau par niveau et que cette propriété est préservée par les colimites filtrantes (voir le Lemme 2.69).
A présent, il reste a prouver que la composition de

Sing"* (E) — An,Sing™*(An"E) — An,Sing™(E) (76)
est un quasi-isomorphisme niveau par niveau. Pour cela, on fixe un k-schéma lisse X et un entier n € N, et on montre
que le foncteur I'(X, Ev,(—)) transforme (76) en un quasi-isomorphisme de complexes de A-modules. On dispose
d’un isomorphisme naturel I'(X, Ev,(-)) =~ I'(Spec(k), Ev,hom(X, —)). Par ailleurs, on a un diagramme commutatif de
Ti-spectres symétriques :

hom(X, Sing_**(E)) —— hom(X, An.Sing™*(An*E)) —%  hom(X, An.Sing®*(E’))
Sing, "~ (hom(X, E)) An,hom(X*", Sing™* (An*E)) ~
An,Sing® (An*hom(X, E)) — An,Sing™* (hom(X®", An*E)) — An,Sing®* (hom(X®", E)).
11 suffit donc de montrer que le foncteur I'(Spec(k), Ev,(—)) transforme la composition de
Sing, *(hom(X, E)) — An,Sing” > (An*hom(X, E)) — An.Sing™* (hom(X*", E)) (717)

en un quasi-isomorphisme de complexes de A-modules. Le morphisme An*hom(X, E) — hom(X“*,E’) est une
équivalence (D', usu)-locale stable. En effet, ce morphisme s’identifie, dans AnDA(A), au morphisme canonique
An*Hom(M,E) — Hom(An*(M), An*(E)) avec M = Sus(%k (X®A), le motif de X. Ce dernier étant un objet compact
de DA(k, A), il est fortement dualisable. Le résultat affirmé découle alors du Lemme 2.17. On ne restreint donc pas
la généralité en supposant que X = Spec(k). Autrement dit, on terminera la preuve si on démontre que I'(k, Ev,(-))
transforme (76) en un quasi-isomorphisme de complexes de A-modules.

Le Théoreme 2.48 (joint au Lemme 2.72) entraine que Sing™°(An*(E)) — Sing™*(E’) est une équivalence
(D', usu)-locale stable entre des Q-spectres qui sont D!-locaux niveau par niveau. C’est donc une équivalence usu-
locale niveau par niveau. On en déduit donc que I'(pt, EvnSingD"x’(An*(E))) — I'(pt, EvnSingD""’(E’)) est un quasi-
isomorphisme. Pour terminer, il reste donc a voir que I'(%, EV,,SingD"X’(E)) — I'(pt, EV,,SingD’“(An*(E))) est aussi
un quasi-isomorphisme. Ceci découle immédiatement du Lemme 2.71. <

On note le résultat ci-dessous, qui est une conséquence de la construction de I’isomorphisme du Théoreme 2.67.

Corollaire 2.74 — Soit E un Ty-spectre symétrique en complexes de préfaisceaux sur Sm/k. On suppose que E est
stablement projectivement (A, Nis)-fibrant.

(a) Modulo I’isomorphisme Singg’w(E) ~ Bti,Bti*(E) du Théoréme 2.67, le morphisme d’unité E — Bti.Bti*(E)
correspond au morphisme évident E — Singg"x’(E).
(b) 1l existe un diagramme commutatif dans AnDA(A) :

An*Sing~(E) — An*RAn.An*(E)

(74)l lé

Sing”°An*(E) «——— An*(E).
Démonstration. La partie (a) est claire. La partie (b) s’obtient facilement a partir du diagramme commutatif

74
An*Sing; "™ (E) SN An*An,An*Sing, ™ (E) 8, An*An,Sing™* An*(E) — An*An,(F)

\ lé l& lé
74
An*Sing~ (E) ™, Sing”*An*(E) ——— F.

Les détails sont omis. <
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2.2.6. Compléments relatifs a la counité de ’adjonction (Bti*, Bti,). — Soit E un Tj-spectre symétrique en complexes
de préfaisceaux sur Sm/k, et supposons qu’il est stablement projectivement (A!, Nis)-fibrant. Par le Théoréme 2.67,
on dispose de deux isomorphismes

Sing,“(E) ~ Bti,Bti*(E) et  Sing, *(Sing, ™ (E)) ~ Bti.Bti"Bti.Bti" (E). (78)

Dans ce paragraphe, on cherche a décrire le morphisme ¢ : Bti.Bti*Bti.Bti"(E) — Bi.Bti*(E), induit par la couinté
de 1’adjonction (Bti*, Bti.), modulo les isomorphismes (78).

On commence par quelques constructions supplémentaires. La famille des morphismes D””” — D’" Xk Det, pour
m, n € N, font de Dg un objet cocubique pseudo-comonoidal symétrique X-enrichi (au sens opposé a celui de la
Définition A.27). On dispose donc d’un morphisme de pro-k-schémas bicocubiques cm : Dg(2) — D¢ xx D (voir
la discussion qui suit la Définition A.27). Soit K, un complexe de préfaisceaux sur Sm/k. On associe un morphisme
d’objets bicubiques en prenant la composition de

hom (B, hom(Dg., K)) = hom(Se x¢ Det, K) < hom(Bi(2), K) = hom(Di, K)(2).
En passant aux complexes simples puis aux complexes totaux, et en utilisant la Proposition A.24, on obtient un
morphisme naturel
Sgq(Sgq(K) — Sgg(K). (79)

On déduit a partir de la construction que le carré

m(S
SeP(S2(SLK)) " 542502 (K)) (80)

§gél<m>l lm

Sel(Sel(K) ——— Sgh(K)

commute. Autrement dit, §g]éDz est naturellement une monade. En remplacant ci-dessus « complexe simple » par « com-
plexe normalisé » et « complexe alterné » (si A est une Q-algebre), on obtient des morphismes analogues a (79) pour
les foncteurs " _gg et §giDJ La vérification du résultat suivant est facile et sera laissée en exercice.

Lemme 2.75 — Le carré suivant (cf. (45))

hom((D%, dD7), Sg (S Q(K)))t—m@gg@gg(lf))[—m]*

hom((IDy, DY), _get(K))—> Sgg (K)[-m]*

ét’
est commutatif.
Pour rendre la situation plus symétrique, on est amené a introduire 1’analogue a gauche de la transformation natu-
relle #,,. On a un morphisme de complexes (en complexes de préfaisceaux)
C.(hom(Dg, hom((D%, dD™), K))) — Cppy.(hom(Dg, K))
donné en degré n par (—1)™" fois la composition de

hom((B?,, 3oD"), hom((D22, D), K)) ~ hom((D, a2 A (B2, doD™), K) — hom((D1", doD1"), K).

ét’

En passant aux complexes totaux, on obtient une transformation naturelle

t, + Sgi(hom((D?,8D™), K)) — Sgk (K)[-m]*. (81)

ét>

Comme pour 7, la transformation naturelle #,, passe aux quotients et fournit deux transformations naturelles ana-
logues, qu’on notera également ¢,,, pour les foncteurs " _g]g et §g? Le résultat suivant est immédiat.

Lemme 2.76 — Le diagramme

Sgg (Sgg(hom((Dy, 5D, K)))L_get(_get(lf)[ —m]*) — Sgg(Sgg(K)[-m]*

m| |m

Sg, (hom((DY, OD%), K)) Sel(K)[-m]*
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est commutatif. (Ci-dessus, pour un complexe de préfaisceaux L, I'isomorphisme §g]g(L[—m]+) ~ S ﬂ?i(L)[—m]Jr est
donné sur le facteur hom((D?, 8yDP), L,) par I’identité fois (—1)™".)

Considérons I’isomorphisme d’objets cubiques (en complexes de préfaisceaux)
™ 1 hom((DY, dD%), hom(De, K)) — hom(Der, hom((D%, 9D%), K))

induit par I'isomorphisme de permutation des facteurs 7 : (DY}, dD%) ADg =~ Dg A (DY, dD). On a le résultat suivant.

Proposition 2.77 — Le triangle

hom((B%, 95, SZ(K)) — Sga(K)[-m]* (82)

Sgg, (hom((DY, oD%), K))

ét
est commutatif a une homotopie pres (naturelle en K).

Démonstration. Notons, comme dans la Proposition A.16, C?’m(hom(Dét, K)) le sous-complexe de C,(hom(Dg, K))
nul en degrés strictement plus petits que m et donné par Iintersection des noyaux des d:, pourn+1 <i <n+men
degré n + m (avec n > 0). Il est alors clair que le morphisme (66) se factorise de la maniere suivante

aD1). K) — C2(hom(Bi, K) ~ Coy(hom B, K)),

t +m

hom((Dy,. 8D A (D%,
avec (a) I'inclusion évidente. Par le Corollaire A.18, le morphisme (a) est homotope au morphisme donné en degré
n > 0 par

(—1ymment s o COM (hom(Dg, K)) — Cprym(hom(Dg, K)).

n+m

(Rappelons que 7, € X4, est la permutation qui induit des bijections croissantes entre les ensembles [1,m] et
[n+1,n+m], et les ensembles [m+1, m+n] et [1, n] respectivement.) On en déduit aussitot que (66) est naturellement
homotope au morphisme donné en degré n par la composition de

_ _ _ _ _1 TN % _ _ _ _ _ _
hom((D%, doD%) A (D22, dD™), K) N hom((D?7, A% A (B, 3oD”), K) — hom((D+", doD™*"), K).

év év
(Utiliser que (—1)"™++1) = (—1y™ ) La proposition est démontrée. <

Remarque 2.78 — 1l est facile de se convaincre que le triangle (82) n’est pas commutatif en général. C’est aussi le
cas pour le triangle analogue avec " _gg au lieu de §g}2. Toutefois, si A est une Q-algebre, le triangle analogue avec
@ _gg au lieu de §g2 commute. Ceci découle immédiatement du fait que la signature de 7, , est égale a (—1)™".

On passe maintenant 2 la catégorie de Tj-spectres symétriques. A I’instar de #,,, la transformation naturelle 1, se
prolonge a la catégorie des Tj-spectres symétriques. De plus, la Proposition 2.77 est encore vraie pour ce prolonge-
ment. De méme, la transformation naturelle (79) se prolonge a la catégorie des Ti-spectres symétriques. De plus, les
Lemmes 2.75 et 2.76 sont encore vrais pour ce prolongement.

Soit E un Ty-spectre symétrique. On construit ’analogue a gauche ¥ du morphisme naturel Jg (cf. Définition
2.65) en prenant la composition de

SE2(E) — s_SgB(hom((P), 00), E)) ~— s_S¢2(hom((D2, 452), E)) =, s-Sga(E)[-2]. (83)

ét’

On définit aussi un Tk-spectre symétrique Singz’w,(E) par la colimite de la N-suite

, Ve 0;"E
SeL(E) L, s-Se(BE)[-2] — -+ — " Sg(B)[-2n] — s" ' SeL(B)[-2n - 2] — -+ - . (84)

On remplacant ci-dessus §g2 par “§gIéDi et? _gg, on obtient deux foncteurs qu’on notera “Singét’“" et aSingét"x’/.
Proposition 2.79 — Soit E un Ty-spectre symétrique en complexes de préfaisceaux sur Sm/k.

(a) Alors, les morphismes 9, ﬁﬁ : §gg(E) — s_§g2(E)[—2] sont naturellement homotopes.

(b) Supposons que A est une Q-algébre. Alors, les morphismes g, 9y : * _gg(E) —s_? _glg(E)[—2] sont égaux.
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Démonstration. La partie (a) découle de la Proposition 2.77. La partie (b) découle de la Remarque 2.78. <
Lemme 2.80 — Le carré ci-dessous est commutatif '

Se2(E) — = s_Se2(B)[-2]

“ e

s-Sgh(E)[-2] SN 2SgL(E)[-4

Démonstration. Ceci est une conséquence directe des constructions. La preuve est omise. <
Corollaire 2.81 — I existe deux transformations naturelles en E :

9%, : Sing.(E) — Sing, “(s_E)[-2] et g : Singl ™ (E) — s_Singl ™ (E)[-2]

Les colimites des deux N-suites
. D,o0 ﬁ;‘: . D,o0 ﬁ;—E . 0/ n ﬁ;’lE
Sing, " (E) — Sing "~ (s-E)[-2] — --- — Sing“ (s"E)[-2n] — - -~

. Do’ O . Do O nas. Do’ O
Sing, ™ (E) — s_Sing, ™ (E)[-2] — --- — s"Sing ™" (E)[-2n] — - --

D,00,00"

s’identifient canoniquement et on notera Sing,, (E) leur colimite commune. Lorsque le Ty-spectre symétrique E
est stablement projectivement (A', Nis)-fibrant, U et O sont des quasi-isomorphismes niveau par niveau.

Démonstration. La transformation naturelle 9, est obtenue par passage a la colimite a partir du diagramme commu-

tatif
Jg

SeB(E) — 2 s_SePE)[-2] — - 5" Sg2(E)[~2n] —— -

9 l lﬁ’ . lﬁ’

s-Sg(E)[- 21—>s2§gD<E)[ 4] =5 —— s Sl (B)[-2n — 2] —

L’ autre transformation naturelle s’obtient par passage a la colimite a partir du diagramme commutatif

4 ¥ g
Sga(E) —— s_Sg(E)[-2] s"Sga(E)[-2n] ——— -

ﬂFl lﬂs E l’?-" E
g 9

s_Se2(B)[-2] —= s2SgB(E)[-4] — - - —— §"*1SgD(E)[-2n — 2] —

La deuxiéme assertion du corollaire est claire : les colimites des deux N-suites sont égales a la colimite du systéme
inductive

(s SggE)-2m ~2n]) (85)
ou les morphismes de transition associés a (m,n) — (m + 1,n) et (m,n) — (m,n + 1) sont induits de J¢ g et ¢
respectivement.

Pour terminer, supposons que E est stablement projectivement (A!, Nis)-fibrant. Dans ce cas, les morphismes g
et Jg coincident apres localisation par les quasi-isomorphismes niveau par niveau. Ceci découle immédiatement de
la construction de la transformation naturelle ¢ et de la propriété analogue pour A : id — S_M((P}{, ), —). Il en
est de méme des morphismes ¥, et Jp. Par ailleurs, la Proposition 2.79 entraine aussitot que, apres localisation

$"E

par les quasi-isomorphismes niveau par niveau, Jg et ¢ coincident. On en déduit aussitot que 9 coincide avec

I’identité de Singg’w(E) apres localisation par les quasi-isomorphismes niveau par niveau. En particulier, c’est un

quasi-isomorphisme niveau par niveau. Le méme argument vaut également pour Og. <
Il existe une transformation naturelle (en E)

m: Sing.™ o Singl > (E) — Sing, ™" (E). (86)
En effet, Singét"x’ ) Singg’m/ (E) est clairement la colimite du systeme inductif

(s Sk o SgB)-2m —2n1) ®7)

10. On notera que si I’on prend Jy au lieu de ¥_g pour la fleche horizontale inférieure, on obtient un carré non commutatif'!
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ou les morphismes de transition associés a (m,n) — (m + 1,n) et (m,n) — (m,n + 1) sont induits de 05 D(s"E) et

§g2(ﬂ;,l ) respectivement. De plus, les Lemmes 2.75 et 2.76 entrainent que les morphismes

m: m+"_ge o_get(E)[ 2m — 2n]—>sm+n_ge (E)[-2m — 2n]

fournissent un morphisme de systemes inductifs de (87) dans (85). Le résultat principal de ce paragraphe est le suivant.

Théoréme 2.82 — Soit E un Ty-spectre symétrique stablement projectivement (A', Nis)-fibrant. Le morphisme (86)
est canoniquement isomorphe au morphisme Bti,Bti*Bti.Bti*(E) — Bi.Bti"(E) induit par la counité de I’adjonction
(Bti*, Bti.).

Démonstration. Par le Corollaire 2.74, on sait que le morphisme An*RAn,.An*(E) — An*(E), induit par la counité
de I’adjonction (An*, An.), est canoniquement isomorphe dans AnDA(A) a (74). D’autre part, on peut définir, pour les
T ,-spectres symétriques en préfaisceaux sur CpVar, des foncteurs SingD"x’/ et SingD"x’"’O’ de la méme maniere qu’on
a défini Sing,,

DO/

/ . .
et Slngét’oo’00 . De plus, on a un diagramme commutatif

An*Sing;, ™ (E) — An*Sing} "> (E) «— An*Sing_ ' (E)
Sing™°(An*E) — Sing™**"(An*E) «— Sing”* (An*E).

Le Corollaire 2.74 est encore valable pour ces foncteurs et on déduit en particulier que An*RAn.An*(E) — An*(E)
est canoniquement isomorphe dans AnDA(A) a “6” : An*Singg’Do E) — SingD"’O’ (An*E). Par ailleurs, on vérifie
aisément que le diagramme

Singg"x’ o Singét’“’/(E) 9, RAn*SingD"x’An*Singz’m/(E) N RAn.Sing”Sing”*" (An*E)

o] lm

b ’
Sing, > (E) ® RAn,Sing” > (An*E)

est commutatif. Les morphismes (a) et (b) ci-dessus sont des isomorphismes dans DA(k, A) par le Théoreme 2.67 (et
ses variantes pour les foncteurs Sing, ™ et Singét’“”‘x"). Pour terminer la preuve du théoréme, il reste a voir que le
morphisme m : Sing™® o Sing”*’'(F) — Sing (F) est un quasi-isomorphisme niveau par niveau pour tout F
un T ,-spectre symétrique en complexes de préfaisceaux sur CpVar. (Contrairement a son analogue algébrique (86) !)
Pour cela, il suffit de montrer que Sg” o Sg”(F) — Sg”(F) est un quasi-isomorphisme pour tout F un complexe
de préfaisceaux sur CpVar. Puisque D””” D™ x D" (alors que D””" * D’” X Det, si m et n sont non nuls), on

voit immédiatement que ce morphisme est simplement Tot(C(hom(]D(2) F))) — Tot(C(hom(D, F))). La Proposition
A.24 permet maintenant de conclure. <

oo’

D,00,00

2.2.7. Compléments relatifs aux structures multiplicatives. — Soit E un Ty-spectre symétrique en complexes de pré-
faisceaux sur Sm/k, et supposons le stablement projectivement (A!, Nis)-fibrant. Supposons aussi que E est une al-
gebre. Alors, Bti.Bti"(E) est une algebre, et nous cherchons dans ce paragraphe a décrire sa multiplication modulo
I’isomorphisme SingIéDi""’(E) ~ Bti,Bti*(E) du Théoréme 2.67. On obtiendra une telle description comme un cas parti-
culier du Théoreme 2.87 ci-dessous.

On commence d’abord par munir §g2 de quelques structures liées au produit tensoriel sur Cpl(PSh(Sm/k, A)).

Soient K et L deux complexes de préfaisceaux sur Sm/k. Etant donnée une k-paire (W, T), on dispose d’une trans-
formation binaturelle (en K et L) K ® hom((W,T),L) — hom((W,T), K ® L). Elle envoie un tenseur a ® b €
K(T) @ LW X 7,T X 1) sur aywx,i ® b € (K ® LYW X 1,7 X T). On a aussi une transformation binaturelle
similaire lorsque (W, T) est remplacée par une pro-k-paire. En particulier, on dispose d’un morphisme d’objets cu-
biques K ® hom(D, L) — hom(D, K ® L). En passant aux complexes simples et ensuite aux complexes totaux, on
obtient une transformation binaturelle ¢ : K ® §g2(L) — §g2(1( ® L). En utilisant les isomorphismes de commuta-
tivité, on obtient aussi une transformation binaturelle ¢’ : §gg(K )L — §g2(K ® L) qui fait commuter le carré que
I’on pense. On appelle m : §g2(K) ® §g2(L) — §g2([( ® L) la composition de

Se8(K) ® Sgh(L) —— Sga(Sgh(K) ® L)~ Sgb 0 SeB (K ® L) > Sg2 (K ® L). (88)

1l est facile de voir que, muni de ce morphisme, §gét est un naturellement un foncteur pseudo-monoidal. Il en est de
méme de Sgg = I'(Spec(k), S H’Ji(_)) puisque I'(Spec(k), —) est un foncteur monoidal. On note le résultat suivant.
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Proposition 2.83 — Modulo ’isomorphisme du Corollaire 2.63 la composition de
Sga(K) L@ Sgh(L) — Sgh(K) @ Sgh(L) — Sgh(K ® L)

coincide avec la composition de Bti*™(K) '@ Bti*™ (L) ~ Bti*™ (K *® L) — Bti*™(K ® L).
Démonstration. On ne restreint pas le généralité en supposant que K et L sont projectivement cofibrants. Dans ce
cas, il s’agit de montrer que m : Sglg(l( )® Sgg(L) — Sgg(l( ® L) coincide avec I’isomorphisme naturel Bti*™(K) ®
Btic™(L) ~ Bti®™(K ® L). On dispose de transformations binaturelles ¢, ¢’ et m pour le foncteur Sg° similaires
a celles pour le foncteur §g2. De plus, la transformation naturelle I'(Spec(k), §g2(—)) — I'(pt, §gDAn*(—)) est un
morphisme de foncteurs pseudo-monoidaux. On est donc ramené a comparer m : SgD(K N®S gD(L’) — ng(K "'QL)
avec RI'(pt, K') ® RI'(pt, ') — RI(pt, K’ ® L’), ou K’ = An*(K) et L’ = An*(L). 1l suffit alors de remarquer que
id — §gD est un morphisme de foncteurs pseudo-monoidaux pour conclure. <
Rappelons que la catégorie Spt?k(Cpl(PSh(Sm /k, A))) est monoidale. Etant donnés deux T-spectres symétriques
E et F, le Ty-spectre symétrique E ® F est donné en degré n par le coégalisateur de la double fleche

.o, 1 b .o,
P indy s, B @B 0) " ©AlOF, = (Pindy,; Ei®F;.
a+b+c=n i+j=n

Ci-dessus, une des fleches est induite par les morphismes d’assemblage du spectre F. L’autre fleche est induite par
les isomorphismes de symétrie et les morphismes d’assemblage du spectre E. Pour plus de détails, le lecteur peut
consulter [5, §4.3.5]. On vérifie immédiatement que les transformations naturelles ¢, ¢’ et m, introduites ci-dessus,
se prolongent aux Ty-spectres symétriques. Par ailleurs, on dispose d’une transformation binaturelle (en E et F)
E®s_F — s_(E®F) induite en degré n par les morphismes indg;’xszi@)F 1 — indg:_’;lszE,@F i1 (aveci+ j = n).
On a le résultat suivant dont la preuve est omise.

Lemme 2.84 — Les deux diagrammes

E @ S2(F) — E @ (s_Sga(F)[-2]) — s_(E @ Sg3(F)[-2]

e| e

VEeF
Sga(E®F) s-Sgg(E®@F)[-2]
E® Sg;(F) - SeL(E®F)

%| |Pher
E® Sgi(s-F)[-2] — Sgh(E® s_F)[-2] — Sghs_(E® F)[-2]
sont commutatifs.
On déduit aussitdét du Lemme 2.84 deux transformations binaturelles
¢: E® Sing,*(F) — Sing,“(E®F) et c: E®Sing. ™ (F) — Sing,~ (E®F), (89)

D,00,00"

ainsi qu’une transformation binaturelle similaire pour le foncteur Sing . De plus, on a un diagramme commutatif

E ® Sing, “(F) — E ® Sing ™ (F) «— E ® Sing, ™ (F)

et

& 5 5
Sing.~(E ® F) — Sing, > (E ® F) «— Sing_ ' (E® F)
Le résultat clef de ce paragraphe est le suivant.

Théoreme 2.85 — Soient E, F et G des Ty-spectres symétriques. On suppose que F et G sont projectivement
stablement (A, Nis)-fibrants. On se donne un morphisme E ® F — G. Alors, la composition de

E'®Sing,*(F) — E @ Sing,*(F) — Sing,(E ® F) — Sing_*(G) (90)
coincide, dans DA(k, A), avec la composition de

E '® Bti,Bti* (F) LN Bti, (Bti*(E) " Bti*(F)) — Bti.Bti*(E "@ F) — Bti.Bti*(E ® F) — Bti.Bti*(G) 91)
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modulo les isomorphismes Singﬂéjz’“(F) ~ Bi,Bti*(F) et Singﬂéjz’“(G) ~ Bti,Bti*(G) du Théoreme 2.67. (Ci-dessus, cq
est le morphisme structural du Bti*-coprojecteur Bti. (¢f. Lemme 1.16)).

Démonstration. L analogue analytique ¢ : (=) ® Sing”>*(-) — Sing™* (- ® —) pour les T ,-spectres symétriques
de la transformation naturelle (89) se construit comme précédemment. I1 est alors facile de voir que le diagramme

An*(E ® Sing, ™ (F)) ——— An*Sing_ (E ® F) ——— Sing™*(An*(E® F))
An*(E) ® An*Sing,, * (F) — An*(E) ® Sing™*(An*(F)) — Sing”*(An*(E) ® An*(E))

commute. (Par passage a la colimite, il suffit de vérifier que le diagramme similaire pour §gg et Sg” commute.) Ceci
nous permet de former le diagramme commutatif (dans DA(k, A)) suivant :

E'® RAn.An*(F) ——— E'® RAn.Sing”*An*(F) —— E '® Sing_*(F)
| e l
RAn.(An*(E) '® An*(F)) — RAn.(An*(E) '® Sing™*An*(F))  E® Sing_“(F)
\ J,C J,C
RAn.(An*(E®F)) RAn,Sing™>(An*(E) ® An*(F)) Singét"x’(E ®F)
RAn.(An*(G)) RAn.Sing” > (An*(E ® F)) Sing_*(G)
\’ RAn.Sing™*(An*(G))
Ceci termine la preuve du théoréeme. <

Corollaire 2.86 — Gardons les hypothéses du Théoreme 2.85 et supposons de plus que le morphisme E*®@ F — G
est une équivalence (A, Nis)-locale stable. Alors, la composition de (90) est une équivalence (A, Nis)-locale stable.

Démonstration. En effet, par la Proposition 2.7, le morphisme ¢, dans (91) est inversible. <

Soient E et F des Ty-spectres symétriques. On note ¢’ : Singét’m(E) ®F — Singét"x’(E ® F) la transformation
naturelle telle que 7 o ¢ = ¢’ o 7, avec 7 I’isomorphisme de permutation des facteurs, et de méme pour Singg’w’ et
Singg’m’“,. On dispose d’une transformation binaturelle

m: Sing, "~ (E) ® Sing,, ~(F) — Sing >~ (E® F) (92)

(S

donnée par la composition de

Sing™ (E) ® Sing., “(F) — Sing. ~(Sing,™ (E) ® F) < Sing_"™ o Sing_™ (E ® F) - Sing, > (E® F).

et

Le deuxieme résultat important de ce paragraphe est le suivant.

Théoréme 2.87 — On garde les hypotheses du Théoreme 2.85. La composition de

Sing. ' (E) “® Sing ™ (F) — Sing. > (E) ® Sing.*(F) — Sing, ' (E ® F) — Sing>~~'(G) (93)

ét ét
coincide, dans DA(k, \), avec la composition de
Bti, Bti*(E) “® Bti*Bti,(F) — Bti,Bti*(E '® F) — Bti,Bti*(E ® F) — Bti,Bti*(G) (94)

modulo les isomorphismes canoniques Singg’m(E) ~ Bti,Bti*(E), Singét’oo’(F) ~ Bti,Bti*(F) et Singg’w’m’(G) ~
Bti.Bti*(G) (cf. le Théoreéme 2.67 et le Corollaire 2.81).

Démonstration. Remarquons que la composition de (94) est égale a celle de

Bti.Bti*(E) '® Bti.Bti* (F) B, Bti*Bti. (Bti* (E) “® Bti*(F)) — Bti,Bti*Bti.Bti*(E '@ F) (95)

| e @ ca v l<5>

Bti.(Bti*Bti..Bti*(E) ' Bti*(F)) (—;)> Bti..Bti* (Bti.Bti*(E) '@ F) Bi, Bti"Bti, Bti"(G) —— Bti,Bti*(G).



L' ALGEBRE DE HOPF ET LE GROUPE DE GALOIS MOTIVIQUES, I 61

Par le Théoreme 2.85 et étant donné que ¢4 = 7 o ¢g o 7, le morphisme (5) o (4) o (3) coincide avec la composition de
(6) : Bti.Bti"(Sing}, ~(E) "® F) — Bti.Bti*(Sing, “(E) ® F) < Bti.Bti* (Sing, “(E ® F)) — Bi.Bti*(Sing, “(G)).

En appliquant le Théoréme 2.85, cette fois pour les Ti-spectres symétriques SingIéDi"X’(E), F et Singg"’o(G), on déduit
que le morphisme composé (6) o (2) o (1) coincide avec la composition de

Sing,(E)'®Sing)“(F)  Sing,™ o Sing."~ (E ® F) — Sing_"™ o Sing,™ (G).

! [

Sing*(E) ® Sing,(F) — Sing, “(Sing, "~ (E) ® F)

On obtient maintenant le résultat recherché an appliquant le Théoreme 2.82 qui permet d’identifier le morphisme ¢

dans (95) avec le morphisme m : Singg’oo o SingIéDi’“’, (G) — Singg’m’m'(G). <

2.3. Des complexes explicites qui calculent I’algébre H,(k, 07). —

Comme avant, k est un corps de caractéristique nulle muni d’un plongement complexe o : k — C. Dans le
premier paragraphe, on construit un complexe de formes différentielles qui calcule J—Cfnfgt(k, 0,C) et Hpot(k, o, C).
Ce complexe représente en fait 1’algébre des fonctions (au sens dérivé) sur le torseur des isomorphismes entre la
réalisation de Betti et celle de de Rham. Apres un paragraphe de rappels sur les catégories de motifs avec transferts
de Voevodsky, on construit des complexes de cycles qui représentent Hﬁlﬂgt(k, o, A) et Hyor(k, o, A) pour un anneau
de coefficients général A. On décrit aussi la multiplication et la comultiplication de ces bialgebres a I’aide de ces
complexes. Le Théoreme 2.67 et ses compléments, et, d’une maniére générale, les constructions de la Sous-section

2.2, seront nos outils principaux tout au long de cette sous-section.

2.3.1. Des complexes de formes différentielles. — Par définition, }C;fgt(k, o, A) est la réalisation de Betti du motif
BticT(A), I’objet de DA (k, A) qui représente la cohomologie de Betti. Lorsque A = C, on peut utiliser le théoréme
de comparaison de Grothendieck entre cohomologie de Betti et cohomologie de de Rham algébrique pour obtenir un
complexe de préfaisceaux particulierement simple qui représente le motif BtiT(C). Ce complexe sera ensuite utilisé
pour obtenir une nouvelle description de I’algebre J—Cfnfgt(k, o,C).

On commence par rappeler le théoréme de comparaison de Grothendieck [19] sous une forme qui sera commode
pour la suite. Comme avant, k désignera un corps de caractéristique nulle muni d’un plongement complexe o : k — C.
On dispose d’un complexe de préfaisceaux de k-espaces vectoriels Q'/k sur Sm/k qui a un k-schéma lisse X, associe
le complexe de de Rham algébrique Q}k(X) = T'(X, Q5 /k). Ce complexe est concentré en degrés cohomologiques
positifs. Parallelement, on dispose d’un complexe de préfaisceaux de C-espaces vectoriels Q;,n sur CpVar qui a une
variété analytique U associe le complexe de de Rham holomorphe Q}p,(U ) = ['(U, Q). Si X est un k-schéma lisse,
on dispose d’une inclusion k-linéaire Qi (X) — Q/,,(X*") qui est fonctorielle en X. Autrement dit, on dispose d’un
morphisme de préfaisceaux de k-espaces vectoriels Q;k — An*Q'/p .- On a alors le résultat suivant (cf. [14, §3.1)).

Proposition 2.88 —

(a) Le complexe de préfaisceaux de k-espaces vectoriels Q; ;. €st Al-local.
It
est un isomorphisme dans DA (k, ©).

(b) Le complexe de préfaisceaux de C-espaces vectoriels Q;pt est D'-local et le morphisme C.y — QY est une

équivalence usu-locale. De plus, le morphisme An*Q;pl — RAn*Q;p ;

(¢) Le morphisme Q}k ®; C — An*Q;pt est une équivalence Nis-locale.

Démonstration. Soient X un k-schéma de type fini et M un Ox-module quasi-cohérent étendu au petit site étale de
X en posant M(U) = I'(U, u*M) avec u*M le Oy-module quasi-cohérent, image inverse de M suivant le morphisme
structural u : U — X du X-schéma étale U. Si X est affine, H{\HS(X, M) est nul pour i # 0. On en déduit aussitot (en
utilisant par exemple une suite spectrale) un isomorphisme naturel H" (Q; (X)) = HE, (X, Q; ,) pour tout k-schéma af-
fine et lisse X. Par ailleurs, soit Q; « — G une équivalence Nis-locale avec G un complexe de préfaisceaux Nis-fibrant.
Par la discussion précédente, Q;k(X) — G(X) est un quasi-isomorphisme pour tout k-schéma affine et lisse X. Or, il
est facile de voir que Q;k(X) — Q;k(A}() est un quasi-isomorphisme. On en déduit aussitot que G — hom(A!, G)
est une équivalence Nis-locale entre deux complexes de préfaisceaux Nis-fibrants. C’est donc un quasi-isomorphisme
de préfaisceaux. Ceci termine la preuve de (a).
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Passons maintenant a (b). La propriété que C.,; — Q; . est une équivalence usu-locale découle immédiatement
du lemme de Poincaré holomorphe, i.e., du fait que H"(Q;pt(D’)) (avec r € N) est nul pour n > 0 et isomorphe a

C pour n = 0. Puisque C,y est D!-local, il en est de méme de Q;pt. Pour la derniere assertion de (b), on fixe une
équivalence usu-locale Q;p , — Ravec R un complexe de préfaisceaux de C-espaces vectoriels usu-fibrants. Si U est
une variété complexe de Stein, un argument similaire a celui utilisé ci-dessus montre que Q;pt(U ) — R(U) est un
quasi-isomorphisme. Puisque X" est de Stein lorsque X est un k-schéma affine, le morphisme An*Q;pl — An.R est
un quasi-isomorphisme au-dessus des k-schémas lisses affines. En particulier, c’est une équivalence Nis-locale.

La partie (c) est une reformulation du théoréme de comparaison de Grothendieck [19]. On peut I’ obtenir maintenant
comme suit. D Par (a) et (b), les complexes de préfaisceaux Q . ®k Cet An*Q , sont Al-locaux. Or, la catégorie
DA (k, C) est engendrée par les motifs des variétés projectives et lisses (cf. [4, Prop. 2.2.27]). Ainsi, pour montrer
(c), et compte tenu des isomorphismes H{ (X, Q;k) =~ H) (X, Q] k) et HY, (X, An*Q;p[) ~ H (X, Q /pt) il suffira
de montrer que H” (X, QS k) ®C ~ H] (X, Q;pt) pour X pI'Q]eCtlf et lisse. Il s’agit alors du cas « élémentaire » du

Zar usu
théoreme de Grothendleck (cf. le dernier paragraphe de [19, p. 96]) qui découle du principe GAGA [43]. <
Corollaire 2.89 — Il existe un isomorphisme canonique €3, & C =~ Bti¢™(C) dans DA% (k, C).
Démonstration. 11 s’agit de la composition de Q° T ®k C ~ An,Q /pt ~ RAn,.Q /pt ~ RAn.(C.g) =~ BtiiE(C). <

Théoréme 2.90 — Il existe un isomorphisme canonique Sgét(Q /k> ® C =~ mot(k, o, C) dans D(C).

Démonstration. C’est une conséquence immédiate des Corollaires 2.63 et 2.89. <
Rappelons que Sg (€ k) = Tot(C, (€ k(Det))) Ce complexe calcule donc la cohomologie de de Rham du pro-k-
schéma cocublque Dg. (On reviendra plus en détail sur ce complexe.) Le résultat suivant décrit la multiplication de

I’algebre K (k, o, C).

Proposition 2.91 — Le complexe SgD Q5 k) est naturellement une algebre. Sa multiplication envoie un couple (3, 6)
avec B € Q (Dp) et € Q (Dq) (m, n, p et q des entiers naturels) sur le pull-back de la forme différentielle
BRSO € Q’/’,’:”(Dgt X DZI) smvant le morphisme ]Dgt g Dgt X Dgt. De plus, SgE(Q/k) @ C =~ mot(k, o, C) est un
isomorphisme d’algebres de D(C).

mot

Démonstration. En effet, Q; . est naturellement une algebre commutative dans la catégorie des complexes de préfais-
ceaux de k-espaces vectoriels sur Sm/k. Sa multiplication associe a deux formes diftérentielles algébriques w et w’
sur un k-schéma lisse X leur produit extérieur w A w’. De méme, Q;p . est naturellement une algebre commutative dans
la catégorie des complexes de préfaisceaux de C-espaces vectoriels sur CpVar et sa multiplication est aussi donnée
par le produit extérieur des formes différentielles. On en déduit aussitdt que 1I’isomorphisme Q}k & C =~ Btief(C) du
Corollaire 2.89 est un isomorphisme d’alggbres de DA (k, C). On conclut 2 I’aide de la Proposition 2.83. <

On a aussi une variante stable du Théoreme 2.90. Notons U le complémentaire de la diagonale de P}C Xk P,l. C’estun
k-schéma affine et la projection sur le second facteur U — ]P)}( est localement isomorphe a la projection de la droite
affine relative A}( Xk P}( — P}(. En particulier, U ® A — P}{ ® A est une équivalence (A', Nis)-locale. Si u € U est
un point rationnel au-dessus de co € P!, on peut prendre Ty = (U, u) ® A comme modele du motif de Tate (au lieu
de Ty = (P!, ) ® A). On peut donc utiliser la catégorie des [(U, u) ® —]-spectres (symétriques ou non symétriques)
pour définir la catégorie DA (k, A). De plus, un [(P!, c0) ® —]-spectre E est naturellement un [(U, u) ® —]-spectre ayant
comme morphismes d’assemblages les compositions de (U, u) ® E,, — (P, 0)®E, — E, 1.

On a des isomorphismes canoniques H%aI(IED1 , Q;k) ~ Zdr(U Q° k) ~ HZ(Q;k(U)). Il vient que Hz(ka(U)) est un
k-espace vectoriel de dimension 1. On fixe & € Q?k(U ) une forme différentielle dont la classe d’homologie est une
base de HZ(Q; (U)). Clairement & est un €lément de Q?k(U, u). On note Q/; le [(U, u) ® —]-spectre (non symétrique)
donné au niveau n par le complexe Q;k[Zn] et par I’adjoint du morphisme Q;k[2n] — hom((U, u), Q; k[2])[2n] qui a
une forme différentielle w € Q" (X) associe la forme différentielle ¢ R w € Q“”((U, u) X X). On a le résultat suivant.
Proposition 2.92 — Il existe un isomorphisme canonique i ®; C = Bti.(C) dans DA(k, C).

Démonstration. En effet, on dispose de I’analogue analytique €/,, de Q. C’est un [(U*", u) ® —]-spectre en com-
plexes de préfaisceaux de C-espaces vectoriels sur CpVar. En niveau n € N, il est donné par Q'/p[[Zn] et ses mor-

phismes d’assemblages sont induits par &@ vue comme une forme différentielle holomorphe sur U%* (a I’aide du plon-
gement complexe o : k < C). De plus, le morphisme évident C.; — Q;pt = Evo(£2/,;) induit par adjonction un

11. J’ai appris la démonstration présentée ici du théoréme de comparaison de Grothendieck lors d’une discussion avec Joél Riou.
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morphisme Sus(}(Ccs,) = (U, )" ® C)yeny — Q. En utilisant la Proposition 2.88, (b), on voit que ce morphisme
est une équivalence (D', usu)-locale niveau par niveau. Sa source étant un Q-spectre, il en est de méme de €, pi> €L EN
utilisant la dernicre assertion de la Proposition 2.88, (b), on voit que le morphisme évident An.Q/,; — RAn.Q,,;
est un isomorphisme de DA(k, C). Par ailleurs, on a un morphisme évident €/, — An.£2,,; qui est une équivalence
Nis-locale niveau par niveau par la Proposition 2.88, (c). On obtient en fin de compte une chaine d’isomorphismes
Qi ® C = An,Q/p ~ RAn, Q) ~ RAn*Sus(%(Ccs,) = Bti,(C) dans DA(k, C). <

Soit 7 € HO(Sgg(Q;k)) I'image de @ € Hz(Sgg((]Pl, o0) ® k)) par la composition du zigzag

Dol q.-iso. Sl (@) D
SE2((BL.00) ® k) £ S (U 1) ® k)~ SgB (X, [2)).

Onfixem € (Sglg(Q;k))o un représentant de la classe d’homologie 7.

Théoréme 2.93 — Il existe un isomorphisme canonique Hyo(k, o, C) = Bti*(/x)®rC dans D(C). De plus, Bti* (k)
est canoniquement isomorphe dans D(k) a la colimite homotopique de la suite

( Sgg(g;k) - N Sgg(g;k) &) e — SgE)t(Q./k) L ce. )

Démonstration. La premiere partie découle de la Proposition 2.92. La seconde partie découle du Lemme 2.15. <«

Dans le reste du paragraphe on cherchera a simplifier, a quasi-isomorphismes pres, les complexes SgIéDi(Q;k). Notre
méthode peut se formaliser a 1’aide de la notion de W(k)-module cubique introduite ci-dessous.

Rappelons que I’algebre de Weyl de degré n € N, notée W, (k), est I’algebre (associative) librement engendrée par
les 2n variables uy, ..., u, et d1,. .., 0, satisfaisant aux relations suivantes : [y, u;] = [0;,0,] = O et [0, ;] = 6;; - 1
(ou 6;; est le symbole de Kronecker) pour tout 1 < i, j < n.

Définition 2.94 — Un W (k)-module cubique (resp. enrichi, -enrichi) M consiste en

— un objet cubique (resp. enrichi, X-enrichi) M de la catégorie des k-espaces vectoriels,

— une action de W, (k) sur M(1") qui en fait un W, (k)-module a gauche, pour chaque n € N.
Ces données satisfont aux conditions ci-dessous.

(i) PourneN, ie[1,n] ete€ €{0,1}, le morphisme dze M1 — M(l"_l) vérifie les formules suivantes :

pid; (m) —sij<i-1,
/,lj_ld;-if(m) sij=i+1,

6jdze(m) sij<i—1,
aj_ldzﬁ(m) sij=i+1,

d; (uim) = ed; (m), d; (u;m) = { et di (9;m)= {

pour tout m € M(1").
(ii) Pourn € Neti € [1,n]l, le morphisme p; : M(l”_l) — M(1") vérifie les formules suivantes :

o () — sy piwm)  sij<i—l, o pi@m) sij<i-1,
Gipim =0, Mjpi(m)_{p?l(ﬂj—lm) sijzi+l, ¢ 9jpi(m) = Pfl(aj—lm) sij>i+1,

pour tout m € M(1"™1),
Selon le cas respé, ces données satisfont aussi a la premiere condition ou aux deux conditions ci-dessous.
(iii) Pourn € Neti € [[1,n— 1]|, le morphisme m : M(l"_l) — M(1") vérifie les formules suivantes :
m; (uim) = pipipm; (m),  om; (m) = piym; (;m),  Oipym; (m) = wym; (0;m),

wemi(m)  sik<i-1,
Mgsrm(m)  sik>i+1,

Oymi(m) sik<i-1,
Orsmi(m) sik>i+1,

m; (um) = { et m;(Oxm) = {

pour toutm € M (l"_l).
(iv) Pourn € N et o € X,,, le morphisme o : M(1") — M(1") vérifie les formules suivantes :
o (ujm) = pg1;0° (m) et o (8jm) = 0p1(jy0" (m)
pour tout j € [1,n] etm e M(1").

Exemple 2.95 — Un exemple fondamental de W (k)-module cubique Z-enrichi est O(Dg). Il est donné en degré n par
I’algebre O(De’?t) des fonctions sur le pro-k-schéma D’gt. Cette algebre étant une union filtrante de k[#q, . .., t,]-algebres
étales, elle admet une action de I’algebre de Weyl W,,(k) telle que y; opere par la multiplication par #; et d; opere par
la dérivation par rapport a ¢;. Toutes les propriétés (i) a (iv) sont immédiates.
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Les W(k)-modules cubiques (resp. enrichis, Z-enrichis) forment une catégorie abélienne. En particulier, on peut
parler de complexes de W(k)-modules cubiques (resp. enrichis, Z-enrichis). Plus généralement, il est facile de donner
un sens a la notion de W(k)-objet cubique (resp. enrichi, X-enrichi) a valeurs dans une catégorie additive k-linéaire
abstraite.

Soit M un W(k)-module cubique. On définit un objet cubique (resp. enrichis, Z-enrichis) Q°*(M) de la catégorie des
complexes de k-espaces vectoriels de la maniere suivante. Pour n € N, Qd(M(l”)) est nul pour d ¢ [0,n] et il est
donné sinon par

QlmAmy) = @ M@A"dt, A--- Adt,. (96)

1<i<ip<-<ig<n

La différentielle d : Q4(M(1")) — Q¥ (M(1")) est celle de de Rham. Elle envoie m df;, A- - -Adt;, sur Xl (@jm) dijA

dt;, A --- A dt;, que 'on voit comme un élément de (96) en utilisant la régle de signe habituelle pour les produits
extérieurs. Pour n € N et € [[1, 7], on définit d_ : QUM1")) — QYUM1™Y)) en posant

df m)de;, A---Adt; AdE; g AN--- AdE Siiy <i<igy,
i (mde, A--- Adry) = { ielm) iy o frl P =
’ 0 Siig =I.
(Ci-dessus, s € [1,d] est le plus grand entier tel que is < i.) Il est alors immédiat que d; , ainsi définie, commute a la

différentielle de de Rham. Pour i € [1, 7], on définit p; : Q4(M(1""")) — QU (M(1")) en posant
p;(mdtyy A--- Adty) =p;(m)dt; A---Adt, Adti, 41 A Adti

avec t € [[1,d] le plus grand entier tel que i; < i.
Si M est un W (k)-module cubique enrichi (resp. Z-enrichi), il en est de méme de 1’objet cubique Q°*(M). Pour n € N
eti € [1,n— 1], le morphisme m; : QUMA™ 1) — Q4M1"™)) est donné par

l’l’l;.k(l’l’l)dl‘i1 VANREIAY dtis A dti_v+1+1 VARERIVAY dl,’d+1 Siig <i<igyl,

m;(mdt;, A= Adty) =1 mim)dt, Ao Adt Adtog A Ada

Siig =1i.
+t,~s+1mf(m) dl‘il A A dl,‘s A dl‘iﬁlﬂ Ao A dtid+1 $

Dans le cas respé, I’automorphisme o* de Q4Mm (1)) (avec o € X,) est donné par

of(mdt; A--- Adt) = 0" (m)dt -1y A Adtag.

Exemple 2.96 — 1 objet cubique X-enrichi en complexes de k-espaces vectoriels Q*(O(Dg)) s’identifie canonique-
ment 2 Q;k(Dét). Il s’ensuit que Sgg(Q;k) = Tot(C.(Q'(O(Dg)))). Ceci motive la définition qui suit.

Définition 2.97 — Soit M un W (k)-module cubique. On note DR,(M) le complexe Tot(C,(Q*(M))). C’est le complexe
de de Rham de M.

Supposons maintenant que M est un W(k)-module cubique enrichi. Il est utile dans le suite de considérer une
variante « normalisée » du complexe de de Rham de M. Ainsi, on notera "“DR, (M) le complexe obtenu en utilisant le
complexe normalisé N(-) au lieu du complexe simple C(-) dans la Définition 2.97. C’est le complexe total associé
au bicomplexe

97)

e, v, e, e, e,
d d d d d
N1 QUM) — N QM) — -+ - — N QL (M) — IN, Q' (M) — 9N, Q" (M) — 0

l<71)”+1d2+1,l 1(*1)”“%1.1 l“””“fiﬁﬂ,l l(*b””dfm,l l

IN, QM) —2— IN, Q' (M) — ... —L AN, Q" (M) — IN, QU (M) ———— 0

l(—l)”dfl,] l(—l)"d;1 J'(—l)"d:‘1 JV

N, QM) = AN, QI (M) =5 -+ - =5 AN, =1 (M) ——— 0
l(_l)n_ld;qJ l(_l)n_ld;—l,l
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concentré en degrés homologiques (—d, n) tels que 0 < d < n. Rappelons que IN,Q4UM) c Qd(M(l”)) est ’inter-
section des noyaux des d;.i . pour (i,€) # (n,1). Par la Proposition A.11, I'inclusion PR, (M) < DR.(M) est un
quasi-isomorphisme.

Pour n € N, notons "DR<*(M) le complexe simple associé a la troncation verticale béte O'En(dN.(Q'(M))) du
bicomplexe (97). (Précisons que a;n(dN.(Q'(M))) est le sous-bicomplexe de dN.(Q*(M)) obtenu en remplacant les
lignes de(Q'(M)), pour p > n + 1, par des complexes nuls.) Clairement, les ndPR="(M) forment une filtration
croissante et exhaustive de ""DR(M). En particulier, on a MPR(M) = colimyey "DR*(M).

Pour n, d € N, on note Qd (MQA") c QUM (1)) le sous-k-espace vectoriel égal a I’intersection des noyaux des d;.'" .
pour tout (i, €) € [1, n]] {0, 1}. Alors, ﬁ'(M (1)) est un sous-complexe de Q°(M(1™)). 1l s’identifie en fait au noyau de
la différentielle verticale partant de la n-ieme ligne dans le bicomplexe (97). On en déduit par passage aux complexes
totaux un morphisme

Q(MA")[n]* — "DR="(M). (98)
(Rappelons que (—)[m]* est le foncteur de translation sur les complexes qui ne modifie pas le signe de la différentielle.)
On a le résultat suivant.
Lemme 2.98 —
(a) Le morphisme de complexes (98) est un quasi—isomozphisme.

(b) Le morphisme de complexes (—=1)"p; (=) A dtyq : QMA")[n]" — 5'(M(l”+1))[n + 11* rend commutatif,
dans D(k), le carré suivant

Q(MA")[n]t — QMA™))[n + 1]

| |

ndDRSn (M) N ndDR§n+ 1 (M)

Démonstration. Par [47, Lem. 2.7.3] et compte tenu du fait que O";n(dN.(Q'(M ))) est homologiquement borné infé-
rieurement, il suffit de montrer que le morphisme Q (M1™)[n] — T <n(INL(QY(M))) est un quasi-isomorphisme pour
tout d € N. Etant donné que Q¢ (M(1")) est le noyau de la différentielle (=Drd: INL(QUM)) — IN,_1(Q4(M)), il
reste & voir que 1’homologie du complexe o<, (*N,(Q%(M))) est nulle en degrés 0 < p <n—1.Or,sifB € de(Qd(M))
est un cycle, i.e., un élément de ﬁd(M(y’)), alors y = (—1)”+1un+1p;"l+l(ﬂ) est un élément de de+1(Qd(M)) et
(_l)anZ L (¥) = B. Ceci termine la preuve de (a).

Pour (b), on remarque qu’on a une suite exacte courte de complexes

0— Q(MA™')) — N, (Q (M) = Q(M(1")) — 0

avec u = (_1)n+]d2+1 ;- On en déduit un morphisme ¢ : ﬁ‘(M(l")) — fvl‘(M(l”Jrl))[l]Jr dans la catégorie dérivée

D(k) donné par le zigzag

Q" (M(1")) — Cone™ (u) t— O (M Y)[1]*. (99)

Contrairement au cone de Verdier (cf. [45, (3.1.2.1)]), le foncteur Cone™ ci-dessus associe a un morphisme de com-
B n—1

plexes f : A, — B, le complexe donné en degré n par B, ® A, et ayant %’ (_];A Je pour différentielle. Il
n—1

est facile de voir que le morphisme é rend commutatif le carré de 1’énoncé. Il reste donc a voir que ¢ coincide avec le
morphisme décrit dans (b). Un calcul facile montre que la famille des morphismes

O, (=1 1P (2)) © QAMA™M) — Q1 (MAM) B Nt (QU(M)) = Cone™ (u)?~!
fournit une homotopie entre 1’inclusion évidente ﬁ'(M (1)) < Cone™ («) et le morphisme donné en degré d par
(0, (=1)"Pj (5) A dtnet) : QUMA™) — QUMA™Y) D N, 1(QH1 (M) = Cone™ ().

Or, I’'image de ce dernier est contenue dans le sous-complexe ﬁ‘(M (l”“))[l]Jr c Cone*(u). <

Définition 2.99 — Pour d € N, on note par ﬁm_d(M) la colimite de la N-suite (ﬁ”_d(M (1"")))nen ot les morphismes
de transition (pour n > d) sont donnés par p, (=) A diyiq : Q”_d(M(l”)) — Q”“_d(M(l"”)). La différentielle
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de de Rham induit un morphisme d : ﬁ‘”—d(M ) — £~2°°_(d_1)(M). On obtient ainsi un complexe concentré en degrés
homologiques positifs

L oedan S L a2y -5 ol ) -5 QM) — 00— -

Le complexe ﬁm_'(M) est appelé le complexe de de Rham normalisé associé au W (k)-module cubique enrichi M.
Proposition 2.100 — [l existe un isomorphisme canonique DR,(M) =~ £~2°°_'(M) dans D(k).

Démonstration. Par le Lemme 2.98, DR, (M) est isomorphe a la colimite homotopique de & = (ﬁ”"(M A")))nen
dont le n-iéme morphisme de transition est (—1)" fois celui de la N-suite € de la Définition 2.99. Or, les morphismes

((—1)"id),en définissent un isomorphisme entre les N-suites € et £’. <
Remarque 2.101 — On note M(1%°) la colimite de la N-suite (M(1")),en ayant pour morphismes de transition
les p; ., : M1" — M(l"”). C’est naturellement un module a gauche sur Weo(k) = U,y Wa(k). Etant donné

un sous-ensemble fini I ¢ N — {0}, on définit un sous-espace vectoriel M(1°) ¢ M(1%) par la colimite suivant
les n > max(/) des MP1") = Mier, eeto.1y kerfd; .+ M(1") — M1 1)}, Clairement, pour 0 < d < n, on a une

décomposition en somme directe : Q"4(M(1")) = @Ic[u,n]],card(l):d MDA dy, ou dfy = dtj, A -+ A dtj, , avec
[1,n]] -1={t;, <---<tj,,}. Par passage a la colimite, on déduit une décomposition en somme directe :

oon= O mMPamdi.
IcN-{0}, card(/)=d

La différentielle d : Q®4(M) — Q®~@-D(M) envoie w € MDA®)dF; sur 3 (- 1D AML=1-D(d,09) dfy_.

Nous terminons le paragraphe en explicitant la Proposition 2.100 dans le cas qui nous intéresse, a savoir M =
O(Dg), et en donnant quelques compléments. Rappelons que A, = O(D") est ’ensemble des séries entieres f =
2.yenn Ayt* de rayon de convergence strictement plus grand que 1. On a le fait suivant.

Proposition 2.102 — Pour toutn € N, [’algébre O(Dg’t) s’identifie naturellement a la sous-algebre Oagg(D") c O
formée des séries entieres f qui sont algebriques sur le corps des fractions rationnelles k(ty, . . ., t,).

Démonstration. Soit f € O(D") une série entiere algébrique sur k(t1, .. .,1,). Il s’agit de montrer qu’il existe une
sous-kl[t1, ..., t,]-algebre étale de A, contenant f. On utilise le théoreme de Popescu [37, 38] et [44, Th. 10.1] pour
trouver une sous-k[t1, ..., t,]-algebre lisse de A, contenant f et on conclut a I’aide du Lemme 2.103 ci-dessous. <

Lemme 2.103 — Soient A un anneau régulier intégre et B une A-algébre lisse. On note B¢ c B le sous-ensemble
des éléments algébriques sur Frac(A), i.e., zéros de polyndmes unitaires a coefficients dans Frac(A). Alors B% est une
A-algebre étale.

Démonstration. 1l est facile de voir que si A’ est une A-algebre étale, alors le morphisme évident A’®4 B8 — (A’®,4
B)“ est inversible. Autrement dit, le probléme est local pour la topologie étale. On peut donc supposer que I’anneau
A est strictement hensélien et on raisonne par récurrence sur sa dimension. L’hypothese de récurrence entraine que la
Als-algebre A" @, BY$ est étale pour tout p € Spec(A) différent de I'idéal maximal m C A. (Ici, A% est un hensélisé
strict de A en p.) On en déduit que B®8 est étale au-dessus de 1”ouvert Spec(A) — {m}.

On ne restreint pas la généralité en supposant que B est intégre. Il en est alors de méme de B¥S. D’autre part,
si 'image de Spec(B“€) — Spec(A) est contenue dans Spec(A) — {m}, il n’y a rien & montrer. On supposera donc
que Spec(B*8) — Spec(A) est surjectif. Ce morphisme étant quasi-fini (ou au pis quasi-entier) et A étant strictement
hensélien, on déduit que B¢ est une A-algébre finie (ou au pis une union filtrante de A-algebres finies). Par le théoréme
de pureté de Nagata-Zariski [36], et en se rappelant que B*¢ est étale sur le complémentaire de {m}, la A-algebre
B8 est étale 2 moins que A soit de dimension plus petite que 1, i.e., A est un corps (séparablement clos) ou un
anneau de valuation discréte (strictement hensélien). Lorsque A est un corps, le résultat est clair. Supposons donc
que A est un anneau de valuation discrete et soit 7 un générateur de m, i.e., une uniformisante. Alors, forcément,
Spec(B) — Spec(A) est surjectif. En effet, le contraire entrainerait que B est une A[n~!]-algebre et il en serait de
méme de B¢, ce qu’on a exclu. Mais vu que A est strictement hensélien et que B est lisse sur A, il existe une
rétraction B — A. Cela implique que B¥¢ est une A-algebre finie, integre et que ’inclusion A < B2 admet une
rétraction. Ceci ne peut se produire que lorsque A = B%¢. Le lemme est maintenant démontré. <

Notons Oalg(D‘x’) la colimite de la N-suite (Oalg(I_D"))neN ayant pour morphismes de transition les inclusions évi-
dentes (‘)alg(D”) — (‘)alg(D”“) qui consistent a voir une série entiere en (¢, ...,#,) comme une série entiere en
(t1,...,ty, thy1) indépendante de la variable 7,,,1. Alors, Oalg(D”) est une sous-algebre de Ao, = O(D*) formée des
séries enticres en les variables (#;);en—(0) ne dépendant que d’un nombre fini de ces variables et ayant un rayon de
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convergence strictement plus grand que 1. Etant donnée une partie finie / ¢ N — {0}, on note Oill?g(]f)”) et OD(D>)

les sous-espaces vectoriels de (f)alg(D‘”) et O(D™) formés des séries entieres qui deviennent nulles en substituant les
variables ¢; par € € {0, 1} pour tout i € I. Avec ces notations, on peut énoncer le théoreme principal de ce paragraphe,
qui découle aussitot du Théoreme 2.90 et de la Proposition 2.100.

Théoreme 2.104 — Il existe un isomorphisme canonique HI (k, o, C) =~ P (k, o) @ C ot P (k, o) = ﬁ"""(@‘x’)

mot alg
est le complexe ci-dessous concentré en degrés homologiques positifs :

d D) =oco\ 3~ d D) =oo\ 3~ d d ) ,=oo\ g~ d = oN 34
S P ohomyd = P oL@ S - S 0D D) i < 0w (D%)diy.
IcN-{0}, IcN-{0}, icN-{0}
card(l)=d card(/)=d-1

La différentielle de P (k, o) est celle de de Rham. Elle est donnée par

2 I i—1]- 9 2
d(fdl]) = Z(_l)ca dd[t.i=11-1) (—f) dl‘l_{i}.

iel ot;

Voici une conséquence importante du Théoréme 2.104.

eff
mot

Corollaire 2.105 — Les complexes 3
en degrés strictement négatifs.
Démonstration. Par les Théoremes 2.14 et 2.16, il suffit de traiter le cas de J—Cfg)t(k, 0, 7). En utilisant [8, Th. 1.25 et
Cor. 1.27], on se ramene a traiter le cas de U-Cfnlf)t(k, o, Q). Par le Théoreme 2.104, on a un isomorphisme f}{fnfgt(k, o, Q)®g
C =~ Pk, o) ® C dans D(C) et le complexe P (k, o) est (—1)-connexe. <

Par le Corollaire 2.105, les structures de bialgebres de J-Cfnfgt(k, o, N) et Hpot(k, o, A) passent a 1’homologie en
degré zéro. Les bialgebres (de la catégorie des A-modules) ainsi obtenues seront notées Hfrigt(k, o, N) et Hyot(k, o, A)
respectivement. Hy,oi(k, 0, A) est méme une algebre de Hopf, qu’on obtient a partir de Hemff)t(k, o, A) en inversant un
élément ¢ € Hflfgt(k, o, A) par le Théoreme 2.14.

Définition 2.106 — On pose G (k, o, A) = Spec(Hpoi(k, 0, A)). C’est un pro-schéma en groupe au-dessus de
Spec(A) qu’on appellera le groupe de Galois motivique du corps k associé au plongement complexe o : k — C.

(k, 0, A) et Hot(k, o, A) sont (—1)-connexes, i.e., leur homologie est nulle

Remarque 2.107 — Posons aussi P (k, o) = Ho(PH (k, o). C’est une k-algebre commutative et on a un isomor-
phisme d’algebres HeT (k, o, C) =~ P (k, o) @ C. En posant P(k, o) = P°(k, o)[7~!] (cf. le Théoreme 2.93), on a
également un isomorphisme de k-algebres Hy,o(k, 0, C) =~ P(k, o) ®; C. Le pro-k-schéma Spec(P(k, o)) est important
d’un point de vue conceptuel. En effet, il correspond au k-torseur sous Got(k, o, Q) des isomorphismes de compa-
raison de la cohomologie de de Rham vers la cohomologie de Betti. On laissera au lecteur le soin de donner un sens
précis a cela.
Notons enfin le résultat suivant.

Proposition 2.108 —

(a) Le k-espace vectoriel P(k, o) est canoniquement isomorphe au quotient de Ouig(D%) par le sous-k-espace

vectoriel des séries entieres qui s’écrivent sous la forme

af N
a—ti—(f(ti—l) f(ti=0))

avec f € Oalg(D""). (Ci-dessus, f(t; = €) désigne la substitution de la variable t; par € € {0, 1}.) Dans la suite,
on notera [ f] € P (k, o) la classe d’une série entiére fe Oalg(D‘X’).

(b) Pour toute permutationy € Loo = Upen Zn on a [f1 = [f(t,-11)s - - - By-1(3)s - - )] De plus, la multiplication de
[f] et [g] dans P (k, o) est donnée par [fg] si les ensembles des variables dont dépendent les séries entiéres f
et g sont disjoints.

(c¢) La composition de Pk, o) — anfgt(k, o,C) = C, avec cu la counité de la bialgebre Hg{gt(k, o, C), associe
a la classe d’une série entiere f, ne dépendant que des variables (t,...,t,), son intégrale f[o I f.

Démonstration. Par définition, P (k, o) est canoniquement isomorphe au quotient de Oaig(D™) par le sous-k-espace
vectoriel 3}, ﬁiOSl)g(D‘x’). Or, on dispose d’une surjection a; : O4o(D%) —» ijl)g(D‘x’) qui envoie une série enticre f
sur a;(f) = f + (ti — 1)f(t; = 0) — t; f(¢; = 1). On obtient (a) en remarquant que 9;(a;(f)) = 0;f + f(t; = 0) — f(t; = 1).

On passe maintenant a (b). Soit n un entier suffisamment grand tel que y € Z, et f est indépendante des variables
tipour i > n+ 1. Alors [f] est I'image par 1’isomorphisme Ho(DR,(O(Dg))) ~ Ho(ﬁw"(O(Dét))) (cf. la Proposition
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2.100) de la classe d’homologie de w = (=1)"f dt; A+ - -Adt, € C, Q" (O(Dg)) € DRo(O(Dg)). Or, Q*(O(Dg)) est un k-
espace vectoriel cubique X-enrichi. Par le Lemme A.14, w est homologue a sgn(y)y*(w) et I’élément de Q"(O(Dg‘t+ )
qui réalise cette homologie (cf. la preuve du Lemme A.14) est annulé par la différentielle de de Rham. Etant donné
que

Sgn('y)’}/*((U) = Sgn('y)(_l)nf(t,y—l(l), ..ot —l(n)) dt’yfl(l) VARERIVA dt,y—l(n) = (—l)nf(t,y—l(l), R § —l(n)) dt] VANRERIVA dtn,

on obtient I’égalité souhaitée [f] = [y*(f)]. La seconde assertion dans (b) se démontre aussi en comparant avec la
multiplication de DR,(O(Dg)). Les détails sont laissés au lecteur.

Pour (c), on remarque que le lemme de Poincaré holomorphe entraine que C[0] — DR,(O(D)) est un quasi-
isomorphisme. Il en est donc de méme du morphisme C[0] — Q®~*(O(D)) qui envoie une constante a € C sur
adfy. De plus, la preuve du lemme de Poincaré holomorphe montre que, sur I’homologie en degré zéro, le quasi-
inverse de ce dernier envoie la classe de fdfy, avec f € O(D"), sur f[O,l]" f. Pour terminer, il reste donc a iden-
tifier le morphisme composé de (c) avec le morphisme induit sur I’homologie en degré zero par la composition
de Q**(O(Dg)) — Q®*(O(D)) = C[0]. Or, a quasi-isomorphismes pres, cette composition coincide avec celle de
Sgg(Q/k) — Sgg(An*Q/p,) — SgD(Q/p,) =~ C[0] qu’on peut réécrire, a isomorphismes pres dans D(k), de la maniere
suivante RI'(pt, An* (1)) — RI'(pt, An*An.(Q;,))) — RI(pt, Q) = C. Le résultat recherché découle maintenant
de la construction de I’isomorphisme du Théoréeme 2.90. <

Remarque 2.109 — L’image du morphisme d’intégration f : P (k, o) — C est ’anneau des périodes des motifs
sur k. Lorsque k = Q, on peut conjecturer, sans espoir de voir un jour la solution, que ce morphisme est injectif. Cette
conjecture, sous une forme moins précise, remonte en fait a Grothendieck [19] : « [...] one may ask for instance if
Schneider’s theorem generalizes in some way to this larger set of periods ». Néanmoins, cette conjecture motive la
définition suivante ; voir aussi [26, §4.1].

Définition 2.110 — Les éléments de la k-algébre P (k, o) (resp. P(k, o)) sont appelés les périodes formelles effec-
tives (resp. non effectives) relativement au plongement complexe o : k — C.

2.3.2. Rappels sur les catégories des motifs avec transferts. — Etant donnés deux k-schémas lisses U et V, on note
Cory(U, V) le groupe des correspondances finies de U dans V. C’est le groupe abélien librement engendré par les
sous-schémas intégres de U X V qui sont finis et surjectifs sur une composante connexe de U.

On note Cor(k) la catégorie ayant pour objets les k-schémas lisses et pour fleches les correspondances finies.
C’est une catégorie additive et monoidale. La somme directe et le produit tensoriel sont respectivement donnés par
le coproduit et le produit des k-schémas. Un préfaisceau avec transferts (de A-modules) sur Sm/k est un foncteur
contravariant et additif de Cor(k) dans la catégorie des A-modules. (On omettra dans la suite de préciser que nos
péfaisceaux avec transferts prennent leurs valeurs dans la catégorie des A-modules.) Si X est un k-schéma lisse, on note
Ay (X) le préfaisceau avec transferts représenté par X, i.e., tel que A;(X)(—) = A®z Cory(—, X). Les préfaisceaux avec
transferts sur Sm/k forment une catégorie qu’on note PST(Sm/k, A). C’est une catégorie abélienne de Grothendieck.
Elle est monoidale et son produit tensoriel est caractérisé (a isomorphisme pres) par la propriété de commuter aux
colimites et par 1’égalité A (X) ® Ay (Y) = Ayp(X Xg Y) vraie pour tous les k-schémas lisses X et Y.

Un 7-faisceau avec transferts sur Sm/k est un préfaisceau avec transferts dont la restriction a Sm/k est un 7-
faisceau. (Rappelons que 7 € {ét,Nis}.) On note Str.(Sm/k,A) c PST(Sm/k, A) la sous-catégorie pleine des 7-
faisceaux avec transferts. On sait que Str.(Sm/k, A) est aussi une catégorie abélienne de Grothendieck et que 1’in-
clusion évidente admet un adjoint a gauche a” : PST(Sm/k,A) — Str;(Sm/k, A). Modulo les transferts, a”’ est
donné par le foncteur de 7-faisceautisation (voir [32, Th. 6.17, Cor. 6.18 et Th. 13.1]). La catégorie Str.(Sm/k, A) est
monoidale et a/" est un foncteur monoidal.

On peut munir la catégorie Cpl(PST(Sm/k, A)) des complexes de préfaisceaux avec transferts d’une structure de
modeles projective 7-locale (voir par exemple [6, Th. 2.5.7], ou il suffit de se restreindre au cas de la valuation triviale).
Le foncteur a" induit alors une équivalence de catégories

La” : Ho.(Cpl(PST(Sm/k, A))) — D(Str-(Sm/k, A)),

entre la catégorie homotopique de la structure 7-locale et la catégorie dérivée de la catégorie abélienne Str(Sm/k, A).
(Pour une preuve lorsque 7 = Nis, voir [6, Prop. 2.4.9]; le cas 7 = ét n’est pas plus difficile.) Une localisa-
tion 2 la Bousfield de la structure 7-locale fournit la structure projective (A!, 7)-locale pour laquelle les fleches
Atr(Agf)[n] — A, (X)[n] sont des équivalences faibles pour tout n € Z et tout k-schéma lisse X. On pose :

DM (k, A) = Ho,i_ (Cpl(PST(Sm/k, A))),
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la catégorie homotopique de la structure (A!, 7)-locale. C’est la catégorie des k-motifs effectifs (avec transferts).
Elle est triangulée et monoidale. Lorsque 7 = Nis, on omettra la mention de la topologie et on notera simplement
DM (k, A).

On dispose d’un couple de foncteurs adjoints (ay, 0s-) d’ajout et d’oubli de transferts

PSh(Sm/k, A) : PST(Sm/k, A).

Le foncteur oy, associe a un préfaisceau avec transferts sa restriction a Sm/k. Le foncteur a; est monoidal, commute
aux colimites et envoie X ® A sur A;(X). L’adjonction (a,, o) fournit une adjonction de Quillen sur les catégories de
complexes qu’on munit des structures projectives (A', 7)-locales. (Lorsque 7 = Nis, il s’agit du cas particulier de la
valuation triviale de [6, Prop. 2.5.19]; le cas T = ét n’est pas plus difficile.) On en déduit une adjonction

Latr
DATT(k, A) <R:> DM (k, A).
Orr

Le foncteur La,, est triangulé et monoidal. Lorsque 7 = ét et que A est une Q-algebre, les foncteurs La,. et Ro,, sont
des équivalences inverses I’une de 1’autre (voir le Théoréme B.1). En général, il n’est pas nécessaire de dériver le
foncteur o;,. En effet, on a le résultat suivant.
Lemme 2.111 — Le foncteur o, : CpI(PST(Sm/k, A)) — Cpl(PSh(Sm/k, A)) préserve les équivalences (A, 1)-
locales.
Démonstration. On note respectivement W, et W,1_. les classes des équivalences 7-locales et (A!, 7)-locales. 11
s’agit de montrer que Wyi_. C 0,,/(W4i_.). Par [5, Prop. 4.2.74], il suffit de voir que la classe Z = 0,'(Wyi_;)
satisfait aux conditions suivantes :

(1) 2 contient W, et les fleches Atr(A}() — Ap(X) pour tout X € Sm/k;

(2) @ vérifie la propriété 2 de 3 ;

(3) 2 N Cof,,; est stable par push-out et composition transfinie.
La condition (2) est claire. Pour (3), on utilise la structure injective (A!, 7)-locale sur Cpl(PSh(Sm/k, A)). La classe
Cof;,; des cofibrations injectives est la classe des monomorphismes. Or, 0;(Z N Cof,,;) € W41 ,NCof et Wy N
Cof;,; est stable par push-out et composition transfinie (ceci étant vrai dans toute catégorie de modeles). On obtient
maintenant la condition (3) en remarquant que o, commute aux colimites. D’autre part, o, préserve les équivalences
7-locales. Ainsi, pour terminer, il reste a vérifier que o, envoie A,,(Agf) — A4 (X) sur une équivalence (A, 7)-locale.
Ceci peut se faire 4 I’aide d’une A'-homotopie explicite entre 1’identité et I’endomorphisme nul de la droite affine
relative A . <

Soit T,i’ un remplacement projectivement cofibrant du préfaisceau avec transferts quotient A, (A ,i) JA(A ,i —oy). (Par

exemple, T,’(’ = a,(Ty) avec Ty comme dans la Sous-section 2.1.) On note Spt?,,(Cpl(PST(Sm [k, \))) la catégorie
k
des T}-spectres symétriques de complexes de préfaisceaux avec transferts sur Sm/k. On munit cette catégorie de la
structure projective stable déduite de la structure projective (A!, 7)-locale. On pose :
DM (k, A) = Hop1_,_,(Spt;,.(CpI(PST(Sm/k, A)))),
k
la catégorie homotopique de la structure stable (A!, 7)-locale. C’est la catégorie des k-motifs (version avec transferts).
Elle est triangulée et monoidale. Lorsque 7 = Nis on omettra la mention de la topologie et on notera simplement

DM(k, A). On dispose d’un foncteur de T]i’ -suspension infinie LSus(;,, - DM (k, A) — DM7(k, A) qui est triangulé

et monoidal (voir [S, Lem. 4.3.9, Prop. 4.3.35 et Cor. 4.3.72]). Son akldjoint a droite est REvy,.
Comme dans le cas effectif, on dispose d’une adjonction

Larr
DA™ (k, A) <_R—> DM™(k, A).
Orr
Elle s’obtient en prenant T]i’ = a;(Ty) et en appliquant [5, Lem. 4.3.34] au foncteur de Quillen a gauche a,,. Le foncteur
La,. ci-dessus est triangulé et monoidal. Lorsque T = ét, les foncteurs La,, et Ro,, ci-dessus sont des équivalences de
catégories inverses 1’'une de 1’autre, et cela sans hypotheses sur A (voir le Corollaire B.14). Enfin, on dispose d’un
isomorphisme canonique La,, o LSus(}k ~ LSus(},, o Lay, qui fait le lien avec le cas effectif.
k
Comme dans le cas effectif, il n’est pas nécessaire de dériver le foncteur o, du moins si I’on travaille avec les
spectres non symétriques.
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Lemme 2.112 — Le foncteur o, : SptTir(Cpl(PST(Sm/k, A)) — SptTk(Cpl(PSh(Sm [k, N))) préserve les équi-
valences (A, v)-locales stables.

Démonstration. Comme pour le Lemme 2.111, on utilise [5, Prop. 4.2. 74] et la construction de la structure (A!, 7)-
locale stable comme une localisation de Bousfield suivant les fleches Sus”; (A,r(X)) — Sus? (T” ® Ay (X)). On se

Trr Trr
ramene alors a vérifier que o,,(Sus’;:rrl(Atr(X))) — otr(SusTt,(T” ® Ay (X))) est une équivalence (A, 7)-locale stable.

Or, ce morphisme est un 1somorphlsme en niveau supérieur a p + 1. (C’est ici qu’on utilise que nos spectres sont non
symétriques !) 11 suffit alors d’appliquer [S, Lem. 4.3.59] pour conclure. <

2.3.3. Des complexes de cycles a la Suslin-Voevodsky. — Rappelons qu’on cherche a « calculer » f]{mm(k, o, \) =
Bti®™*Bti®T(A) et Hnor(k, o, A) = Bti*Bti,(A). On commence d’abord par décrire BtiT(A) et Bti.(A), les objets de
DA (k, A) et DA(k, A) qui représentent la cohomologie de Betti. Par le résultat ci-dessous, il suffit de considérer la
version stable.

Lemme 2.113 — 1l existe un isomorphisme canonique Bti‘?ff(A) =~ REvq(Bti.(A)).

Démonstration. En effet, on a Bti* o Sus(}k ~ B¢, 1

On a Bti.(A) ~ Bti.Bti"(Sr) avec St = Sus(%k(ACS,), 'unité de DA(k, A). On pose ST = a;(Sr). (Par définition,
le T}"-spectre symétrique S est donné en degré n par (T{")®" = A;((P}, c0)") muni de Iaction évidente du groupe
symétrique X,.) D’apres le Corollaire B.14, le morphisme canonique S — Ro,, S/, vu comme fleche de DA(k, A),
induit un isomorphisme dans DAét(k, A). (On utilise ici le Lemme 2.112.) Puisque le foncteur Bti* se factorise par
DA% (k, A), il s’ensuit que Bti*(S7) ~ Bti*(Ro,S¥). Ainsi, on a Bti.(A) ~ Bti.Bti"(Ro,-S7). Pour calculer Bti.(A), on
appliquera le Théoréme 2.67 4 un modele bien choisi de Ro,SY.. On utilisera la théorie de Voevodsky pour obtenir un
tel modele.

Rappelons qu’on dispose d’un objet cocubique X-enrichi A; dans Sm/k (cf. ’Exemple A.2) donné en degré n € N
par A}, I'espace affine de dimension n sur k. On note Sg” le foncteur qui associe 2 un complexe de préfaisceaux
sur Sm/k le complexe Tot(C(hom(Ay, K))). Il s’agit de la variante cubique du complexe de Suslin—Voevodsky. Ce
foncteur s’étend aux T, -spectres symétriques. De plus, le morphisme évident 87" — Sg (S” ) est une équivalence

isomorphisme recherché s’en déduit par adjonction. <

(A!, Nis)-locale niveau par niveau. Le résultat ci-dessous affirme donc que Sg A(SIT’) est un modele projectivement
stablement (A!, Nis)-fibrant de I’unité de DM(k, A).

Proposition 2.114 — Le T” -spectre symétrique Sg (S” ) est projectivement stablement (A, Nis)-fibrant.

Cette proposition est une conséquence immédiate d’un certain nombre de résultats dus a Voevodsky, et a Friedlander
et Voevodsky. On rappelle ces résultats qui seront également utiles dans le §2.3.4.

Soient X un k-schéma de type fini, non nécessairement lisse, et r € N un entier naturel. Pour U un k-schéma
lisse, on note, suivant [46], z.,;(X, r)(U) le groupe abélien librement engendré par les sous-schémas fermés integres
Z C X Xi U tels que la projection Z— U est équidimensionnelle de dimension relative r. Pour la définition d’un
morphisme équidimensionnel, on renvoie le lecteur a [20, Déf. 13.2.2] (pour le cas irréductible) et [20, Déf. 13.3.2]
(pour le cas général). On rappelle ici que cela entraine que Z domine une composante connexe de U et que les fibres de

Z — U sont purement de dimension r. De plus, tout changement de base de Z — U est encore équidimensionnel
de dimension relative r. Cette derniere propriété découle de [20, Cor. 14.4.4] étant donné que U est lisse. On en déduit
aussitot que Z.q,(X, r) est naturellement un préfaisceau avec transferts sur Sm/k (cf. [32, Ex. 16.3] et [46, Ch. 4,
Prop. 5.7]). Clairement, si X est projectif (ou mé€me propre), alors zeyi(X,0) = Z,(X). Si Y est un k-schéma lisse
partout de dimension p, on dispose d’un morphisme de préfaisceaux avec transferts sur Sm/k (cf. [46, Prop. 5.8])

D hom(Y, zegui(X, 1)) — Zequi(X Xk Y, r + p). (100)
Le premier résultat essentiel, du & Friedlander et Voevodsky, est un « lemme de déplacement ». Il s’énonce comme
suit.
Théoréme 2.115 — Le morphisme D : Sg(hom(Y, Zequi(X, 1)) — §gA\‘(zeqm-(X><kY, r+p)) est un quasi-isomorphisme
de complexes de préfaisceaux.

Démonstration. 11 s’agit de la variante cubique de [46, Ch. 4, Th. 7.1] qui s’en déduit aussitdt par la méthode,
désormais classique, de [27, Th. 4.7]. <

Le second résultat essentiel est un théoreme de localisation. Il repose sur la résolution des singularités et s’énonce
comme suit.
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Théoréme 2.116 — Soient X un k-schéma, j : U — X Uinclusion d’un ouvert et i : Z — X Uinclusion du fermé
complémentaire. Alors, pour tout r € N, la suite exacte

i* j*
0— Zequi(Za r)— Zequi(X: r)— Zequi(U’ r)

induit un triangle distingué

S CequilZ. 1) —= S ZequilX. 1)) L, S (zequi(U, 1)) — Sg(Zequi(Z, ))[1] (101)

dans la catégorie homotopique Honis(Cpl(PSh(Sm/k, Z))) de la structure Nis-locale.

Démonstration. 11 s’agit de la variante cubique de [46, Ch. 4, Th. 5.11] qui s’en déduit aussitot. <
On peut maintenant établir le fait suivant.

Corollaire 2.117 — Soient X un k-schéma de type fini et r € N un entier naturel. Alors, le complexe §gA(zequi(X, r))

est projectivement (A, Nis)-fibrant.

Démonstration. Par le Lemme A.25, §gA(zeqm-(X, r) — M(Al, §gA(zeqm~(X, r))) est un quasi-isomorphisme de

préfaisceaux. Il reste donc a montrer que §gA(zeqm-(X, r)) est projectivement Nis-fibrant, i.e., qu’il vérifie la propriété

de Brown-Gersten pour la topologie Nisnevich (voir [33, Def. 1.13]). On se donne une immersion ouverte j : W — V

et un morphisme étale ¢ : V' — V induisant un isomorphisme V' — W' =~ V — W (avec W = V'’ xy W). On doit

montrer que le carré

T(V, Sg* (zegui(X, 1)) — T(W, Sg* (zequi(X, 1))

| |

T(V’, Sg*(Zequi(X, 1)) — T(W’, Sg?(Zegui(X, 1))

est homotopiquement cartésien. On ne restreint pas la généralité en supposant que V est connexe de dimension pure
d. Par le Théoréme 2.1135, il suffit alors de montrer que le carré

T(k, Sg (zequi(X Xk V, 1 + d))) — T(k, Sg* (zequi(X Xk W, r + d)))

! l

Tk, Sg™ (Zegui(X Xk V', 1 + d))) — Tk, Sg(Zequi(X Xk W', r + d)))

est homotopiquement cartésien. Par le Théoreme 2.116 et puisque I'(k, —) transforme les équivalences Nis-locales en
des quasi—isomorphismes, il suffit de montrer que

b Tk, SE* Gequi(X Xa (V = W), 1+ d))) — Tk, Sg* Gequi(X Xk (V! = W), 7 + d)))

est un quasi-isomorphisme. Or, ce morphisme est inversible puisque V' — W' =~V — W. <
Corollaire 2.118 — Soit X un k-schéma projectif (ou propre). Alors, §gA(At,(X)) est projectivement (A!, Nis)-
fibrant.
Démonstration. Lorsque A = Z, c’est clair puisque Z;(X) = Zzequi(X,0) pour X propre. Le cas général découle
aussitot du fait que le préfaisceau Z,(X) prend ses valeurs dans la catégorie des Z-modules libres. <
Démonstration de la Proposition 2.114. D’apres le Corollaire 2.118, le 7}"-spectre symétrique §gA(StT’ ) est projec-
tivement (A!, Nis)-fibrant niveau par niveau. Il reste donc a montrer qu’il est un Q-spectre. Autrement dit, il faut
montrer que Sg*(A;-((P}, 00)")) — hom((P!, o), Sg* (A, (P!, c0)*"*1))) est un quasi-isomorphisme de complexes
de préfaisceaux. Ceci découle du Théoréme de simplification de Voevodsky (cf. [32, Th. 16.25]). <
Remarque 2.119 — La preuve de la Proposition 2.114 montre plus généralement que pour tout k-schéma projectif et
lisse X, le T,i’—spectre symétrique §gA(Sus(;£,.(Atr(X))) = {§gA(A,,((IP1, 00)M X1 X))} nen €st projectivement stablement
(A, Nis)-fibrant. De plus, il est (Al Nis)-équivalent niveau par niveau a Sus(;,,(Atr(X)).

Corollaire 2.120 — Le morphisme canonique St — Sg (o,rS” ) est un isomorphisme dans DA%k, A) et le Ty-
spectre symétrique Sg* (0,SY) est projectivement stablement (A, Nis)-fibrant.

Démonstration. D’aprés le Corollaire B.14, on a un isomorphisme canonique Sy =~ Ro, S dans DA%(k, A). Le
Lemme 2.112 entraine que Ro,rS L 0Sg (S”) dans DA%(k, A). La premiere assertion en découle. Enfin, la Propo-
sition 2.114 montre que oy, _gA(S”) est (A!, Nis)-fibrant. <

A partir de maintenant, on notera S au lieu de o,S7.
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Proposition 2.121 — Le Ty-spectre symétrique Singg’w,(S’Yf) est projectivement stablement (A, Nis)-fibrant et il
est canoniquement isomorphe, dans DA(k, A), a Bti.(A).

Démonstration. Le foncteur Bti* se factorise par DA (k, A). Le Corollaire 2.120 fournit donc un isomorphisme
Bti*(Sy) =~ Bti*(§gA(S’7f)). Il s’ensuit que Bti.(A) =~ Bti*Bti*(§gA(StT’)) dans DA(k,A). Le Théoreme 2.67 (avec

OO

Slng au lieu de SingD’m) fournit donc 1’énoncé correspondant pour le Ti-spectre SingD’w/( _gA(S”)) Il reste

donc a voir que Sing (S” ) — SlngD o' (Sg (S" )) est un quasi-isomorphisme de préfaisceaux niveau par niveau.
Ceci découle du Lemme 2.122 ci-dessous. <
Lemme 2.122 — Soit K un complexe de préfaisceaux sur Sm/k. Alors, le morphisme §g2(l{) — §g2(§gA(K)) est
un quasi-isomorphisme de préfaisceaux.

Démonstration. 1l suffit de montrer que §gg(K) — §gg(lm(A1, K)) est une équivalence d’homotopie. Or, le com-
plexe (en complexes de préfaisceaux) C,(@((Al,O) x Dg, K)) est contractile. Une homotopie entre 1’identité et
le morphisme nul est induite par la composition de A x; D} — A} xx A] — A ; le second morphisme étant la
multiplication du schéma en anneau Al. <

Proposition 2.123 — 1l existe un isomorphisme canonique Evo(SlngD‘x’ (S7)) = Bti¢T(A) dans DA (k, A). De

plus, le complexe EVO(Slngét (S’;)) est la colimite de la N-suite (S ,t(Atr((Pl, 00) NN [—2n]),,cpy 0tk le morphisme de
transition

0,0 Sga(Au((By, 00)")[=2n] — Sgg (A ((By, o) 1)[-2n = 2],

en degré homologique m—2n (avec m € N), associe a une correspondance finie 5 € Cor((D™
la correspondance finie composée

oD% Xk T, (B, 00)™)

év’

~N2+m ~2 N =B 1 n _ 1+n
D™ X T — D, X D X T — P xk(P )yt = (P )

dD3), (P, o)) est celle définie dans le §2.2.5.)

Démonstration. La Proposition 2.121, jointe au Lemme 2.113, entraine que BticT(A) est isomorphe, dans DAT(k, A),
au complexe de préfaisceaux EVO(SingféDi"’o (S’If )). La seconde partie de 1’énoncé découle de la construction du foncteur

(La correspondance a € Cork((Det,

Singg’m, et notamment de la définition de la transformation naturelle ¢’ (cf. (83)). <
On arrive maintenant au résultat principal de ce paragraphe.
Théoreme 2.124 —

(a) Le complexe J-Cmot(k o, \) est canoniquement isomorphe, dans D(A), a la colimite de la N-suite

Seff {Tot( (COl'k ( et Xk Det, (Pk’ OO)A") ® A)) [_2n]}neN ’

Le morphisme de transition n — n + 1 envoie B € Cork((Det, GODp) A (Det, GODgt), (Pl, o)) (avec p, g € N)
sur la composition de

) — - - _ ., arB

D7 % DI — D2 x DY i DI — P} xi ()" = (P! (102)

(b) Le complexe Hyo(k, 0, A) est canoniquement isomorphe, dans D(A), a la colimite de la N X N-suite

Ni= {Tot( (COl’k ( e Xk Dews (B, OO)AmM) ® A)) [=2m - 2n]} NS

Les morphismes de transition (in,n) — (m+ 1,n) et (im,n) — (m,n + 1) envoient respectivement une correspon-

dance finie B € Cork((Det, 80Dp) A (Det, BODZt), (P!, 0c0)N"*) (avec p, q € N) sur les compositions de
- — — — -~ PRa
DY x¢ DI — D2 % DY 3 DL = (BLY" xi (L) xi P} — (BLY™ % PL xt (PLY", (103)
B2 5 DY — D2 3 B x¢ B 5 BL e (LY sz (BLY = (BL)" i BL i (BL)". (104)

Démonstration. Pour (a), on utilise le Corollaire 2.63 et la premiere partie de la Proposition 2.123 pour obtenir
un isomorphisme canonique H Ot(k o,\) ~ Sget(EVOSingD 0 (S”)) dans D(A) En utilisant la seconde partie de la

Proposition 2.123 on obtient aussitot la description recherchée de J{mot(k, o, \). Pour (b), on utilise le Théoréme 2.67
et la Proposition 2.121 pour obtenir la chaine d’isomorphismes

Homorlk, o, A) = Bti*Singlr™ (S) = RI(Spec(k), REv, Bti.Bti"Sings ™ (S1)
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~ ['(Spec(k), Evo Sing™ o Sing™ (S¥)).

On arrive maintenant a la description recherchée en démélant les constructions de Singg’m et Singg’w,. On laissera
cet exercice, malheureusement un peu pénible, au lecteur. <

Notre objectif maintenant est de décrire la multiplication de la bialgebre H7 t(k o, A). On ne considere que le cas
effectif de la question puisque la multiplication de H{ Ot(k o, A) détermine la multiplication de Hpo(k, o, A) par le
Théoréme 2.14. On aura besoin de deux descriptions alternatives de JH} t(k o, \), similaires a celle du Théoréme
2.124. Elle sont obtenues en utilisant, dans la Proposition 2.123 et le Théoreme 2.124, les foncteurs Slngét et
Singg’m"”' au lieu de Sing”*". Le résultat est le suivant.
Lemme 2.125 —

(a’) Le complexe H: t(k o, \) est canoniquement isomorphe, dans D(A), a la colimite de la N-suite

S%Iff = {TOt (C (COI‘k (Dét Xk Dét, (Pk’ OO)/\H) ® A)) [—2}’1]} N°

Le morphisme de transition n — n + 1 envoie 8 € Cork((Det,(')on) A (Det, gt), (P!, o)) (avec p, g € N)
sur la composition de
B2 5 DY — B i B2, x¢ B = BE x BY, 5 B2, s (BLY 5 P = (BLy™!. (105)

(a”’) Le complexe J{mot(k, o, N) est canoniquement isomorphe, dans D(A), a la colimite de la N X N-suite
S5t = {Tot (C (Cor (D x4 Det, (B, )" @ A)) [-2m —2n]| .

Les morphismes de transition (m,n) — (m+1,n) et (m,n) — (m,n + 1) envoient respectivement une correspon-
dance finie B € Cory((D? 80Dp) A (D? 80®gt), (P!, o)) (avec p, q € N) sur les compositions de

ét’ ét’

B2 5 B — BY xq D2 3 DL -5 B2 x¢ B2 i 5L 5 BL i (BLY" i (BLY" = (BLY" x4 BL i (BLY",  (106)

- - _ - -, aRf
D37 % DY — D2 ¢ D xi DY — PL g (BLY™ > (PLY' — (BL)” ¢ BL ¢ (PLY". (107)
Proposition 2.126 — Modulo I’isomorphisme du Théoréme 2.124, (a) et ses variantes dans (") et (a”") du Lemme

2.125, la multiplication de ’algébre J—Ceﬁt(k o, N) est induite par le morphisme de N X N-suites SEﬁ S‘“ﬁ SHI qui
envoie y ® 3, avec 3 € Cork((ID) 80Dp) A (DY Hqu) (P!, 00)N™) et y € Cory (D BOD DA (DS 60Det), (PL, c0)m),
sur la composition de

ét’ ét’ ét’

D ARV S 34 S =d
Dg ™ xa Dy " — D X D i Dy, X Dy

uE

D%, Xx ]D{é’t Xk Dgt X Dgt = (P )t X (IP Yt — (]P )" X (P )t
Démonstration. Le Théoréme 2.87 entraine que la multiplication de Bti.(A) est la composition de

Sing_ ' (S) ® Singl,(S) — Sing_ “(Sing,"™ (S¥) ® ) — Sing ™ o Sing," (S) — Sing, "> (SL).
(108)
En appliquant le foncteur monoidal Ev, on obtient la multiplication de 1’algébre BtiT(A) modulo I’ isomorphisme
de la Proposition 2.123 et ses variantes. Enfin, par la Proposition 2.83, on obtient la multlphcatlon de f}{mot(k, o, N)
modulo les isomorphismes de I’énoncé en appliquant le foncteur pseudo-monoidal S _gét. Il reste a vérifier que 1’ac-
couplement ainsi obtenu coincide avec 1’accouplement décrit dans 1’énoncé. On y arrive en démélant la construction
des morphismes dans (108). <

Nous terminons ce paragraphe par une description de la comultiplication de Hpo(k, o, A). Notre méthode s’ap-
plique uniquement au cas stable et la description obtenue est peu explicite. En effet, elle fait intervenir un quasi-inverse
d’un quasi-isomorphisme de complexes qui est certainement tres difficile a décrire concretement.

Par le Théoreme 2.67 et la Proposition 2.121 on a un isomorphisme canonique dans D(A) :

Hmot(k, o A) = T(Spec(k), Evo(Sing, ™ o Sing ' (S}))). (109)

(cf. la preuve de la partie (b) du Théoreme 2.124). En revenant a la construction du foncteur Singlg’w, on peut décrire
explicitement le second terme de (109). Ceci fournit la variante suivante du Théoréme 2.124, (b).
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Lemme 2.127 —

(b’) Le complexe T'(Spec(k), EVO(Singg’wo Sing?’w(SIT’))) est égal a la colimite de la N X N-suite
S = {TOt (C (COI‘k (Dét Xk Dét, (Pl R OO)/\m+n) ® A)) [-2m — 2n]}m’ e

Les morphismes de transition (in,n) — (m+ 1,n) et (im,n) — (m,n + 1) envoient respectivement une correspon-

dance finie B € Cory((D? 80Dgt) A (DY 8ODZt)’ (P!, o)) (avec p, q € N) sur les compositions de

ét’ ét’

- - 2 - — - PRa

DY x; DE? — DY x DY, x D2 — (BLY" x¢ (L) i B} —= (BD)" xic PL x¢ (D)™, (110)
- - _ - - — - _ , PRa
DY*? xi D — DY xi D2, xx D — DY, > DY, i D, == @)™ X (BL)" xi Pl (111)

On dispose d’une transformation naturelle évidente id — Singg"x’"x’, et, par une variante du Corollaire 2.74, le
morphisme obtenu en appliquant I'(Spec(k), Evg(—)) a

1 : Singl, ™o Sing,(S%) = Singl, o id o Sing, *(S) — Sing,, o Sing} "o Sing_*(S%) (112)

coincide avec le morphisme 7 : Bti*Bti.(A) — Bti*Bti,Bti*Bti,.(A) induit par ’unité de I’adjonction (Bti*, Bti.). Les
deux résultats suivants découlent directement des constructions.

Proposition 2.128 — Le complexe T'(Spec(k), Evo(Singg’mo Singét"x”mlo Singg’m(StT’ ) est égal a la colimite de la
N*-suite

T= {Tot (c (Cork (Dét Xt Det Xi D, (PL, oo)A"’+"+"+V) ® A)) [=2m — 21 — 2u — 2V][<2(m + n + u + v)]}

m,n,u, veN
Les morphismes de transition (m,n,u,v) — (m+ 1,n,u,v), (m,n,u,v) = (m,n+ 1,u,v), (m,n,u,v) - (m,n,u+1,v)
et (m,n,u,v) — (m,n,u,v + 1) envoient B € Cory((D,80D%) A (DY, 00D7) A (D, oD%, (P!, co)NmFntu+vy (gyec
D, q, r € N) sur les compositions respectives de
DP X Dq X Dr+2 ;DP X Dq X Dr X DZ ,BIZI(I) (Pl)m X (Pl)n+u+v>< ]P)l T 3 (]P)l)m>< Pl X (Pl)n+u+v
ét Tk Fer Tk Her 6t Tk Fer Nk Hgr Nk et k) kA kg 7~ ) Ak g Ak W ’
NP =~q+2 ™ 4 ~4 2 ™
Dy Xk D ™ X Dy — D xa Dy X3 Dy X D
-|r
D? %, D! x, D" x ]DZ @) (Pl)m+n X (]Py])uﬂr % Pl L) (Pl)m+n X Pl % (Pl)u+v
ét Tk Fer Tk Hgr Nk Pt k kg kT~ Uk kB 2
4 =2+q ™ 4 2 N ™
Dy Xk D ™ X Dy = D xa Digy X Digy X Dy
-|r
— — — - axf T
D2 x¢ DL i DY x DY, — Py x (™ X (P — (B)™" i By X (P,
= p42 = = = = = = T = = = - s T
DI 5 DY x D, — DL x¢ D2 %, D, x, DY, — D2 x, DL x DY X D, — P} g (B4 — (P4, Py
Lemme 2.129 — Le morphisme I'(Spec(k), Evo(n)), déduit de (112), est obtenu par passage aux colimites a partir

d’un morphisme d’ind-objets v : Sy — J. Sur les ensembles d’indices, il est donné par I’application (m,n) €
N2 s (m,0,0,n) et il applique identiquement le facteur direct Cor((D” doDL) A (DF, 80D%), (P!, co) V™) @ A

ét> ét>
(avec p, g € N) sur le facteur direct Cory((D% (')()Dgt) A (DY 8015%) A (DY aODgt), (P, co)\m+0+0+ny @ A

ét’ ét’ ét’

On pose H = I'(Spec(k), Evg Singz’oo o Singg’m(st{)) = colimyp Si1. On dispose d’un morphisme évident
Sus(])"k((ﬂ)cst) — Singét"x’o Singéty"o(stTr)

induit par les unités des adjonctions (Sus(}k, Evp) et ((—)cst, ['(Spec(k), —)). On note

@ : Singl ™ (S1) ® Sus, (H)esr) — Singly ™" o Sing,(ST) (113)
la composition de
Sing”*' (') ® Sus?, ((F).sr) — Sing>'(S7) ® Sing™*™ o Sing™>(S"7) (114)
B 7 7, (LDest B 7 et 8« Or

m

2"’"’“”(5’; ® Singg"’o(sf;)) —_— Singg’w’w’(Singg’“(S’;)).

Sing
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Lemme 2.130 — Le morphisme (113) s’identifie, modulo I’isomorphisme (109) et celui du Théoreme 2.67 (ainsi
que ses variantes), avec la composition de

Bti.(A) "® Sus. (Bti*Bti.(A))cs 4 Bli.(A® Bti*(Sus, (Bti*Bti.(A))cs)) = Bti.Bti*Bti.(A). (115)

En particulier, (113) est un quasi-isomorphisme niveau par niveau.

Démonstration. Notons d’abord que la composition de (115) coincide avec celle de

Bti.(A)“® Sus. (Bti*Bti.(A)).y — Bti.(A) "® Bti.Bti*Bti.(A) (116)

|m

Bti.(A ® Bti*Bti,(A)) — Bti,Bti*Bti.(A).

Ceci est une propriété formelle qui découle des hypotheses générales de la Sous-section 1.4 (avec f = Bti*, g = Bti,,
e= Sus%{ o (—)cst et u = RI(Spec(k), REvg(-))). Sa vérification est omise.

En utilisant le Théoréme 2.87, on déduit aussitdt que la composition de (116) coincide, modulo les isomorphismes
canoniques, avec celle de (114) qu’on prolonge a gauche par le morphisme évident

Sing, ™ (S1) '@ Sus, (H)esr) — Sing,™ (SF) ® Sus, (H)esr).

Or, le morphisme ci-dessus est un quasi-isomorphisme niveau par niveau. En effet, le foncteur —®Sus%{((£)c st) envoie
un Ty-spectre symétrique E sur le Ty-spectre symétrique donné en degré n par E,, ® (J0).5;. Puisque I{ est une colimite
filtrante de complexes de A-modules libres, on voit que ce foncteur préserve les quasi-isomorphismes. Par la méme
occasion, on obtient aussi que ce foncteur préserve les objets stablement projectivement (A, Nis)-fibrants. Puisque la
composition de (115) est un isomorphisme dans DA(k, A), on déduit que (113) est un quasi-isomorphisme niveau par
niveau. Le lemme est démontré. <

On pose maintenant H' = I'(Spec(k), Evy Sing]g’oo o Singg’“’/ (87)) = colimyp 8. On dispose d’un morphisme
H' ® H — T(Spec(k), Evo(Sing, o Sing_ >0 Singl " (S¥))). (117)
Il est donné par la composition de

['(Spec(k), Evo Sing;," o Sing.r™ (S1)) ® I
I'(Spec(k), Evo((Sing; ™ o Sing ™ (S})) ® Sus, (30)cx)) — T(Spec(k), Evo(Singg, ~ (Sing, ™ () @ Sus), (H)es)))

e

[ (Spec(k), Evo(Sing,, > o Sing_ "o Sing_*(S¥))).

Par le Lemme 2.130, (117) est un quasi-isomorphisme.

Lemme 2.131 — Le morphisme (117) est obtenu par passage aux colimites a partir d’'un morphisme d’ind-objets
¢ : 81 ® 8y — T. Sur les ensembles d’indices, ¢ est donné par Uapplication (m',n’),(m,n)) € N? x N? s
(m’,/m, n’,ffz). 1l envoie B’ ® B, avec B € Cor((DL,00D%L) A (DY, oDL), (P, 00)"™*") et B € Corp((Df,0DE ) A
(DY, oDI), (P, 0) MY sur la composition de

DE x Df ™ x DI —— DE x¢ Df xx DY x, DY EH™ X @™ X B xx (B

) |-

e - - - ﬂ,xﬁ ’ ’
DE xi DY, xx DL, xx DY, —— @™ xi B xx P)™ i (B)"

Démonstration. La preuve de ce lemme est omise puisqu’il s’agit d’une conséquence directe, quoique assez pénible,
des constructions. Toutefois, nous invitons le lecteur a vérifier que ¢, comme décrit ci-dessus, est un morphisme
d’ind-objets, i.e., qu’il est compatible aux morphismes de transition du Théoreme 2.124, (b), du Lemme 2.127, (b) et
de la Proposition 2.128. <

On arrive maintenant a la description promise de la comultiplication de Hy,oi(k, o, A).



76 JOSEPH AYOUB

Proposition 2.132 — Le morphisme ¢ : colimyp 81 ® colimye 81 — colimy T est inversible dans D(A) et la

composition de
-1
. 1 . . .
colim 851 — colim T — colim 81 ® colim Syg
N2 N+ N2 N2

coincide avec la comultiplication de H o (k, o, A) modulo 'isomorphisme du Théoreme 2.124, (b) et celui du Lemme
2.127, (t').

Démonstration. La proposition découle immédiatement du Lemme 2.130 et de la définition de la comultiplication
de la bialgebre Hpo(k, o, A) (cf. le Théoréeme 1.21). <

2.3.4. Des complexes de cycles a la Bloch. — On modifie les complexes du paragraphe 2.3.3 pour obtenir des com-
plexes de cycles a la Bloch qui représentent les bialgebres motiviques U{;ffot(k, o, A) et Hoi(k, o, A). On rappelle
d’abord les résultats dont on aura besoin.

Soit X un k-schéma de type fini. Pour ¢, n € N, on note Z°(X, n) le groupe abélien libre engendré par les sous-
schémas fermés Z C X X A", integres, partout de codimension ¢ et qui intersectent proprement les faces du schéma
cocubique X X Ay (i.e., les images des immersions fermées X Xy AZ‘i — X X A} qui correspondent aux inclusions
1"" < 1" dans E). On peut alors définir des morphismes de pull-back a* : Z°(X,n) — Z¢(X, m) associés aux
fleches a : 1™ — 1" dans [E". On obtient ainsi un objet cubique Z(X) de la catégorie des groupes abéliens. Le com-
plexe simple associé C(Z(X)) est le complexe de cycles de Bloch (version cubique) dont les groupes de cohomologie
sont les groupes de Chow supérieurs de X (cf. [9]).

Supposons que X est lisse et soit w = {W,; @ € A} une collection finie de sous-schémas localement fermés de
X. On définit un sous-groupe cubique Zy,(X) € Z°(X) (qu’on notera Zy,(X) si w = {W} est un singleton) en prenant
en degré n € N le sous-groupe engendré par les Z C X X A} qui intersectent proprement les images des inclusions
Wy X Af™" > X x; A" (pour @ € A et 0 < i < n) composées de Wy, X A7~ < X x; AP et de I'inclusion d’une face
du schéma cocubique X X; A;. Le « lemme de déplacement » suivant est du a Bloch.

Théoreme 2.133 — On suppose que X est affine et lisse et que les éléments de w sont des k-schémas lisses. Alors,
Uinclusion Z5,(X) < Z°(X) induit un quasi-isomorphisme sur les complexes simples associés.

Démonstration. 11 s’agit de la version cubique d’un cas particulier de [28, Th. 3.5.14] qui s’en déduit aussitot. <

Remarque 2.134 — La preuve de [28, Th. 3.5.14] montre en fait que la conclusion du Théoréme 2.133 reste vraie sans
I’hypothese de lissité sur les éléments de w. Toutefois, nous n’aurons pas besoin de cette généralité supplémentaire.

L’ autre résultat essentiel dont on aura besoin est du a Suslin.

Théoréme 2.135 — Soient X et U des k-schémas de type fini. On suppose que X est équidimensionel de dimension
d et que U est lisse. Pour tout 0 < ¢ < d, linclusion évidente I'(U Xy Ay, Zequi(X,d — ¢)) — Z°(X Xi U) induit un
quasi-isomorphisme sur les complexes simples associés.

Démonstration. Lorsque U = Spec(k), il s’agit de la version cubique de [32, Th. 18.3 et Cor. 18.5] qui s’en déduit
aussitot. Pour le cas général, on peut supposer que U est connexe de dimension p. Notre inclusion se factorise alors
de la maniere suivante :

DU Xk Ak, Zequi(X, d = ¢)) = T(Ag, Zequi(X X U, p + d = ¢)) = Z°(X % U).
Or, la premiere inclusion induit un quasi-isomorphisme sur les complexes simples associés par le Théoreme 2.115. <«
Le troisieme résultat dont on aura besoin est le suivant.

Proposition 2.136 — Soient X un k-schéma de type fini et c € N un entier naturel. Alors, le morphisme d’objets
cubiques 21 X) @ 29(X) — ZC(P]i Xy X), qui envoie un couple (Z1,7;) sur {00} Xy Z1 + P]l Xy Zy, induit un quasi-
isomorphisme sur les complexes simples associés.

Démonstration. 11 s’agit d’un cas particulier de [9, Th. 7.1]. <

Dans la suite, il sera pratique d’étendre la formation des complexes de Bloch a d’autre k-schémas cocubiques que
X Xy Ay, voire a certains objets r-cocubiques de la catégorie des pro-k-schémas.

Soit ¢ € N un entier naturel. Pour X un k-schéma, on note z°(X) le groupe abélien librement engendré par les sous-
schémas fermés Z C X, integres et de codimension c¢. Rappelons qu’un morphisme plat de k-schémas f : ¥ — X
induit un homomorphisme f* : z9(X) — z(Y) qui a Z C X associe la somme des composantes irréductibles de
f~(Z) comptées avec leurs multiplicités géométriques. Si V = (V;);c; un pro-k-schéma tel que les morphismes de
transition V; — V; sont plats, on notera z(V) la colimite filtrante des z°(V;).

Supposons maintenant que X est lisse et soit w = {W,;a € A} une collection finie de sous-schémas localement
fermés. On notera z5,(X) le sous-groupe abélien de z¢(X) engendré par les Z C X qui intersectent proprement les W,.
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Alors, pour chaque @ € A, on dispose d’un morphisme de pull-back i, : z5,(X) — z°(Wy) ot iy, : W, — X est
I’inclusion évidente. Ceci s’étend aux pro-k-schémas de la maniere suivante. Soit V = (V;);e; un pro-k-schéma lisse
tel que les morphismes de transition V; — V; sont plats et soit W = (W;);c; une famille ou les w; = {W;,; @ € A;} sont
des collections finies de sous-schémas localements fermés de V;. On suppose que pour tout morphisme de transition
V; — V; chaque élément de w; est une composante irréductible de I'image inverse d’un élément de w;. Ceci assure
que le morphisme de pull-back z°(V;) — z°(V;) envoie z3, (Vi) dans zsvj(Vj). Sous ces conditions, la colimite de
(2w, (Vi)ier sera notée zy,(V) et sera identifiée a un sous-groupe de z°(V).

Soit Q un objet r-cocubique de la catégorie des pro-k-schémas lisses qui associe a n = (ny,...,n,;) € N, le pro-k-
schéma Q(1%) donné par un systeme projectif (Q;(1%));en)- On supposera que Q satisfait aux conditions suivantes.

(i) Pour n = (ny,...,n,) € N’, les morphismes de transition Q;(1*) — Q;(1") du pro-k-schéma Q(1*) sont plats.

(i) Sie: lﬂ/ — 1% est une fleche de El"” surjective sur chaque facteur, alors le morphisme de pro-k-schémas Q(e)
est pro-plat.
(Un morphisme de pro-schémas f = (f)ji : (W;)jes — (Vi)ier est dit pro-plat si pour tout i, on peut trouver des j,
aussi fins que I’on veut, avec fj; plat.)

Pour a : 1 < 1% une fleche dans " injective sur chaque facteur, soit F;(a) C Q;(1%) I'intersection des adhérences
des images des morphismes Q;(1") — Q;(1%) qui constituent Q(a). Notons w;(n) I’ensemble des F;(a) lorsque a
varie parmi les fleches de [E" de but 12 et injectives sur chaque facteur. Par la discussion ci-dessus, on dispose de
sous-groupes zg,  (Q(1") € z°(Q(1")) et d’un morphisme de pull-back Q(a)" : zg,, (Q(1") — z°(Q(™)) (faisant

w(n
intervenir la multiplicité d’intersection de Serre). On vérifie immédiatement que I’image de ce morphisme est contenue
dans z;'v(m)(Q(lﬂ)). En utilisant d’autre part la condition (ii) ci-dessus, on obtient un groupe abélien r-cubique Zy“(Q)

tel que Zy“(Q)(1%) = zsv(n)(Q(lﬁ)) pour tout n € N'. Les résultats de ce paragraphe sont basés sur la proposition
suivante. -

Proposition 2.137 — Soient r un entier naturel non nul et X un k-schéma lisse équidimensionel de dimension d

(a) Pour 0 < ¢ < d, linclusion évidente T'(Dg/k)", ZequiX,d — ¢©)) — Zy“(X Xy (De/k)") induit un quasi-
isomorphisme apres passage aux complexes totaux des complexes simples associés.
(b) Pour tout c € N, le morphisme

(oo} Xp =, Py Xp =) 1 Zy“™ (X 3¢ Dee/K)) P Zy“(X x4 (Dee/K)") — Zy“ (B} i X X (Dee/k)")
induit un quasi-isomorphisme apres passage aux complexes totaux des complexes simples associés.

Démonstration. La preuve consiste a déduire (a) (resp. (b)) du Théoréeme 2.135 (resp. de la Proposition 2.136). La
méthode étant la m&me pour (a) et (b), on explique seulement (a). On a un diagramme commutatif de groupes abéliens
r + 1-cubiques enrichis

N(Det/K) s zequiX, d = €)) —— Zy“(X X (Det/K)")

l !

T((Det/K)" Xk Ak zequilX, d = €)) — Zy“(X Xie (Dee/ k)" X A,

ot les deux objets cubiques de la ligne supérieure sont constants par rapport a la derniére variable de E”"*! et ol
les fleches verticales sont induites par les projections évidentes. On montrera que les fleches verticales et la fleche
horizontale inférieure induisent des quasi-isomorphismes apres application de Tot(C(-)).

Pour la fleche verticale de droite, il suffit (par [47, Lem. 2.7.3]) de montrer que les morphismes

C(T(DY Xg -+ Xk DY Xk Dty Zequi(X, d = ¢))) — Tot(CODY X - -+ Xx D™ x4 Dt Xk Aty Zequi(X, d = ¢))))

sont des quasi-isomorphismes pour tout (n,...,n,_1) € N'~!. Ceci découle du Lemme 2.122. De méme, pour la
fleche verticale de gauche, on se ramene a montrer que

C(Zy“(X xix DY} xg -+ xx D xg D)) — Tot(C(Zy“(X X DY X -+ - X D™ X D X Ag)))

est un quasi-isomorphisme. On montre cela en adaptant la preuve du Lemme 2.122. Enfin, pour la fleche horizontale
inférieure, on se ramene (a 1’aide de [47, Lem. 2.7.3]) a montrer que les morphismes
C(hom(D}! X - - - X DY X A, Zequi(X, d = ©))) == C(Zy (X x; DY} X - -+ 3 DY X Ag))

sont des quasi-isomorphismes pour n = (ny,...,n,) € N". Ceci découle des Théoremes 2.133 et 2.135. <
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On note Zy“((P!, 00) xx X xx (Dg/k)") le conoyau de {co} x; — : Zy“~ (X xx Dgi /b)) — Zy (P, X X X De/k)").
Plus généralement, on définit par récurrence sur n > 1, le groupe r-cubique Zy°((P!, )" x; X x; (Dg/k)") par le
conoyau de

Zy“ T (Py, 00)M ! X {00} X X xg (Dt /k)") — Zy“((Py, )™ X P X X Xy (D /k)").

La partie (b) de la Proposition 2.137 et une récurrence immédiate entraine le résultat suivant.

Corollaire 2.138 — Le morphisme (P}{)” X — : Zy“(X x; (D /b)) — Zyc((IP’l, o)™ X X X (D¢t /k)") induit un
quasi-isomorphisme sur les complexes totaux des r-complexes simples associés.

En utilisant la Proposition 2.137, (a) et le Corollaire 2.138, on obtient un zigzag de quasi-isomorphismes
A[2] = Sga(Aw(PY) = CT(Det, Zequi((P}, ), 0) & A)) — C(Zy' (B}, ) x4 D)) ¢— C(Zy' (D).

L’image de 1 € A par ce zigzag est un élément de H»(Zy' (Dg)(1%)) dont on choisit un représentant & € Zy'(Dg)(1%)
vérifiant d; (@) = 0 pour (i, €) € {1,2} x {0, 1}. On peut maintenant énoncer le résultat principal de ce paragraphe.

Théoréme 2.139 —
ff

(a) Le complexe H: (k, o, A) est canoniquement isomorphe, dans D(A), a la colimite de la N-suite

St = {Tot (C (Zy" (Dt 3« Det) ® A)) (=271} _ -

Le morphisme de transition n — n + 1 envoie un cycle 8 € Cp,q(Zy"(Dét X Dg)) sur le pull-back de & ® B par
le morphisme De%:p x; DI — D x Df x; DY
(b) Le complexe Hmo(k, o, A) est canoniquement isomorphe, dans D(A), a la colimite de la N x N-suite
8; = {Tot(C (Zy™*" (D&t x« Der) ® A)) [-2m - 2n]}

m,neN

Les morphismes de transition (im,n) — (m + 1,n) et (m,n) — (m,n + 1) envoient B € Cp,q(Zy”(Dét Xx Det))
sur les pull-back de B® & et & R B par D} Xy Dg:z — DY x; DY, xi Dgt et Dé:p x; Df — Dét X D > DY,

respectivement.

Démonstration. On obtiendra la partie (a) (resp. (b)) de I’énoncé a partir de la partie (a) (resp. (b)) du Théoreme
2.124. La méthode étant la méme dans les deux cas, on traitera uniquement la partie (a) de I’énoncé.

Par la Proposition 2.137, (a), le systeme inductif S;’ff (cf. le Théoreme 2.124, (a)) est quasi-isomorphe terme a terme
avec le systeme inductif

Si/eff — {TO'[ (C (Zyn ((]pl’ oo)/\" Xk Dét Xk ]@ét) ® A)) [_2n]}neN .

Le morphisme de transition n — n + 1 envoie un cycle 8 € Cp,q(Zy”((Pl, 00)M x; Dg X Dg)) sur le pull-back de
graph(@) ® 8 par la composition de

1\1+n 5 2+p Y 1 1\n 52 5P 4 _T 1 52 1\n 5P DY
(Pk) Xk Dét Xk Dét — Pk Xk (Pk) Xk Dét Xk Dét Xk Dét o Pk Xk Dét Xk (Pk) Xk Dét Xk Dét‘

(Ci-dessus, graph(a@) est le graphe de correspondance finie @ vu comme un élément de ZI(P}{ Xk Dgt).) Clairement,
on ne change pas la colimite homotopique du systéme inductif S{'eff en remplagant le cycle graph(a) par un cycle
homologue, notamment P}c Xy @. Avec, ce changement, on obtient le syst¢me inductif \8{’63. Clairement, on a un

morphisme canonique de systemes inductifs Sieﬁ — \Si’eff qui est un quasi-isomorphisme termes a termes par le
Corollaire 2.138. <

Nous allons maintenant décrire la multiplication de J—(fnfgt(k, o, A). Pour cela, on a besoin du résultat ci-dessous qui
s’obtient a partir du Lemme 2.125 en adaptant la méthode utilisée dans la preuve du Théoreme 2.139, (a).

Lemme 2.140 —

(a’) Le complexe fonfgt(k, o, N) est canoniquement isomorphe, dans D(A), a la colimite de la N-suite

ST = {Tot (C(2y" (Det xx Der) ® A)) [-2n1} _ .

Le morphisme de transition n — n + 1 envoie un cycle 3 € Cp,q(Zy"(Dét Xy Dg)) sur le pull-back de B ® & par

it DALRY) 5 x, 2 59 T P «, Y 52
la composition de }Dét Xk Dét — Dét Xi Dy, Xk ]Dét — }Dét Xk ID)ét Xy Dy,
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eff

mot(k, 0, N) est canoniquement isomorphe, dans D(A), a la colimite de la N X N-suite

Speil = {Tot (C(2y™*" (D x4 Det) ® A)) [-2m — 2n]}

(a”’) Le complexe H

m,neN ’
Les morphismes de transition (m,n) — (m + 1,n) et (m,n) — (m,n + 1) envoient B € Cp,q(Zy”(Dét Xi Dear))
sur les pull-back de & ® B par la composition de Dgfz X Dgt — D’é’t Xk Dét Xk Dgt SLIN Dgt Xk Dgt X Dgt etle
morphisme Di: Pk Dgt — D?n Xk Dgt Xk Dgt respectivement.
Proposition 2.141 — Modulo ’isomorphisme dans le Théoreme 2.139, (a) et ses variantes dans (") et (a") du
Lemme 2.140, la multiplication de I’algébre J‘C;fgt(k, o, A) est induite par le morphisme de N X N-suites S;eff ®
Sifﬁ — S{eﬁ qui envoie un tenseur yQp3, avec 3 € C p,q(Zym(ﬁét X De)) ety € Cp.((Zy" (D¢ Xx D)), sur le pull-back

1
de y R B par la composition de

P o 5 T =P S8 5 Ty AP 5 =d
Dét Xk Dét D Xk Dét Xk Dét Xk Dét — D >k Dét Xk Dét Xk Dét'

Démonstration. 11 s’agit d’une conséquence directe de la Proposition 2.126 et de la méthode employée pour déduire
I’isomorphisme du Théoréme 2.139, (a) et ses variantes a partir de 1’isomorphisme du Théoreme 2.124, (a) et ses
variantes. <

Corollaire 2.142 — Supposons que A est une Q-algebre. Considérons la N-suite

aS/eﬂ' — {TOt (A (Zyn (Dét Xk Dét) ® A)) [_2n]}nEN

ou le morphisme de transition n — n + 1 envoie 8 € Ap,q(Zy"(ﬁét X Dg)) sur la classe du pull-back de & ® B par le
morphisme @e%:p X Dgt — Degt X ]Dgt X Dgt. Alors, la colimite du systéeme 8" est une algébre commutative de la
catégorie Cpl(A). Sa multiplication associe a un couple (y, ), avec 8 € A, ,(Zy" (D¢ Xx Dat)) ety € A, (Zy" (Dg; X
Dgy)), la classe du pull-back to y ® B8 par la composition de

Sr+p A5t Ty =P s 5 Ty 2P =S =q
Dét Xk Dét Dét Xk Dét Xk Dét Xk Dét ~ Dét Xk Dét Xk Dét Xk Dét'

Enfin, en tant qu’algebres dans D(AN), f}{frff)t(k, o, A) est canoniquement isomorphe, a la colimite de *8"°.
Démonstration. 11 s’agit de remarquer que les ind-objets Sieﬁ, Sileff et Sﬁelff deviennent isomorphes lorsqu’on utilise
les complexes alternés associés au lieu des complexes simples associés. <

On passe maintenant a la description de la comultiplication de Hp,o(k, o). Comme pour la multiplication, il s’agit
de transporter le résultat correspondant du §2.3.3. On commence par I’analogue du Lemme 2.127.
Lemme 2.143 —
(b') Le complexe Hpoi(k, o, N) est canoniquement isomorphe, dans D(A), a la colimite de la N X N-suite
81 = {Tot(C(Zy"™" (De x4 D) ® A)) [-2m —2n]} .
Les morphismes de transition (m,n) — (m + 1,n) et (m,n) — (m,n + 1) envoient B € Cp,q(Zy”(Dét Xi Dear))
sur les pull-back de B ® & par le morphisme Df x; DI R DE xx DY xi D3, et la composition de ]Dg:z X

=4 V4 =2 54 T, /P =4 52 .
Dg — Dy Xk D}k Dy, — D5 Xi Dy Xk Dy, respectivement.
Il existe une N*-suite

T = {Tot (C (Zy™*"***" (De x4 Dt i Det) ® A)) [~2m — 2n — 2u — 2v]}m’ o
Les morphismes de transition (m,n,u,v) — (m + 1,n,u,v), (m,n,u,v) — (m,n+ L,u,v), (m,n,u,v) - (m,n,u+
L,v) et (m,n,u,v) — (m,n,u,v + 1) envoient un cycle 8 € C, 4, (Zy’"””‘”(@a X Dt X Dét)) (avec p, g, r € N)
respectivement sur le pull-back de

~ ; 5P 54 Syr+2 5P =4 S 52
— [ ® @ par le morphisme Dy, Xk D Xk D= — Dy X Dgy X D, X D,

5 o 5 «, D92 %, O 5w, B4 52 5 T B %, Y 57 52
— [ R @ par la composition de 1Dét Xk IDDét X Dy, — ]Dét X Dét X Dy X Dy — ID)ét Xk ]Dét Xi Dy, Xk Dy,
-

~ e 5P 5214 o 5P 52 54 5 T 192 4 54 D
- @ ® g par la composition de D5 X D™ X DL — D X DY X DY X DY, — Dy xi DY X DY X DY,

t
= o DALRY) 5 5 «, D2 54 5 Ty 52 5 «, B¢ 5
— @ ® B par la composition de 1Dét Xk ID)ét X Dy — 1Dét Xy Dy, Xk Dét X Dy, — Dy, Xk 1Dét X ]D)ét Xk Dy,
On peut maintenant énoncer notre description de la comultiplication de Hpyoi(k, o, A).
Théoréme 2.144 —
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(a) Il existe un morphisme d’ind-objets ' : 8;; — T’ qui, sur les ensembles d’indices, est donné par I’application
(m,n) € N2 ~» (m,0,0,n) et qui applique identiquement le facteur direct C,,,q(Zy’"Jr”(@ét X Det)) ® A (avec
p, q € N) sur le facteur direct C p,o,q(Zym+O+°+”(Dét X Dgi Xk Det)) ® A.

(b) Il existe un morphisme d’ind-objets ¢' : 8] ® 8, — T’. Sur les ensembles d’indices, ¢ est donné par I’applica-
tion (m’,n"), (m,n)) € N*> x N2 ~» (m’,m,n’, n). Il envoie un tenseur 8 ® 8, avec 8 € Cp’q(Zmer"(@ét Xi Degt))
et B’ € Cp o (Zy™ " (De xg Der)), sur le pull-back de B & 8 par la composition de

AP s, P+, Y AP s, B s, 9 57 T TP e, T9Y P o, Y
Dy X Dy ™ Xa Dy — Dy Xie Digy X Dy Xa Dy — Dy Xae Dy X Digy X D -
(c) Le morphisme ¢’ : colimy 8§ ® colimy 8f; — colimyu T” est inversible dans D(A) et la composition de

’ r—1
colim 8}, 2 colim T q)T) colim 8; ® colim 8j;
N2 N4 N2 N2
coincide avec la comultiplication de la bialgebre Hyoi(k, o, A) modulo les isomorphismes du Théoreme 2.139,

(b) et du Lemme 2.143, (b").

Démonstration. 11 s’agit d’une conséquence directe de la Proposition 2.132 et de la méthode employée pour déduire
les isomorphismes du Théoréeme 2.139, (b) et du Lemme 2.143, (b’) a partir de ceux du Théoreme 2.124, (b) du
Lemme 2.127, (b’). <

2.4. Deux conjectures. —

On propose ici deux conjectures inspirées de I’étude de la réalisation de Betti entreprise dans cet article. Ces
conjectures sont suffisamment fortes pour entrainer une grande partie des propriétés conjecturales des motifs de Voe-
vodsky, notamment la conservation de la réalisation de Betti (cf. la Proposition 2.148) et la conjecture d’annulation
de Beilinson—Soulé (cf. la Proposition 2.150). Il est aussi probable, mais nous n’avons pas vérifié tous les détails,
qu’on puisse déduire formellement de nos deux conjectures 1’existence d’une -structure motivique sur DA®(k) et
méme I’équivalence de catégories entre la sous-catégorie des objets compacts de DA% (k) et la catégorie dérivée (des
complexes bornés) de celle des représentations de dimension finie du groupe de Galois motivique Gpot(k, o).

Dans cette sous-section, on travaillera a coeflicients dans Q et on omettra de mentionner I’anneau des coeflicients.
La premiere conjecture est la suivante.

eff

Conjecture A — L’homologie du complexe H

(k, o) est nulle sauf en degré zéro.

La Conjecture A entraine aussitdt 1I’énoncé similaire pour Hpy,o(k, o) (utiliser le Théoréeme 2.14). Elle découle de
I’existence d’une ¢-structure motivique.
Lemme 2.145 — Supposons qu’il existe une t-structure sur DA (k) qui rend le foncteur de réalisation BtieT¢*
DA (k) — D(Q) t-exact. Alors, la Conjecture A est vraie.

Démonstration. Par le Corollaire 2.105, on sait que f}{fnfgt(k, o) est (—1)-connexe. Il reste donc a voir que I’homologie
de foit(k, o) est nulle en degrés homologiques strictement positifs. Puisque Bti

eff.é* est r-exact, son adjoint a droite
Bticf<t préserve les objets r-négatifs. (La terminologie utilisée est celle de [4, Déf. 2.1.74].) En particulier, Bti¢™Q est
un objet t-négatif de DA°TE (k). En utilisant une deuxiéme fois la r-exactitude de Bti¢™¢"*, on déduit que le complexe
H (k,0) = Btie-¢t*BtieT€Q est t-négatif, i.e., son homologie est concentrée en dégrés homologiques négatifs. <
Notre deuxieéme conjecture est une propriété de descente le long de la réalisation de Betti. En gros, elle affirme qu’on
peut reconstruire un motif compact M € DA®(k) comme la limite homotopique du motif cosimplicial n € A ~»
(Bti®Bti®"*)°"*1 (M) obtenu a I’aide de la monade Bti®Bti®** associée au couple de foncteurs adjoints (Bti®"*, Bti¢").
Pour donner un sens précis a un tel énoncé on peut recourir a I’endofoncteur Singz’m défini dans le §2.2.5.
Notons A™ C A la sous-catégorie de la catégorie des ordinaux n = {0 < --- < n} (pour n € N) ol1 ’on ne retient que
les applications strictement croissantes. On considere I’objet semi-cosimplicial qui a n € A* associe 1’endofoncteur
composé (Sing,'™)° "+l et dont la face associée ad; : n — 1 — n, avec 0 < i < n, est donnée par

(Sing""®

D,covo n—i
ét ) :

o . oNo i . 00O n—i . J0oNo i . D, .
)°" = (Sing )" o id o (Sing ' *)°"™" — (Sing,*)°' o Sing, ™ o (Sing,
Bien entendu, cette construction est valable pour tout endofoncteur F* munie d’une transformation naturelle (une

augmentation) id — F. Notre deuxieme conjecture s’énonce alors de la maniére suivante.

Conjecture B — Soit E un Ty-spectre symétrique stablement projectivement (Al ét)-fibrant. On suppose que E est
un objet compact de DA (k). Alors, le morphisme évident

E — holimpea+ (Sing, )" (E) (118)



L' ALGEBRE DE HOPF ET LE GROUPE DE GALOIS MOTIVIQUES, I 81

est un isomorphisme dans DAét(k).

Remarque 2.146 — Explicitons le contenu de la Conjecture B. Pour chaque n € N, le Ty-spectre symétrique
(Singg’(’o)O "+1(E) est projectivement stablement (A!, ét)-fibrant. Le calcul de holimpea+ (Sing]]éjz’o")O "1(E) se fait alors
niveau par niveau et sur les préfaisceaux. De plus, le Ti-spectre symétrique ainsi obtenu est encore stablement pro-
jectivement (A!, ét)-fibrant. En particulier, le morphisme (118) est inversible dans DA®(k) si et seulement si il est
un quasi-isomorphisme de préfaisceaux niveau par niveau. Ainsi, au niveau e € N, on est ramené a identifier, a
quasi-isomorphisme pres, le complexe E, avec

hOhm( colim . ((§g£)o n+l(Ee+r0+~~-+r,,)[_2(r0 +-t rn)])) . (119)

neA*

(Les morphismes de transition de la colimite ci-dessus sont induits par la transformation naturelle ¢ de la Défi-
nition 2.65, (i).) Par ailleurs, la limite homotopique dans (119) est « facile » a calculer. Plus généralement, soit
n € A* ~» R(n) un objet semi-cosimplicial de la catégorie des complexes de préfaisceaux et supposons que tous
les R(n) sont projectivement (A!, ét)-fibrants. Pour calculer holimyea+ R, on forme d’abord le bicomplexe C(R) as-
socié a R. En indexation cohomologique, la n-ieme ligne C"*(R) est donnée par le complexe R*(n) et la différentielle
verticale partante de R*(n — 1) est la somme alternée Z;’:O(—l)idi*. Le complexe holimpea+ R est alors simplement le
complexe total Tot!1(C*(R*)) donné en degré n € Z par [y j=n Ci(R/). (Le foncteur Tot!l(-) est différent du foncteur
Tot(—) utilisé partout ailleurs dans le texte. Il est défini en prenant des produits directs au lieu de prendre des sommes
directes.)

Rappelons que S7 est le Ty-spectre donné en degré m par Qir((PL, 00)N™) (sur lequel on a oublié la structure de
transferts). On a la réduction suivante.

Lemme 2.147 — La Conjecture B est vraie si elle est vérifiée pour E = §gA(S’Tf) (cf- la Proposition 2.114).

Démonstration. Soient E, F et G des Ty-spectres symétriques, et supposons que E et F sont projectivement cofi-
brants, et que F et G sont stablement projectivement (A!, ét)-fibrants. On suppose donné un morphisme E@ F — G
qui est une équivalence (A!, ét)-locale stable. On a alors un morphisme d’objets semi-cosimpliciaux donné par les
morphismes (cf. le Théoréeme 2.85)

E'® (SingZ*)°"*! (F) — (Sing>*)°"*!(G). (120)

et et

Par le Corollaire 2.86 (et une récurrence facile), les morphismes (120) sont des e’;quivalences (A, ét)-locales stables.
En passant aux limites homotopiques, on déduit alors un isomorphisme dans DA'(k) :

holimpea+ E® (Sing,™)°"*!(F) — holimpea+ (Sing,*)°"*'(G). (121)
Lorsque E est un motif compact, I’endofoncteur E Le — de DA (k) est isomorphe a Hom(Hom(E, A(0)), —). Il com-
mute donc aux limites homotopiques. En utilisant (121), on déduit aussitdt que le morphisme canonique

E "®holimpea+ (Sing, ®)°"*!(F) — holimyea+ (Sing,*)°"*(G) (122)

ct ct

est inversible dans DA®(k). Il est maintenant clair que la Conjecture B est vraie pour G si elle est vraie pour F.

On obtient le résultat recherché en prenant pour F un 7Tj-spectre symétrique projectivement cofibrant muni qu’un

quasi-isomorphisme niveau par niveau vers §gA(S’T” ). <
Voici deux conséquences importantes de la Conjecture B.

Proposition 2.148 — Supposons que la Conjecture B est vraie. Alors, le foncteur Bti€* : DA% (k) — D(Q),
restreint a la sous-catégorie des objets compacts, est conservatif.

Démonstration. Soit E un Tj-spectre symétrique stablement projectivement (A, ét)-fibrant tel que Bti*(E) ~ 0. Il
s’ensuit que Bti*(RogE) ~ 0. Par le Théoreme 2.67, Singg’m(E) est alors quasi-isomorphe au complexe nul niveau
par niveau. Il en est donc de méme de la limite homotopique dans (118). Si E est compact, la Conjecture B entraine
que E est nul. <

Remarque 2.149 — La preuve de la Proposition 2.148 montre que la réalisation de Betti est conservative sur la
sous-catégorie triangulée de DA (k) formée des Ty-spectres symétriques vérifiant la conclusion de la Conjecture B
(apres remplacement stablement (A, ét)-fibrant). Or, il est facile de construire des motifs M € DAét(k) non compacts
tels que Bti*(M) =~ 0. Ceci montre que la conclusion de la Conjecture B est en général fausse sans I’hypothése de
compacité sur E.

Proposition 2.150 — Supposons que les Conjectures A et B sont vraies. Alors, la conjecture d’annulation de
Beilinson—Soulé est vraie.
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Démonstration. Rappelons que la conjecture d’annulation de Beilinson—Soulé prédit que les complexes motiviques
Q) = §gA\(Qtr((P}C)“ ))[—2r] n’ont pas de cohomologie en degrés strictement négatifs. Autrement dit, la coho-

mologie du Ty-spectre symétrique §gA(S’T’) en niveau r € N est nulle en degrés cohomologiques strictement in-
férieurs a —2r. Par la Conjecture B, il suffit de vérifier cette propriété pour chacun des Ti-spectres symétriques
(Singp""’)o ”“@gA(S’T’)) (avec n € N). Par le Théoreme 2.67, ce spectre est isomorphe dans DA(k) a

et
(Bti..Bti*)° " (Q(0)) = Btiy(Hmo(k, 0)") = Bti.Q ® (Hnok, )" st

Par la Conjecture A, le complexe Hpyo(k, 0)®" est concentré en degré zéro. Or, en niveau r € N, le Tj-spectre
symétrique Bti,Q est donné par BticTQ[2r] et la cohomologie de BtiTQ est nulle en degrés strictement négatifs. <

Appendice A
Objets (co-)cubiques et objets (co-)cubiques enrichis

Pour la commodité du lecteur, on rappelle dans cette annexe la notion classique d’objets cubiques et la construction
du complexe simple associé a un objet cubique dans une catégorie additive. On introduit également les objets cubiques
enrichis et les objets cubiques enrichis symétriques. Ces objets sont considérés sous différents noms dans [11, 17]. Le
lecteur pourra également consulter le début de [30].

A.1. Objets cubiques et complexes simples associés. —
Rappelons la définition d’un objet (co-)cubique.

Définition A.1 — On note B la sous-catégorie de la catégorie des ensembles finis ayant pour objets les ensembles
1" = {0, 1}, pour n € N, et qui est engendrée par :

(i) les faces d; ¢ : {0, 1} — {0, 1"+ avec die(x1,..05%0) = (X1, ., X1, € Xiy ..., Xp) pourn €N, 1 <i<n+1et
e€{0,1},

(ii) les projections p; : {0,1}" — {0, 11 avec Pi(x1s s Xn) = (X1,.e. s Xiz1, Xigls - -5 Xp) pour n € N — {0} et
1<i<n

Soit C une catégorie. Un objet cocubique (resp. cubique) de C est un foncteur covariant (resp. contravariant) de E
dans C.

Exemple A.2 — Soit k un corps. On dispose d’un objet cocubique A; qui associe a 1" € [E le k-schéma A} =

Spec(k[t1, ..., t,]). Pour tout k-schéma S, les morphismes d; ¢ : AZ — AZ“ etp; : AZ — AZ‘l sont donnés sur les
S -points par les formules dans (i) et (ii) de la Définition A.1 (avec O et 1 le zéro et I'unité de I’anneau homy(S, A,i)).

Soient C une catégorie additive karoubienne et Q : [HI°? — € un objet cubique de €. On note Cg(Q) le complexe
de € concentré en degrés homologiques positifs et défini de la maniére suivante.

(i) Pourn > 0, Ci(Q) = 0(1").
(i) Pour n > 1, la différentielle Cﬁ(Q) — Ci_ ,(Q) est la somme alternée Z;?:l(—l)"(d;i1 —d;,).

A

Lemme A.3 — Le complexe C?(Q) se décompose en une somme directe C?(Q) = C.(Q) ® D.(Q) telle que pour tout
neN:

(a) Cn(Q) est le noyau du morphisme [];d:, : CBL(Q) — 1L, Ci_l(Q),
(b) D,(Q) est I'image du morphisme U;p; : D_, Ci_l(Q) — Ch0).
Démonstration. 11 s’agit d’un fait standard. Le preuve est omise. <

Définition A.4 — Soit Q un objet cubique d’une catégorie additive et karoubienne C. Le complexe C,(Q) du Lemme
A.3 est appelé le complexe simple associé a Q.

Remarque A.5 — Pour n> 1, la différentielle d : C,(Q) — C,-1(Q) du complexe simple associé a Q est égale a la
somme alternée i, (=1)'d},.
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A.2. Objets cubiques enrichis et complexes normalisés associés. —

Les objets (co-)cubiques considérés dans le corps du texte sont en fait des objets (co-)cubiques enrichis au sens de
la définition suivante.

Définition A.6 — On note B’ la sous-catégorie de la catégorie des ensembles finis ordonnés ayant pour objets les
ensembles 1" = {0, 1}", pour n € N, et qui est engendrée par les applications dans (i) et (ii) de la Définition A.1, ainsi
que :
(iii) les multiplications m; : {0,1}" — {0, 1V avee mi(X1, ...y Xn) = (X1ye ey Ximls XiXials Xid2s - -5 Xp) AVEC N €
N-{0,1}etrl1 <i<n-1.
Soit C une catégorie. Un objet cocubique (resp. cubique) enrichi dans C est un foncteur covariant (resp. contravariant)
de B’ dans C.

On a une inclusion évidente B < B’ de sorte qu’un objet (co-)cubique enrichi induit par restriction un objet
(co-)cubique au sens de la Définition A.1. Réciproquement, étant donné un objet (co-)cubique Q, un enrichissement
de Q est un relévement du foncteur Q a E’.

Exemple A.7 — L’objet cocubique A; admet un enrichissement naturel tel que m; : A} — AZ‘I est donné sur les
anneaux de fonctions par I’association

e st k<l
tyk titiy1 S1 k=1,
tk+1 Sl k > i.

Soient € une catégorie additive karoubienne et Q : E’°P — C un objet cubique enrichi de C. On note encore
C?(Q), C.(Q) et D,(Q) les complexes du Lemme A.3 obtenus a partir de la restriction de Q a [. 1l est facile de voir
que les morphismes m: : Cfl_ (@) — C,ﬂq(Q) préservent la décomposition C?(Q) = C.(Q)®D.(Q). On peut d’ailleurs
utiliser ces morphismes pour raffiner cette décomposition. Plus précisément, on a le résultat suivant.

Proposition A.8 — Gardons les hypotheses précédentes. Le complexe simple C,(Q) associé a l’objet cubique enrichi
Q se décompose en une somme directe C,(Q) = EN,(Q) @ D.(Q) (resp. C.(Q) = IN.(Q) @ DI(Q)) telle que pour tout
neN:

(a) EN,(Q) (resp. dNn(Q)) est le noyau du morphisme [1]; d;'k,l 1 Cu(Q) — H?:Q Cn1(Q) (resp. H?:_ll C-1(0)),

n

(b) D, (Q) est I'image du morphisme U;m : @iz_ll C-1(Q) — C,(0).

Démonstration. 11 s’agit de I’analogue cubique de [22, Th. 2.1]. La preuve est omise. <
Remarque A.9 — Pour n > 1, la différentielle d : N,(Q) — &N,_1(Q) (resp. d : ‘N,(Q) — N,_1(Q)) est égale
a _dT,l (resp. (—1)"dZ,l).

Soit Q un objet cubique enrichi d’une catégorie additive karoubienne. La Proposition A.8 entraine que le quotient
N.(Q) = C.(Q)/D.(Q) existe dans la catégorie des complexes. De plus, on a des isomorphismes canoniques

INL(Q) = N.(Q) = ‘N.(Q).
Définition A.10 — Soit Q un objet cubique enrichi d’une catégorie additive karoubienne. Le complexe N,(Q) est
appelé le complexe normalisé associé a Q.

Par abus de langage, les complexes N, (Q) et N, (Q) seront aussi appelés les complexes normalisés associés a Q.
Proposition A.11 — Gardons les hypothéses et les notations de la Proposition A.8 et supposons de plus que C est
une catégorie abélienne. La projection C,(Q) —» N,.(Q) est un quasi-isomorphisme et D.(Q) est contractile.
Démonstration. 11 suffit de montrer que l’inclusio_n IN.(Q) — C.(Q) est un quasi-isomorphisme. Pour j > 0 un
entier naturel, on considere le sous-complexe dNEJ )(Q) C C.(Q) donné en degré n € N par le noyau de []; d;‘l :
C,(Q) — H?;i]n (D) C,-1(Q). Clairement, I’inclusion IN.(Q) — dNEj )(Q) induit un isomorphisme en homologie

en degré plus petit que j + 1. Tl suffit donc de montrer que les inclusions #) : INY""(0) — INY(Q) sont des
équivalences d’homotopie. Les morphismes

J+H17j+1,1

OIFNG) an U+ G [id-midi g, st o n2j+2,
v QTR ey { id si 0<n<j+l,
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définissent un morphisme de complexes f.(j) : dNEj) Q) — dNEj +1)(Q). Clairement, f.(j) o ufj) est I’identité de
de] +1)(Q). Par ailleurs, il est facile de voir que id — ut f(]) est homotope a zéro. Une telle homotopie est don-
née (aux signes pres) par les morphismes m dN(] )1 Q) — dN(] ) (Q) lorsque n > j+ 2 et par les morphismes nuls

lorsque n < j+ 1. <

A.3. Objets cubiques X-enrichis et complexes alternés associés. —

Les objets (co-)cubiques enrichis considérés dans le corps du texte sont en fait des objets (co-)cubiques X-enrichis
au sens de la définition suivante.
Définition A.12 — On note B" la sous-catégorie de la catégorie des ensembles finis ordonnés ayant pour objets
les ensembles 1" = {0, 1}, pour n € N, et qui est engendrée par les applications dans (i) et (ii) de la Définition A.1,
les application dans (iii) de le Définition A.6, ainsi que :

(iv) les permutations des facteurs donnée par o : {0, 1) — {0, 1}""! avec o(x1, ..., x,) = (Xg=1(1ys - + = » X1 (m)) POUT
toute permutation o € X, de ’ensemble 1, n]].

Soit C une catégorie. Un objet cocubique (resp. cubique) X-enrichi dans C est un foncteur covariant (resp. contrava-
riant) de 8" dans C.

Clairement un objet (co-)cubique Z-enrichi détermine par restriction a [’ un objet (co-)cubique enrichi au sens de
la Définition A.6.
Exemple A.13 — L’objet cocubique enrichi A; est naturellement un objet cocubique X-enrichi. Un €lément o € %,
agit sur A} par la permutation des facteurs, i.e., pour tout k-schéma S, o~ envoie un n-uplet de S -points (xi, ..., Xn)
sur le n-uplet (xXp-1(1ys - - - » Xg1(n))-

Soit Q un objet cubique X-enrichi d’une catégorie C. Alors, le groupe X, agit a droite sur Q(1"). Si de plus, € est
additive karoubienne, cette action préserve la décomposition C,ﬁ,(Q) = C,(Q) ® D,(Q). On a le résultat suivant.
Lemme A.14 — Soit Q un objet cubique Z-enrichi dans la catégorie des groupes abéliens. Soit a € C,(Q) un
élément tel que dzl (a) = 0 pour tout 1 < i < n. Pour tout o € X, les cycles a et sgn(o) - c*(a) sont homologues, i.e.,
définissent la méme classe d’homologie dans H,,(C,(Q)) =~ H,(N,(Q)).
Démonstration. 11 suffit de considérer le cas des transpositions #; = (i,i + 1) pour 1 <7 < n — 1. Il s’agit de montrer
que a + 17 (a) est homologue a zéro. On considere pour cela I’élément b = (- )it M (a). Clairement, b est dans le
noyau des dj',o pour 1 < j < n+ 1. Autrement dit, c’est un élément de C,.1(Q). Par ailleurs, pour j ¢ {i,i + 1,i + 2},
on a d’;., ,(b) = 0. Ainsi, la différentielle du complexe C.(Q) envoie b sur

* *
diyfim; (@) = diyy 1y my (@) + 4y, 1 my (@)
= fd;ym; (@) = dipp ymy (@) + mpdy, (@) = £7(a) + a.
Le lemme est démontré. <
Dans la méme veine, on a le résultat suivant.
Lemme A.15 — Soit Q un objet cubique X-enrichi d’une catégorie abélienne A. Pour n > 1, on note Cg(Q) le

noyau du morphisme d, | : C,(Q) — C,-1(Q). On convient aussi que Cﬂ(Q) = 0 pour n < 1. Alors, C4(Q) est un
sous-complexe de C.(Q). De plus, Uinclusion C3(Q) — C.(Q) est naturellement homotope au morphisme donné en
degré n > 1 par (=1)"*1(¢,)* : CY(Q) — C,(Q) avec ¢, = (n --- 21) € %, la permutation cyclique.

Démonstration. Pour n > 2, notons 4, : 1" — l"_l I’application donnée par h,(€l,...,€) = (€2,..., €1, €16).
Clairement, iy = m; et h, est une fleche de E”” pour tout n. On affirme que la famille des 7, : Cg_l(Q) — Cg(Q)
(étendue par les morphismes nuls pour n < 1) définit une homotopie entre 1’inclusion évidente et c*. En effet, pour

n=1,ona (—d’i"l + dzl) oh; =0,etpourn>2,0na

n—1 n+1 n+1
o[Z(—l)id 1]+(Z( 1yd; ]Ohn+1 Z( 1(di1 0 ' +Z< 1 (psr 0 din)”.
i=1

Un inspection immédiate montre que d;j o i, = hp41 o dizp pour tout 1 < i < n — 1. Par ailleurs, A1 o dj; est
I’identité de 1" alors que 7,41 © dyps11 (X1, -+ s Xn) = (X2, . .., Xp, X1). <
On peut généraliser le Lemme A.15 de la maniere suivante.

Proposition A.16 — Soit Q un objet cubique Z-enrichi d’une catégorie abélienne A et r € N. Pour n > r, on pose
Cd Q) = nert ker{d;."1 : Cu(Q) — C—1(Q)}. On convient aussi que CS”(Q) = 0 pour n < r. Alors, Cfi’r(Q) est
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un sous-complexe de C (Q) De plus, 'inclusion C?’r (Q) — C.(Q) est naturellement homotope au morphisme donné

Henr (bnr)* + CY(Q) — Cu(Q) avec ¢y, € T, la permutation qui induit une bijection
décroissante entre [[1,r] et [n — r + 1, n]l, et une bijection croissante entre [[r + 1,n] et [1,n — r].

en degré n > r par (— 1)

Démonstration. Lorsque r = 0, I’énoncé est vide. Lorsque r = 1, on retrouve 1’énoncé du Lemme A.15. Supposons
donc que r > 2 et raisonnons par induction. On peut factoriser I’inclusion de C4"(Q) = C.(Q) de la maniére suivante

ctr @) S e & e,
Considérons I’objet cubique X-enrichi P défini par P(1") = Ni<ic,-1 ey Kerldy ;. Q™) — QA" hrn
est clair que C‘.i” “1(Q) = C._1s1(P), que C‘,j’r Q) = C?_H] (P) et que I’inclusion (a) correspond a I’inclusion évidente
C?_H 1(P) = C,_,4+1(P). En appliquant le Lemme A.15 a1’objet cubique X-enrichi P, on obtient que (a) est homotope
au morphisme donné en degré n > r par (—1)"" 2 ¢ Cd’r Q) — Cd’r _I(Q) Par I’hypothese de récurrence
appliquée a (b), il suffit de remarquer que ¢,_,+1 © ¢p,—1 = ¢y €t (=1) "2 o= M=) = (- 1)%1)
Lemme A.17 — Gardons les hypothéses et notations de la Proposition A.16. Soit o € Z, une permutation Notons

n—r+1

+nr. «

aq(o) lautomorphisme du complexe CGl "(Q) donné en degré n > r par (idy— X 0)* : COl "(Q) — CQl "(Q). Alors, les
compositions de

Cr(Q) =5 Cd (Q) = C.(Q) et Cir(Q) —> Cd (Q) = C.(Q)

sont naturellement homotopes.

Démonstration. Clairement, ag(—) définit une représentation du groupe symétrique X, sur le complexe C¢(Q). 1l
suffit donc de prouver le lemme pour les permutation cycliques (12 --- j)avec 2 < j < r. Pour simplifier les notations,
on considere seulement le cas j = r. Le cas général n’est guere plus difficile. Pour n > r + 1, on note f, : 1" — 1"
I’application définie par f,(€1,...,€;) = (€15, €rr—1, En—r " €n» €En—r+1, - - - » €—1). Clairement, f,, est une ﬂeche de &”
et induit un morphisme f; : Cc4 (@) — C,(0Q). De plus,

n+1 n+1
=1)'fy o (Z( 1)d71]+< 1! [Z( 1yd; } fro == 1)”2( Di(dii o f)" + (= 1)”2( D (fot 0 di)*

n—r n
= (-1)" Z( D(d g0 fo) +(=1)""! Z( D(di0fu)* +(=1) dprX(1 - P 4= Y (=1)(dir,10/)"+id;,
i=n—r+2
= ldl" —sgn(12 - r)- (idgp—r x (12 -+ )"
Ceci termine la preuve du lemme. <
Corollaire A.18 — Gardons les hypothéses et notations de la Proposition A.16. L’inclusion C&"(Q) — C.(Q)
est naturellement homotope au morphisme donné en degré n > r par (—1)" (”“)(Tr,n_r)* : Cg’r(Q) — C,(Q) avec

Trn—r € Xy la permutation qui induit des bijections croissantes entre les ensembles [1,r] et [n —r + 1,n]], et les
ensembles [r + 1,n] et [1,n — r]| respectivement.
Démonstration. Ceci découle immédiatement de la Proposition A.16, du Lemme A.17 et du fait que la signature de

(r D
la permutation décroissante de [ 1, r]] est égale a (—1) 2 <

On suppose maintenant que € est une categorle additive et Q-linéaire. On note alt, le projecteur alterné de I’algébre
QI[Z,] du groupe symétrique X, i.e., alt,, = (n!)~! Doy, sgn((r) 0. Dans la catégorie Q-linéaire librement engendrée
par E”, on alarelation : alt, o (37, (- 1)id;y) = X =1y 'd; 1) o alt,_. Il en découle le résultat suivant.

Lemme A.19 — Soit Q un objet cubique Z-enrichi d’une catégorie additive Q-linéaire et karoubienne C. Alors, les
morphismes alt, définissent un morphisme de complexes alt” : C,(Q) — C.(Q) qui est un projecteur de C.(Q).
Définition A.20 — Sous les hypothéses du Lemme A.19, on notera A.(Q) 'image du projecteur alt*. C’est le
complexe alterné associé a Q.

Par construction A,(Q) est un facteur direct de C,(Q). On termine ce paragraphe avec le résultat suivant.
Proposition A.21 — Soit Q un objet cubique X-enrichi d’une catégorie abélienne et Q-linéaire A. Alors, I'inclusion
évidente A,(Q) — C.(Q) est un quasi-isomorphisme.

Démonstration. On se ramene au cas d’un Q-espace vectoriel cubique X-enrichi en appliquant un foncteur exact et
conservatif de la catégorie A dans celle des Q-espaces vectoriels. Il suffit alors de montrer que le projecteur alt™ induit
I’identité sur I’homologie du complexe C,(Q). Ceci découle immédiatement du Lemme A.14. <
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A 4. r-Complexes, objets r-cubiques et structures monoidales. —

Soit C une catégorie additive et r € N un entier non nul. Rappelons qu’un r-complexe (ou bzcomplexe lorsque
r = 2) K dans C est formé d’une famille d’objets (K, ),cz- de C et d’une famille de morphismes d ) Ky = Ky,

avec ¢; = (0;j)1<j<r €t 6;; le symbole de Kronecker. On a alors les relations d,glei o dg) =0et dﬁf_)ei o d(ﬂ') = d(’) o d(ﬂj).

n— e]
(Lorsque r = 2, les différentielles dﬁlll)nz d,(f])nz sont parfois appelées les différentielles horizontales et verticales et

seront alors notées d' et d,Vl] ) Etant donnée une décomposition r = 7’ + " avec r/, ¥’ > 0, on peut associer
au r-complexe (K,)cz- le r’-complexe ((Kyx, n”GZ’ )n ez dans la catégorie des r’’-complexes dans C et le r”
complexe (K xn')yez ez dans la catégorie des r’-complexes dans €. Ces associations définissent clairement des
isomorphismes de catégories.

Le complexe total Tot(K) associé€ au r-complexe K = (K,),ez- est défini de la manicre suivante. En degré d € Z,

il est donné par Tot(K),; = ®n€Z' = _4 K- La differentielle de d : Tot(K); — Tot(K)4-1, restreinte au facteur K,

(avec |n| = d), est donnée par };_,(— 1)2, 1"’d(’) Il est immédiat de voir que la formation des complexes totaux est

commutative et transitive au sens suivant. Etant donnée une décomposition r = r’ + " avec r/, "’ > 0, on a des
identifications canoniques

TOt ((TOt((KE’XQ” Euezr” ))E/ezr/) =~ TOt(K) =~ TOt ((TOt((KQ’)(ﬂ” ﬂfezr’ ))ﬁ/’GZr”) . (123)

Par ailleurs, soit o € X, une permutation. Au r-complexe K = (K, ),z au peut associer un nouveau r-complexe
7K = (Kg(n))nezr» donné en degré n € Z" par Ky, avec o(n) = (ng-1(1), - - - » N-1(p)), €t ayant les mémes différentielles
que K. Il est alors claire que les complexes Tot(? K) et Tot(K) sont identiques en chaque degré. Toutefois, il n’ont pas
en général les mémes différentielles. Néanmoins, il existe un isomorphisme naturel Tot(K) — Tot(? K) qui respecte
la Z'-graduation et qui est I’identité fois un signe (—1)? sur le facteur K, pour tout n € Z". Ce morphisme est
unique a un signe pres, et on le normalise en imposant que €(0,0) = 0. On a alors €(o,n) = Xic; 71(j)<o1 (i) Miltj
(modulo 2). Pour plus de détails, le lecteur peut consulter [10, Ex. 11, p. 174].

Définition A.22 — Soit C une catégorie et (b, c) € N>. Un objet (b, c)-cubique (resp. enrichi, -enrichi) de C est un
foncteur covariant de B x (E1°P)¢ (resp. B’? x (E’°P)¢, E""” x (E""°?)°) dans C.

Lorsque (b,c) = (0,2), on dira bicubique au lieu de (0,2)-cubique. De méme, r-cubique et r-cocubique seront
synonymes de (0, r)-cubique et (, 0)-cubique. Clairement, un objet (b, ¢)-cubique de C est un objet b-cocubique de la
catégorie des objets c-cubiques de €. Plus généralement, si b = b" + b”" et ¢ = ¢’ + ¢, un objet (b, ¢)-cubique est un
objet (b, ¢’)-cubique de la catégorie des objets (b”’, ¢’’)-cubiques. Pour n € N”, on note 1* I’objet (1", ..., 1"). Pour
1<i<r,s>-neta:1" — 1"* une fleche dans ", on note a” : 1% — 17*5 ]a fleche de (E”")" qui est a sur le
i-eme facteur et I’identité sur les autres facteurs.

Soient € est une catégorie additive karoubienne, r € N un entier non nul et Q : (EI°?)" — € un objet r-cubique

de C. On peut associer a Q un r-complexe Cg(Q) de la maniere suivante. On pose Cﬁ(Q) 0 si n; < 0 pour au
moins un 1 < i < r. Sinon, on prend Cﬂ(Q) Q(%). La différentielle Cu(Q) — C (Q) est la somme alter-
née Z’}:l(—l)j ((d;f)l)* - (d(’o) ). On peut aussi définir un r-complexe simple C,(Q) associé a Q par induction sur 7.
Lorsque r = I, c’est le complexe de la Définition A.4. Pour r > 1, on considére I’objet (r — 1)-cubique C”(Q)

de la catégorie des complexes dans € qui associe a (1",...,1"1) € (H)~' le complexe simple associé a 1’ob-
jet cubique Q(1™,...,1™',—) de C. On pose alors C,(Q) = C.(C(Q)). Le Lemme A.3 entraine par induction

que C,(Q) est un facteur direct du r—complexe Cﬁ(Q) De plus, pour n € N', C,(Q) est le noyau du morphisme
[Td) : CH@  — Thsisnizjen Che ().

Si Q est un objet r-cubique enrichi de €, on peut définir un r-complexe normalisé N,(Q) associé a Q par induction.
Lorsque r = 1, c’est le complexe de la Définition A.10. Pour r > 1, on considére I’objet (r — 1)-cubique N(Q)
de la catégorie des complexes dans € qui associe & (1™, ...,1%1) € (’)~! le complexe nomalisé associé a I’objet
cubique Q(1™,..., 1" =) de €. On pose alors N,(Q) = N.(N"(Q)). La Proposition A.8 entraine par induction
que N,(Q) est un facteur direct du r-complexe C.(Q). De plus, pour n € N, N,(Q) est le conoyau du morphisme

Uijm) : @B i 1< jer1 Croe(@) — Cul(Q).
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Enfin, si Q est un objet r-cubique X-enrichi et si C est Q-linéaire, on peut définir un r-complexe alterné A.(Q)
associé a Q. C’est I'image du projecteur alt™ : C,(Q) — C.(Q) donné en degré n € N” par I’action de

r

1
alt, = PR Z (n Sgn(O'i)) (o X X o).

(O 15000 )EZy XXy, i=1

Remarque A.23 — Les catégories [H, E’ et E” admettent des structures monoidales naturelles données par
1" ® 1" = 1"™*" et pour lesquelles les plongements évidents dans la catégorie des ensembles finis, munie du produit
cartésien, sont monoidaux. La catégorie (", ®) est alors monoidale symétrique et unitaire mais on fera attention que
(A, ®) et (H’, ®) sont seulement monoidales et unitaires.

Soient Q un objet cubique (resp. enrichi, Z-enrichi) d’une catégorie C et r € N un entier naturel. On définit un objet
r-cubique (resp. enrichi, -enrichi) Q(r) en posant Q¢r)(1™,...,1") = Q1" ® --- ® 1"") = Q(1™*"*") pour tout
n € N”. On a le résultat suivant.

Proposition A.24 —

(a) Soit Q un objet cubique d’une catégorie additive et karoubienne C. Il existe un morphisme canonique de com-
plexes p : Tot(C,(Q(r))) — C.(Q). Il est donné en degré d € N par la fleche EBn1+---+n,:d Ci(Q) — Cu(O)
qui est l'identité sur chacun des facteurs.

(b) Soit Q un objet cubique enrichi d’une catégorie additive et karoubienne C. Il existe alors un unique morphisme
de complexes p : Tot(N,(Q(r))) — N.(Q) qui fait commuter le carré

Tot(C.(Q(r)) —— C.(Q)

L

Tot(N,(Q(r))) — N.(Q).

(c) Soit Q un objet cubique X-enrichi d’une catégorie additive, Q-linéaire et karoubienne. Il existe alors un unique
morphisme de complexes p : Tot(A,(Q(r))) — A.(Q) qui fait commuter le carré

Tot(C.(Q(r)) —— C.(Q)

P
Tot(A.(Q(r))) — A.(Q).
(d) Sila catégorie C est abélienne, les morphismes p, p et p sont des quasi-isomorphismes.

Démonstration. On démontre seulement que p est un quasi-isomorphisme. L’inclusion dans Tot(C,(Q(r)))s du fac-
teur C,4(Q) correspondant au r-uplet (d,0,...,0), induit un morphisme de complexes s : C,(Q) — Tot(C,(Q(r)))
qui est clairement une section a p. Il suffit donc de montrer que s est un quasi-isomorphisme. On peut considé-
rer C,(Q) comme un r-complexe si ’on convient que Cg,..0)(Q) = C4(Q) pour d € Z et Cg,,,. n) = 0 dés que
(n2,...,n) # (0,...,0). Alors, s provient d’'un morphisme de r-complexes C,(Q) — C.(Q(r)) induisant I’'identité
entre C,(Q) et C, o,..0)(Q(r)). Pour terminer, et compte tenu de [47, Lem. 2.7.3], il suffit de prouver que les com-

plexes C, n,,...n,)(Q(r)) sont acycliques pour (n2,...,n,) # (0,...,0). Ceci découle immédiatement du Lemme A.25
ci-dessous. <
Lemme A.25 — Soit Q : B’ — A un objet cubique enrichi d’une catégorie abélienne A. Pour r € N, on note

O I’objet cubique donné par QV1(1") = Q1" ® 1) = Q(I"*"). Alors, le complexe simple associé a I’objet cubique
ker{dr, O+l — QU est contractile.

Démonstration. En effet, m’,_| : QA""'*") — Q(1"*!*"*1) préservent les sous-objets Cy(ker{QI"*11 — QU'}) ¢
Q") et Cppy 1 (ker{ QU+ — QU1 ¢ Q"1+, On dispose donc d’une famille de morphismes induits

m’, | : Cp(ker{QV 1 — Q') — C,pyy (ker{ @I+ — QU1

Un calcul immédiat montre que cette famille est une homotopie entre le morphisme nul et 1’identité. <

Remarque A.26 — Le lecteur pourra facilement adapter la preuve du Lemme A.25 pour obtenir le résultat analogue
pour les objets cubiques enrichis Q(— ® 17).

Supposons maintenant que (C, ®) est une catégorie monoidale additive (i.e., le bifoncteur — ® — est additif en cha-
cune des variables). Etant donné un r-complexe K et un s-complexe L dans C, on notera K, ® L, le (r + s)-complexe
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donné en degré (ni,...,n..s) par Ky, ..n) ® L,y nes)- ON déduit des identifications (123) une identification cano-
nique Tot(Tot(K) ® Tot(L)) ~ Tot(K ® L). On dispose aussi d’un isomorphisme canonique 7 : Tot(K ® L) ~ Tot(L ® K)
qu’on obtient a partir des isomorphismes de permutation des facteurs. Etant donnés deux complexes K, et L., on
notera (K ® L), le complexe total Tot(K, ® L,) associé au bicomplexe K, ® L,. Il est alors classique que Cpl(C), la
catégorie des complexes dans C, devient ainsi une catégorie monoidale.

De méme, étant donné un objet r-cubique (resp., enrichi, X-enrichi) Q et un objet s-cubique (resp., enrichi, %-
enrichi) P de C, on peut former 1’objet (r + s)-cubique (resp., enrichi, Z-enrichi) Q ® P tel que Q ® P(1Y) =
0(1™) @ P(1%) pour tout m € Z" et n € Z°. On a alors des identifications canoniques C,(Q ® P) =~ C,(Q) x C,(P),
N.(OrRP)=2N,(Q)RN,(P)et A,(OR P) ~ A, (Q) R A,(P). On déduit aussi des identifications canoniques

.....

Tot(C.(Q)) ® Tot(C.(P)) = Tot(C.(Qr P)) , Tot(N.(Q)) ® Tot(N.(P)) =~ Tot(N.(Q ® P)) (124)
et Tot(A,(Q)) ® Tot(A,(P)) =~ Tot(A.(Q ® P)).
Définition A.27 — Soit (C,®) une catégorie monoidale. Un objet cubique pseudo-monoidal (resp. enrichi, X-

enrichi) dans C est un foncteur pseudo-monoidal de B1°P (resp. E’°P, E"°P), munie de sa structure monoidale de la
Remarque A.23, dans C.

Pour la définition d’un foncteur pseudo-monoidal, on renvoie le lecteur a [4, Déf. 2.1.85]. Un objet cubique pseudo-
monoidal (resp. enrichi, Z-enrichi) Q est muni d’une famille de morphismes m : Q(1™) ® Q(1") — Q™) qui
commutent aux morphismes structuraux de 1’objet cubique (resp. enrichi, X-enrichi) Q. Ce morphismes s’organisent
donc en un morphisme d’objets bicubiques m : Q ® Q@ — Q(2).

Lemme A.28 — Soit C une catégorie monoidale additive et karoubienne. Soit Q un objet cubique pseudo-monoidal
de C. Alors C,(Q) est naturellement une algébre de Cpl(C) et sa multiplication est donnée par la composition de

C.(Q) ® C.(Q) = Tot(C.(Q) ® C.(Q)) = Tot(C.(Q ® 0)) — Tot(C.(Q(2))) — C.(Q).

Si Q un objet cubique pseudo-monoidal enrichi de C, I’énoncé analogue pour N,(Q) est encore vrai.
Démonstration. La preuve est laissée en exercice. <

Définition A.29 — Soit (C,®) une catégorie monoidale. Un objet cubique pseudo-monoidal symétrique X-enrichi
est un foncteur pseudo-monoidal symétrique de E""°P dans C.

Autrement dit, un objet cubique pseudo-monoidal symétrique X-enrichi est un objet cubique pseudo-monoidal
Y-enrichi tel que les carrés

oM ® o(1") — (™™

o(1" ® o(1™) — Q(™™)
sont commutatifs pour tout m, n € N. Comme d’habitude, 7,,,, € X,4, est la permutation qui induit des bijections
croissantes de [1,n]l et [#n + 1,n + m] dans [[m + 1, m + n] et [1, m]. On termine avec le lemme suivant.

Lemme A.30 — Soit C une catégorie monoidale symétrique, additive, Q-linéaire et karoubienne. (On suppose que
toute ces structures sont compatibles de la maniere évidente.) Soit Q un objet cubique pseudo-monoidal X-enrichi de
C. Alors A.(Q) est naturellement une algébre de Cpl(C) et sa multiplication est donnée par la composition de

p
A(Q) ® A.(Q) = Tol(A.(Q) B A.(Q)) = Tol(A.(Q & Q)) — Tot(A.(Q(2))) — A.(Q).
Si de plus Q est un objet cubique pseudo-monoidal symétrique X-enrichi, alors A,(Q) est une algebre commutative.
Démonstration. La preuve est laissée en exercice. <

Appendice B
Equivalence entre les motifs avec et sans transferts

Soient k un corps de caractéristique nulle, et A un anneau commutatif et noethérien. Dans cette deuxiéme annexe,
nous présentons une preuve du résultat suivant du a Cisinski et Déglise.

Théoréme B.1 — Soit B un k-schéma normal et supposons que A est une Q-algebre. Alors, le foncteur

La, : DAT-¢(B, A) — DMT-¢(B, A) (125)

est une équivalence de catégories.
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Pour B le spectre d’un corps parfait, un résultat plus précis mais dans le contexte stable a été annoncé par Morel
dans une note non publiée (cf. [34]). Cisinski et Déglise en donne une preuve, toujours pour la variante stable, dans
[13, §15.2] pour B une base treés générale. Leur méthode utilise la K-théorie algébrique comme prévu par Morel.

La preuve présentée ici du Théoreme B.1 est simple et élémentaire, et n’utilise pas la K-théorie algébrique. Elle
consiste en une simplification de la méthode de Cisinski et Déglise [13] qui fonctionne tout aussi bien pour les
catégories effectives. Nous ne prétendons donc pas a I’originalité.

Dans la suite, B sera comme dans I’énoncé du Théoreme B.1. Notons Nor/B la catégorie des B-schémas de type
fini normaux (sur k) que I’on munit de la topologie étale. La catégorie Cpl(PSh(Nor/B, A)) possede une structure
de modeles projective ét-locale pour laquelle les équivalences faibles sont les morphismes de complexes induisant
un isomorphisme sur les faisceaux associés aux préfaisceaux d’homologie . Comme d’habitude, on localise cette
structure pour obtenir la structure projective (A!, ét)-locale pour laquelle les fleches Ag( ® Aln] — X ® A[n] sont des
équivalences faibles pour tout X € Nor/B et n € Z. La catégorie homotopique de la structure projective (A!, ét)-locale
sera notée D1 «(Nor/B, A).

L’inclusion ig : Sm/B < Nor/B induit un foncteur de Quillen a gauche

iy : Cpl(PSh(Sm/B, A)) — Cpl(PSh(Nor/B, A))

pour les structures projectives (A, ét)-locales. (On se sert pour cela de [5, Th. 4.4.60] et on reprend 1’argument de la
preuve de [S, Th. 4.5.14].) On a le résultat suivant.

Lemme B.2 — Le foncteur Lij, : DA*TB,A) — D at,e(NoOr/B, A) est pleinement fidéle.

Démonstration. Nous allons d’abord montrer que le foncteur i, préserve les équivalences (A!, ét)-locales. Le fait
qu’il préserve les équivalences ét-locales découle aussitdt du fait que le foncteur i, commute a la faisceautisation
pour la topologie étale. En utilisant une propriété générale de la localisation de Bousfield, a savoir [5, Prop. 4.2.74],
et le fait que le foncteur ip, commute aux colimites, on se rame¢ne a montrer que ip. (A{/ ®A) — ig.(V®A)estune
équivalence (A, ét)-locale pour tout V € Nor/B. Or, cette fleche s’identifie a A}} ® (i (VO A)) — i (V®A). On
applique [5, Lem. 4.5.13, (2)] avec H = i5.(V ® A) pour conclure.

Il est maintenant aisé de démontrer le lemme. En effet, on doit montrer que le morphisme d’unit€ K — Rip,Li,K
est inversible pour tout K € DA®T-(B, A). On ne restreint pas la généralité en supposant que K est projectivement
cofibrant de sorte que LizK =~ i,K. Par ailleurs, on a vu que ig. se dérive trivialement puisqu’il préserve les équi-
valences (A!, ét)-locales. On est donc ramené 4 montrer que le morphisme d’unité K — ip.ipK est une équivalence
(A, ét)-locale. C’est en fait un isomorphisme. En effet, pour tout préfaisceau F sur Sm/B, I’ensemble des sections de
iy F au-dessus de V € Sm/B est donn€ par la colimite suivant les (V — U) € V\(Sm/B) des F(U). Or, la catégorie
V\(Sm/B) admet un objet initial, a savoir idy. Le lemme est démontré. <

Soit g : B — B un morphisme de k-schémas normaux. On dispose d’un foncteur g o — : Nor/B’ — Nor/B qui
induit une adjonction de Quillen (g3, g*) relativement aux structures projectives (Al, ét)-locales

8
Cpl(PSh(Nor/B’, A)) <:ﬁ> Cpl(PSh(Nor/B, A)). (126)
8

L’argument de la premiére moitiée de la preuve du Lemme B.2 s’applique littéralement a g* pour montrer que ce
dernier préserve les équivalences (A!, ét)-locales. Il se dérive donc trivialement : Rg* ~ g*. On a le résultat suivant.

Lemme B.3 — Il existe un carré commutative a un isomorphisme canonique pres

PSh(Sm/B, A) —— PSh(Sm/B’, A)
s
PSh(Nor/B, A) — PSh(Nor/B’, A).
De plus cet isomorphisme est compatible de la maniére évidente a la composition des morphismes de k-schémas
normaux.
Démonstration. Soit F un préfaisceau de A-modules sur Sm/B et soit X’ € Nor/B’. Par définition, on a des isomor-
phismes canoniques

I'X,i,¢"F) ~ colim FU) et T(X,g'thF) ~ colim U).
X ip g F) (X'/B'—B'xpU/ B, UB)e(X’ |B)\(Sm/B) ) (X', 71 F) (X'/B—U/B, U/B)e(X' |B)\(Sm/B) )

Or, I’association (X'/B — U/B,U/B) ~ (X'/B" — B’ xpg U/B’, U/B) définit une équivalence de catégories entre
(X’/B)\(Sm/B) et (X’ /B")\(Sm/B). Le lemme est prouvé. <
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Corollaire B.4 — Il existe un carré commutatif a un isomorphisme canonique pres

. Lo* B
DAeIT,et(B’ A) L) DAeff,et(B/’A)
Liz Liz,
Dy «(Nor/B, A) - D, «(Nor/B’, A).
De plus cet isomorphisme est compatible de la maniere évidente avec la composition des morphismes de k-schémas
normaux.

Démonstration. Ceci découle immédiatement du Lemme B.3 et du fait que le foncteur de Quillen a droite g* de (126)

se dérive trivialement. <
Proposition B.5 — Soit X un B-schéma de type fini normal, et notons f : X — B le morphisme structural. Pour
tout M € DATY(B, A), on a un isomorphisme canonique

homDAl,él(Nor/B,A)(X ® A, L[EM) = homDAeff,é[(X’A)(A, Lf*M) (127)

Démonstration. Par 1’adjonction (fy, f*), on a homDA1 a(NOF/B’A)(X ® A, LipM) =~ homDA1 ét(Nor/x,A)(A, frLipM).
D’autre part, le Corollaire B.4 et le Lemme B.2 fournissent des isomorphismes : '

homDAl’é[(Nor/X,A)(A, f* LIEM) = homDAl’éK(Nor/X,A)(Av LI;Lf*M) = hOmDAeff.ét(X’A)(A, Lf*M)

Ceci termine la preuve de la proposition. <

Rappelons que la topologie fh (cf. [6, §2.2.1]) est la topologie de Grothendieck la moins fine sur Nor/B pour
laquelle les familles suivantes sont couvrantes :

— la famille des inclusions des composantes connexes de X € Nor/B,
— le singleton formé d’un morphisme fini surjectif entre B-schémas normaux et inteégres.

Un préfaisceau F' sur Nor/B est un fh-faisceau si et seulement si il est additif (i.e., transforme un coproduit fini
de B-schémas en un produit de A-modules) et pour tout revétement pseudo-galoisien de B-schémas normaux in-
tegres X’ — X, le morphisme canonique F(X) — F(X")™X'/%) est inversible. De méme, un complexe K de pré-
faisceaux sur Nor/B est fh-local si et seulement si il est additif (a quasi-isomorphisme pres) et si les morphismes
K(X) — RI'(aut(X’/X), F(X")) sont des isomorphismes dans D(A). Lorsque A est une Q-algebre, la condition précé-
dente est équivalente a ce que le morphisme K(X) — K(X’)*X"/X) soit un quasi-isomorphisme puisque le foncteur
I'(aut(X’/X), —) est exact. Enfin, un objet N € D1 «(Nor/B, A) sera dit fh-local, s’il en est ainsi d’un remplacement
(A, ét)-fibrant de N. Il est clair que la sous-catégorie pleine des objets fh-locaux est une sous-catégorie triangulée de
D, «(Nor/B, A). Lorsque A est une Q-algebre, N est fh-local si et seulement si les homomorphismes

homp | Nor/B.A)(X ® A, N) — homp | Nor/a.A) (X' ® A, N)2X /%) (128)

Al é Al &

sont inversibles. Ceci permet de vérifier le résultat suivant.

Proposition B.6 — On suppose que A est une Q-algebre. L’image de Liy, : DA*T¢(B A) — D al,&(NOr/B, A) est
contenue dans la sous-catégorie triangulée des objets fh-locaux.

Démonstration. Soit r : X’ — X un revétement pseudo-galoisien de B-schémas normaux et intégres, et soit M €
DA°T-€(B, A). On cherche & montrer que (128) est inversible pour N = Li%(M). Notons f : X — B la projection
structurale et G = aut(X’/X). En utilisant la Proposition B.5, on se ramene a montrer que

homyy ety o) (A, Lf* M) — homp,era o o) (A, Lr*Lf*M)©

est un isomorphisme. Par adjonction, on voit qu’il suffit de prouver que la transformation naturelle id — @ est
inversible avec ® ¢ Rr,Lr* I'image du projecteur pg = card(G)™! 3 ¢eG & qui agit naturellement sur Rr.Lr".

On peut trouver une stratification (X;)o<i<, par des sous-schémas localement fermés et integres X; telle que X; et
X! = (X" Xx Xi)rea sont des schémas normaux et le morphisme canonique r; : X! — X; est €tale. Notons u; : X; — X
I'inclusion évidente. Par I’axiome de localité (cf. [S, Cor. 4.5.44]), il suffit de montrer que Lu; — Lu;® estinversible
pour tout 0 < i < n. Or, si ®; C RryLr] désigne I'image du projecteur pg, le Lemme B.7 ci-dessous entraine que Lu} o
® ~ ®; o Lu;. Il suffit donc de démontrer que id — ®; est inversible. Soit v; : V; — X; un morphisme €tale surjectif
et notons ; le changement de base de u; suivant v;. Puisque le foncteur Lv; : DA€ X;, A) — DA€V, A) est
conservatif, il suffit de montrer que Lv; — Lvio®; ~ ®/oLv estinversible avec ®; C Ru Lu.* I'image du projecteur
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pG- Pour v; bien choisi (par exemple si v; = u;), le morphisme u_ est la projection sur V; d’une union disjointe de copies

de V; permutées transitivement par G. Dans ce cas, il est clair que @’ est le foncteur identité. <
Lemme B.7 — Supposons donné un carré cartésien de B-schémas de type fini
Y’ —>f X’
L
f
Yy—X

avec e un morphisme fini. Alors le morphisme de changement de base f*e, — e’ f’*, entre foncteurs de DA™ (X’ A)
dans DAST-Y(Y, A), est inversible.

Démonstration. Rappelons que la variante stable de ce lemme est bien connue : ¢’est un cas particulier du théoreme
de changement de base pour un morphisme projectif (voir [4, Cor. 1.7.18]).

Lorsque f est lisse, le morphisme qui nous intéresse est déduit par adjonction du morphisme de changement de
base fﬁ' e’" — e fy. Ce dernier est inversible (voir [5, Prop. 4.5.48] dont la preuve fonctionne tout aussi bien dans le
contexte effectif que dans le contexte stable). Ainsi, en factorisant le morphisme f par une immersion fermée suivie
d’un morphisme lisse, on se ramene a considérer le cas out f = i est une immersion fermée. Notons j : U — X et
j U — X’ les immersions ouvertes complémentaires a i et i’ respectivement. En utilisant 1’axiome de localité
(cf. [, Th. 4.5.36]), on se ramene facilement a montrer que la transformation naturelle jye, — e. jtli est inversible.
On divise la preuve de cela en trois parties.

Fartie A : Nous montrerons ici que le foncteur
e, : Cpl(Shvg(Sm/X’, A)) — Cpl(Shvg(Sm/X, A))

préserve les équivalences (A!, ét)-locales. (Ceci s appliquera aussi 2 tout morphisme fini.) Remarquons d’abord qu’il
préserve les quasi-isomorphismes (entre complexes de faisceaux étales). Ceci est une conséquence du fait qu’'un
schéma fini au-dessus d’un schéma strictement hensélien est une union disjointe de schémas strictement henséliens.
Pour la méme raison, le foncteur e, commute aux colimites quelconques. En utilisant [5, Prop. 4.2.74], on se ramene
alors a montrer que e*aét(AlU, ® A) — e.ag(U’ ® A) est une équivalence Al-locale pour U’ € Sm/X’. On peut
vérifier cela par la méthode habituelle consistant a définir une Al-homotopie entre I’identité de e*aét(A%] ® A) et
1’endomorphisme induit par I’application nulle de A' dans lui-méme.

Partie B : Ici, nous montrerons que le foncteur
Ji + Cpl(Shvg(Sm/U, A)) — Cpl(Shvg(Sm/X, A))

préserve les équivalences (A!, ét)-locales. (Ceci s appliquera aussi & toute immersion ouverte.) Rappelons que si
f Y — X est un morphisme lisse avec Y connexe et si F est un faisceau de A-modules sur Sm/U, alors

) _J F(Y) si f(Y)cU,
Jﬂ(F)(Y)‘{ 0 si f(Y)¢U.

II s’ensuit aussitot que jy préserve les quasi-isomorphismes de complexes de faisceaux €tales. Or, il est de Quillen a
gauche pour la structure projective (A!, ét)-locale. Ceci permet de conclure.

Partie C : D’apres ce qui précede, il reste a montrer que la transformation naturelle jye, — e. j;i est inversible pour
les faisceaux étales de A-modules. Il s’agit d’une vérification facile qu’on laisse au lecteur. <

On note fhét la topologie sur Nor/B engendrée par la topologie étale et la topologie fh. Un préfaisceau sur Nor/B
est un fhét-faisceau si et seulement si c’est un faisceau étale et un fh-faisceau. On a le résultat simple suivant.

Lemme B.8 — Soit F un fh-faisceau de A-modules sur Nor/B. Alors, le faisceau étale ag(F) associé a F est un
fhét-faisceau.

Démonstration. Soit X’ — X un revétement pseudo-galoisien entre B-schémas normaux et intégres et posons
G = aut(X’/X). Il faut montrer que ag(F)(X) — ag(F )(X")C est inversible. Soit (U; — X)ie; un recouvrement
étale de X. On en déduit un recouvrement étale (U l’ = X' Xx U; = X')i;. La condition de recollement montre
qu’il suffit de prouver que ag(F)(U;) — ag(F)(U l’ )¢ est inversible. Par un passage a la limite, on se ramene a prou-
ver que ag(F )(X;”) — ag(F)(X’ Xx Xf_(”)G est inversible avec Xf_zs I’hensélisé strict de X en un point géométrique
X. Comme X’ Xy Xf_c” est une somme disjointe de schémas strictement henséliens, notre morphisme s’identifie a
F (X;”) — F(X’ Xx X;”)G. 11 est donc inversible puisque F' est un fh-faisceau. <
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Considérons maintenant la catégorie Shvs,(Nor/B,A) des fh-faisceaux de A-modules sur Nor/B. On dispose
d’une structure de modele fhét-locale sur Cpl(Shv,(Nor/B, A)) pour laquelle les équivalences faibles sont les mor-
phismes de complexes de fh-faisceaux induisant des isomorphismes sur les fhér-faisceaux associés aux préfais-
ceaux d’homologie. Vu le Lemme B.8, il est loisible de qualifier cette structure de ét-locale et nous ferons cela
dans la suite. On localise cette structure pour obtenir la structure projective (A!, ét)-locale pour laquelle les fleches
a fh(A)l( ® A)[n] — ag(X ® A)[n] sont des équivalences faibles pour tout X € Nor/B et n € Z. La catégorie homoto-

pique de la structure projective (A, ét)-locale sera notée DXI’ ét(Nor /B, A).

Proposition B.9 — Le foncteur ag, : Cpl(PSh(Nor/B, A)) — Cpl(Shv,(Nor/B, A)) est de Quillen a gauche. De
plus, il préserve les équivalences (A, ét)-locales. Si A est une Q-algébre, il en est de méme de I’adjoint & droite o fh-

Démonstration. Le foncteur ag, est exact. Ainsi, pour montrer qu’il préserve les équivalences ét-locales, il suffit
de montrer que si un morphisme de préfaisceaux de A-modules F — G induit un isomorphisme sur les faisceaux
€tales associ€s, il en est de méme de as,(F) — az;(G). Ceci découle d’une propriété plus précise, a savoir que le
morphisme évident agay, — agarpag est inversible. Pour établir cette propri€té, il suffit de remarquer que le Lemme
B.8 entraine que les deux foncteurs composés aga sy, et aga rpag fournissent une construction du fhét-faisceau associé.
On a donc montré que ayy, est un foncteur de Quillen a gauche relativement aux structures ét-locales. Le passage a la
Al-localisation est immédiat.

Supposons a présent que A est une Q-algebre. Les foncteurs I'(G, —) : Mod(A[G]) — Mod(A) commutent alors
aux colimites pour tout groupe fini G. On déduit aussitot que I’inclusion Shv,(Nor/B, A) — PSh(Nor/B, A) com-
mute aux colimites. En particulier, I’homologie d’un complexe de fh-faisceaux de A-modules K coincide avec 1’ho-
mologie du complexe de préfaisceaux os,(K). Il vient que le foncteur oz, préserve les équivalences ét-locales. Pour
montrer qu’il préserve les équivalences (A!, ét)-locales, il suffit par [5, Prop. 4.2.74] de vérifier que ofhafh(A;( ®
A) — oppap(X ® A) est une équivalence (A, ét)-locale pour tout X € Nor/B. On peut démontrer cela a I’aide d’une
homotopie explicite entre I’identité de o pa fh(A;( ®A) et ’endomorphisme induit par I’endomorphisme nul de A!. <

La Proposition B.9 fournit un foncteur triangulé as;, = Lag, : Dar o(Nor/B,A) — D'A’Zf’ét(Nor/B, A). On ale
résultat suivant.
Proposition B.10 — Si A est une Q-algebre, alors le foncteur ag, o Lij, : DAT (B A) — Dﬁ’ét(Nor/B, A) est
pleinement fidéle.
Démonstration. Vu le Lemme B.2, il suffit de montrer que la transformation naturelle Li;, — ogpapLiy est in-
versible. Soit M € DAT-¢(B, A) et soit N un remplacement (A!, ét)-fibrant de Liy(M). Par la Proposition B.6, le
complexe N est fh-local. Ceci entraine aussitdt que N — ograz,N est un quasi-isomorphisme. La proposition est
démontrée. 4

Rappelons que Cor(B) désigne la catégorie ayant pour objets les B-schémas lisses et pour morphismes les cor-
respondances finies. Les foncteurs contravariants additifs de Cor(B) a valeurs dans Mod(A) sont appelés les préfais-
ceaux avec transferts. Ils forment une catégorie abélienne notée PST(Sm/B, A). Rappelons aussi qu’on peut identifier
Cor(B) a la sous-catégorie pleine de Shv,(Nor/B,Z) dont les objets sont les fh-faisceaux de la forme a s (X ® Z)
avec X un B-schéma lisse. Ce point de vue permet de définir un foncteur

i, : PST(Sm/B, A) — Shv,(Nor/B, A)

adjoint & gauche du foncteur ip ;. qui & un fh-faisceau F associe le préfaisceau avec transferts : X € Sm/B ~»
hom(a;,(X ® Z), F). On a le fait suivant.

Lemme B.11 — Le foncteur iy, . Cpl(PST(Sm/B, A)) — Cpl(Shvs,(Nor/B, A)) est de Quillen a gauche relati-

vement aux structures (A, ét)-locales.

*

Démonstration.  Voici une fagon économique de démontrer cela. Il est clair que (i . ip,+) est une adjonction
de Quillen relativement aux structures projectives non localisées (i.e., ou les équivalences faibles sont les quasi-
isomorphismes). En effet, ip ;. préserve les épimorphismes et les quasi-isomorphismes. Pour démontrer le lemme,
il suffira donc de vérifier que le foncteur ip ;- préserve les objets (A, ét)-locaux. Soit K € Cpl(Shv;,(Nor/B, A))
un tel objet. On sait que 04,1, 1+(K) = ip.07,(K) est (A, ét)-local puisque .0y, est un foncteur de Quillen a droite.
Ceci nous ramene a montrer que o, détecte les objets (A, ét)-locaux. Supposons que L € Cpl(PST(Sm/B, A)) est
tel que o,(L) est (A, ét)-local. Soit e : L — L’ une équivalence (A, ét)-locale avec L’ un objet (A, ét)-local. Par
le Lemme 2.111 (en fait sa généralisation a une base de dimension non nulle), o,(e) est une équivalence (A, é)-
locale entre deux objets (A, ét)-locaux. C’est donc un quasi-isomorphisme et il revient au méme de dire que e est un
quasi-isomorphisme. En particulier L est aussi (A!, ét)-local. Le lemme est démontré. <
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B, tr
Démonstration. 11 s’agit d’adapter la preuve du Lemme B.2. On laisse cet exercice au lecteur. <

Lemme B.12 — Le foncteur Ly, : DM (B, A) — D/} (Nor/B, A) est pleinement fidele.

Expliquons maintenant comment terminer la preuve du Théoreme B.1. Il est facile de voir qu’on a un carré com-
mutatif 2 un isomorphisme canonique pres

PSh(Sm/B, A) —— PST(Sm/B, A)

% s
g 'B.ur

PSh(Nor/B, A) — Shv ;(Nor/B, A).

(En fait, la commutativité se vérifie plus facilement sur les adjoints a droite.) En passant aux catégories de complexes
et en inversant ensuite les équivalences (A!, ét)-locales, on obtient un carré commutatif 4 un isomorphisme canonique
pres

F & & r r 4
DAeﬁ’et(B, A) ;) DMeﬁ’et(B, A)

lug l'—i*s, ir

a
D, o(Nor/B,A) — D/}  (Nor/B, A).

La Proposition B.10 et le Lemme B.12 entrainent alors que le foncteur La,, : DAT-€(B, A) — DMT-€(B, A) est
pleinement fidele. Or, il commute aux sommes infinies et son image contient des générateurs compacts de DM™- (B, A).
C’est donc une équivalence de catégories !

On a aussi la version stable du Théoréme B.1.

Théoréme B.13 — Soit B un k-schéma normal et supposons que A\ est une Q-algebre. Alors, le foncteur
La, : DA®(B,A) — DM (B, A) (129)

est une équivalence de catégories.
Démonstration. On peut reformuler le Théoreme B.1 en disant que

Cpl(PSh(Sm/B, A)) (0:> Cpl(PST(Sm/B, A))

est une équivalence de Quillen relativement aux structures (A, ét)-locales. Cette propriété passe a la catégorie des
spectres symétriques pour fournir une équivalence de Quillen

Spt>-(Cpl(PSh(Sm/B, A))) <_O—> Spt; . (Cpl(PST(Sm/B, A)))

relativement aux structures (A, ét)-locales stables. <

Lorsque la base B est de dimension nulle, on peut se débarrasser de I’hypothése sur A grace a un joli résultat de
Rondigs et Ostvar [40].

Corollaire B.14 — Soit k un corps de caractéristique nulle. La conclusion du Théoreme B.13 est vraie pour
B = Spec(k) sans condition sur A.

Démonstration. On travaillera avec les Ty-spectres et les T}"-spectres non symétriques de sorte que le foncteur o,
préserve les équivalences (A, ét)-locales stables (cf. le Lemme 2.112). 11 suffit de montrer que La,, est pleinement
fidele, i.e., que la transformation naturelle id — oy, o La,, est inversible. On ne restreint donc pas le généralité en
supposant que k est algébriquement clos.

Le Théoréme B.13 étant démontré pour Q ®z A, un dévissage standard nous ramene au cas A = Z/{ avec
¢ un nombre premier. Soit E un objet cofibrant et fibrant de Spty, (Cpl(PSh(Sm/k,Z/¢))) munie de sa structure
projective (A!, ét)-locale stable. Par [40, Th. 1.1], pour toute extension algébriquement close K/k, le morphisme
E,(k) — E,(K) est un quasi-isomorphisme. Par le Lemme B.15 ci-dessous et le fait que E, (k). est un préfaisceau
Al-local, on déduit que le morphisme de complexes de préfaisceaux E, (k).;; — E, est une équivalence ét-locale.
Il en est donc de méme du morphisme E, (k).s; = a-(Ep(k)cesr) — a4 (E,). Ceci montre aussitot que les morphismes
E, — o,a,(E,) sont des équivalences ét-locaux. <

Lemme B.15 — Soient k un corps parfait et M un complexe de préfaisceaux sur Sm/k. On suppose que M est

Al-locgl et que pour toute extension séparablement close K de k, on a M(K) =~ 0 dans D(A). Alors, M =~ 0 dans
DA &k, A),
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Démonstration. On peut supposer que M est projectivement (A!, ét)-fibrant. Soit K une extension de type fini de
k et K* une cloture séparable de K. La formule M(K) ~ RI'(Gal(K*/K), M(K*®)) montre que le complexe M(K) est
contractile. Dans la suite, nous allons considérer M comme un objet de DAeﬁ(k, A), la catégorie des motifs sans
transferts et pour la topologie Nisnevich, et nous montrerons que M est isomorphe a I’objet nul dans cette catégorie.

Par le Théoréme de A'-connexité [35], les foncteurs de troncations de la #-structure usuelle sur D(Shvyis(Sm/k, A))
préservent la sous-catégorie DA (k, A). Ils induisent donc une r-structure sur cette derniere. Elle est appelée la -
structure homotopique et son ceeur est canoniquement équivalent a la catégorie des faisceaux Nisnevich strictement
invariants par homotopie. Il suffit donc de montrer que les faisceaux Nisnevich h;(M) = anisH;(—, M) sont nuls pour
tout i € Z. D’apres ce qui précede, on sait que h;(M)(K) = 0 pour toute extension de type finie K de k. Or, si F' est un
faisceau Nisnevich strictement invariant par homotopie, les morphismes de restrictions F(X) — F(U) sont injectifs
pour toute immersion ouverte d’image dense U — X. (On se ramene pour cela au cas ou Z = X — U est lisse de
faisceau normal libre de rang d > 1. On a alors par pureté une suite exacte

homper oy M (Z)(@)[2d], F) — F(X) — F(U).

Le membre de gauche est nul. En effet, M (Z)(d)[2d] =~ [Z i (Gmy, 1)"4] ® A[d] est strictement positif pour la
t-structure homotopique alors que F est négatif.) Ceci entraine que les h;(M) sont nuls. <

Références

[1] Y. ANDRE. — Pour une théorie inconditionnelle des motifs. Publication Mathématiques de I'LLH.E.S., tome 83 (1996),

p- 5-49.

[2] Y. ANDRE. — Galois theory, motives and transcendental numbers. Renormalization and Galois theories, p. 165-177,
IRMA Lect. Math. Theor. Phys., 15, Eur. Math. Soc., Ziirich, 2009.

[3] Y. AnprE ET B. KauN. — Construction inconditionnelle de groupes de Galois motiviques. C. R. Acad. Sci. Paris 234
(2002), p. 989-994.

[4] J. AvouB. — Les six opérations de Grothendieck et le formalisme des cycles évanescents dans le monde motivigue, I.

Astérisque, volume 314, Société Mathématique de France, 2007.
[5] J. AvouB. — Les six opérations de Grothendieck et le formalisme des cycles évanescents dans le monde motivique, II.
Astérisque, volume 315, Société Mathématique de France, 2007.
[6] J. Avous. — Les motifs des variétés analytiques rigides. Preprint, 2008.
[71 J. Avou. — Note sur les opérations de Grothendieck et la réalisation de Betti. Journal de I’Institut de Mathématiques de
Jussieu, (2010) 9(2), p. 225-263.
[8] J. Avous. — L’algeébre de Hopf et le groupe de Galois motiviques d’un corps de caractéristique nulle, I1.
[9] S.BrocH. — Algebraic cycles and higher K-theory. Adv. in Math. 61 (1986), no. 3, p. 267-304.
[10] N. Boursakr. — Algébre homologique. Eléments de Mathématiques, Algebre, Chapitre 10. Masson, Paris (1980).
[11] R. BRown ET P. J. HIGGINS. — On the algebra of cubes. J. Pure Appl. Algebra 21 (1981) pp. 233-260.
[12] H. G. DaLes. — The ring of holomorphic functions on a Stein compact set as a unique factorization domain. Proceedings
of the American Mathematical Society, Vol. 44, No. 1, (1974), pp. 88-92.
[13] F. Dgcuise et D.-C. CisiNnsk1. — Triangulated categories of mixed motives. Preprint 2009.
[14] F. Décuisk ET D.-C. CisiNnskl. — Mixed Weil Cohomologies. Advances in Mathematics, Volume 230 (2012), No. 1, pp. 55—
130.
[15] P. DELIGNE, J. MILNE, A. Ocus ET K. SHIH. — Hodge cycles, motives and Shimura varieties. Lecture Notes in Mathematics,
900, Springer-Verlag, 1982, ii+414 pp.
[16] J. FriscH. — Points de platitude d’un morphisme d’espaces analytiques complexes. Inventiones Mathematicae, Vol. 4,
Fasc.2, 1967, pp. 118-138.
[17] M. Granbis ET L. MauRL. — Cubical sets and their site. Theory and Applications of Categories, Vol. 11, No. 8, 2003,
pp- 185-211.
[18] H. Grauert ET R. REMMERT. — Coherent analytic sheaves. Grundlehren der math. Wissenschaften 265, Springer-Verlag,
Berlin (1984).
[19] A. GrOTHENDIECK. — On the de Rham cohomology of algebraic varieties. Publication Mathématiques de I'lLH.E.S, tome
29 (1966), p. 95-103.
[20] A. GrROTHENDIECK ET J. DIEUDONNE. — Eléments de géométrie algébrique 1V. Etude locale des schémas et des morphismes
de schémas, Troisieme partie. Publications Mathématiques de I'LLH.E.S, volume 28 (1966), p. 5-255.
[21] A. GROTHENDIECK ET AL. — Théorie des topos et cohomologie étale des schémas, séminaire dirigé par M. Artin, A. Gro-
thendieck et J.-L. Verdier, Lecture Notes in Mathematics 269, 270, 305, Springer-Verlag, 1972-73.



(22]
(23]

[24]
[25]

[26]
(27]

(28]
[29]

(30]

(31]
(32]

(33]
[34]
(35]
(36]
(37]
(38]
(39]

(40]
(41]

[42]

[43]
[44]

[45]

[46]

[47]

L' ALGEBRE DE HOPF ET LE GROUPE DE GALOIS MOTIVIQUES, I 95

P. G. Gogrss Et J. F. JARDINE. — Simplicial Homotopy Theory, Progress in Mathematics Vol. 174, Birkhduser Basel-
Boston-Berlin (1999).

J. HAuNe. — Semistabile symmetrische Spektren in der A'-Homotopietheorie. Diplomarbeit. Disponible 2
http://www2.math.uni-wuppertal.de/~hornbost/haehne.pdf.

U. JANNSEN. — Motives, numerical equivalence, and semi-simplicity. Invent. Math. 107 (1992), no. 3, p. 447-452.

J. P. JouanoLou. — Une suite exacte de Mayer-Vietoris en K-théorie algébrique. Dans Higher K-Theories, Vol. 1, Lecture
Notes in Mathematics 341 (1973), Springer, pp. 293-316.

M. KontsevicH ET D. ZAGIER. — Periods. Mathematics unlimited 2001 and beyond, p. 771-808, Springer, Berlin, (2001).
M. LeviNe. — Bloch’s higher Chow groups revisited. K-theory Strasbourg 1992, Astérisque vol. 226, ed. C. Kassel, J.L.
Loday, N. Schappacher, Soc. Math. de France (1994) p. 235-320.

M. LevINE. — Mixed Motives. Math. Surveys and Monographs 57, x+515 pp., AMS, Prov. 1998.

M. LeviNe. — Mixed motives. In, Handbook of K-theory, Vol. 1, Friedlander and Grayson, eds., p. 429-521, Springer
Verlag (2005).

M. LevINE. — Smooth motives. Motives and algebraic cycles, p. 175-231, Fields Inst. Commun., 56, Amer. Math. Soc.,
Providence, RI, 2009.

H. Marsumura. — Commutative Algebra (Second Edition), The Benjamin/Cummings Publishing Company, 1980.

C. Mazza, V. Voevopsky ET C. WEIBEL. — Lecture notes on motivic cohomology. Clay Mathematics Monographs, 2.
American Mathematical Society, Providence, RI ; Clay Mathematics Institute, Cambridge, MA, 2006. xiv+216 pp.

F. MoreL ET V. VoevopskY. — A'!-Homotopy theory of schemes. Publications Mathématiques de I'LLH.E.S, volume 90
(1999), p. 45-143.

F. MoreL. — Rational stable splitting of Grassmanians and the rational motivic sphere spectrum. Preprint, 2006.

F. MoRreL. — The stable Al-connectivity theorems. K-theory, 2005, vol. 35, pp. 1-68.

M. NAGATA. — On the purity of branch loci in regular local rings. Illinois J. Math. 3 (1959) p. 328-333.

D.-M. Popescu. — General Néron desingularization. Nagoya Math. J., 100 (1985), 97-126.

D.-M. Popescu. — General Néron desingularization and Approximation. Nagoya Math. J., 104 (1986), 85-115.

J. Riou. — Dualité de Spanier-Whitehead en géométrie algébrique. Comptes Rendus Mathématiques, Académie des
Sciences, Paris, Série I 340 (2005), pages 431-436.

O. RonpiGs et P-A. @stvaEr. — Rigidity in motivic homotopy theory. Mathematische Annalen (2008) 341, pp. 651-675.
N. R. SaavebrA. — Catégories Tannakiennes. Lecture Notes in Mathematics, Vol. 265, Springer Verlag, (1972), ii+418
pp-

S. SCHWEDE. — An untitled book  project about symmetric spectra. Disponible a
http://www.math.uni-bonn.de/~schwede/SymSpec.pdf.

J.-P. SERRE. —Géométrie algébrique et géométrie analytique. Annales de I’Institut Fourier, vol. 6 (1956), p. 1-42.

M. Spivakovsky. — A new proof of D. Popescu’s theorem on smoothing of ring homomorphisms. Journal of the American
Mathematical Society, vol. 12, no. 2, (1999), p. 381-444.

J-L. VERDIER. — Des catégories dérivées des catégories abéliennes. Astérisque, volume 239, Société Mathématique de
France, 1996.

V. Voevopsky, A. SusLIN ET E.-M. FrRIEDLANDER. — Cycles, transfers, and motivic homology theories. Annals of Mathe-
matics Studies, 143. Princeton University Press, Princeton, NJ, 2000. vi+254 pp.

C. WEIBEL. — An introduction to homological algebra. Cambridge University Press (1994).

JosepH AYOUB,
Institut fiir Mathematik, Universitit Ziirich, Winterthurerstr. 190, CH-8057 Ziirich, Switzerland
CNRS, LAGA, Université Paris 13, 99 avenue J.B. Clément, 93430 Villetaneuse, France
e E-mail : joseph.ayoub@math.uzh.ch



