Motifs des variétés analytiques rigides

par Josepn AYOUB]

Institut fiir Mathematik, Universitat Ziirich, Winterthurerstr. 190, CH-8057 Ziirich, Switzerland.
CNRS, LAGA Université Paris 13, 99 avenue J.B. Clément, 93430 Villetaneuse, France.
E-mail : joseph.ayoub@math.uzh.ch



o=
o




iii

Remerciements

Les recherches qui ont abouti & ce travail ont commencé en 2006 vers la fin de mon doctorat effectué a I'IMJ
(Université de Paris 7). Elles ont été menées a bout durant ’année académique 2006-2007 pendant laquelle j’étais
membre de I'TAS (Princeton) et chargé de recherche CNRS au LAGA (Université de Paris 13). Je remercie les insti-
tutions ci-mentionnées pour leur soutien. Je tiens également & remercier le rapporteur pour sa lecture minutieuse, ses
commentaires pertinents et pour avoir noté une erreur dans la preuve de la proposition [2.2.23






Introduction générale

Dans ce travail, j’étends la théorie des motifs, comme développée par Voevodsky [VSEQQ], et Morel et Voevodsky
[MV99], au cadre de la géométrie analytique rigide sur un corps complet non archimédien. Certes, il s’agit en partie
d’adapter les techniques déja existantes de la théorie des motifs des variétés algébriques et de les appliquer aux variétés
analytiques rigides. Mais ce travail ne se résume pas a un simple décalque de la théorie de Morel et Voevodsky et a la
construction de nouvelles catégories motiviques. Ainsi, je m’efforcerai dans cette introduction de mettre en évidence
Poriginalité du présent travail et de souligner les idées nouvelles qui, hélas, ont pu étre noyées dans le style systématique
du texte. Ensuite, j’esquisserai quelques applications possibles de cette théorie.

Il existe deux approches modernes & la théorie des motifs des variétés algébriques. La premiére, d’un point de vue
logique mais pas historique, est 1’approche homotopique de Morel et Voevodsky [MV99| dont résultent la catégorie
homotopique des k-schémas H(k) et sa version stable SH(k) (voir[Jar00]). Elle est entiérement basée sur la théorie
de I’homotopie, via la machinerie des catégories de modéles, et, par conséquent, se préte moins aux « calculs ». La
seconde, est 1'approche par les transferts de Voevodsky [VSEF0O0| dont résulte la catégorie des motifs triangulés DM (k).
Elle est plus géométrique et il est possible de décrire explicitement dans cette théorie les objets motiviques en termes
de cycles algébriques. Toutefois, la seconde approche est limitée : par exemple, elle ne permet pas de retrouver la
K-théorie algébrique, contrairement a la premiére. Bien entendu, ces deux approches se comparent et il est instructif,
et souvent pertinent, de comparer le lien entre SH(k) et DM(k) a celui entre SH, la catégorie homotopique stable
des espaces topologiques, et D(Z), la catégorie dérivée de celle des Z-modules. Dans ce travail, je reprends les deux
approches, homotopique et par les transferts, dans le cadre de la géométrie rigide.

L’approche homotopique ou le premier chapitre

Soit k un corps complet non archimédien. On note k° son anneau de valuation et k son corps résiduel.

Les ingrédients de la construction

Ici, les ingrédients de base sont les k-variétés rigides lisses, la topologie de Nisnevich en géométrie rigide et la boule
de Tate. La premiére section du chapitre 1 est entiérement consacrée & des rappels de géométrie rigide. Elle ne contient
aucun résultat original, et le lecteur familier avec les fondements de la géométrie rigide suivant Tate et Raynaud pourra
Iignorer et passer a la suite.

Dans la section [I.2] j’introduis I'analogue de la topologie de Nisnevich pour les variétés analytiques rigides. Comme
en géomeétrie algébrique, il s’agit d’une topologie intermédiaire entre la topologie étale, trop fine pour les théories
cohomologiques motiviques, et la topologie des recouvrements admissibles, trop grossiére pour assurer la pureté. Etant
donné un modele formel X de X (voir la déﬁnition, on peut associer & un recouvrement Nisnevich du k-schéma
X un recouvrement Nisnevich de X. Réciproquement, on obtient, a raffinement prés, tout recouvrement Nisnevich
de X a partir d’'un recouvrement Nisnevich de X,, pour un modeéle X suffisamment fin. Cette propriété est fort utile
et raméne en grande partie I’étude de la topologie de Nisnevich en géométrie rigide a celle de la toplogie de Nisnevich
en géométrie algébrique.

Un résultat notable de la section [[.2]est le théoréme [I.2.36] I1 fournit des générateurs particuliérement simples de la
catégorie dérivée D(Shvyis(SmRig/k, Z)). (Ici, SmRig/k est le site Nisnevich des k-variétés analytiques rigides lisses,
Shvyis(SmRig/k, Z) est la catégorie abélienne des faisceaux sur ce site et D(Shvyis(SmRig/k,Z)) est la catégorie
dérivée de cette derniére.) Le théoréme en fait un cas particulier, affirme que D(Shvy;s(SmRig/k,Z)) est
engendrée, en tant que catégorie triangulée avec petites sommes, par les faisceaux représentés par des k-affinoides
ayant potentiellement bonne réduction. (Rappelons qu’un k-affinoide X admet bonne réduction s’il posséde un modéle
formel X lisse sur k°; il admet potentiellement bonne réduction s’il acquiert bonne réduction aprés extension des
scalaires & une extension finie de k.) Ce théoréme nécessite que la valuation de k soit discréte et que k soit de
caractéristique nulle. Dans ce cas, on a k = k((7)), le corps des séries de Laurent en I'uniformisante 7. Ce résultat est
surprenant surtout, qu’en général, il est impossible de couvrir une variété rigide (méme lisse) par des affinoides ayant
potentiellement bonne réduction. De plus, il est propre a la géométrie rigide et n’admet pas d’analogue (non vide) en
géométrie algébrique.
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La construction

Il n’est guére surprenant pour le lecteur familier avec la théorie de Morel et Voevodsky qu’il est possible de
construire une catégorie homotopique stable RigSH(k) a partir du site Nisnevich des k-variétés rigides lisses muni de
'intervalle B}, qui est la boule de Tate. J'explique les détails de cette construction dans les paragraphes (version
instable) et (version stable) de la section Les objets de RigSH (k) sont les motifs rigides. A toute k-variété
rigide lisse V, il est associé un motif rigide M(V'). Je construis également un foncteur d’analytification :

1) Rig" : SH(k) — RigSH(k)

qui étend le foncteur d’analytification usuel associant & un k-schéma lisse X la k-variété rigide lisse X" (voir le
paragraphe . Plus précisément, on a un isomorphisme canonique Rig*M(X) ~ M(X?*") avec M(X) le motif
(usuel) associé a X.

Dans le paragraphe j’étudie les motifs rigides des analytifiés de certains k-schémas simples, les Q9°°(X,, f). Ici,
on suppose que k = k(7)) avec car(k) = 0. Etant donnés un k-schéma lisse X, une fonction inversible f € T'(X, %)
et un entier non nul p € N — {0}, on pose Q9°°(X, f) = (X ®; k)[V]/(VP — 7f). En tant que famille paramétrée
par le k-schéma Spec(k), la famille Q2°°(X, f) est quasi-constante. En fait, elle devient constante apreés extension des
scalaires a k[r'/?]. Le théoreme[1.3.11|affirme que le motif rigide M((Qg°°(X, f))*") associé a I'analytifié de Q9°°(X, f)
est isomorphe au motif rigide d’une k-variété rigide quasi-compacte Q;ig (X, f) deéfinie comme étant la fibre générique
de la complétion formelle en la fibre spéciale du k°-schéma (X ®; k°)[V]/(VP — nf). Ce résultat technique, dont la
preuve occupe la totalité du paragraphe est trés utile. Joint au théoréme (dont il était question ci-dessus),
il permet de montrer que 'image du foncteur est dense dans RigSH(k), i.e., engendre la catégorie triangulée avec
petites sommes RigSH(k). Mieux encore, sachant que SH(k) est engendrée par les motifs des k-schémas projectifs
et lisses, on déduit aussitot que RigSH(k) est engendrée par les motifs rigides des analytifés de tels k-schémas. On
obtient au passage que tout objet compact de RigSH(k) est fortement dualisable.

Les résultats principaux

Les deux résultats principaux du chapitre 1 sont résumés dans la scholie Ces résultats sont sans doute la
raison d’étre de ce chapitre, et méme de tout ce travail.

Le premier résultat (voir la premiére partie de la scholie décrit complétement la catégorie RigSH(k), lorsque
k = k() et car(k) = 0, comme une sous-catégorie pleine de SH(G, i), la catégorie homotopique stable des Gy, j-
schémas. Plus précisément, soit QUSH(I;) C SH(Gy,j) la sous-catégorie triangulée avec petites sommes engendrée
par les motifs des Gy, z-schémas Q9™(X, f) = X[V, T,T7'|/(V? — fT) — Spec(k[T, T~1)). Ici, comme avant, X est
un k-schéma lisse, f € T'(X,0%) et p € N— {0}. Pour des raisons évidentes, QUSH(I;:) est appelée la catégorie des
variations quasi-unipotentes de motifs sur G, ;. Alors, la composition de

) QUSH(E) — SH(Gj) —— SH(k) 5 RigSH(k)

est une équivalence de catégories. A ma connaissance, I'idée d’une telle équivalence est nouvelle et n’est jamais apparue
auparavant dans la littérature, par exemple en théorie de Hodge.

La preuve que est une équivalence de catégories est longue et difficile. Dans le paragraphe je montre
comment obtenir cette équivalence a partir de deux autres énoncés, a savoir les théoremes [1.3.37] et [1.3:38] Cette
réduction est basée sur les théorémes et dont il était question plus haut. Dans ce méme paragraphe, je
démontre le théoréme Ici, I'ingrédient clef est le théoréme de changement de base pour un morphisme projectif
pour les catégories homotopiques stables des schémas (voir [Ayo07al Chapitre I] et Pappendice I.A). La preuve du
théoréme sera réléguée a la fin du chapitre 1. Elle repose sur I'existence d’un 2-foncteur homotopique stable (au
sens de [Ayo07al Chapitre I]) sur Spec(k°) qui étend convenablement la catégorie RigSH(k). La construction d’un
tel 2-foncteur homotopique stable occupe les quatre premiers paragraphes de la section [[.4} La preuve proprement dite
du théoréme est donnée au paragraphe

L’équivalence de catégories fournit & mon avis I'approche la plus naturelle & la théorie des motifs limites,
analogues motiviques des structures de Hodge limites. Le lien avec mon approche précédente des foncteurs motifs
proches fait 1’'objet de la seconde partie de la scholie Il s’agit 1a du deuxiéme résultat principal du chapitre
1, qui affirme que le foncteur « motif proche » ¥ : SH(k) — SH(IE), défini dans [Ayo07b| Chapitre III], est
naturellement isomorphe a la composition de
. ~

RigSH(k) © QUSH(k) < SH(Gpn;) — SH(E),

avec 1 : Spec(l%) — Gz, la section unité. La preuve de cette comparaison se trouve dans le paragraphe m
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L’approche par les transferts ou le deuxiéme chapitre

Comme avant, k est un corps complet non archimédien. On note k£° son anneau de valuation et k son corps résiduel.

Les ingrédients de la construction

Ici, 'ingrédient supplémentaire est la notion de correspondances finies en géométrie rigide. Il s’agit d’une extension
directe de la notion de correspondances finies entre k-schémas lisses. Le seul point qui mérite d’étre noté ici concerne
la méthode que j’ai choisie. En effet, il existe (au moins) deux méthodes possibles. La premiére, celle de [VSF00],
consiste & définir les correspondances finies entre deux variétés rigides X et Y a l'aide des sous-variétés de X x;Y
qui sont irréductibles, finies et surjectives sur une composante connexe de X. Ensuite, on définit la composition
des correspondances finies & l'aide de la formule de multiplicité de Serre et on vérifie I’associativité. La seconde
méthode, celle de [SV96], consiste & introduire les correspondances finies via la topologie fh. Plus précisément, les
correspondances finies entre X et Y sont certains morphismes de préfaisceaux entre les fh-faisceaux associés aux
préfaisceaux X ® Z et Y ® Z. Cette deuxiéme méthode a le vertu de rendre obsoléte la question de I'associativité de
la, composition.

Sans raison vraiment valable, j’ai choisi ici d’étendre la notion de correspondance finie & la géométrie rigide en
utilisant la méthode de [SV96]. Ceci est l'objet des paragrapheset de la section Une fois la construction
terminée, on obtient la catégorie RigCor(k) (ou sa version relative RigCor(B)). Les objets de cette catégorie sont
les k-variétés rigides lisses et les fleches sont les correspondances finies. La catégorie des préfaisceaux additifs sur
RigCor(k) est notée RigPST(k) et ses objets sont appelés les préfaisceaux avec transferts sur SmRig/k.

Encore une fois, il n’est nullement surprenant qu’en utilisant la catégorie RigPST(k), la topologie Nisnevich et
la boule de Tate, on puisse construire une catégorie RigDM(k), analogue rigide de la catégorie DM (k) des motifs
triangulés de Voevodsky. Je décris la construction de cette catégorie seulement vers la fin du chapitre 2 (voir le
paragraphe , mais, logiquement, cette construction aurait pu se faire juste aprés le paragraphe

La fibre d’un préfaisceau invariant par homotopie

Le paragraphe [2.:2.5] contient quelques résultats spécifiques concernant les préfaisceaux avec transferts invariants
par homotopie en géométrie rigide. Ces résultats jouent un réle important dans la preuve du résultat principal du
chapitre 2, & savoir le théoréme Bien entendu, un préfaisceau F' sur SmRig/k est dit invariant par homotopie si
le morphisme F(X) — F(BY) est un isomorphisme pour toute k-variété rigide lisse.

Je commence d’abord par le théoréme dont je décris un cas particulier. Supposons donnés un k-affinoide
lisse B et deux B-affinoides lisses X et Y. Soit p € M(B) un point maximal de B. Il existe alors un isomorphisme
canonique

(3) U(é%llitr(rzl;) 71oCory (X xgU, Y xgU) ~ woCor,}(p) (Xp,Y5).

Ci-dessus, moCor(—,—) désigne le groupe des correspondances finies & homotopie prés (voir la définition [2.2.42)),
Flt(p) désigne le filtre des voisinages de p dans B, et (—); désigne la fibre au dessus de p. La preuve du théoréme
[2:2.58 occupe une grande partie du paragraphe 2.2.5 et repose d’une maniére essentielle sur le théoréme de Popescu
[Pop85| [Pop86]. (La validité de 'isomorphisme suppose en fait quelques conditions techniques sur X, Y et p que
je passe ici sous silence.) Il est important de noter que le théoréme est spécifique a la géométrie rigide. En effet,
P’énoncé analogue en géométrie algébrique est faux, déja pour Y = Gy, g (exercice facile!).

Le théoréme [2:2.58 est ensuite utilisé pour définir la fibre d’un préfaisceau avec transferts invariant par homotopie

(voir la définition [2.2.70). Je termine le paragraphe avec le lemme [2.2.71| qui compare la cohomologie (pour les
recouvrements admissibles) d’un préfaisceau avec transferts invariant par homotopie avec la cohomologie de sa fibre.

Construction de correspondances finies & homotopie prés

Dans la section j’adapte une partie du matériel dans [MIVWO06l Lectures 11 & 21|. La traduction dans le
langage de la géométrie rigide est souvent délicate et non triviale.

Soient B un k-affinoide lisse et X une B-courbe affinoide lisse. Suivant [MVWO06], je définis la notion de bonne
compactification de X. Il s’agit d’un B-schéma projectif X de dimension relative 1, dans lequel X se plonge et tel
que le complémentaire de son image est contenu dans un ouvert Zariski qui est affine. Etant donnée une B-courbe X
munie d’une bonne compactification X, je définis le groupe de Picard relatif Picg(X) (voir la définition . Clest
le groupe des classes d’isomorphismes de &'g-modules inversibles munis d’une trivialisation sur un voisinage affinoide
(presque rationnel) de X®" — X. Ce groupe n’est pas invariant par homotopie. Il est donc naturel de considérer son
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quotient PicI;%1 (X)) deéfini par le coégalisateur de la double fleche
. 1
PicB}chX(B}cka) ?& Picg(X).

(Cette étape est inutile en géométrie algébrique!) J’exhibe ensuite un isomorphisme canonique myCorp(B,X) ~

Pic])Bl(1 (X) (voir le théoréme dont ’analogue algébrique est bien connu dans la théorie de Voevodsky. Il en résulte
deux méthodes de constructions de correspondances finies & homotopies prés. Elle sont contenues respectivement dans
les propositions et La premiére proposition est nouvelle et propre a la géométrie rigide alors que la seconde
est 'analogue de [MVWO06|, Proposition 11.15]. D’ailleurs, je m’en sers, en calquant la preuve de [MVWUO06l Theorem
21.6], pour déduire le théoréme qui entraine que certains recouvrements admissibles d’un ouvert affinoide de
(Pi)a“ sont acycliques par rapport & tout préfaisceau avec transferts invariant par homotopie.

Le résultat principal

Le résultat principal du chapitre 2 admet un analogue algébrique bien connu dans la théorie de Voevodsky, a
savoir [MVWO06, Theorem 24.1]. 11 affirme que si F est un préfaisceau avec transferts, (faiblement) surconvergent
et invariant par homotopie sur SmRig/k, il en est de méme de ses préfaisceaux de cohomologie H'  (—, F') (voir le
théoréme [2.4.9) pour les conditions de validité du résultat). On en déduit aussitot que la catégorie OHStr(k) des
faisceaux avec transferts surconvergents et invariants par homotopie est une sous-catégorie abélienne épaisse (i.e.,
stable par sous-objets, quotients et extensions) de la catégorie de tous les faisceaux Nisnevich avec transferts.

Comme dans le cas algébrique, la preuve du théoréme [2.4.9 se fait en deux étapes. La premiére étape est une
étude détaillée de la cohomologie des domaines affinoides de la boule de Tate & valeurs dans F', le préfaisceau avec
transferts, (faiblement) surconvergent et invariant par homotopie sur SmRig/k. Le but de cette étude est de prouver
que la restriction de F' au petit site des domaines affinoides de la boule de Tate est acyclique (voir le théoréme [2.4.2)).
Dans la seconde étape on démontre que

(4) ;d(Xﬂ F) E— H;d(B§(7F)

est inversible en se ramenant au cas ou X est le spectre d’un corps. Toutefois, il me semble assez juste de dire que les
arguments dans chacune de ces deux étapes différent radicalement des arguments de Voevodsky. En effet, la topologie
de la boule de Tate étant bien plus complexe que la topologie de Zariski de la droite affine, la preuve du théoréme
[2.4:2] est nettement plus pénible que celle du résultat analogue en géométrie algébrique. En effet, je suis amené¢ a faire
une preuve cas par cas basée sur le théoréme Par contre, la seconde étape, celle qui traite le morphisme ,
est nettement plus simple que I’étape correspondante en géomeétrie algébrique. Ceci est largement di aux résultats
du paragraphe et notamment a existence d’'un bon « foncteur fibre » pour les préfaisceaux invariants par
homotopie qui de plus est cohomologiquement inerte (par le lemme [2.2.71)).

La structure de la catégorie RigDM(k)

Comme c’est le cas en géométrie algébrique, on peut utiliser le théoréme [2:4.9] pour mieux comprendre la structure
de la catégorie triangulée RigDM (k) et de ses objets. J’ai entassé les conséquences de ce théoréme dans les paragraphes

252 et 253

Une premiére conséquence est le théoréme|2.5.32] Un cas particulier significatif de ce théoréme affirme que le motif
1
de D'analytific X* d’un k-schéma lisse est donné, a un quasi-isomorphisme de faisceaux prés, par Singt (Zg.(X?")).

Ce complexe est nul en degrés strictement négatifs et il est donné en degré n > 0 par le faisceau Cory (A7, g Xp—, X)
avec AT = Spm(k{to, ..., tn}/(1 = 301 ti)) le n-éme simplexe rigide. Ce résultat permet en particulier d’exprimer

les groupes homg;gpn(k) (Z(0), M(X*")) en termes de cycles algébriques (ici, Z(0) = M(Spm(k)) est I'objet unité de
RigDM(k)).

Une deuxiéme conséquence est la réalisation de la catégorie OHStr(k) comme le coeur d’une t-structure homoto-
pique sur la catégorie RigDM(k). Ce résultat (voir le corollaireet le théoréme est beaucoup plus difficile
que son analogue algébrique & cause de la propriété de surconvergence. Il repose en effet, d’'une maniére essentielle,
sur le théoréme qui affirme que la catégorie RigDM(k) est compactement engendrée par les motifs rigides des
analytifiés des k-schémas projectifs lisses.

Une troisiéme conséquence est le théoréme de simplification (voir le théoréme . La preuve ici est largement
calquée sur celle de Voevodsky en géomeétrie algébrique.

Description en termes de motifs algébriques

On termine le chapitre 2 avec I'analogue avec transferts de la premiere partie de la scholie@ Supposons,
pour simplifier, que k& = k((m)) avec car(k) = 0. On note (comme dans le chapitre 1) QUDM(k) C DM(Gyz) la
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sous-catégorie triangulée avec petites sommes compactement engendrée par les motifs des Gy, j-schémas Q9™ (X, -
Ici, comme avant, X est un k-schéma lisse, f € T'(X,0*) et p € N — {0}. Alors, la composition de

(5) QUDM(E) > DM(Gyn;) ——— DM(k) —2 RigDM(k)
est une équivalence de catégories (voir le théoréme [2.5.57| pour un énoncé plus précis et plus général). Toutefois, la

preuve de ce résultat est beaucoup plus directe que la preuve du résultat analogue du chapitre 1. Une telle preuve est
possible grace au théoréme [2.5.32]

Quelques applications potentielles

Je termine cette introduction succincte par quelques applications potentielles.

K-théorie et cobordisme pour les variétés rigides

On peut utiliser la catégorie RigSH(k) pour attacher a une k-variété rigide lisse des groupes de K-théorie et
de cobordisme. En effet, Voevodsky a construit un P'-spectre BGL, objet de la catégorie homotopique stable des
k-schémas SH(k), qui représente la K-théorie algébrique des k-schémas lisses. En lui appliquant le foncteur d’analy-
tification Rig* : SH(k) — RigSH(k), on obtient un objet BGL*" de RigSH(k). On définit alors les groupes de
K-théorie d’une k-variété rigide lisse X par

(6) K'(X) = hompigsn k) (M(X), BGL*[i])

ot M(X) est le motif, ou plutét le type d’homotopie motivique stable, de la k-variété rigide X. De méme, en appliquant
le foncteur Rig* au spectre de cobordisme algébrique MGL, défini également par Voevodsky, on obtient un objet
MGL™ de RigSH(k). Les groupes de cobordisme attachés a une k-variété rigide lisse X sont alors

(7) Qb (X) = homRigSH(k) (M(X)a MGL™ [2] (]))

Lorsque k est d’égale caractéristique nulle et que sa valuation est discréte, il est possible de décrire les groupes de
K-théorie et de cobordisme d’une k-variété rigide lisse X en termes des groupes de K-théorie ou de cobordisme de
certains schémas sur le corps résiduel kdek apparaissant dans les réductions de X. Ceci est une conséquence immédiate
de la scholie qui permet de réaliser RigSH(k) comme une sous-catégorie pleine de SH(G,y, 7). En effet, il est
facile de voir que K*(X) ~ homSH(GM)(gflM(X), BGL[i]) et pareillement pour Q%7 (X).

De méme, on peut attacher & une variété rigide lisse X des groupes de cohomologie motivique. Ils sont définis par

ot les Z(q) sont les motifs de Tate dans RigDM(k) et M(X) est le motif rigide associé & X. Il est alors naturel de
définir les groupes de Chow de X en posant
(9) CHY(X) = H2!(X, Z(d)).

Toutefois, on ne dispose pas d’une description simple des groupes CHd(X ) en termes de sous-variétés fermeées de X
que pour d = 0 ou d = dim(X).

Application au foncteur « motif proche »

La motivation initiale de ce travail était ’étude du foncteur « motif proche » introduit dans [Ayo07b], Chapitre
III]. L’idée d’un lien entre la géométrie rigide et les motifs proches a commencé a germer suite & mes tentatives
infructueuses de montrer que le foncteur « motif proche » (restreint aux motifs constructibles) est conservatif (voir
[Ayo07]).

Soit S = Spec(A) le spectre d’un anneau de valuation discréte d’égale caractéristique nulle. On note n = Spec(K)
(resp. 0 = Spec(k)) son point ouvert (resp. fermé). Soit X une K-variété projective et lisse. On voudrait étudier
I’homomorphisme (et en particulier son noyau!)

(10) CH,(X) = hompn () (Z(d)[2d], M(X)) — hompgry (Z(d)[2d], UM(X))[]

1. Strictement parlant, le foncteur ¥ n’est pas défini explicitement dans la littérature. Lorsqu’on travaille & coefficients rationnels, on
peut toutefois utiliser les équivalences de catégories de Morel et Cisinski-Déglise DA% (k,Q) ~ DM(k,Q) et DA% (k,Q) ~ DM(k,Q)
(voir [Ayo14] Annexe B|) pour définir le foncteur ¥ sur DM(k, Q). On peut aussi utiliser le présent travail pour définir ¥ comme étant la
composition de

DM(k) — RigDM(k) ~ QUDM(k) — DM (Gmj) -, DM(E).



avec M(X) le motif de Voevodsky de X. Notons i et j les immersions de o et n dans S. On dispose alors d’une
transformation naturelle i*j, —— ¥ et ’homomorphisme

(11) hompw) (Z(d)[2d], i* j.M(X)) — hompwi(k)(Z(d)[2d], YM(X))

est facile & décrire en utilisant le triangle de monodromie (voir [Ayo07b], Chapitre III]). Il reste donc & comprendre
I’homomorphisme

(12) CHa(X) = hompnyre) (Z(d)[2d], M(X)) — hompug ) (Z(d)[2d], i* 5, M(X)).

Grace a ce travail, j’obtiens une description rigide-géométrique de I'homomorphisme ci-dessus. C’est la suivante.
Le groupe de Chow des d-cycles dans X peut étre réalisé comme le d-iéme groupe d’homologie du complexe de
correspondances finies

(13) Cor((Gp, D x A*, X)

avec A" = Spec(K[to, ..., t,]/(1 — > 1 t;)). Rappelons que Cor((Guy,1)"® x Y, X) désigne le sous-groupe des cor-
respondances finies de (G, )¢ x Y dans X qui s’annulent sur les hypersurfaces (Gy,)! x {1} X (G)? XY C (Gy)¢ x Y
pour i + j = d — 1. Supposons maintenant que K est complet. On peut former ’analogue rigide-analytique de .
C’est le complexe

(14) Cor((0B', )" x A2, , X1)

19"
avec OB' le bord de la boule de Tate B', A7, = Spm(K {to,...,tn}/(1 =Y 1 ot;)) et X*" la variété analytique rigide
associée & X. On dispose d’un morphisme naturel de complexes
(15) Cor((Gp, D x A*, X) — Cor((0B', 1) x A?

g7

Xan)

induit par le foncteur d’analytification et les inclusions évidentes IB' — (Gun)™ et A7 < (A™)*. Alors,
s’identifie & I’homomorphisme induit par sur les groupes d’homologie en degré d.

Groupes de Galois, groupes de décomposition et groupes d’inertie motiviques

Soit K un corps muni d’une valuation discréte v de corps résiduel k. On note G(K) le groupe de Galois de K. On
peut associer & v un sous-groupe D(v) C G(K) défini & conjugaison prés. C'est le groupe de décomposition de v. Il est
muni d’une surjection D(v) —» G(k) de noyau le groupe d’inertie I(v) de v. Jexpliquerai ici comment la théorie des
motifs rigides permet d’étendre ces notions classiques aux groupes de Galois motiviques, espérant ainsi convaincre le
lecteur de la pertinence de cette nouvelle théorie.lﬂ

Pour simplifier, je supposerai que K est de caractéristique nulle. Il est conjecturé qu'un groupe de Galois motivique
G(K, o) est canoniquement associé a tout plongement o : K < C. Plus précisément, il devrait exister une ¢-structure,
dite motivique, sur la catégorie triangulée DM (K, Q) des motifs constructibles (ou encore géométriques) a coefficients
rationnels dont le coeur MM(K) est une catégorie tannakienne. Le plongement ¢ induit alors un foncteur fibre sur
MM(K) dont le pro-groupe algébrique d’automorphismes est G(K, o).

On notera K le complété de K pour la valuation v. Pour simplifier, on supposera que le corps résiduel k est de
caractéristique nulle et on fixe un plongement 6 : k — C. Par le chapitre 2, on dispose d’une équivalence de catégories
entre RigDM(IA(7 Q) et une sous-catégorie QUDM (k, Q) de DM(Gyy,, Q). Considérons le foncteur composé

(16)  f.5: DM(K,Q) % RigDM(K,Q) ~ QUDM(k, Q) = DM(Guny.. Q) —— DM(k, Q) — D(Q)

avec 1* le « pull-back » suivant la section unité de G, et B} la réalisation de Betti associée au plongement . Alors, £, 5
se restreint en un foncteur fibre de la catégorie tannakienne MM(K). Le pro-groupe algébrique des automorphismes
de ce foncteur fibre sera noté G(K,v, ). Par le formalisme tannakien, on dispose d’un isomorphisme non canonique
de pro-groupes algébriques

(17) G(K,v,0) ®9Q ~ G(K,0) ®g Q.

Par ailleurs, il doit exister une ¢-structure motivique sur RigDMCt(K ,Q) dont le coeur RigMM(K ) est une
catégorie tannakienne. Cette t-structure devrait correspondre via I’équivalence RigDM(K,Q) ~ QUDM(k,Q) a la
restriction de la t-structure motivique sur DM (G, Q). Le foncteur composé

(18) £, : RigDM(K, Q) ~ QUDM(k, Q) > DM(Gpuy. Q) —-— DM(k,Q) — D(Q)

2. L’histoire conjecturale ci-dessous est maintenant, en grande partie, réalisée dans [Ayol4al [Ayo14b|.
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induit un foncteur fibre dont le pro-groupe algébrique d’automorphismes est noté Grig(f( ,0). Le foncteur Rig*, que
I'on conjecture étre exact, induit un morphisme de pro-groupes algébriques

(19) G'8(K,5) — G(K,5)

qui devrait étre injectif. Il est alors naturel de noter D(v,5) le pro-groupe algébrique Grig(f( ,0) et de Pappeler le
groupe de décomposition motivique de v.

Par ailleurs, le foncteur d’image inverse DM (k, Q) — QUDM(k, Q) suivant la projection structurale de G,
sur Spec(k) induit un morphisme de pro-groupes algébriques

(20) D(v,6) = G'8(K,5) — G(k,5)

qui devrait étre surjectif. Le noyau de ce morphisme sera noté I(v,&). C’est le groupe de d’inertie motivique de v.
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Chapitre 1

Motifs des variétés rigides analytiques I :
version sans transferts et lien avec le
foncteur « motif proche »

Introduction. — L’approche homotopique a la géométrie algébrique initiée par Morel et Voevodsky [MV99]| se
transporte a d’autres contextes (voir par exemple [Rio07]). Reste bien sir a trouver des cadres particuliers ou la
théorie générale nous donne une catégorie homotopique intéressante et utile. Dans ce chapitre, on montre que c’est
le cas de la géométrie rigide. Contrairement a [MV99], on travaillera a coefficients stables puisqu’on n’a rien de
particulier a dire dans le cas instable. Faisons un bref apergu du chapitre.

Etant donné que le présent travail s’adresse plutot aux spécialistes des motifs qu’aux spécialistes de la géométrie
rigide, la premiére section de ce chapitre sera consacrée & des rappels et des compléments sur les variétés rigides.

Dans la deuxiéme section, on introduit ’analogue rigide de la topologie de Nisnevich (bien connue en géométrie
algébrique). On établit ensuite les analogues rigides de quelques propriétés bien connues de cette topologie. On termine
la section par un résultat d’engendrement pour la catégorie dérivée des faisceaux Nisnevich sur le gros site lisse. On
montre que cette catégorie est compactement engendrée par les faisceaux représentables par des affinoides ayant
potentiellement bonne réduction. Ce résultat, qui peut paraitre surprenant, est particulier au monde rigide et n’admet
pas d’analogue en géométrie algébrique.

Dans la troisiéme section, on définit les catégories homotopiques des variétés rigides. Il s’agit d’extensions immé-
diates des définitions en géométrie algébrique. On explique ensuite le lien avec le foncteur « motif proche » (construit
dans [Ayo07b| Chapitre III]) dans la scholie qui sera démontrée a la fin de la quatriéme section.

1.1 Rappels et compléments de géométrie rigide

Dans cette section on reprend quelques notions de géométrie rigide en suivant [BGR84| et [FP04]. Quelques
compléments seront également donnés.

1.1.1 Généralités

Soit A un anneau commutatif. Une semi-norme (resp. une norme) sur A est une fonction |-| : A — R>( vérifiant
les propriétés suivantes (pour (a,b) € A?) :

1. [1] <1 et |0] =0 (resp. et |a]| =0 < a = 0),

2. |ab| < |a] - [0,

3. |a + b| < max(|al, [b]).[]
Le couple (A, |-]) est appelé un anneau semi-normé (resp. normé). Si B C A est une partie de A, on note |B| son
image par |-|. On a forcément |1| =1 ou |A| = {0}. Tout anneau A peut étre muni de la norme triviale pour laquelle
A — {0} = {1},

On note A° = {a € A;la] < 1} et AY = {a € A;|a] < 1}. Il est clair que A° est un sous-anneau semi-normé
(resp. normé) de A et que AY est un idéal de A°. I’anneau quotient A = A°/AV est appelé I'anneau résiduel de la
semi-norme (resp. norme) |-|.

1. La définition officielle d’une semi-norme demande I'inégalité triangulaire |a+b| < |a|+ |b|. L’inégalité plus stricte que nous demandons
ici caractérise les semi-normes non archimédiennes (alias ultramétriques). Dans ce travail, toutes les semi-normes considérées sont non
archimédiennes de sorte que nous n’avons pas jugé utile de le préciser.
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On note deux constructions de semi-normes.

Exemple 1.1.1 — 1- Soient (A,|-|) un anneau semi-normé et p : A —» B un morphisme surjectif d’anneaux.
On définit une semi-norme ||, sur B en posant |b|, = inf,c,-1()]al. C’est la semi-norme résiduelle sur B. Lorsque
B = A/ker|-| avec ker |-| = {a € A, |a| = 0}, la semi-norme |-|, est alors une norme. Plus généralement, |-|, est une
norme si et seulement si 'idéal p~1(0) est fermé dans A (i.e., 0 appartient a I'adhérence de |a + p~1(0)] C R si et
seulement si a € p~1(0)).

2- Soient (By, |-|) et (Bs, |-|) deux anneaux semi-normés qui sont des A-algébres pour un anneau A. On définit une
semi-norme sur ’anneau B; ® 4 By en posant pour v € By ®4 B»

[v| = inf{sup{[bi1| X [ba1], ..., [b1r| X |b2r[}; v =b11 @ ba1 + - + b1, @ bor }.

Une semi-norme |-| sur un anneau A est dite multiplicative lorsque 1'égalité |ab| = |al - |b| est vérifiée pour tout
(a,b) € A% Une valuation est une norme multiplicative. Si (k,|-|) est un corps valué, 'anneau k° est un anneau
de valuation de hauteur < 1. Cette hauteur est nulle si et seulement si la valuation de k est triviale. On dit que la
valuation |-| est discréte lorsqu’elle est non triviale et que le sous-groupe |k*| C RZ est discret, i.e., de la forme a?
pour un réel 0 < o < 1. On appelle alors uniformisante de k un élément 7 € k¥ tel que || = . C’est un générateur
de I'idéal maximal kY C k°.

Les algébres ci-dessous jouent le role des algébres de polynomes dans le cadre des anneaux semi-normés.

DEFINITION 1.1.2 — Soit (A,]|) un anneau semi-normé. Une série formelle en n variables Ty, ..., T, :
f= Y an.w T
V1,...,Un €N

est dite strictement convergente si |ay,,. ..., | — 0 lorsque v + - -+ + v, — 00. L’ensemble des séries formelles stric-
tement convergentes est noté A{Ty,...,T,}. C’est une sous-A-algébre de A[[T1,...,Ty]]. L’association f ~ |f] =
sup,, . |@u,,. 0, | définit une semi-norme sur A{Ty,...,T,} appelée la semi-norme de Gauss (et qui est une norme
si et seulement si || est une norme sur A).

Remarque 1.1.3 — On a clairement la formule (A{T1,...,T,})° = A°{Ty,..., T, }. De plus, 'anneau résiduel de
A{Ty,...,T,} s’identifie canoniquement a 1’algébre des polynomes A[T1,...,T,].

Une semi-norme |-| induit une pseudo-distance d sur A définie par d(a,b) = |a —b|. On en déduit alors une topologie
sur A. Cette topologie est séparée (ou encore d est une distance) si et seulement si |-| est une norme.

Soient (A, |-|) et (B,]|-|) deux anneaux semi-normés et f : A —— B un morphisme d’anneaux. On dit que f est
continu si Iapplication sous-jacente est continue pour les topologies induites par les semi-normes. On dit que f est
borné s'il existe une constante M € R telle que | f(a)| < M -|a| pour tout a € A. Il est clair qu’un morphisme borné est
continu. Lorsqu’on peut prendre M = 1, on dit que f est contractant. On dit enfin que f est isométrique si I'égalité

|f(a)] = |a| est toujours vérifiée.
Un anneau normé (A, |-|) est dit complet lorsque 'espace métrique (A, d) vérifie le critére de Cauchy. Cela revient
a dire qu’une série ZneN a, d’éléments de A converge si et seulement si lim,, o |a,| = 0. Etant donné un anneau

semi-normé (A4, |-|), on appelle complétion de A, un anneau normé complet (A,|-) muni d’un morphisme isométrique
A — A d’image dense. On a le lemme suivant (voir [BGR84, Proposition 1.1.7/5 and 6]).

LEMME 1.1.4 — Tout anneau semi-normé (A, |-|) admet une complétion (A, |]) unique & un isomorphisme unique
pres. De plus, on a |A| = |A].

DEMONSTRATION Quitte & quotienter par ker |-|, on peut supposer que la semi-norme |-| est une norme. Soit C'(A)
Panneau des suites de Cauchy de A. Les éléments de C(A) sont donc des suites (a,)nen telles que limy, o0 |anyr1 —

ap| = 0. On définit une semi-norme sur C(A) en posant |(ap)nen| = limy,—oo |am|. Cette limite existe puisque
[lan| = lam|| < |an — am|. De plus, |(an)nen| € |A|. En effet, si |(an)nen] = @ > 0, il existe un entier N tel que
|@nt+m — an| < a pour tout n > N et m > 0. Il vient que |aptm| = |an|. La suite des normes (|ay|)nen est donc

stationnaire & partir de N.

On définit alors A comme étant le quotient de C'(A) par I'idéal I(A) des suites de Cauchy de norme 0. L’anneau
normé (A, |-|) est alors complet (voir [BGR84, Proposition 1.1.7/5] pour plus de détails). L'unicité de (A, |-|) est
facile. En effet, tout morphisme isométrique f : A —— B vers un anneau normé complet B, s’étend en un morphisme
isométrique C(f) : C(A) — B qui a une suite de Cauchy (ay)nen associe la limite de (f(an))nen. Il est clair que
C(f) s’annule sur l'idéal I(A). D’ott un morphisme f:A— B. Side plus, f(A) est dense dans B, f est bijective
(car surjective et isométrique). C.Q.F.D.

Si (B, ) et (Ba, ||) sont deux anneaux semi-normés qui sont des A-algébres pour un anneau A, on notera By ® 4 By
le complété de By ® 4 By pour la semi-norme de 'exemple [[.I.1]
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PROPOSITION 1.1.5 — Soit (A,]|-]) un anneau normé complet.
1- L’anneau normé A{T\,...,T,} est encore complet. De plus, il coincide avec la complétion de son sous-anneau
ATy, ..., T,].

2- Le morphisme évident A{T,...,Tp}®4 A{S1,...,Sm} — A{Th,..., Ty, S1,...Sm} induit un isomorphisme
d’anneauz normés complets A{Ty,..., T} @4 A{S1,...,Sm} ~ A{T\,..., T, S1,...Sm}

1.1.2 Algébres affinoides et variétés rigides

On fixe un corps valué complet (k, |-|). Sauf mention explicite du contraire, on ne supposera pas la valuation de k
non triviale. Lorsque la valuation de k est triviale, les notions développées correspondront & des notions classiques de
géométrie algébrique.

Rappelons qu’une k-algébre de Banach est une k-algébre A compéte pour une norme || 4 telle que |a- f|a = |a|-|f|a
pour tout (a, f) € k x A. Un exemple fondamental de k-algébres de Banach est donné par la k-algébre k{T1,...,T,}
munie de la norme de Gauss (qui est en fait une valuation). Cette algébre est noethérienne et tous ses idéaux sont
fermés (voir [BGR84l, Theorem 5.2.6/1 and Corollary 5.2.7/2]). Si @ C k{T1,...,T,} est un idéal maximal, son corps
résiduel k(x) est une extension finie de k. Les anneaux de fonctions en géométrie rigide sont (localement) donnés par
des k-algébres de Banach particuliéres appelées les k-algébres affinoides.

DEFINITION 1.1.6 — Une k-algébre A est appelée une k-algébre affinoide s’il existe un morphisme surjectif de
k-algébres k{Ty,...,T,} —» A. Un tel morphisme est appelé une présentation de A.

Etant donnée une présentation p : k{T1,...,T,} — A d’une k-algébre affinoide A, on peut munir A de la norme
résiduelle |-|, (voir exemple . La k-algébre A est alors de Banach pour cette norme. Bien que |-|, dépende du
choix de la présentation, la topologie induite par |-|, n’en dépend pas. Plus précisément, toutes les normes de Banach
sur A sont équivalentes et un morphisme abstrait entre k-algébres affinoides est automatiquement borné pour tout
choix de normes de Banach (voir [BGR84, Theorem 6.1.3/1]).

Remarque 1.1.7 — Soit A une k-algébre affinoide. On note Spm(A) ’ensemble des idéaux maximaux de A. Pour
x € Spm(A), on munit le corps résiduel k(z) de 'unique valuation |-| qui étend celle de k (on utilise ici que les k(x)
sont des extensions finies de k). Pour f € A, on note comme d’habitude f(z) € k(z) 'image de f dans k(x). On pose
alors

[floo="sup [f(z)].
z€Spm(A)
D’aprés [BGR&84| Lemma 6.2.1/1], |-|o est une semi-norme sur A qui est une norme si et seulement si A est réduite.
Plus précisément, on a ker ||, = 1/(0). De plus, Ayeq = A/+/(0) est compléte pour cette norme. C'est la semi-norme
infinie sur A. Tout morphisme v : A —— A’ de k-algébres affinoides est contractant pour les semi-normes infinies.
Lorsque A est la k-algébre des séries strictement convergentes, la norme infinie coincide avec la norme de Gauss.

Etant donnés deux morphismes de k-algébres affinoides A —— B; (avec i € {1,2}), le complété B; @4 By de
I’anneau By ® 4 By ne dépend pas du choix des normes de Banach sur les B;. C’est une k-algébre affinoide qui de plus
est la colimite du diagramme By «+— A —— By dans la catégorie des k-algébres affinoides.

DEFINITION 1.1.8 — Soient A une k-algébre affinoide et fo, f1,..., fn € A des éléments engendrant A comme
idéal. On note D(fo|f1,-.., fn) le sous-ensemble des x € Spm(A) défini par les inégalités |fo(x)| > |fi(x)| pour tout
1 <i<n. Un tel ensemble est appelé un domaine rationnel.

Pour plus de précision, on écrira parfois Da(folf1, ..., fu) ou Dspmeay(folfi,- -, fn) au liew de D(folf1,. .., fn)-

Il est facile de voir que la fonction z ~ | fo(x)| ne s’annule pas sur Uensemble D(fo|f1, ..., fn). De plus, cet ensemble
est canoniquement en bijection avec Spm(A{fo|f1,-.., fn)) o0 A{fo|f1,..., fn) est la k-algébre affinoide

A{Tlﬂ"'7Tn}/(f0T1 - f17---af0Tn - fn)

(voir [FP04, Lemma 4.1.2]). Les domaines rationnels sont stables par intersections finies et vérifient la propriété
de transitivité, i.e., un domaine rationnel de Spm(A({fo|f1,--., fn)) est un domaine rationnel de Spm(A). Un sous-
ensemble D C Spm(A) est un domaine s'il existe un nombre fini de domaines rationnels D; C Spm(A) tels que
D = U;D;. Un sous-ensemble U C Spm(A) est un ouvert, s’il est une réunion quelconque de domaines rationnels. On
fait la définition suivante.

DEFINITION 1.1.9 — 1- Soient A une k-algébre affinoide et f1, fo,..., fn € A des éléments engendrant A comme
idéal. La famille

(DUilf - Foe o fa) € Spm(a))

est appelée le recouvrement standard associé a f1, fa, ..., fn € A.

K2
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2- Soient U un ouvert de Spm(A) et Z = (U; C U);er une famille d’ouverts de Spm(A) contenus dans U. On dit
que Z est un recouvrement admissible de U si pour tout domaine rationnel D = Spm(B) contenu dans U, la famille
(U;ND C D);er peut étre raffinée par un recouvrement standard de Spm(DB).

3- On dit qu’un ouvert U de Spm(A) est admissible si pour tout morphisme de k-algébres affinoides f : A — B
avec Spm(f)(Spm(B)) C U, il existe un domaine D de Spm(A) contenu dans U et contenant Spm(f)(Spm(B)).

Exemple 1.1.10 — Soient A une k-algébre affinoide et D C Spm(A) un domaine. Une famille finie (D; C D);ey
de sous-domaines est un recouvrement admissible si et seulement si D = U; D; (voir [FP04, Lemma 4.2.4]).

DEFINITION 1.1.11 — Soit X un ensemble. Une G-topologie 7x sur X est la donnée :

(i) d’un sous-ensemble Ouv(X) C P(X) de l’ensemble des parties de X, stable par intersection et réunion finies
(avec la convention que la réunion de la famille vide est la partie vide et Uintersection de la famille vide est X
tout entier) ;

(i1) d’une topologie de Grothendieck Tx sur l'ensemble ordonné (par Uinclusion) Ouv(X) telle que la condition sui-
vante est satisfaite. Pour V € Ouv(X) et P C V une partie de V, on a P € Ouv(X) s’il existe un recouvrement
(Vi)ier de V' (pour la topologie Tx ) tel que V; N P € Ouv(X) quelque soiti € 1.

L’ensemble Spm(A) sera muni de la G-topologie suivante. On prendra pour Ouv(Spm(A4)) ensemble des ouverts
admissibles de Spm(A). La topologie sur Ouv(Spm(A)) est celle engendrée par les recouvrements admissibles entre
ouverts admissibles. Une application Spm(f), associée & un morphisme de k-algébres affinoides f, est continue pour
ces G-topologies. Notons Rat(Spm(A)) C Ouv(Spm(A)) le sous-ensemble des domaines rationnels de A. Si on munit
Rat(Spm(A)) de la topologie engendrée par les recouvrements standards, on obtient une équivalence de sites entre
Ouv(Spm(A)) et Rat(Spm(4)).[]

D’aprés [FP04], Theorem 4.2.2], il existe un faisceau sur Rat(Spm(A)) qui & un domaine rationnel D(fo|f1, .., fn)
associe l'algebre A(fo|f1,..., fn). C'est le faisceau structural qui sera noté &. On peut I’étendre d’une maniére unique
en un faisceau de k-algébres sur Ouv(Spm(A4)) qu’on note encore &. On obtient ainsi un G-espace annelé (Spm(A), 0).

DEFINITION 1.1.12 — Un k-affinoide (ou encore une k-variété affinoide) est un G-espace annelé isomorphe &
(Spm(A), O) pour une certaine k-algébre affinoide A. Une k-variété rigide (X,0x) est un G-espace annelé (X, 0O0x)
qui est localement un k—aﬂﬁnoi’de.lﬂ

Un morphisme de G-espaces annelés est un morphisme de k-variétés rigides s’il est localement isomorphe a Spm(f)
pour [ un morphisme de k-algébres affinoides.

Etant donnée une k-variété rigide (X, Ox), les parties dans Ouv(X) seront appelées les ouverts admissibles de X.
Les recouvrements pour la G-topologie sur X seront appelés les recouvrements admissibles.

Notation 1.1.13 — Soit (X, Ox) une k-variété rigide. Pour 2 € X, 'anneau Ox , = Colim,cyecouv(x)['(U, Ox)
est local et son corps résiduel k(x) est une extension finie de k¥ qu’on munit de 'unique norme qui étend celle de k.
Pour U € Ouv(X) et f € T'(U, Ox), on note f(x) € k(x) la valeur de f en x, i.e., la classe de f par 'homomorphisme
évident U, Ox) — k(x).

1- Pour f € I'(X, Ox), on pose |f|e = sup,cx|f(x)|. C’est la semi-norme infinie sur I'(X, Ox).
2- On définit des sous-faisceaux 0% et Oy par

D(U,0%) ={fel(U0x);|f(x)| <1, Ve eU} et T(UO%)={f el(U0x);|f(x)| <1, Vz € U}

pour tout U € Ouv(X).

3- Pour fo, f1,..., fn € T(X, Ox) des éléments engendrant €y comme idéal, on note Dx(fo|f1,..., fn) le sous-
ensemble des € X défini par les inégalités |fo(z)| > |fi(x)| pour tout 1 < ¢ < n. C’est un ouvert admissible de
X.

Exemple 1.1.14 — 0- Soient A une k-algebre affinoide et U C Spm(A) un ouvert admissible. Alors, (U, O)y) est
naturellement une k-variété rigide.
1- Le k-affinoide Spm(k{T'}) sera noté B} ou aussi B} (0,1). C’est la boule unité de Tate. Plus généralement, si
r € +/|k*|, le sous-groupe divisible de RX engendré par |k*|, on note B}, (o,7) le spectre maximal de la k-algébre
affinoide
—1 mn. 14 n —
E{r—T} = {f—ZanT ; hinr |an|—0}.

neN

2. Bien entendu, une équivalence de sites est un morphisme de sites qui induit une équivalence entre les topos associés.
3. On fera attention que « localement » doit étre compris au sens des topologies de Grothendieck. Ainsi, il n’est pas suffisant de vérifier
la propriété en question au voisinage de chaque point de X.
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Si 1 < 7o, Uinclusion k{r;'T} < k{r;'T} induit un morphisme B} (0,r1) — B} (0,79) qui est I'inclusion d’un
domaine rationnel. 11 est facile de voir que B} (o,7) représente le foncteur qui & un k-affinoide U = Spm(A) associe
I'ensemble des f € A tel que |f|oo < r. En particulier, Bj.(0,1) est un k-affinoide en anneau.

2- Le k-affinoide Spm(k{T}(T'|1)) = Spm(k{T, T~'}) sera noté dB;. On y pensera comme au « bord » de la boule
unité de Tate. Il représente le foncteur qui a un k-affinoide U = Spm(A) associe I'ensemble des f € A tel que |f|oo = 1.
En particulier, 9B}, est un k-affinoide en groupe.

Plus généralement, pour 71, r2 € v/|k*| avec r1 < ro, on définit la couronne Cr}(o,71,72) (de petit rayon 71 et de
grand rayon rq) par le spectre maximal de la k-algebre affinoide

k{ry ' TY(T|r1) = k{ry "THT"|a)

avec a € k* et p € N — {0} tel que |a| = r}. Le k-affinoide Cr}(o,71,72) représente le foncteur qui a un k-affinoide
U = Spm(A) associe 'ensemble des f € A tel que r1 < |f|oo < ro. Pour r € /|k*|, on note dB; (o,r) au lieu de
Crj(o,r,7). On y pensera comme au « bord » de B (o,7).

3- Supposons que la valuation de k est non triviale. La droite affine analytique (A,lg)arl est définie comme 'union
UnenBi (0, || ™™) avec 7 € kY un scalaire non nul. Il est facile de voir que (A})*" représente le foncteur qui & une k-
variété rigide U associe 'anneau des fonctions globales I'(U, ). En particulier, (A})*" est un anneau dans la catégorie
des k-variétés rigides.

Exemple 1.1.15 — Soient X = Spm(A) une k-variété affinoide, f € A inversible et p € N — {0}. On définit une
k-variété affinoide B (o, f 1/P) par le spectre maximal de la k-algébre affinoide

(1.1) A{f~VrT) = {f =Y a, T € A[IT]); lim |f"ah | = 0} .

neN

On pensera a BY (o, f 1/p ) comme & une famille de boules paramétrée par X et de rayons donnés par la fonction z € X ~~
lf (m)|1/ P, Pour montrer que est bien une k-algébre affinoide, on peut supposer que f € A°. Dans ce cas, elle coin-
cide visiblement avec A{T}{f|TP). Etant donnée une deuxiéme fonction inversible g € A et un deuxiéme entier non nul
q tels que lg(z)|Y/2 < | f(x)|*/? pour tout x € X, on définit la couronne Crk (o, g*/9, f1/7) = Spm(A{f~Y/PT}(T|g)).
Lorsque f = g et p = ¢, on note simplement 9B (o, f 1/ P) cette couronne. On y pensera comme a la famille de cercles
qui bordent la famille de boules B (o, f1/7).

Si X est une k-variété rigide arbitraire et f,g € T'(X, &), les constructions précédentes se recollent pour définir les
k-variétés rigides BY (o, f1/P), Cri (0, g'/4, f1/P) et OBY (o, f1/7). On laissera au lecteur le soin d’expliciter les foncteurs
de point représentés par ces X-variétés rigides.

On note VarRig/k la catégorie des k-variétés rigides et Afnd/k C VarRig/k la sous-catégorie pleine des k-variétés
affinoides. Elle est équivalente a 'opposée de la catégorie des k-algébres affinoides. La catégorie VarRig/k admet les
limites finies. On notera X xgY le produit fibré de deux k-variétés rigides X et Y au-dessus d’une troisiéme S. Le
produit fibré de k-affinoides correspond au produit tensoriel complété des k-algébres affinoides de fonctions.

Une k-variété rigide X est dite quasi-compacte lorsqu’elle est recouverte par un nombre fini de k-affinoides. Elle
est dite quasi-séparée si elle admet un recouvrement admissible (U;); par des k-affinoides tels que U; NU; soit quasi-
compacte pour tout (i, j).

Etant donnés une k-algébre affinoide A et un A-module M, le préfaisceau qui & un domaine rationnel D(fol f1,. - ., fn)
associe M ®4 A{folf1,--, fn) est un faisceauﬂ sur Rat(Spm(A4)) que l'on note a(M) ainsi que son extension a
Ouv(Spm(A4)).

DEFINITION 1.1.16 — Soient (X,0x) une k-variété rigide et M un Ox-module. On dit que A est quasi-

cohérent (resp. cohérent) s’il existe un recouvrement admissible (U; = Spm(A4;)); de X par des k-affinoides tel que
My, soit isomorphe a a(M;) avec M; un A;-module (resp. de type fini).

Soit A une k-algébre affinoide. D’aprés [FP04] Theorem 4.5.2], le foncteur qui & un A-module M associe a(M) est
une équivalence de catégories entre la catégorie des A-modules de type fini et celles des Ogp(a)-modules cohérents.
L’assertion correspondante pour les modules quasi-cohérents est fausse en général (voir [Con06, Remark 2.1.5 and
Example 2.1.6]).

DEFINITION 1.1.17 — Un morphisme Y —— X de k-variétés rigides est appelé une immersion fermée s’il existe
un recouvrement admissible (U; = Spm(A;)); de X tel que pour tout i le morphisme Y x x U; —— U; soit isomorphe
a Spm(A;/I;) — Spm(A4;) pour un idéal I; C A;.

4. Cette condition n’est pas nécessaire pour la définition. Elle assure uniquement que les fibres de la couronne au-dessus de X ne sont
jamais vides.

5. Dans [FP04], on considére uniquement le cas ou M est de type fini. Cette condition est superflue. En effet, M est la colimite filtrante
de ses sous-modules de type fini et la topologie sur Rat(Spm(A)) est quasi-compacte de sorte qu’une colimite filtrante de faisceaux (prise
dans la catégorie des préfaisceaux) est encore un faisceau.
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Sous les conditions de la définition [1.1.17] les a(I;) se recollent pour définir un idéal cohérent .# C Ox appelé I'idéal
de 'immersion fermée. Souvent, on abusera en disant que Y est une sous-variété fermée de X et on notera Y = X/.7.
Comme en géométrie algébrique, on dit qu'un morphisme de k-variétés rigides f : Y —— X est séparé si la diagonale
Y — 5 Y Xx Y est une immersion fermeée.

DEFINITION 1.1.18 — Un morphisme j : W —— X de k-variétés rigides est appelé une immersion ouverte
sl existe un ouvert admissible U C X contenant limage de j tel que pour tout domaine D C U le morphisme
W xx D —— D est inversible.

On voit immédiatement qu’une immersion ouverte qui est surjective sur les ensembles de points est forcément un
isomorphisme.

1.1.3 Le foncteur d’analytification

Soit A une k-algébre affinoide. Une k-algébre affinoide B munie d’un morphisme de k-algébres A —— B est
appelée une A-algébre affinoide. De méme, une k-variété rigide X munie d’un morphisme vers Spm(A) sera appelée
une A-variété rigide. La catégorie des A-variétés rigides sera notée VarRig/A. De méme, on note Sch/A la catégorie
des A-schémas (oil A est considéré comme un anneau abstrait) et Sch* /A sa sous-catégorie pleine des A-schémas de
type fini. Dans ce paragraphe, nous allons construire un foncteur d’analytification

(1.2) Rig : Sch*' /A —— VarRig/A,

qui & un A-schéma de type fini X associe une A-variété rigide X**. Lorsque la valuation de k est triviale, ce foncteur
est simplement I'inclusion de la sous-catégorie des k-schémas de type fini dans celle des k-schémas localement de type
fini. On supposera donc dans la suite que la valuation de k est non triviale.

Soit X un A-schéma affine de type fini. On définit un préfaisceau hg,(X) sur VarRig/A par Passociation : U €
Ob(VarRig/A) ~» homgep /4 (Spec(I'(U, €)), X). On a le lemme suivant.

LEMME 1.1.19 — Le préfaisceau han(X) est représentable.

DEMONSTRATION Soit 7 : X —— Ag 4y = Spec(A[T1, ..., T,]) une immersion fermée d’idéal I C ATy, ..., T,]. Le

préfaisceau hg, (X) est le produit fibré de préfaisceaux

*

Jo
]._.[l PZ

o) ——11,0(-)

avec (P;); une famille génératrice finie de I'idéal I. Comme VarRig/A posséde les produits fibrés, il suffit de traiter
le cas de X = A§ .. 4)- On peut alors prendre X = (A})™ xj, Spm(A) avec (A})*" la droite analytique rigide de

I'exemple [[.T.14] C.Q.F.D.

Si X est seulement supposé de type fini sur A et U € Ob(VarRig/A), on note hgy, (X)(U) Pensemble des morphismes
de G-espaces annelés en A-algébres de U vers X qui sont localement une composition de

Spm(C) — Spec(C) — Spec(B)

pour B une A-algébre de type fini, C' une A-algébre affinoide et B —— C' un morphisme de A-algébres. On obtient
ainsi un préfaisceau hg,(X). Lorsque X est affine, on retrouve bien le préfaisceau défini ci-dessus.

PROPOSITION 1.1.20 — Pour tout A-schéma de type fini X, le préfaisceau hapn(X) est représentable par une
A-variété rigide X",

DEMONSTRATION Supposons d’abord que X est séparé. Soit (X;);c; un recouvrement Zariski de X par des ouverts
affines. On définit une k-variété rigide X*" en recollant les X" suivant (X; N X;)*". Il est immédiat de voir que X"
représente le préfaisceau hgy, (X).

Lorsque X n’est plus supposé séparé, les intersections X; N X; sont elles séparées puisque quasi-affines. On peut
donc encore définir X*" en recollant les X" suivant (X; N X;)*". La k-variété rigide ainsi obtenue représente le
préfaisceau hgp (X). C.Q.F.D.

L’association X ~» X" est fonctorielle puisqu’il en est ainsi de X ~ hqp(X). Dot le foncteur . On vérifie
facilement que le foncteur Rig commute & I'extension des scalaires suivant les morphismes A —— A’ entre k-affinoides,
i.e., on a un isomorphisme naturel (X ®4 A’)* ~ X &4 A’ en X € Ob(Sch™ /A). Notons également que Rig envoie
les immersions fermées (resp. ouvertes) de A-schémas sur des immersions fermées (resp. ouvertes) de A-variétés rigides.
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Soient X un A-schéma de type fini et U = Spm(B) un A-affinoide. Nous allons construire une application
(1.3) homgep /4 (Spec(B), X) —— homya,rig/a(Spm(B), X*7).

Remarquons pour cela que homgep/4(Spec(B), X) ~ homge,/p(Spec(B), X ®4 B) et homy,,rig/a(Spm(B), X)) ~
homy,rig/ B (Spm(B), X" ®a B) ~ homya,rig/B(Spm(B), (X ®4 B)™). 1l suffit donc de traiter le cas A = B. Dans
ce cas, application recherchée s’obtient par fonctorialité de (—)2*. Nous ignorons si le résultat ci-dessous est vrai sans
I’hypothése de séparation.

ProposITION 1.1.21 — Soit X un A-schéma séparé et de type fini. Pour tout A-affinoide U = Spm(B),
Uapplication (1.3) est bijective.

DEMONSTRATION Il suffit de traiter le cas A = B. Le fait que est injective découle facilement du fait que le
morphisme de G-espaces annelés X** —— X est fidélement plat. On se concentre sur la surjectivité : on fixe une
section s : U = Spm(A) — X?" au morphisme X** —— Spm(A) et on montre que s admet un antécédent par
. On divise la preuve en trois étapes.
Etape 1 : Soit j : Xo < X linclusion d’un ouvert affine de X. Notons Y = X — X; et considérons Z = s~ 1(Y2"); c’est
un sous-affinoide fermé de U défini par un idéal I C A. Soit h € I et considérons la A-algébre A, = A[T]/(hT —1).
On note Z la Oy-algébre quasi-cohérente sur Spm(A) associée & Ay. On a alors I'(U, Z) = Ap,.

Nous allons montrer qu’il existe un unique morphisme de G-espaces annelés s’ : (U, Z) — (X, j«O) rendant
commutatif le carré

(U, %)~ (X,].0)

|

(U,0)—— (X, 0).

(Ci-dessus, nous avons encore noté s : (U, 0) — (X, &) le morphisme de G-espaces annelés déduit du morphisme
s : U — X3 par la proposition ) La question est locale en X et U. Soient donc V4 = Spec(Ey),...,V, =
Spec(E,) un recouvrement affine de X et Dy = Spm(F}),...,D, = Spm(F,) un recouvrement standard de U tels
que le morphisme de G-espaces sous-jacent & s envoie D; dans V;. Il suffit de montrer 'existence et 1'unicité d’un
morphisme s, de G-espaces annelés rendant commutatif le carré

’

(1.4) (D, Zp,) —— (Vi, (7. O)v2)

| J

Si

(Di, 0) ——— (Vi, 0).

Puisque X est supposé séparé, V; N X est un ouvert affine de V;. Il s’ensuit que E; = T'(V;, &) — T'(V; N Xy, O) est
un épimorphisme dans la catégorie des anneaux et il en est de méme avec V; remplacé par un ouvert affine de V;. Ceci
montre que Oy, — (j«Ox,)|v, est un épimorphisme dans la catégorie des faisceaux d’anneaux sur V;. L'unicité de
s} s’ensuit.

Pour montrer lexistence de s}, il suffit de construire un morphisme de A-algébres ¢/ rendant commutatif le carré

0;
(1.5) (Fy)n ———T(ViN X, 0)

Rappelons qu’on avait noté Y le complémentaire de Xg dans X et Z son image inverse par s. On pose Y; = Y NV; et
Z; = Z N D;. On obtient donc un carré cartésien de A-schémas

Spec(F;) = Z; — Vi = Y;
Spec(F;) ——— V..

D’ott un morphisme I'(V; — Y;, &) — T'(Spec(F;) — Z;, €). Comme h s’annule sur Z;, I'ouvert Zariski Spec((F;)r)
est contenu dans Spec(F;) — Z;. On prendra alors pour 6, la composition de

F(V; N Xo, ﬁ) — F(Spec(FZ) — Zi; ﬁ) — (Fz)h
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La commutation du carré (1.5 est alors claire.

Etape 2 : Gardons les notations de 1’étape précédente. En passant aux sections globales, le morphisme de G-espaces
annelés s’ : (U,#) — (X, j«€) fournit un morphisme de A-algebres de type fini

F(Xo, ﬁ) — Ah.

1l s’ensuit un morphisme de A-schémas de type fini Spec(A4) — Xo. Il est facile de vérifier que lanalytifié de ce
morphisme, & savoir

U — (U/(h)) = Spec(Ap)*" — X§*,
coincide avec la restriction de s a 'ouvert U — (U/(h)).

Etape 3 : Soit (X;); un recouvrement affine de X et posons U; = s~(X"). Il existe un recouvrement admissible (U/ i)
de U; avec U[; = U — (U/(h;)) pour des fonctions h;; engendrant I'idéal définissant le sous-affinoide fermé f=!(X*" —
X2") C U. D’apreés la seconde étape, le morphisme Ui'j — X est I'analytifié d’un unique morphisme de A-schémas
Spec(Ap,;) — X;. En recollant ces morphismes, nous obtenons un morphisme de A-schémas Spec(A4) — X dont
Panalytifié est s. La proposition est démontrée. C.Q.F.D.

1.1.4 La fibre générique de Raynaud et les modéles formels

Dans ce paragraphe, on supposera que la valuation de k est non triviale et on fixe un élément non nul = € kV.

Une k°-algebre est dite topologiquement de type fini si elle est compléte pour la topologie m-adique (i.e., A ~
Lim,, A/7n™A) et admet une présentation p : k°{T1,...,T,} —» A. Si de plus, on peut choisir p de noyau un idéal de
type fini, A sera dite topologiquement de présentation finie. Elle sera dite essentielle lorsque m n’est pas un diviseur
de zéro dans A, i.e., le morphisme A —— A[1/7] est injectif. C’est un fait non trivial (voir [BL93al, Proposition 1.1]
ou « essentielle » est remplacé par « admissible ») que toute k°-algébre topologiquement de type fini et essentielle est
topologiquement de présentation finie. Etant donnée une k°-algébre topologiquement de type fini A, on notera A®*
limage de A —— A[l/x]. C’est une k°-algébre essentielle (et donc topologiquement de présentation finie).

Ces notions s’étendent trivialement au cas des schémas formels. Un k°-schéma formel de type fini (resp. de pré-
sentation finie) est un schéma formel X quasi-compact et qui est localement donné par le spectre formel Spf(A4) d’une
k°-algebre topologiquement de type fini (resp. de présentation finie) A. On dira que X est essentiel si les k°-algébres
A le sont, i.e., s’il est plat sur k°. On dispose d’une immersion fermée maximale X¢* — X telle que X°° est essentiel.

Soit A une k-algébre affinoide munie d’une présentation p : k{T1,...,T,} —» A. La k°-algébre A° = {a €
A;lal, < 1} est un quotient de k°{Ti,...,T,} (ce qui découle de [BGR84, Corollary 5.2.7/8]). C’est donc une
k°-algébre topologiquement de type fini. Il est clair que A° est essentielle et donc topologiquement de présentation
finie. On peut lui associer le k°-schéma formel affine Spf(A°). Réciproquement, étant donné un k°-schéma formel
affine et de type fini X, la k-algeébre I'(X, Ox) ®go k est une k-algébre affinoide et on peut lui associer le k-affinoide
Spm(I'(X, Ox) Qo k) que I'on notera X,,. Il est facile de voir que si U est un ouvert Zariski de X, U,, est un domaine

de X,,. En recollant, on peut donc étendre cette construction pour obtenir le foncteur de passage a la fibre générique
de Raynaud (voir [Ray72])

(1.6) (=), : SchF* /k° —— VarRig/k,

qui & un k°-schéma formel de type fini X associe une k-variété rigide quasi-compacte et quasi-séparée X,. Si X est un
k°-schéma formel, on notera |X| I’espace topologique sous-jacent. On dispose alors d’une application red : X,, — |X|
qui & un point z € X, associe I'image du morphisme de schéma formels Spf(k°(x)) —— X. Lorsque X est essentiel,
cette application induit une surjection de X, sur le sous-ensemble des points fermés de |X|.

DEFINITION 1.1.22 — Soit X une k-variété rigide (quasi-compacte et quasi-séparée). On appelle modeéle de
X, un k°-schéma formel de type fini X muni d’un isomorphisme de k-variétés rigides X ~ X,. On note Mdl(X) la
catégorie des modeéles de X et Mdl.s(X) sa sous-catégorie pleine formée des modéles essentiels.

Nous dirons qu’un modéle X' € MdI(X) est plus fin que le modéle X sl existe un morphisme X' —— X dans
Mdl(X).
Il est clair que linclusion Mdl.s(X) < MdI(X) est cofinale. De plus, Mdl.s(X) est équivalente & un ensemble

ordonné. On a la proposition suivante (voir [BL93al).

PROPOSITION 1.1.23 — Soit X un modéle essentiel d’une k-variété rigide X. Tout éclatement X' —— X en un
idéal ouvert et de type fini (dit éclatement admissible) est naturellement un modéle de X qui de plus est essentiel.

DEMONSTRATION Il s’agit de montrer que le morphisme évident f)C’n —— X, est inversible. On peut pour cela supposer
que X = Spf(A°) est affine et que X’ est I’éclaté d'un idéal I° = (fy,. .., fn) C A°. Comme cet idéal est supposé ouvert,
il contient une puissance de .
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Rappelons que I'éclaté X' est le complété formel de Proj(€D, oy (1°)"). Il admet donc le recouvrement standard par

les
weoo (@) i) )

ou ’élément « f; » inversé est celui placé en degré 1 et Gr" désigne le sous-A°-module des éléments de degré r.
(Rappelons que (—)/(w) = Limpen (—)/(7™) désigne la complétion formelle le long de idéal engendré par 7.) On
dispose d’un morphisme surjectif évident

Bi :Ao[Tlv"'7ﬂ7"'aTn]/(fiTl *flyafzfjflv7f1Tn *fn) — Cl = Gro <<@(IO)T> [1/fl]> )

reN

qui associe f;/f; a T; pour j # 4. Notons J; C B; le noyau de ce morphisme. Le noyau de B;//(7) — C;//(7)
est alors donné par K; = J; /(7). Supposons un instant que tout élément de K; est annihilé par une puissance de
7 et expliquons comment conclure. Cette propriété entraine que (B;/(m))®® ~ C;//(m). Ceci montre que (U;), est
canoniquement isomorphe a

Spm(A{Ty, ..., Th,. . T}/ (FiTy = fryeeos fiTo— fives fiTon = F0)) = D(fil f1s s firevs fn)-

De plus, (U;NU;), correspond & 'intersection des domaines rationnels D( f;| f1, . . ., firoonl frn) et D(f5lf1, ..., fj, cees fn)-
Etant donné que les D(fi|f1,..., fi,..., fn) recouvrent X, le résultat est maintenant clair.

Vérifions & présent que tout élément de K; est annihilé par une puissance de w. Remarquons d’abord qu’il en est
ainsi de tout élément de J;. En effet, le morphisme B;[1/7] —— C;[1/7] est un isomorphisme puisque I° contient une
puissance de 7. Par ailleurs, on dispose d’un carré commutatif & fléches horizontales surjectives

AO{Tl,...,Ti,...,Tn}4»31‘//(7'(')

| J

ATy, By Ty — (Bi ()1 /7).

Soit h =) cyar - hy un élément de K; avec a, € k°, h, € J; et Lim,|a,| = 0. Nous cherchons & démontrer que h est
annihilé par une puissance de 7. Ceci revient a dire que 'image de h dans (B;//(7))[1/7] est nulle.
Pour r € N, choisissons un polynéme H, € A°[Ty,...,T;,...,T,] qui s’envoie sur h, par le morphisme évident

AO[Tl,...,ﬂ,...7Tn} — Bz

La série H =Y _ya, - H, définit un élément de A°{T},...,T;,...,T,}. Il suffit de montrer que I'image de H par le

morphisme

reN

A{Ty,...\T;, ..., Tn} —» (B (m))[1/7]

est nulle. Or, le noyau de ce morphisme est un idéal fermé. Il est donc suffisant de montrer que 'image de chaque
H, est nulle dans (B;//(m))[1/x]. Vu le carré commutatif ci-dessus, cette image coincide avec 'image de h, par le
morphisme

B;f(w) — (Bi//(m))[1/~]
qui est bien nulle puisque I’élément h, € J; est annihilé par une puissance de 7. C.Q.F.D.

Remarque 1.1.24 — L’argument ci-dessus montre que tout recouvrement standard d’un k-affinoide X correspond
par le foncteur de Raynaud au recouvrement standard affine d’un éclaté admissible d’'un modéle affine de X (voir
|[Ray72]).

LEMME 1.1.25 — Soient X et Y deux modeéles d’une k-variété rigide quasi-compacte et séparée X. Il existe un
modeéle Z qui est plus fin que X et Y.

DEMONSTRATION On se donne des recouvrements affines (U; = Spf(A7)); et (V; = Spf(B5)); de X et J. On en déduit
un recouvrement (U; Xgo V; = Spf(AS Qpe BS))i; de X Xpo Y.

Pour tout i et j, considérons l'idéal I;; de A; ®y, B, correspondant au sous-affinoide fermé (U; X joo Vi)n N A(X)
avec A(X) la diagonale de X x;, X. (Cest ici qu’on utilise I'hypothése que X est séparé.) On note alors I7; Vimage
inverse de I;; dans A Rpo BJC?. Il est immédiat de voir que les Ifj définissent un idéal cohérent sur le schéma formel
X X o Y correspondant a un sous-schéma formel fermé Z tel que Z,, ~ X. C.Q.F.D.
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On montre facilement que la construction utilisée dans la preuve du lemme précédent est indépendante du choix des
recouvrements. On notera X A'Y le k°-schéma formel Z. On peut penser 4 X AY comme étant ’adhérence schématique
dans X Xjo Y de X plongé diagonalement dans X x; X ~ (X X o -

COROLLAIRE 1.1.26 — Soit X une k-variété rigide séparée. La catégorie Mdl(X) est cofiltrante lorsqu’elle n’est
pas vide.
PROPOSITION 1.1.27 — Soit X = Spm(A) un k-affinoide. On suppose fizée une norme résiduelle sur A. Soit X

un modele de X. Il existe alors un idéal ouvert et de type fini de A° dont I’éclaté dans Spf(A°) est un modéle plus fin
que X.

DEMONSTRATION Soit U, = Spf(B2) un recouvrement Zariski de X par des k°-schémas formels affines. Le recouvre-
ment (U, ), peut se raffiner par un recouvrement rationnel standard associé & gi,...,g, € A°. Notons Y 'éclaté de
Spf(A°) en l'idéal admissible (g1, ..., gn) et considérons Z = X A Y. On voit facilement que le k°-schéma formel Z est
affine sur Y. On conclut alors par le lemme ci-dessous et le fait que la composition de deux éclatements admissibles
est encore un éclatement admissible. C.Q.F.D.

LEMME 1.1.28 — Soit f:Y — X un morphisme affine de k°-schémas formels essentiels. On suppose que f,
est inversible. Alors, f est fini et il existe un idéal & C Ox ouvert et de type fini dont I’éclaté est un modele de X,
qui est plus fin que Y.

DEMONSTRATION On montre d’abord que f est fini. La question étant locale, on peut supposer que X = Spf(A°)
et Y = Spf(B°) avec A° et B° deux k°-algébres topologiques essentielles. On note e : A° —— B° le morphisme de
k°-algeébres induit par f.

Soit une présentation p : A°{Ty,...,T,,} —» B°. Comme A° et B° sont topologiquement de présentation finie,
I'idéal I = p~1(0) est de type fini. Comme A = A°[1/7] ~ B = B°[1/x], Iidéal I[1/7] est de la forme (T} —ay, ..., T, —
an) avec a; € A. Considérons le sous-schéma fermé Z de P%. = Proj(A°[Ty,...,T,]) obtenu en prenant Padhérence
schématique de la section [1: aq : --- : a,] définie au-dessus de A. On dispose d’une factorisation de Spf(e) :

Spf(B°) —— ZJ|(r) —— Spf(A°)

et plus précisément, Spf(B°) s’identifie via w a Pintersection de Z /() avec Pouvert standard Spf(A°{T1,...,T,}) de
P%. /(m). 1l suffira de montrer que w est un isomorphisme. En effet, si ¢’est le cas, Spf(B°) sera un Spf(A°)-schéma
formel projectif et affine, donc forcément fini.

Si w était une immersion ouverte stricte, on peut trouver un point fermé s de ’espace topologique sous-jacent a
Z[/(7) qui ne soit pas dans I'image de w. Le point s est aussi un point fermé du schéma Z. Comme Z[1/7] est dense
dans Z, on peut trouver un point fermé x de Z[1/7] tel que {z} contient s. Le point z est alors forcément en dehors
de 'image de Spm(B). Ceci est une contradiction avec le fait que Y, ~ (Z/(n)), ~ X,.

Passons a la seconde partie de 1’énoncé. Soit (U;);e; un recouvrement Zariski de X et supposons que V; =Y Xy Uy
est moins fin qu’un éclatement admissible de U; de centre un idéal ouvert .%; C Oy, de type fini. Par [EGA T'| 6.9.7],
on peut construire des idéaux quasi-cohérents #; C Ox de type fini et ouverts tels que % = (_#;),. I suffit alors
d’éclater successivement les idéaux _#; pour obtenir un modéle plus fin que Y. Ceci montre que la seconde partie de
Pénoncé est également locale. On peut donc supposer que X = Spf(A°) et Y = Spf(B°) avec B° une A°-algebre finie.

Soient by,...,b, € B° des générateurs de la A°-algébre B°. Il existe N € N tel que 7'Vb; est 'image d’un élément
a; € A°. L’idéal (ay,...,a,, ) C A° est alors admissible et son éclaté est isomorphe & B°. Ceci achéve la preuve du
lemme. C.Q.F.D.

On en déduit immédiatement que tout morphisme de modéles essentiels est propre et surjectif.

COROLLAIRE 1.1.29 — Soient X = Spm(A) un k-affinoide et U un domaine de X. Pour tout modéle Uy de U,
il existe un modele X de X et un ouvert Zariski U C X tel que U, ~ U et U plus fin que Up.

DEMONSTRATION 11 suffit de traiter le cas ot U = Spm(B) est un domaine rationnel. On fixe une norme résiduelle
sur A. On suppose que B = A(f1|f2,..., fn) avec f; € A° engendrant A comme idéal. Notons X; I’éclaté de Spf(A°)
en l'idéal (f1,..., fn) C A°. Le domaine rationnel U est la fibre générique de I'ouvert standard U; C X; correspondant
a fi.

Par la proposition il suffit de considérer le cas ou Uy est 1'éclaté de Spf(B°) en un idéal admissible
(g1,---,9n) C B°. Par [EGA T/ 6.9.7], il existe un idéal ouvert de type fini .& C Oy, tel que T'(Uy, #) = (g1,.--,9n)-
11 suffit alors de prendre pour X I’éclaté de 7. C.Q.F.D.

THEOREME 1.1.30 — Soit X une k-variété rigide quasi-compacte et séparée.
(i) La catégorie Mdl(X) est cofiltrante (en particulier non vide).

(1)) Si U C X est un ouvert quasi-compact et Uy un modeéle de U, il existe un modéle X € Mdl(X) et un ouvert
Zariski W C X qui soit un modéle de U plus fin que Ug.
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DEMONSTRATION Le théoréme est vrai dans le cas ou X est un k-affinoide.

On suppose donné un recouvrement de X par deux ouverts quasi-compacts X; et Xo avec X = Spm(A4) un
k-affinoide. On suppose que I’énoncé du théoréme est vrai pour X;. On va le déduire pour X.

Montrons d’abord que Mdl(X) est non vide. La premiére assertion découlera alors du corollaire Notons
U = X1 N Xs. On suppose donnés un modéle X; de X ainsi qu'un ouvert Zariski U; C X; qui est un modéle de
U C X;. On munit A d’une norme résiduelle pour laquelle U; est naturellement un A°-schéma formel. (On laisse au
lecteur le soin de vérifier que ceci est bien possible.)

Par le corollaire il existe un éclatement admissible Xo de centre I C A° et un ouvert Us de Xy qui est un
modéle de U C X» plus fin que U;. Le morphisme e : Us —— U est alors Iéclatement de l'idéal I- &y, . Par [EGA T'|
6.9.7], il existe un idéal ouvert de type fini # C Ox, tel que ¢ - Oy, = I - Oy, . Ainsi, quitte & remplacer X; par
I'éclaté de #, on peut supposer que U; ~ Us. Le schéma formel obtenu en recollant X; et X3 le long de I'isomorphisme
U; ~ Usy est un modéle de X.

On montre la seconde assertion par la méme méthode. Les détails sont laissés en exercice. Le théoréme s’obtient
alors par une récurrence facile sur le nombre de k-affinoides nécessaires pour couvrir X. C.Q.F.D.

Nous aurons besoin de la proposition suivante.

PROPOSITION 1.1.31 — Soient 8§ = Spf(A°) un k°-schéma formel et X un A°-schéma séparé et de présentation
finde. Il existe une immersion ouverte canonique de 8, = Spm(A)-variétés rigides

(1.7) (X (m))y — (X[1/7])*

qui est un isomorphisme si et seulement si toute composante irréductible de X qui est plate sur k° est propre sur
Spec(A°).

DEMONSTRATION L’hypothése de séparation est probablement superflue. On construit d’abord 'immersion ouverte
(7). Lorsque X est affine, cette fleche correspond au morphisme évident I'(X, &)[1 /7] — T'(X//(x), 0)[1/x]. On
utilise ici la définition de (X[1/7])*® comme représentant du foncteur hq, (X[1/7]) (voir le lemme [I.1.19). Pour le cas
général, on se donne un recouvrement (X;); de X par des ouverts affines. Les fleches (X, / (7)), — (X;[1/7])*" se
recollent suivant ((X; NX;)/(7)), — ((X;NX;)[1/7])* modulo les identifications ((X; N X;)/ (7)), = (Xi/ (7)), N
(X /(1)) et ((Xa 0 X)L/ = (X[1/m]) A (X [1/2])

Le fait que est une immersion ouverte se vérifie localement. Il suffit alors de traiter le cas de X = Alj, qui
est trivial. Il reste & montrer le critére d’isomorphisme pour .

Supposons d’abord que les composantes plates de X sont propres sur Spec(A°). Comme est une immersion
ouverte, il suffira de montrer qu’elle est surjective sur les points fermés. Soient [ est une extension finie de k, et
x: Spm(l) — (X[1/7])* un point fermé. Ce point provient d’un morphisme de A-schémas x : Spec(l) — (X[1/x]). La
composition de Spec(l) — X —— Spec(A°) s’étend d’une maniére unique en un morphisme Spec({°) —— Spec(A°).
Par le critére valuatif de propreté appliqué a la composante irréductible de X contenant x, le point x s’étend en
x° : Spec(l®°) — X. On en déduit un morphisme de schémas formels Spf(I°) — X/ (7) qui par passage a la fibre
générique nous donne un point =’ : Spm(l) — (X//(7)),. Le lecteur vérifiera facilement que z’ est envoyé sur x par
. D’ou le résultat.

Réciproquement, supposons que soit inversible. On va prouver que les composantes k°-plates de X sont
propres sur Spec(A°). Par [Nag62], on peut trouver une compactification j : X —— X avec X dense dans X qui est
propre sur Spec(A°). Notons Z = X — X. Il suffit de montrer qu’aucun point fermé de Z n’est dans ’adhérence des
composantes plates de X. Supposons le contraire. Soit un point fermé xy dans (X — X)/kY qui est dans I'adhérence
d’une composante plate de X. Il existe donc un morphisme x° : Spec(l°) —— X avec | une extension finie de k tel
que :

— la fibre générique x : Spec(l) — X est contenue dans X,

— la fibre spéciale Spec(l) < Spec(I°) —— X coincide avec x¢. En particulier, elle n’est pas contenue dans X.
Le point z fournit alors un point fermé de (X[1/7])*® qui n’est pas dans l'image de . Ceci contredit I’hypothése
que est un isomorphisme. C.Q.F.D.

1.1.5 Points en géométrie rigide

Comme dans le paragraphe précédent, la valuation de k sera supposée non triviale et m désignera un élément non
nul de kY. Etant donné un k°-schéma formel X, on notera X, le k-schéma X/kV.

Les points fermés d’une k-variété rigide ne suffisent pas pour décrire les propriétés locales. Il est naturel d’introduire
(suivant [FP04, Chapter 7]) la notion suivante.

DEFINITION 1.1.32 — Soit X une k-variété rigide quasi-compacte et séparée. On pose P(X) = Limyemai(x)Xo
ot la limite est prise dans la catégorie des espaces topologiques. On note red : X —— P(X) Uapplication évidente. Les
éléments de P(X) sont appelés les points rigides (ou simplement les points) de X.
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Etant donnés p,q € P(X), on écrit p < q si p appartient o l’adhérence @ du point q. L’ensemble des points
mazimaux pour cette relation est noté M(X). Les éléments de M(X) seront appelés les points maximaux de P(X).

Lorsque U est un ouvert quasi-compact d’une k-variété rigide quasi-compacte et séparée X, le morphisme évident
P(U) — P(X) est I'inclusion d'un ouvert de P(X). Ceci est une conséquence directe du théoréme On peut
alors définir par recollement un espace topologique P(X) pour toute k-variété rigide. Comme avant, on note M(X) C
P(X) le sous-ensemble des points maximaux. Remarquons que si ¥ C X est une sous-variété fermée, P(Y) est
naturellement une partie fermée de P(X).

PROPOSITION 1.1.33 — 1- Six est un point fermé de X, alors red(x) est un point maximal de P(X).

2- Soient Y C X une sous-variété fermée et p € P(X). Sip ¢ P(Y), alors {p} NP(Y) = 0.

3- Un point p € P(X) est contenu dans l'adhérence d’un unique point maximal m(p). On obtient ainsi une
application m : P(X) — M(X) qui est une rétraction a l’inclusion évidente.

DEMONSTRATION Le premier point découle facilement du second. Soit p € P(X) tel que {p} N P(Y) # @. Pour un
modéle X de X, on note px I'image de p dans X, et Zy son adhérence. On note aussi Yy 'adhérence schématique
de Y dans X. On a donc (Yx)s N Zy # 0 pour tout modeéle X. Si p ¢ P(Y), il existe un modeéle X tel que l'inclusion
(Hx)g N Zx C Zx est stricte. Quitte & remplacer X par un voisinage affine de py, on peut se ramener au cas ou
X = Spm(A) est un k-affinoide et X = Spf(A°) un schéma formel affine (une norme résiduelle étant choisie sur A).
On a dans Spec(A°) deux sous-schémas fermés Zy et Spec(A°/I) avec I I'idéal du sous-schéma formel Y. Ce dernier
étant essentiel, I est de type fini. Soit J C A° un idéal de type fini ayant Z pour lieu d’annulation. On peut supposer
que J est ouvert de sorte que I + J est le centre d’un éclatement admissible X’ de X. Les transformés purs Y et
Zh- dans X’ sont disjoints par le lemme ci-dessous. Or py- est forcément le point générique de Z7.. Ceci est une
contradiction. -
La derniére partie se démontre de la méme maniére. Soient en effet deux points p; et pa de P(X) tels que {p1} N
{p2} # 0. Nous allons montrer que p; < ps ou ps < p;1. En effet, si ce n’était pas le cas, il existe un modeéle X de X
tel que (Z1)x N (Z2)x est un sous-schéma strict de (Z;)x pour ¢ € {1,2} (oi 'on a noté (Z;)x I'adhérence Zariski
de (p;)x). On choisit un idéal ouvert et de type fini . C Oy ayant pour lieu d’annulation la partie fermée (Z;)x.
En éclatant I'idéal .#; + 5 on obtient (par le lemme ci-dessous) un modéle X avec (Z1)x: N (Z2)x: = @. Ceci
contredit 'hypothese {p1} N {p2} # 0. C.Q.F.D.

LEMME 1.1.834 — Soient X un schéma et .9, 95 C Ox deuz idéaur quasi-cohérents de type fini. Soit X' l’éclaté
de I = S + S5 dans X. On note I = (I; - Ox:) - (I - Ox:/)~ 1 le transformé faible de 7; pour i € {1,2}. On a
alors I + I3 = Ox/. En particulier, les transformés purs des fermés X/ 5 et X/ .95 sont disjoints dans X'.

Soit X une k-variété rigide. Etant donné un point p € P(X), on note Flt(p) I'ensemble des ouverts admissibles
U de X tel que p € P(U). Cest un ensemble ordonné cofiltrant. De plus, le sous-ensemble de Flt'(p) C Flt(p)
formé des ouverts affinoides est cofinal. On pose Ox, = Colimyeri(p) ['(U, 0), 0%, = Colimycpii(p) ['(U, 0)° et
ﬁ)v(’p = Colimyepye(p) I'(U, 0)V (voir la notation . L’anneau Ox , posséde une semi-norme définie par

(1.8) 1fllp = inf{]f'lcs [ € T(U,0), U € Flt(p) et f = (U(U, 0) = Oxp)(f)}-

On note m, C Ox,, l'idéal des f avec ||f||, = 0. On a clairement m, C 0% , C 0% ,. On a le résultat suivant (voir
[FP04] Proposition 7.1.8]).

PRroPOSITION 1.1.35 — L’anneau Ox ) est local hensélien d’idéal mazimal my, et la fonction |- ||, définit une
valuation sur le corps résiduel k(p) = Ox p/my. De plus, si k(p) désigne le complété de k(p) pour la valuation ||-||,,
alors k(p) est séparablement clos dans k(p).

DEMONSTRATION On divise la preuve en deux parties.

Partie A : Montrons que m, est 'unique idéal maximal de Ox . Soit f € Ox , et supposons que || f||, > 0. On sait
que |f'loo > ||fllp pour tout relévement f' € I'(U,0) de f a U € Flt(p). Soit A € |k| tel que 0 < A < ||f|l,- On
peut écrire U comme la réunion admissible de deux ouverts D(f’|\) U D(A|f’). Etant donné que la norme infinie de
la restriction de f’ & D(A|f’) est strictement inférieure & || f||,, on déduit que D(A|f’) ¢ Flt(p). On a donc forcément
D(f’|A) € Flt(p). Mais la restriction de f" a D(f’|\) est inversible. Ceci montre que f est inversible.

Pour voir que ||-||, définit une valuation sur k(p) il suffit de montrer I'égalité ||al|, - |la™!||, = 1 pour a € k(p) — {0}.
Soit g € T'(U, 0) un relévement de a & U € Flt(p). Soient Ay et Ao dans +/|k*| tels que 0 < A\ < [la|lp < A2
Alors, D(A\1]g) € Flt(p) et D(g|A\2) € Flt(p). On a donc forcément D(Az2]g|A1) = D(A2]lg) N D(g|A1) € Flt(p). Mais
9p0ulsirn e < A2 €6 950 ool < AL Ceci montre que [l - la~ !, < A2Ar". En faisant tendre Ay et Ag vers
|all,, on obtient I'inégalité |all, - [la~!|l, < 1. Or, |lall, - la=|l, > [|1]l, = 1 car ||-||, est une semi-norme. Dot le
résultat recherché.

Partie B : Dans cette partie on montre simultanément que Ox ), est hensélien et que k(p) est séparablement clos dans
k(p). On peut pour cela supposer X réduit quitte a le remplacer par Xyeq. Soit P € Ox ,[T] et f € k(p) une racine
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séparable de la réduction P € k(p)[T] C k(p)[T] de P. 1l suffit de montrer que P admet une racine dans @ ,. On
peut supposer que ||f||p < 1 quitte a prendre P(aT') a la place de P(T) avec a € k* un scalaire bien choisi. Comme
P'(f) est inversible, || P'(f)|, > 0. On fixe A € [kX] tel que 0 < A < min(1, | P'(f)|,)-

Le polynéme a deux variables P(S +T) — P(S) — P'(S)T est divisible par T? puisqu’il admet une racine d’ordre
2 en T = 0. Soit donc R(S,T) € Ox ,[S,T] tel que

(1.9) P(S+T) = P(S)+ P'(S)T + R(S,T)T?

Soit M > 1 un réel qui majore strictement les normes des coefficients de P(T) et R(S,T). (Remarquons que cela

R _
entraine que M majore strictement les normes des coefficients de (S T).) On fixe fo € Ox ) tel que || fo(p) — fllp <

2

2M?

or

. De la formule

P(fo(p)) = P(f + (folp) = ) = P'(f) - (folp) — ) + R(f. (folp) = F)) - (fo(p) = £)?,

P A2
on déduit que ||P(fo)llp, < M

On peut trouver un ouvert affinoide U € Flt(p) tel que fo, P et R se relévent en fo, P et R dans (U, 0),TU, 0)[S|
et T'(U, 0)[S, T]. Quitte a raffiner U, on peut supposer que :

1. |f~0|<>o < 17
2. |P'(fo)(x)| > A pour tout = € U,

3. les normes infinies des coefficients de R sont majorées par M,

2
| (f0)|oc > 2M

Quitte a raffiner U une deuxiéme fois (afin de se débarasser des composantes irréductibles ne contenant pas p), on a
également la relation

(1.10) P(S+T)=P(S)+ P'(S)T + R(S,T)T?

On considére alors la suite récurrente (de Newton) (f,)nen définie par

r3 _ P(fn)
(1'11) fn+1 _fn p/(];n)

Notons qu’a priori, cette suite est a valeurs dans les fonctions méromorphes sur U puisque fn peut avoir des poles.
Montrons par récurrence les trois propriétés suivantes :

(i) fn €T(U,0) et |fulo <1,

(i) [P'(fn)(x)| = A pour tout z € U,

- - 22
(iil) [P(fn)loo < 2
Lorsque n = 0 les trois propriétés ci-dessus sont vraies. On suppose que ces propriétés sont prouvées pour n. Il

vient que fr41 € I'(U, €) puisque P'(f,,) est inversible. Comme |P’(f,,)(x)| > A pour tout x € U, on déduit que
P(fn)

P'(fn)

A
<

1.12 .
( ) — 22"M

o0

Ceci montre que | fn+1|oo < 1. D’autre part, la formule (1.10)) donne

el ) (e85 ()
o (F
(f"’ i >>

- A\ A2
(114) |P(fn+1)|oo S M <22nM> = 22n,+1M'

’"Ul o

’7:11

En utilisant (T.12) et |f,|oo < 1, on obtient la majoration |R < M. Ceci donne bien

"Ux
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. P
De la formule P'(S+T) = g—T(S +T), on déduit
D/ D/ 5, aR 2
(1.15) P'(S+T)=P'(S)+2R(S,T)T + a7T(S, T)T=.
En remplagant S par f, et T par — B F on obtient la formule

n

sii (7 PUDY iy an (7 PG (PG 0R (; PG (PG
IO ) =8 (f” P’(ﬁ))‘”‘f”) . (f"’ Pf(fm) (Pf<fn)>+6T (f"’ Pf(ﬁ)) (P%fn)) |

On a les minorations

(1.17)

or (- PG\ (PG NP
o 5T<f"’_ﬁf<fn>> (P%fn)) <¥(z) <2

On en déduit que |P'(fni1)|oe = A ce qui boucle la récurrence.

~ ~ A
Il est facile maintenant de construire le relévement f recherché. En effet, on a |fn11 — frloo < . Comme

~ _ N _ 22’!LM
['(U, O) est complet, la suite (f,) converge. Si f est la limite de cette suite, on a alors [P(f)|e = 0. Comme X a été
supposé réduit, on a P(f) = 0. L’image f de f dans Ox , est donc une racine de P. C.Q.F.D.
On a également le résultat suivant.
LEMME 1.1.36 — Le sous-anneau k°(p) = 0% ,/m;, de k(p) = Ox p/my, est un anneau de valuation de k(p). Sip

est un point mazximal, alors k°(p) coincide avec 'anneau de valuation de la norme ||-||, définie par (1.8). I est donc
de hauteur 1 et son idéal mazimal est k¥ (p) = O ,/m,,.

DEMONSTRATION Soit f € Oy, et soit f sa réduction dans k(p). Il s’agit de montrer que f € k°(p) ou f~! € k°(p). Si
f ¢ k°(p), il est en particulier non nul, i.e., || f||, > 0. Il existe donc U € Flt(p) et un relévement f € T'(U, &) de f qui
est inversible dans I'(U, @). L'ouvert D(1|f) n’appartient pas a Flt(p) car f € T(D(1|f), €°) ce qui est incompatible
avec la condition f ¢ k°(p). Ainsi, on a nécessairement D(f|1) = D(1|f~') € Flt(p). Puisque f~! € T(D(1|f), 6°), il
s’ensuit que f~! € k°(p).

Soit g C k°(p) un idéal premier non nul. Pour tout modeéle X de X, on choisit un voisinage affine Uy = Spf(A%.)
de px. (On rappelle que px est 'image de p dans X.) On dispose d’un morphisme A — 0% - L'image inverse de
I'idéal q définit un point gx dans Spec(AS) qui appartient & Ux. On obtient ainsi un point ¢ = (gx)xemai(x) de P(X).

Lorsque q est I'idéal maximal, on obtient le point p. De plus, si q1 C g2 alors g2 < q1 et ¢1 # g2. Ceci montre
que k°(p) est de hauteur 1 si p est maximal, i.e., il y a un seul idéal premier non nul dans k°(p). Notons R = {f €
kD), |Ifllp <1} Panneau de valuation de la norme ||.||,. On a clairement k°(p) C R. Comme k°(p) et R sont tous les
deux des anneaux de valuation de hauteur 1, ils sont forcément égaux.

Supposant toujours que p est maximal, le fait que k°(p) est de hauteur 1 montre que I'idéal maximal de k°(p)
est v/kY(p) (puisque kV(p) est non nul). Mais par construction, k°(p)/k"(p) est isomorphe a la colimite des algebres
réduites I'(U, 0°)/T'(U, 6V) pour U € Flt(p). Elle est donc elle méme réduite. Ceci prouve que \/kV(p) = k¥ (p). Le
lemme est démontré. C.Q.F.D.

PROPOSITION 1.1.37 — Soient X un k-affinoide et p € M(X) un point mazimal. Soient fo, f1,..., fn des
générateurs de I'(X, O) en tant qu’idéal. Alors, p € M(D(folf1,...,fn)) si et seulement si || follp, > ||fill, pour tout
1<i1<n.

DEMONSTRATION On suppose que X = Spm(A) avec A une k-algébre affinoide munie d’une norme résiduelle. On peut
supposer que f; € A°. On note X l'éclaté de Spf(A°) en l'idéal (fo,..., fn) C A°. Dire que p € M(D(folf1,---, [n))
revient & dire qu’il existe une factorisation du morphisme évident A° —— k°(p) :

A° k°(p)

T

A°ltr, .. tal /(fots = f1,- -, fotn — fu)-
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Notons f;(p) 'image de f; dans k(p). Une telle factorisation existe si et seulement si fy(p) # 0 et f;(p)/fo(p) € k°(p)
pour 1 <4 < n. Par le lemme [1.1.36] et 'hypothése que p est maximal, cela revient a dire que || foll, > || fill, pour

1 <i < n. (Remarquer que cette condition entraine que || fol|, # 0.) C.Q.F.D.

COROLLAIRE 1.1.38 — Soient X une k-variété rigide, U C X un ouvert quasi-compact et p € M(X) un point
mazimal. On suppose que p & M(U). Alors, il existe V € Flt(p) tel que UNV = (.

DEMONSTRATION La question est locale en U et autour de p. On peut donc supposer que X = Spm(A) est un
k-affinoide et U = D(fo|f1,.-., fn) est un domaine rationnel associé & des générateurs fo, f1,...,fn de A en tant
qu’idéal. Par la propostion [1.1.37] la condition p € M(U) entraine I'existence dun 1 < ig < n tel que || foll, < || fio llp-
Soient A\, N € v/[k*] tels que [|foll, < A < X < ||fiollp- L'ouvert V.= D(A|fo) N D(fi,|\') convient alors. C.Q.F.D.

PROPOSITION 1.1.39 — Pour p € M(X) un point mazimal, l’anneau 0% , est local hensélien d’idéal mazimal

ﬁ}vgp. Si /;(p) désigne le corps résiduel de l'anneau de valuation k°(p), on a des isomorphismes naturels
k(p) = 0% .p/ Ox , =~ Colimy E(px)

avec px limage de p dans X, pour X € Mdl(X).

DEMONSTRATION L’anneau 0% , est local d’idéal maximal €% . En effet, soit f € 0%, — 0% , et notons f sa classe
dans k°(p). Comme f ¢ m,, il admet un inverse f~! dans Ox . La classe f~! de f~! dans k(p) est l'inverse de
f. Etant donné que f € k°(p) — kY (p), son inverse est dans k°(p) (on utilise ici le lemme [1.1.36)). Ceci montre que
fte 0% p (on utilise ici que 0% , est I'image inverse de k°(p) C k(p) par le morphisme Ox , — k(p)).

Montrons maintenant que 0%  est hensélien. Soit P € ﬁ}’(yp [T] un polynodme et f une racine simple de la réduction
P e l;:(p) [T]. Grace au lemme [1.1.36] la maximalité de p entraine que l;;(p) = Colimy cpy(p)L'(U, 0°)/T'(U, V). On
peut donc supposer que P est 'image d’un polynoéme @ € T'(U, 6°)[T] et que la racine f provient d’une racine § de Q a
valeurs I'(U, 0°) /T (U, 6). Comme (I'(U, 6°),T'(U, 0")) est un couple hensélien, du moins si louvert U est affinoide,
on peut relever § en une racine g € I'(U, 0°). L’image f € ﬁ}’(’p de g est bien une racine de P.

Il reste & montrer la derniére assertion. On peut pour cela supposer que X est un k-affinoide réduit. Montrons que
sous cette condition, les deux morphismes évidents
(2)

. o \Y2 : o Vv
xeMdlgc%{lﬂeuch(u”’ﬁ) Ty, 0)" — Uce%llltr(g)F(U’ o)/, o)

. (1)

Colim ru,o)/\/(r) ——
XeMdl(X), pxeUCX ( )/ (m)
sont inversibles. Pour le morphisme (2), on remarque que le foncteur qui associe & un couple (X,px € U) Pouvert
admissible U,, € Flt(p) est cofinal par le théoréme [1.1.30} Considérons maintenant le morphisme (1). Soit U C X un
voisinage affine de px. La I'(U, &)-algebre I'(U,,, €)° est entiére et compléte pour la topologie m-adique. Elle s’écrit
donc comme une colimite filtrante de ses sous-I'(U, &)-algébres topologiquement de type fini et essentielles. Il vient
que I'(U,), 0)° ~ Colimysenai(x) /T (U Xy X', 0) ce qui entraine le résultat recherché.

Il est maintenant aisé de conclure. D’aprés la discussion précédente, on dispose d’un morphisme évident
O% |0  ~ Colim LU, 0)/\/(r) —— Colim k
X/ OX p rerna o e (W, 0)/v/ () ok (p2x),

qui est clairement surjectif. Or, d’aprés le lemme |1.1.36 le membre de gauche s’identifie a ]Nf(p) qui est un corps.
Puisque le membre de droite est non nul, le morphisme ci-dessus est un isomorphisme. C.Q.F.D.

On termine le paragraphe avec le résultat suivant.

PROPOSITION 1.1.40 — Soient p € P(X) et ¢ = m(p) le point mazimal tel que p < q. Alors, il existe une
inclusion naturelle isométrique k(p) — k(q) induisant un isomorphisme k(p) ~ k(q).

DEMONSTRATION Puisque p € {¢}, on a Pimplication (U € Flt(p)) = (U € Flt(q)). On dispose alors d’un morphisme
canonique Ox , — Ox 4 qui est contractant pour les normes ||-||, et ||-||;. Ce morphisme est donc local et induit une
inclusion sur les corps résiduels k(p) < k(g). Cette inclusion est encore contractante ce qui entraine aussitot qu’elle
est isométrique.

Il reste & montrer que k(p) est dense dans k(q). Pour ce faire, on se donne U € Flt(q) et g € T'(U, ). On peut
supposer que U = D(fo|f1,..., fn) est un domaine rationnel. D’aprés la proposition on a ||follg > ||fillq pour
tout 1 <17 <n.

Soit a € k, avec |a| > 1, et montrons que D(afo|f1,..., fn) € Flt(p). En utilisant une deuxiéme fois la proposition
on trouve que q € P(D(filafo, fi,---,fn)) pour 1 < i < n. Etant donné que p € {q}, on a également
p € P(D(filafo, f1,---, fn)). Or, D(afolfi,--., fn) et les D(filafo, f1,.-., fn), pour 1 < i < n, recouvrent X. On a
donc nécessairement p € P(D(afo|f1,. .., fn)) comme souhaité.

Il est maintenant aisé de conclure. En effet, le morphisme O(D(afo|f1,- .-, fn)) — O(D(folf1,---, fn)) est d’image
dense, ce qui entraine que la classe de g dans k(q) appartient a I’adhérence de k(p) dans k(q). C.Q.F.D.
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1.1.6 Morphismes lisses et étales
Sauf mention explicite du contraire, on ne supposera pas que la valuation de k est non triviale dans ce paragraphe.

DEFINITION 1.1.41 — Soient X une k-variété rigide et x un point fermé de X (ou plus généralement un point
de P(X)). On dit que X est réguliere en x si l'anneau local Ox , est régulier. On dit que X est lisse en x si, pour
toute extension finie k C k', X @y k' est réqulicre en tout point &' au-dessus de .

On dit que X est lisse (resp. réguliere) si elle est lisse (resp. réguliere) en tous ses points fermés. On note
SmRig/k C VarRig/k et SmAfnd/k C Afnd/k les sous-catégories pleines des k-variétés rigides lisses.

Si X = Spm(A) est un k-affinoide régulier, alors 'anneau A est régulier au sens algébrique. En effet pour z €
Spm(A), ona A, ~ & x,¢ (ou l'on désigne par 1 le complété formel d'un anneau local 1 en son idéal maximal).

Comme en géométrie algébrique, la notion de lissité est intimement liée a celle des différentielles. Etant donné
un morphisme f : Y —— X de k-variétés rigides, on note 5 le Oy-module cohérent #p /93 avec Fx lidéal de
I'immersion localement fermée A : Y —— Y X x Y. On dispose d’un morphisme de faisceaux abéliens d : 0y — Q ¥
qui est localement donné par df = f ® 1 —1® f. Le morphisme d est une dérivation. Si Y = X{T1,...,T,}, alors Qf
est un Oy-module libre ayant pour base (d7},...,dT},). Etant donné un triangle commutatif de k-variétés rigides

7 —5Y

N

X

avec s une immersion fermée d’idéal .#, et de faisceau normal .4, = .#,/.#2, on dispose d’une suite exacte de faisceaux
de Oz-modules

(1.19) Ny — s¥Qp — Q, — 0.

On a le théoréme suivant.

THEOREME 1.1.42 — Soit X = Spm(A) un k-affinoide de dimension d en un point fermé x de X. Soient p :
K{Ty,..., T} —> A une présentation de A et fi,..., fm une famille de générateurs de l’idéal p~*(0). Les conditions

sutvantes sont équivalentes :
1. X est lisse en x,
2. dimy(p) (Qx/k @4 k(
3. dimy () (Qx/x ®4 k()

) =d,
) <d,
f e "fm
4. Tang <8E : 7Tn§ )
9 m
5. Tang(y) (825}1: ”J;ng ) >n

DEMONSTRATION Notons I = p~1(0) de sorte que le faisceau normal de Spm(p) soit associé¢ au A-module I/I%. On
note m,, l'idéal maximal de k{T},...,T,} définissant le point x.

On peut bien siir supposer que x est un point rationnel quitte a remplacer k par k(z). Dans ce cas, X est lisse en
x si et seulement si il est régulier en x ou encore si et seulement si 'image de I’application linéaire

(1.20) I/1? @4 k(z) — m,/m>

est un sous k(z)-espace vectoriel de dimension supérieure ou égale a n — d (en fait, forcément égale a n — d).
La suite exacte appliquée aux immersions  C Spm(A) C Spm(k{T1,...,T,}) fournit un diagramme com-
mutatif
A'flEB"'EBA'fm

(5%).,
l

/P AdTy & & A-dT, Qasi 0

\ J |

00— my/m2 ———— k(z) - dTy & - @ k(x) - AT}, —— Dy ke = 0.
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OFf,
11 vient que 'image de (1.20) est de dimension > n — d si et seulement si la matrice jacobienne ( 8? (x)) est de
A ij

rang > n — d, ce qui est vrai si et seulement si la dimension de QA/k ®a k(z) est < d. C.Q.F.D.
On obtient alors les corollaires suivants.

COROLLAIRE 1.1.43 — Sila k-variété rigide X est lisse au point x, il existe un voisinage owvert U de x qui est
lisse (i.e., la lissité est une propriété ouverte).

DEMONSTRATION En effet, comme X est régulier en z, il existe un voisinage affinoide U = Spm(A) de z avec A
normal. En particulier, on peut supposer que X est partout de dimension d. Pour conclure, il suffit de remarquer que

la propriété dimy g (Qx/kx ® ) < d est ouverte. C.Q.F.D.
COROLLAIRE 1.1.44 — Soit X wune k-variété rigide partout de dimension d. Les conditions suivantes sont
équivalentes :

1. X est lisse,
2. Qxi est localement libre de dimension d.

Supposons que X = Spm(A) est un k-affinoide muni d’une présentation p : k{Ty,...,T,} —>» A de noyau p~1(0) =
(f1,---, fm). Alors, les deux conditions précédentes sont également équivalentes a :

a(flv"'vfm)

oTy,...,T,) est de rang n —d dans A.

3. la matrice jacobienne

DEMONSTRATION On peut bien sir supposer que X = Spm(A) est un k-affinoide. Si 24 est un module projectif
de rang d, alors Spm(A) est lisse en tous ses points fermés par le théoréme Toujours par le théoréme
O(f1s--oyfm)
Ty, ..., Ty)
n —d, son image est alors un module projectif de dimension n — d et son conoyau est projectif de dimension d. Par le
diagramme de la preuve du théoréme @, ce conoyau est canoniquement isomorphe a 4. C.Q.F.D.

la matrice jacobienne est de rang n — d. Enfin, si I'on suppose que la matrice jacobienne est de rang

COROLLAIRE 1.1.45 — Soits:Y —— X une immersion fermée entre deuz k-variétés rigides lisses. On a alors
une suite exacte courte
0 —— Ay — " Qx/p — Qyy, — 0.

En particulier, A, est localement libre et la suite exacte est localement scindée.

DEMONSTRATION On peut supposer que ¥ = Spm(B) et X = Spm(A) sont des k-affinoides lisses de dimensions
pures dy et dx. L'immersion s est alors donnée par un morphisme surjectif e : A —» B. Notons I le noyau de e. On
a une suite exacte

I/I2 L> QA/k ®a B — QB/k — 0.

1l s’agit de montrer exactitude & gauche pour cette suite. Il existe un recouvrement admissible (X; = Spm(4;));
de X tel que ker(Qy, /1 ®a, Bi — Qp, /i) est libre (avec B; = B®a A;). On peut donc supposer dans la suite que
ker(24,x ®4 B — Qp/i) est libre de base (ai,...,a,) avec r = dx — dy. Soient f1,..., f. € I tels que 0(f;) = a; et
notons I l'idéal (f1,..., f-). Il suffira de montrer que I; = I au voisinage de Y.
Notons By = A/I; et Y1 = Spm(Bj). On a un morphisme surjectif B; —» B induisant une immersion fermée
Y < Yi. La suite exacte
11/112 — QA/k ®a By — QBl/k — 0

montre que Qp, /, @, B ~ Qp ;. Ainsi, en tout point fermeé y € Y, la k-variété rigide Y; est lisse puisque dimy(Y7) >
dimy (V') > dimyy) (Qy /1 ®e, k(y)). Il vient aussi que Y7 est de dimension dy en y. Ceci montre que l'inclusion Y < Y}
est un isomorphisme au voisinage de y. On a donc montré que Y] est une somme disjointe Y3 = Y [[ Z. Le résultat
est maintenant clair. C.Q.F.D.

Il est utile de définir une version relative de la lissité. On commence par rappeler la notion de platitude.

DEFINITION 1.1.46 — Soit f : Y —— X un morphisme de k-variétés rigides. On dit que f est plat s’il est
localement isomorphe & Spm(u) avec u un morphisme plat de k-algébres affinoides.

On montre que f est plat si et seulement si pour tout point fermé y € Y le morphisme d’anneaux locaux
Ox.§(y) — Oy, (ou encore ﬁAXJe(y) — ﬁAyy) est plat. On en déduit facilement que la platitude est stable par
changement de base. Notons enfin que si f : Spm(B) —— Spm(A) est un morphisme de k-affinoides, alors f est plat
si et seulement si la A-algébre B est plate.

DEFINITION 1.1.47 — Un morphisme f :Y —— X de k-variétés rigides est lisse s’il est plat et si pour tout
x € X, la fibre f~1(x) est lisse sur k(x). On dit que f est étale si de plus les fibres de f sont de dimension nulle.
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Si X est une k-variété rigide, on note SmRig/X C VarRig/X la sous-catégorie pleine des X -variétés rigides lisses
(i.e., des morphismes lisses de but X ). On note aussi Et/X C SmRig/X la sous-catégorie pleine des X -variétés rigides
étales (i.e., des morphismes étales de but X ).

On peut généraliser le corollaire aux morphismes lisses.

LEMME 1.1.48 — 1- Soit f un morphisme lisse de k-variétés rigides. Le faisceau cohérent {2y est localement
libre.
2- Soit un triangle commutatif de k-variétés rigides

Yy 25X
Jf

N
T

avec s une immersion fermée, et f et g des morphismes lisses. On a alors une suite exacte courte de Oy -modules

(1.21) 0— Ay — s"Qp — Qg — 0.

DEMONSTRATION Pour la premiére partie du lemme, on peut supposer que f provient d’'un morphisme de k-algébres

affinoides A —— B. On choisit une présentation p : C' = A{Ty,...,T,,} —» B de noyau I. On a une suite exacte de
B-modules
(1.22) I/ — B-dT\ &--- & B-dT,, — Qp/a — 0.

Comme B est une algébre plate, le morphisme I ® 4 k(x) — C ®4 k(z) est injectif pour tout z € Spm(A). Il
s’ensuit que le morphisme évident I ® 4 k(x) — I(C ®4 k(z)) est inversible. De plus, I'image de la composition de
IP@ak(z) — I @4 k(z) — I(C @4 k(x)) sidentifie & I2(C ®4 k(z)). On a donc un isomorphisme naturel

(I/1?) @4 k(z) == I(C @4 k(x))/I*(C @4 k(z)).

Par ailleurs, le morphisme évident Qg4 ®4 k(2) — Qpg ,k(z)/k(x) €St inversible. Ainsi, si on applique — ®4 k(z) a
la suite ((1.22)), on obtient (& isomorphisme prés) la suite

0 — I(C @4 k(x))/T*(C @4 k(x)) — (B@a k() -dTy @+ & (B®4 k() - ATy — Qpe s k() /t(ay — 0

qui est une suite exacte courte de modules localement libres par le corollaire [[.1.45] Autrement dit, pour tout y €
Spm(B), la suite déduite de par application de — ®p k(y) est une suite exacte courte.

Appelons maintenant N = ker((I/I?) — ®"_, B-dT;) et K = coker(N — (I/I?)) de sorte qu’on a une suite exacte
courte de B-modules

(1.23) 0 — K— B-dlh®&---®B-dl;, — Qpa — 0.

Etant donné que (I/1?)®@pk(y) — K ®pk(y) est surjectif, on voit que est encore une suite exacte courte aprés
application de — ®p k(y) pour tout y € Spm(B). Comme G, B - dT; est libre, on déduit que Tor}B(QB/A, k(y)) =0
pour tout point fermé y de Spec(B). Comme §2p /4 est de type fini, il est projectif.

Pour la seconde partie du lemme, on appelle & le noyau de A, — s*Qf et £ = .4;/&. On a alors deux suites
exactes courtes

0 — A — 5*Q Q, 0 et 0 & — N, H — 0.

De la discussion ci-dessus, on déduit que .# est localement libre et que .4} ®g, k(y) ~ # ®¢, k(y). Etant donné
que Torgy (A, k(y)) =0, on a forcément & ®g, k(y) = 0. Ceci étant vrai pour tout y € Y, on déduit que & = 0. Le
lemme est prouvé. C.Q.F.D.

On a le résultat suivant concernant les morphismes étales.

THEOREME 1.1.49 — Soit f : Y —— X un morphisme de k-variétés rigides. Les conditions suivantes sont
équivalentes :

(i) [ est étale,

(i1) f est plat et Qy =0,

(iii) f est plat et Y —— Y Xx Y est une immersion ouverte,
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(iv) pour tout y € Y, V = Spm(B) un voisinage affinoide de y et U = Spm(A) un voisinage affinoide de f(V), la

A-algebre B est isomorphe a A{Ty,...,Tn}/(f1,--., fn) avec (M de rang n (i.e., inversible) dans B.
Tyeos
DEMONSTRATION Si f est étale, on a pour x € X, (f) ®g k(x) = Qp-1(,) = 0. Ceci prouve que Qy = 0. D’ou
I'implication (i) = (ii).

Montrons que (ii) = (iii). Si .#a est l'idéal de l'inclusion Y < Y Xx Y alors .#2 = .#a. Ainsi, en tout point
e€Y xx Y, lidéal Fr ®p, . Oy 4 . v, st soit nul, soit égal & Oy ;. Le résultat est alors clair. L’implication
(iii) = (ii) est immédiate.

Montrons que (iv) = (i). On peut supposer que X = Spm(A) et Y = Spm(B). Pour montrer que f est étale en y, il
suffit de la faire aprés une extension finie de k. On peut donc supposer que k(y) = k(x) = k. Il suffira de montrer que le
morphisme A, — B, est étale. On verra méme que c’est un isomorphisme. On peut supposer que y est envoyée sur

lorigine de Spm(A{Tl, ..., T,}) par Spm(p). En d’autres termes, f;(0,...,0) = 0 pour 1 < i < n. La A,-algébre By
est donc donnée par A[[Th, ..., T,]l/(f1,---, fa). Il est alors clair que 'endomorphisme T; ~~ f; est un automorphisme
de A[[T1,...,T,]]. D’ou le résultat.

Pour finir, il reste & voir que (ii) = (iv). On se donne une présentation p : A{Ty,...,T,} —» B avec I = p~1(0).

La suite exacte (voir le lemme [1.1.48))
0— I1/1* 25 B-dT @& ®B-dT, — Q5 — 0

montre que le morphisme 6 est inversible. Soient des éléments f1,..., f, € I tels que 6(f;) = dT; et notons I; =
(f1,-- -, fn)- Le morphisme I /I? —— I/I? est surjectif. Il vient que I = I; + I?. Comme 'anneau A{T1y,...,T,} est
noethérien, on a forcément I = I; au voisinage de Spec(B), i.e., il existe g € A{T1,...,T,} tel que I'image de g dans
B est inversible et I, = (I1),. Quitte & multiplier g par un élément de A{Th,...,T,}, on peut supposer que I'image
de g dans B est égale & 1. On considére la présentation p’ : A{Th,...,T,,S} —» B qui étend p et qui envoie S sur
8(f17"'afnags_ 1)

1. 11 est alors facile de voir que le noyau de p’ est 'idéal (f1,..., fn,gS — 1). De plus, 'image de

6(jjla' s 5Tn7S)
dans B est une matrice triangulaire supérieure avec des 1 sur la diagonale. C.Q.F.D.
COROLLAIRE 1.1.50 — Soit un triangle commutatif de k-variétés rigides
f
Y—X

N

DEMONSTRATION Considérons le diagramme commutatif

Si h et g sont étales, il en est de méme de f.

Y —— X

idfo (¢) JA

Y;(TXg)X;(TX

JPTz
pr2
X

ol le carré (c) est cartésien. Par le théoréme [1.1.49] A est une immersion ouverte. Il vient que id x f est également
une immersion ouverte. Le résultat découle alors du fait que pry est étale et que f = pro o (id x f). C.Q.F.D.

COROLLAIRE 1.1.51 — Soit f: Y — X un morphisme de k-variétés rigides. Les deux conditions suivantes
sont équivalentes :

1. f est lisse.

2. 1l existe des recouvrements admissibles (Y;)icr et (X;)icr deY et X tels que :
— YVZ C f_l(Xi)7
— le morphisme f; 1 Y; — X; se factorise de la maniére suivante :

~ pra
YV, —— By <, Xi —— X,

avec e un morphisme étale.
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DEMONSTRATION La seconde condition est clairement suffisante. Montrons qu’elle est nécessaire. On peut supposer
que X = Spm(A) et Y = Spm(B) sont affinoides. Soit p : A{T},...,T,} —» B une présentation de B. On note
I =p~1(0). On a la suite exacte courte de B-modules

0— I/’ "> B-d'&---®B-dT,, — Q; — 0.
Comme 2 est projectif, on déduit que I/I? est aussi projectif.

On peut trouver un recouvrement admissible (Y; = Spm(DB;)); de Y par des domaines rationnels tels que pour
chaque i, le sous-module a(I/1?) ®p B; C B; - dTy & -+ @ B; - dT,, soit libre et admet un supplémentaire librement
engendré par une partie de {dT},...,dT,}. Fixons I'indice ¢ et supposons que cette partie est {dT},...,d7T,} pour un
certain r < n. Le morphisme

(Bi - dTy @ --- @ B; -dT,) @ (I/I*) ®p B;) — B; -dT\ & ---® B; - dT),

est donc inversible. Choisissons des éléments f’ ..., f. € I engendrant librement (I/1 %) ®p B;. Soit enfin, D; =
Spm(A{T1, ..., T }(holh1, ..., hm)) un domaine rationnel contenant ¥; comme une partie fermée. On obtient alors la
présentation suivante de la A-algébre B; :

Bz’ >~ A{Tl, ,Tr}{Tr+1,...,Tn751,...,Sm}/(fﬁ_,’_l,...,fé,hosl - hl,...,hosm - hm)

a( 77";—&-13 < '7f77;LahOS1 - hl7- . '7h0Sm - hTYL)
OTrs1y -y Ty Sty ooy Sm)
Ceci montre que B; est une A{T},...,T,}-algébre étale. Le corollaire est prouvé. C.Q.F.D.

est bien inversible dans B;.

On vérifie facilement que la matrice jacobienne

On a le lemme important suivant.

LEMME 1.1.52 — Soit e : Spm(B) — Spm(A) un morphisme étale de k-affinoides. On peut trouver une
présentation

A{Ty,..., T} (Py,...,P,) > B
o(Py,...,P,)

Ty, ..., T,)
n-uplet (f1,..., fn) € A{T1,...,T,}" avec |f; — P;| <€, la A-algébre A{Ty,...,T,}/(f1,-.., fn) est isomorphe ¢ B.

avec P; € A[Ty,...,T,] des polynomes et inversible dans B. De plus, il existe € > 0 tel que pour tout

DEMONSTRATION Lorsque la valuation de k est triviale, il n’y a rien & montrer. On suppose donc que la valuation
de k est non triviale et on fixe une norme de Banach sur A. La preuve du lemme est une application de la méthode
d’approximation de Newton (voir aussi la preuve de la proposition [1.1.35). On commence par une discussion générale.

Etape 1 : Soit C = A{T\,...,T,}/(f1,..., fn) une A-algébre affinoide. On notera f = (f1,..., fn), T = (T1,...,Ty)

et S=(S1,...,5,) (un deuxiéme systéme d’indéterminées) que l'on considére comme des vecteurs. On peut écrire
(1.24) £(T+8) = £(T) + Je(D)(S)+ 3. -8, D(T,S),
1<i<j<n
avec Jr = M la matrice jacobienne et D¢’ des vecteurs a coefficients de séries strictement convergentes,
Iy-eordn
ie, Dy? € A{Th,...,T,,S;,...,S,}". Supposons que J¢ soit inversible dans C' (donc C' est étale sur A). Ceci revient
a dire qu’il existe des séries strictement convergentes g, w1, ..., w, € k{T1,...,T,} telles que
(1.25) det(J¢(T)) - g(T) = 1+ > fi(T) - wi(T).
i=1
Soient R une A-algébre affinoide réduite (que ’on munit d’une norme résiduelle arbitraire pour laquelle A — R
est contractant) et to = (t10, ..., tno) € (R°)™. On définit un systéme récurrent (de Newton) par la formule
(1.26) trr1 =t — [Je(t) " (E(E)).

On fixe un réel M > 1 tel que :
1. les normes de Gauss des séries strictement convergentes w; sont inférieures ou égales a M,

2. les normes de Gauss des coefficients des vecteurs Dg” sont inférieures ou égales a M,

3. les normes de Gauss de g et des coefficients de la comatrice de J¢(T) sont inférieures ou égales & v/ M.

(pour 1 < i < n). Nous allons montrer par récurrence que :

1
Supposons que | f;(to)| < S
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(i) t, est bien défini et ¢, € (R°)™,

i) |fi(tr)] < 22T71.M3 pour 1 <4 <mn.
Lorsque r = 0, ces conditions sont clairement vérifiées. Supposons qu’elles le sont encore pour un entier r. Comme
|w;| < M, on voit que |w;(t,) - f;(t,)| < 1. Ainsi, 1+ >, fi(t,) - wi(t,) est inversible dans R et la norme de son
inverse est égale a 1. On déduit de (1.25) que det(J¢(t,)) est inversible et que la norme de son inverse est égale a
la norme de g qui est majorée par v M. Ceci prouve que J¢(t,) est inversible et que les normes des coeflicients de
Je(t,)~! sont majorées par M. Il vient donc que Jg(t,.) " 1(f(t,)) = (e1(t,),...,en(t,)) = e(t,) est un vecteur dont

tous les coeflicients sont de normes inférieures ou égales a Ceci montre en particulier que t,;1 est défini et

22" M2°
qu’il est & coeflicients dans R°.

Il reste & montrer I'inégalité dans (ii). Pour cela, on utilise (1.24) pour obtenir

F(trr1) = £(t — Je(t,) 7 £(t,) = £(t,) — Je(t)Te(b) T HE(E) + Y eilte)e;(t) DY (b, —e(t,))

1<i<j<n
= ) eilte)e;(te)DY (b, —e(t,)).
1<i<j<n
1\’ 1

Ceci montre que les normes des coefficients de f(t,41) sont majorées par <W> M = SRS VER D’ottle cas r+1
de la récurrence.

On déduit donc que la suite (t,),cn converge vers un n-uplet t = (¢1,...,t,) € (R°)". Comme |f;(t1,...,tn)] =0,
on déduit que f;(t1,...,t,) = 0. On obtient ainsi un morphisme de A-algébres C —— R qui & T; associe t;.
Etape 2 : On garde les notations de I'étape précédente. Soient £ = (fi,...,f") € A{T},...,T,}" et notons C’' =
A{Ty,...,Tn}/(f1,..., f]). On suppose les inégalités suivantes

(1.27)  |fi—fl| < Dy — D/ < M et |Com(Jg) — Com(Jpr)| < VM,

1
det(Jg) —det(Jg )| < —
det(J¢) — det(Jp)] < —=—
(o1t la norme d’une matrice ou d’un vecteur est le supremum des normes des coefficients). Nous allons montrer que les
A-algebres C' et C’ sont isomorphes.

Montrons d’abord que Spm(C’) est étale sur Spm(A), i.e., que la matrice jacobienne J¢ est inversible dans C’. Il
suffit bien entendu de montrer que g - det(Jg/) est inversible dans C’. Etant donné que

2M3

|g . det(Jf) —g- det(Jf/)| <1,

il suffira de montrer que |g - det(J¢)(2z")] = 1 pour tout =’ € Spm(C”’). Or, dans C’, on a
14> f(T) wi(T) =14 (fi = F)(T)-wi(T)  mod  (fl,....f}).
=1 =1

Comme |f; — f!| < |w;|7!, le résultat recherché s’ensuit.

Notons t}, la classe de T; dans C'. On a |f;(t}g,---.tho)| = [(fi = D)0, tho)|l < |fi — fi] <

s tho s tho La suite

1
2M3°
récurrente de I’étape précédente fournit donc des éléments ¢, € A{T;,...,T,}/(f1,-.., f}) tels que fi(¢},...,t,) =0.
Ceci fournit un morphisme surjectif de A-algébres étales

A{Ty,...,T, A{Ty,..., T,
(1.28) o= A0 Tn) C'={,1—,}
(f17"'7f7l) (fl)'--yfn)
La surjectivité découle du fait que [t] — t},| < 1.
Réciproquement, notons t;o la classe de T; dans C. On a encore |f/(t10,..-,tno)| = [(f] — fi)(t10,-- - tno)| <
1
! < ) I P N
|fi = fl| < el Par I’étape précédente, le systéme
(1.29) tr1 =t — [Je(t) 7 (F(6,)

converge vers une racine de l’équation f’ = 0. En effet, on a les mémes bornes sur les normes de det(J¢ ), D;’,j ,
Com(J¢/). De plus, par la discussion du début de la seconde étape, on peut écrire

det(Je) - g- (146" =14 fI(T) - wi(T)(1+¢) "
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avec |e| < 1 (on a plus précisément € = g - det(Jg) — g - det(Jg) + >, (fi — f/) - w;). On en déduit alors un morphisme
surjectif

(130> O,: A{Tlv"'7TTl}

o AT, T
(f{?ﬂfr/L) B (fl?"'afn) .

Par le corollaire le morphisme surjectif (1.28]) identifie Spm(C’) & une composante connexe de Spm(C). De
méme, le morphisme (1.30]) identifie Spm(C') & une composante connexe de Spm(C”). On en déduit que les compositions
de

Spm(C) — Spm(C’') — Spm(C) et  Spm(C’) — Spm(C) — Spm(C’)

sont des isomorphismes. Il vient que C' et C’ sont isomorphes en tant que A-algébres.

FEtape 3 : Revenons a I’énoncé du lemme. On peut supposer que notre A-algébre B est égale a C. Etant donné que
det(Jg), Dy’ et Com(Jg) dépendent continiment de f, il existe € > 0, tel que les conditions (1.27) sont vérifices
deés que |f — f'| < e. Le résultat découle alors du fait que 'on peut choisir de tels f/ dans le sous-anneau dense
ATy, ..., T,) Cc A{T\,...,T.}. C.Q.F.D.

On appliquera le lemme précédent pour établir quelques propriétés importantes des morphismes étales entre k-
variétés rigides quasi-compactes (voir [FP04] Proposition 8.1.2]).

PROPOSITION 1.1.53 — On suppose que la valuation de k est non triviale. Soit f : Y —— X un morphisme
étale de k-variétés rigides.

1- Soit g € P(Y) et notons p € P(X) son image par f. Si g est un point mazimal, le morphisme Ox , — Oy 4
est fini et étale. De plus, il existe un voisinage affinoide V € Flt(q) qui est un revétement étale (i.e., un morphisme
fini et étale) sur un voisinage affinoide U € Flt(p).

2- Il existe un recouvrement admissible (X;);cr de X, des recouvrements admissibles (Yij)jes, de Y; =Y X x X;
ainst que des triangles commutatifs

Uy j _
Yij —Y
\ J’flj
X;
avec u;; des immersions ouvertes et fij des revétements étales finis.

DEMONSTRATION Il suffit de traiter le cas o X = Spm(A4) et Y = Spm(B) avec B = A{T},...,T,}/(P1,...,P,) ol
o(Py,...,P)

T, T inversible dans B. Considérons la A-algébre de type

P; sont des polyndémes et Jac(Py,...,P,) = det (

finie
E=AT,...,T,,U)/(Py,...,P,,Jac(Py,...,P,) - U —1).

C’est une A-algébre étale. De plus, Spm(B) est un ouvert admissible de Spec(E)*". Il existe un recouvrement Zariski
(Spec(A;)); de Spec(A) et des recouvrements Zariski (Spec(E;;)); de Spec(E;) = Spec(E x4 A;) tels que E;; est une
A;-algebre étale élémentaire, i.e., de la forme (A;[T/P;(T))[1/P/;(T) - Qi;(T)] avec P;; un polynéme unitaire et (;;
un polynoéme quelconque. Quitte a remplacer X et Y par les ouverts admissibles de recouvrements admissibles, on
peut donc supposer que Spm(B) est un ouvert admissible de Spec(E)*™ avec E = (A[T]/P(T))[1/P'(T)] une A-algébre
étale élémentaire (avec P unitaire). Notons alors £ = A[T]/P(T). C’est une A-algebre finie et donc une k-algébre
affinoide. Il est clair que Spm(B) est un domaine de Y = Spm(E). De plus, le lieu singulier de la A-variété rigide Y’
est le fermé Z d’équation P'(T) = 0 qui est disjoint de Spm(DB).
Notons f: Spm(E) =Y —— Spm(A) = X. Nous allons montrer les deux assertions suivantes.

(i) Soient F une partie de P(X) et V un domaine de Y tel que P(V) contient la partie f~!(F). Il existe alors un
domaine U de X tel que F C P(U) et f~1(U) C V.

(ii) Soit p € M(X) un point maximal. Notons f~1(p) = {qi,...,q}. Il existe des ouverts V; € Flt(g;) tels que
VinV;=0sii#j.

Etant donné un modéle essentiel X de X, on considére un modéle Yy de Y, fini et plat sur X. Par le théoréme de
platification de Raynaud-Gruson (voir [GR71]) et le fait que E est une A-algébre libre, on peut choisir X et Yy aussi fins
que l'on veut. On peut donc supposer que V est la fibre générique d’un ouvert Zariski V du schéma formel Y. Notons
Fx I'image de F dans X,. Alors, 'image de f~*(F') dans (Yx), coincide avec (Y — X)~!(Fx). En effet, si X' € Mdl(X)
est un modéle essentiel et plus fin que X, et Yo choisi plus fin que Yy, la platitude du X-schéma formel Yo entraine que
le morphisme Yyr —— Y X X est surjectif. Il s’ensuit que I'application (Yor — X') " (pyxr) — (Yx — X) " (px)
est surjective pour tout p € P(X). Or, f~(p) est la limite projective des (Y — X') ! (px+) ce qui entraine la propriété
recherchée. On déduit de ce qui précéde que (Y — X)~!(Fx) C V,. L'image de (Yx)s — V5 par Yx —— X est un



1.1 Rappels et compléments de géométrie rigide 23

fermé T de X disjoint de Fx. L’ouvert U = (X—T'),, convient clairement pour (i). La propriété (ii) découle du corollaire
1.1.38| et du fait que les ¢; sont maximaux.
Soit p € M(X) un point maximal. On déduit des propriétés (i) et (ii) des isomorphismes

ﬁf/,lh X e X ﬁff’qr ~ COhmVleFlt(ql),...,VTEFlt(qr)F(Vvl U---u VT, ﬁ) >~ COlimUeFlt(p)F(U >A<X Y7 ﬁ) ~ ﬁX,p ®A E

En particulier, Oy . est une Ox y-algébre finie. Cette algebre est étale si g; € M(Y — Z) et en particulier si ¢; € M(Y).
Ceci montre que pour tout ¢ € M(Y), il existe V' € Flt(q) et U € Flt(f(q)) tel que V est un revétement étale de U.
On a ainsi montré la premiére partie de ’énoncé.

Montrons la deuxiéme partie. Soit p € M(X) un point maximal et notons comme tout & I'heure {qi,...,q.} la
fibre de p. Par la proposition |1.1.33} si ¢; € P(Y — Z) on a {¢;} C P(Y — Z). Il existe donc deux ouverts affinoides V.
et Vs de Y tels que :

1L.V.NVe=0,V,NY =0etV.NZ =0,

2. siq; € P(Y — Z), alors V, contient {g;},

3. si¢q; € P(Z), alors V; contient {g;}.

Par la discussion ci-dessus, on peut trouver un voisinage U de p dans X tel que U x x Y est contenu dans V, U V.
On a donc une décomposition en somme disjointe U xx Y = W, [[ W, avec W, C V, et W, C V,. Par construction,
U xx Y est un ouvert admissible de W,. Comme U x x Y est fini sur U, on déduit que W, est aussi fini sur U. De
plus, il est étale. Pour conclure, il suffit d’utiliser le fait que P(X) est quasi-compact, i.e., si (U;);cs est une famille de
domaines de X telle que U;e;P(U;) = P(X), il existe une partie finie Iy C I, telle que U;ey, P(U;) = P(X). C.Q.F.D.

Remarque 1.1.54 — La preuve de la proposition est inspirée de la preuve de [FP04l Proposition 8.1.2].
Toutefois, I’argument présenté ici est plus complexe puisque nous nous sommes efforcés d’éviter un point qui nous
a paru obscur dans loc. cit. Il semble en effet quun “cercle vicieux” s’est introduit dans la preuve proposée dans
[FP04] : 1a démonstration du point (1) de 8.1.2 utilise le lemme 8.1.3 qui lui repose implicitement sur le point (3) de
8.1.2 affirmant que 'image d’un domaine rationnel par un morphisme étale est une réunion de domaines rationnels.
Malheureusement, la preuve de 8.1.2(3) utilise 8.1.2(1).

Remarque 1.1.55 — La proposition affirme que si f : Y —— X est étale et y € M(Y), le morphisme
Ox (yy — Oy, est fini et étale. On peut se demander si la généralisation suivante est vraie. Soit f:Y —— X un
morphisme de k-affinoides tel que pour tout € X, la fibre f~1(x) = Y x x = est finie. Comme en géométrie algébrique,
on pourra appeler quasi-fini un tel morphisme. Soit y € M(Y'). Est-il vrai que le morphisme Ox ¢,y — Oy, est
fini 7 Cette question semble liée & une hypothétique version rigide du théoréme de Zariski affirmant qu’un morphisme
quasi-fini de schémas peut se factoriser en une immersion ouverte suivie d’un morphisme fini.

COROLLAIRE 1.1.56 — On suppose que la valuation de k est non triviale. Soit f :' Y —— X un morphisme
étale et séparé de k-variétés rigides quasi-compactes, et soit Z C X une sous-variété rigide fermée. On suppose que
Y Xx Z — Z admet une section s. Il existe alors un voisinage ouvert quasi-compact Z C U C X et un diagramme

commutatif
Y
S
t Jf

Z—U—X.

DEMONSTRATION Soit U un ouvert connexe de X. Puisque f est étale et séparé, il existe au plus un X-morphisme
U — Y qui étend le X-morphisme synz : UNZ —— Y dés que UNZ # (0. 11 suffit donc de construire ¢ localement
au voisinage de Z. Plus précisément, si (X;);cs est un recouvrement admissible de X par des k-variétés rigides quasi-
compactes, il suffit de traiter le cas des morphismes étales Y xx X; — X; et des fermés Z N X; C X;. De méme,
soit (Y});es un recouvrement admissible de Y par des k-variétés rigides quasi-compactes. On pose Z; = s~(Y;). On
choisit un ouvert quasi-compact X; C X tel que X; NZ = Z; et on note Y; =Y; N f ~1(X;). 1l suffit alors de prouver
la conclusion du corollaire pour les morphismes étales Yj’ — Xjet Z; — Yj’ . Par la proposition on peut
donc supposer que X est un k-affinoide et que Y est un ouvert quasi-compact d’un revétement étale f : Y — X.
On peut méme supposer que f est lui-meme un revétement étale. En effet, si on trouve un diagramme commutatif

T

7 —U—— X

bl

on peut prendre U = ¢ 1(Y) et t = {y.
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Il est maintenant aisé de démontrer le résultat recherché. En effet, posons T =Y xx Z C Y. La section s fournit
une décomposition en somme disjointe T'= Z [[T". Soient V' et W deux ouverts quasi-compacts de Y tels que Z C V,
T Cc W et VNW = (. Pour construire de tels ouverts, on procéde de la maniére suivante. On fixe Z C V tel que
VNT' = 0. Soient fi,..., f, des générateurs de I'idéal de définition du sous-affinoide T”. Alors, les f; ne s’annulent
pas simultanément sur V. Comme V est quasi-compact, il existe € € |k*| tel que max;—; . »(|fi(v)|) > € pour tout
point fermé v de V. Il suffit alors de prendre W = N7, Dx (| f;).

Par la propriété (i) établie pendant la preuve de la proposition il existe un ouvert quasi-compact U de X
contenant Z et tel que f~1(U) C V. On prendra un tel U avec la propriété supplémentaire que toutes ses composantes
connexes rencontrent Z. On a donc une décomposition f~H(U) = E[[F avec E = f~Y(U)NV et F = f~1({U) N W.
Alors, E est un revétement étale de U. De plus, les fibres de E/U en z € Z sont des singletons. Il vient que E/U est
partout de degré 1. Ceci entraine que £ ~ U. C.Q.F.D.

Voici une deuxiéme application du lemme |1.1.52

PROPOSITION 1.1.57 — Soit f:Y —— X un morphisme lisse de k-variétés rigides. Il existe alors des recou-
vrements admissibles (Y; = Spm(DB;)); et (X; = Spm(A;)); de Y et X avec f(Y;) C X; ainsi que des modeéles affines
Y: = Spf(By) — X; = Spf(AY) tels que B est le complété formel (m-adique) d’une AZ-algébre de présentation finie.

DEMONSTRATION On écarte le cas trivial ol k est muni de sa valuation triviale. Par le corollaire [1.1.51] on peut
supposer que notre morphisme est la composition de

Y = Spm(B) —— Spm(A{Ty,...,T,}) —— Spm(A) = X

avec e étale et p la projection canonique. La A{T},...,T,}-algébre B admet une présentation

A{Tl,...,Tn}{Sl,.. 7Sm}/(f177fm) ~ B,

0 v fm) . . .
avec M inversible dans B. Par le lemme [1.1.52| on peut choisir les f; dans A°[T1,..., Ty, S1,...,Sm]. Le
1y+-+9Pm
complété formel (m-adique) de la A°-algébre A°[Ty,..., Ty, S1,...,Sm]/(f1,..., fm) convient alors. C.Q.F.D.

On termine le paragraphe avec la proposition suivante laissée en exercice.

PROPOSITION 1.1.58 — 1- Soit f :Y —— X un morphisme lisse (resp. étale) de k°-schémas formels. Alors, f,
est un morphisme lisse (resp. étale) de k-variétés rigides.

2- Soient A un k-affinoide et f : Y —— X un morphisme lisse (resp. étale) de A-schémas de type fini. Alors, "
est un morphisme lisse (resp. étale) de A-variétés rigides.

Il est peut-étre utile de rappeler qu’un morphisme de k°-schémas formels f : Y —— X est lisse (resp. étale) s’il est
plat et si f, est lisse (resp. étale). Un théoréme de Grothendieck (voir [EGA IV.4| Théoréme 18.1.2]) affirme que la
catégorie Et/X des X-schémas formels étales est équivalente a la catégorie Et/X, des X,-schémas étales.

1.1.7 Modéles semi-stables

Dans ce paragraphe nous supposerons que la valuation de k est discréte (et donc non triviale). On fixe une
uniformisante © € kY. Pour simplifier, on supposera que k est d’égale caractéristique nulle. On fait la définition
suivante (voir aussi [Ayo07b|, Définition 3.3.33]).

DEFINITION 1.1.59 — Soient X un k°-schéma formel de type fini et x un point de X. On dit que X est semi-
stable (resp. globalement semi-stable) de type (ai,...,a,) € (N={0})" en x s’l existe un voisinage Nz’snevichlﬂ (resp.
Zariski) x — U —— X de x tels que :

1. U est affine, plat sur k° et 'anneau T'(U, O) est régulier,
2. il existe n + 1 sections u,ty,...,t, € I'(U, O) vérifiant :
(a) u est inversible et m = ut' - - ton,
(b) pour tout 1 < i <m, le diviseur D; d’équation t; =0 est lisse sur k et contient x,

(c¢) la réunion des D; est un diviseur & croisements normau.

6. Précisions que la notion de « voisinage Nisnevich » d’un point z équivaut a celle de « voisinage étale » et sous-entend simplement
que le morphisme de schémas formels U —— X est étale. Voir aussi la définition ci-dessous.
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Les diviseurs D; sont appelés les branches de X passant par x et les entiers a; leurs multiplicités. Si (ay,...,a,) =
(1,...,1), on dit que X est strictement semi-stable en x. On dit que X est (resp. strictement, globalement ) semi-stable
lorsqu’il est (resp. strictement, globalement) semi-stable en tous ses points.

Remarque 1.1.60 — On garde les notations de la définition [1.1.59| Soit d = p.g.c.d.(a1,...,a,). Sl existe v €
['(U, ©) avec v¢ = u, on peut alors choisir u = 1. En effet, on peut trouver (by,...,b,) € Z" tel que d = bya;+- - -+byay,.
On pose t; = v=bit!. On a alors ut{' -- -t = ¢}*" ... /9 = .

Notation 1.1.61 — Soit a = (ay,...,a,) un n-uplet d’entiers. Si X (resp. X) est un k°-schéma (resp. k°-schéma
formel) et f € T'(X, 0) (resp. f € T'(X,0)) on pose

(1.31) Sth = X[T1,... , T,] /(T3 -+ Tgm — f) (resp. St , = X{Th,.... Tp}/(T{" - Tom — f)).

De méme, si X est une k-variété rigide et f € T'(X, &), on pose

(1.32) Sthe , = X{Tu, ... T} /(T - T3 — f).

Lorsqu’il n’y a pas risque de confusion, on notera simplement St£ et Sté .

Si X est k°-schéma formel, on a un isomorphisme canonique de k-variétés rigides [St&@]n o~ St&n o De méme, si

X est un k°-schéma, on a un isomorphisme canonique de k°-schémas formels [Stgf,g]//(w) o St§/(w) o
Lorsqu’on prend X = Spf(k°) et f l'uniformisante, le schéma formel 8t7 est globalement semi-stable (de type
(a1,...,a,) au point o défini par les annulations 73 = --- = T,, = 0). Plus généralement, si X est lisse sur k° et

f € T(X,0)* est inversible, le k°-schéma formel Stggl” est globalement semi-stable. Le cas universel est celui ou

X = Spf(k°{U,U"1}) et f = U. On notera alors simplement StQUfl”. Ces schémas formels sont importants en vue de
la proposition suivante.

PROPOSITION 1.1.62 — Soit X un k°-schéma formel semi-stable (resp. globalement semi-stable) de type (a1, ..., a,)
en un point x € X.
1- Si les multiplicités a; sont premiers entre euzx (i.e., p.g.c.d.(a,...,a,) = 1), on peut trouver un voisinage

Nisnevich (resp. Zariski) U de x et un morphisme lisse de k°-schémas formels U —— Sty -
2- Dans le cas général, on peut trouver un voisinage Nisnevich (resp. Zariski) W de x[R, R™'] dans X{R, R~} et
un morphisme lisse de k°-schémas formels U —— Stgfl’r.

DEMONSTRATION La preuve est celle de [Ayo07b, Proposition 3.3.39] avec la simplification inhérente au fait qu’on
travaille en égale caractéristique nulle. On fixe un isomorphisme k ~ k((7)) ce qui nous permettra de considérer un
k°-schéma comme un k-schéma.

Quitte a remplacer X par un voisinage Zariski (resp. Nisnevich) de z, on peut supposer que X = Spm(A°) avec A°

une k°-algébre réguliére topologiquement de type finie et qu’il existe n + 1 sections u,tq,...,t, € A° comme dans la
définition

Lorsque p.g.c.d.(a1,...,a,) = 1, on peut supposer que u = 1 (par la remarque |[1.1.60). Dans ce cas, on a un
morphisme évident de k°-algébres topologiques k°{Ty,...,T,}/(Ty" -+ - T —7w) — A° qui envoie I'indéterminée T;
sur ¢;. Il suffit alors de montrer que le morphisme f : X —— 8t} ainsi obtenu est lisse au voisinage de x. La fibre de
feno=(0,...,0) € 8tT est donnée par t; = --- = t, = 0. Elle est donc égale a I'intersection des branches, ce qui

montre qu’elle est lisse. Pour conclure, il reste a voir que f est plat en z. On montrera pour cela que le morphisme
induit sur les complétés

(1.33) (K{Ty,..., T}/ (T T — ) J(Th, ..., Th) — (A®)yfmy

est plat. Comme A° est réguliére, (A°), /m, est isomorphe a Panneau de séries formelles k(x)[[z1, ..., z]]. On peut
de plus supposer que z; est 'image de t; pour 1 < ¢ < n. Le morphisme (|1.33)) s’identifie donc a

E([T1,...,T.)] — k(@)[[z1,..., 2], Ty~ 2z pour 1<i<n.

La platitude de ce morphisme est claire.
On passe maintenant au cas général. On pose ' = uR™, t{ = Rty et t; = ¢; pour ¢ > 2. On a la relation
W't -t = 7. Considérons le morphisme de k°-algébres

k{u,u YTy, .. T}/ (UTH - T — 1) — A°{R, R}

qui envoie U sur v’ et T; sur ¢,. Montrons que le morphisme f : X{R,R™!} — StQU_l’T7 ainsi obtenu, est lisse au

voisinage de z[R, R™!]. Le changement de base de f suivant I'inclusion o[U, U 1] < Szﬁgfl’T est

(1.34) Spec(A°/(t1, ... tn)[R, R™']) — Spec(k[U,U™Y]), U~ uR™".
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La l;—algébre A°/(t1,...,t,) est lisse puisqu’elle est égale a 'algébre des fonctions sur l'intersection des branches de
X. 11 vient que le morphisme est lisse puisqu’il est plat (car sans torsion) et qu’il admet pour fibre au-dessus de
v € k% le revétement étale Spec((A°/(t1,...,t,))[R]/(R®™ —uv™1)) de Spec(A°/(t1,. .., tn)).

Pour terminer, il reste a voir que f : X{R,R™'} — Stflj—l” est plat au voisinage de x[R, R7!]. 1l suffit de
considérer le morphisme induit sur les complétés a

(1.35) (k°{U, U T, ..., T}/ (UT{ - T — ) J(Th, ..., Tn) — (A°){R, R} )/m,.

On peut identifier ce dernier au morphisme

E([Ty, ..., T,){U, U}y — k(z)[[z1, ..., 2m]]{R, R}

qui envoie U sur uR™, T sur z1 R et T; sur z; pour ¢ > 2. Il suffit donc de prouver que le morphisme horizontal dans
le triangle commutatif

kDU U} k(@) ]{R, R™'}

~_

k([T1])

est plat. Par le critére de platitude par fibres (voir [EGA TV.3l Théoréme 11.3.10]), on est ramené & montrer que
kU, U] — k(x)[R, R™'] est plat. Ceci est clair. C.Q.F.D.

Le résultat suivant utilise la résolution des singularités de Hironaka [Hir64| et plus précisément son extension aux
schémas excellents de caractéristique nulle [TemO8§|.

PROPOSITION 1.1.63 — Tout k-affinoide lisse X admet un modéle globalement semi-stable.

DEMONSTRATION On suppose que X = Spm(A). On applique la résolution des singularités au schéma excellent de
caractéristique nulle Spec(A°) (une norme résiduelle étant choisie sur A). On obtient alors un A°-schéma projectif
E —— Spec(A°) avec E régulier et E/() un diviseur a croisements normaux (non nécessairement réduit). Le complété
formel € = E//(m) est alors un éclatement admissible de Spf(A°) puisque le lieu singulier de A° est contenu dans
Spec(A° /). 1l vient que € est un modeéle globalement semi-stable de X. C.Q.F.D.

1.2 La topologie de Nisnevich en géométrie rigide

Conventions générales A partir de maintenant, tous les schémas, schémas formels et variétés rigides seront suppo-
sés séparés. Les schémas et schémas formels seront supposés quasi-compacts. On supposera également que les k-variétés
rigides admettent un recouvrement admissible dénombrable par des ouverts affinoides; ceci est le cas des variétés ana-
lytiques rigides associées aux schémas séparés de type fini sur une k-algébre affinoide (voir le paragraphe . Enfin,
dans ce travail, nous ne considérerons que des k°-schémas formels de type fini, i.e., localement de la forme Spf(A) avec
A une k°-algébre topologiquement de type fini (voir le début du paragraphe . Ainsi, méme quand on ne le précise
pas, par « k°-schéma formel » on entendra toujours k°-schéma formel de type fini. Par contre, certains k-schémas qui
ne sont pas de type fini (comme le spectre d’une k-algébre affinoide) joueront un réle important.

Dans cette section, on introduit analogue rigide de la topologie de Nisnevich [Nis89]. Comme pour les motifs en
géométrie algébrique, cette topologie semble la plus appropriée pour nos besoins.

1.2.1 Définition et propriétés basiques de la topologie de Nisnevich

On fixe un corps valué complet k. Pour fixer les idées, on supposera que la valuation de k est non triviale bien que
les résultats de ce paragraphe restent vrais lorsque la valuation de k est triviale. (Bien entendu, il faut alors adopter
les conventions qui s’imposent : M(X) et P(X) sont égaux a I'ensemble des points de X pour tout k-schéma de type
fini X, le foncteur « fibre générique de Raynaud » est le foncteur identité, etc.) Toutefois, dans le cas de la valuation
triviale, les résultats de ce paragraphe sont soit bien connus, soit tautologiques.

DEFINITION 1.2.1 — Soit f : Y —— X un morphisme étale de k-variétés rigides. On dit que f vérifie la
propriété de Nisnevich ponctuelle si pour toute extension (non nécessairement finie) de corps valués complets k C
K, le morphisme fQr K : Y @& K — X @i K admet la propriété de relevement a droite par rapport aux fleches
) — Spm(L) avec L une extension finie de K. En d’autres termes, pour tout point fermé x € X @y K, il eviste un
point ferméy € Y @y K tel que (f @x K)(y) =z et K(z) ~ K(y).
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Clairement, la propriété de Nisnevich ponctuelle est stable par changement de base suivant un morphisme X’ —— X
ainsi que par changement du corps de base suivant une extension de corps valués complets [/k. On peut aussi refor-
muler la propriété de Nisnevich ponctuelle & I'aide des points maximaux (voir la définition [I.1.32). On note d’abord
le lemme suivant.

LEMME 1.2.2 — Soit f : Y —— X un morphisme étale de k-variétés rigides. Soient ¢ € M(Y') un point mazimal
et p= f(q) son image. Alors, les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) f induit un isomorphisme k(p) ~ k(q),
(ii) f induit un isomorphisme k(p) ~ k(q).

DEMONSTRATION L’implication (i) = (ii) est claire. Il reste donc a voir 'implication (ii) = (i). Puisque f est étale,
on sait grace a la proposition que k(q) est une extension finie séparable de k(p). Si k(p) ~ k(q), extension
k(q)/k(p) est contenue dans k(p)/k(p). Or, d’aprés la proposition k(p) est séparablement clos dans k(p). Ceci
entraine la trivialité de 'extension k(q)/k(p). C.Q.F.D.

COROLLAIRE 1.2.3 — Soit f: Y —— X un morphisme étale de k-variétés rigides. Alors f vérifie la propriété de
Nisnevich ponctuelle si et seulement si pour tout point mazimal p € M(X) il existe g € f~1(p) tel que k(p) ~ k(q).

DEMONSTRATION Notons qi,...,q, € M(Y) les points de la fibre f~!(p). Remarquons que p détermine un point
fermé (en fait rationnel) p’ € X @y k(p) et que la fibre de f &y, k(p) en p’ s’identifie canoniquement & un ensemble de
points fermés ¢, ..., q,, dont les corps résiduels sont naturellement isomorphes a I%(ql), e ,l; ¢r). (On utilise ici que
k(p) est séparablement clos dans k(p).) L'implication directe découle maintenant du lemme

Réciproquement, étant donnés une extension de corps valués complets k C K et un point fermé z € X ®; K, on
définit un point maximal p,, € M(X) en prenant pour tout modeéle X de X, I'image de red(x) par le morphisme évident
X @po K° —— X. Si ¢ € M(Y) est un point maximal dans la fibre en p, tel que k(p,) = k(g), il induit un point fermé
de Y @), K au-dessus de x ayant k(q) ®(p,) K (z) ~ K(z) pour corps résiduel. C.Q.F.D.

Remarque 1.2.4 — Soit f : Y —— X un morphisme étale de k-variétés rigides. Soit ¢ € M(Y') un point maximal
tel que k(p) ~ k(q) avec p = f(q). Le morphisme Ox , —— Oy,q est alors inversible puisqu’il est fini et étale (voir la
remarque et qu’il induit un isomorphisme sur les corps résiduels. Il existe donc des voisinages ouverts V' € Flt(q)
et U € Flt(p) tels que f(V) = U et fijy : V. —— U inversible. On en déduit de la proposition précédente que f vérifie
la propriété de Nisnevich ponctuelle si et seulement si en tout point p € M(X), il existe un ouvert U € Flt(p) et une
section a f définie sur U :

_»..wY
s
U—— X.
DEFINITION 1.2.5 — Soit X une k-variété rigide. Une famille # = (Y; — X)icr de morphismes étales

de k-variétés rigides est appelée un recouvrement Nisnevich faible lorsque pour tout morphisme U — X avec
U une k-variété rigide quasi-compacte, la famille Z xx U = (Y;i xx U — U);er se raffine par une famille finie
(V; — U)jes de morphismes étales avec V; des k-variétés rigides quasi-compactes et telle que ]_[j Vi — U wvérifie
la propriété de Nisnevich ponctuelle.

Un recouvrement ouvert admissible est clairement un recouvrement Nisnevich faible.

PROPOSITION 1.2.6 — Soient X un k°-schéma formel de type fini et Z = (u; : Uy — X)ier une famille
de morphismes étales de k°-schémas formels. Supposons que la famille Z5 = ((ui)o : (Ui)o — Xy)icr est un
recouvrement Nisnevich du k-schéma X,. Alors, la famille %, = ((wi)y : (Ui)y — Xp)icr est un recouvrement

Nisnevich faible de la k-variété rigide X,,.

DEMONSTRATION On peut supposer que la famille est finie (puisque X, est un k-schéma de type fini) et méme
réduite a un élément u : U —— X (en prenant le coproduit des sources). Comme U, et X, sont quasi-compactes, il
reste & vérifier la propriété de Nisnevich ponctuelle pour u,. Soit & C K une extension de corps valués complets. Le
morphisme u,, kK U, o K — Xy, @k K s’identifie canoniquement & la fibre générique du morphismes de K°-
schémas formels u ®@go K° : U @po K° —— X @po K°. La fibre spéciale (u @yo K°)4 s’identifie a u, ®j K. Elle est donc
encore un recouvrement Nisnevich de (X ®pe K°),. Il vient que pour montrer que u, ®; K posséde la propriété de
relévement & droite par rapport aux morphismes ) —— Spm(L) avec L une extension finie de K, il suffit de considérer
le cas de k = K.
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Soit = : Spm(l) — X,, un point fermé. C’est la fibre générique d’un morphisme de k°-schémas formels z° :

Spf(i°) — X. Il suffit donc de trouver un relévement
/ |
X

Spf(1°) ——

ou encore une section de a : U Xy Spf(I°) — Spf(I°). Etant donné que la catégorie des Spf(I°)-schémas formels étales

est équivalente a celle des Spec(l)-schémas étales (voir [EGA TV.4l Théoréme 18.1.2]), il suffit de trouver une section
a ay : Uy X, Spec(l) — Spec(l). Ceci est possible puisque u, est un recouvrement Nisnevich. C.Q.F.D.

Il est donc utile de faire la définition suivante.

DEFINITION 1.2.7 — Soient X un k°-schéma formel de type fini et Z = (u; : Wy — X);e; une famille de
morphismes étales de k°-schémas formels. On dit que % est un recouvrement Nisnevich si la famille %, est un
recouvrement Nisnevich du k-schéma X .

On veérifie facilement que la classe des recouvrements Nisnevich est une prétopologie sur SchF/k°, la catégorie des
k°-schémas formels. Elle engendre la topologie de Nisnevich sur SchF/k° qu’on désigne par « Nis ».

Soit X une k-variété rigide quasi-compacte. Etant donné un modéle X de X, on obtient des recouvrements Nis-
nevich faibles de X en prenant les fibres génériques de recouvrements Nisnevich de X. On peut se demander si ces
recouvrements de X, pour X € Mdl(X) variable, suffisent pour raffiner tout recouvrement Nisnevich faible de X.
Malheureusement, nous ne connaissons pas la réponse a cette question. Or, dans la suite, nous aurons besoin de nous
restreindre aux recouvrements Nisnevich faibles fournis par la proposition Ainsi, nous sommes amenés a adopter
dans ce travail une définition un peu artificielle de la topologie de Nisnevich en géométrie rigide ; c’est la suivante.

DEFINITION 1.2.8 — Soit X une k-variété rigide quasi-compacte. Une famille de morphismes étales de k-
variétés rigides Z = (Y; — X);er est appelée un recouvrement Nisnevich s’il existe un modéle formel X de X et un
recouvrement Nisnevich & = (U; — X)jes tel que &, raffine Z.

Remarque 1.2.9 — On étend la définition [1.2.8] aux k-variétés rigides non nécessairement quasi-compactes de
la maniére usuelle. Ainsi, une famille Z = (Y; — X);c; de morphismes étales de k-variétés rigides est appelée un
recouvrement Nisnevich lorsque pour tout morphisme U —— X avec U une k-variété rigide quasi-compacte, la famille
R xx U= (Y; xx U — U);er est un recouvrement Nisnevich au sens de la définition

Le résultat simple suivant est bien utile.

THEOREME 1.2.10 — Soit X une k-variété rigide quasi-compacte et soit X un modéle essentiel de X . Supposons
donné un recouvrement Nisnevich (f; : Y; — X);ey. Alors, il existe un ouvert Zariski dense U C X et une section
de f:]1;c; Ys — X définie au-dessus de U = U, :

5 HieIYi

|

U— X,

DEMONSTRATION On peut remplacer X par la fibre générique d’un ouvert dense de X. Ainsi, on ne restreint pas la
généralité en supposant que X est de dimension pure d.

Quitte a raffiner le recouvrement Nisnevich de X, on peut supposer qu’il existe un modéle essentiel X’ plus fin que
X et un recouvrement Nisnevich (g; : Y5 — X');cr tel que Y; = (Yi), et fi = (gi)y. 1l existe alors un ouvert dense
W C X' et un morphisme de X'-schémas formels U —— [];.; Yi. Notons Z’ = X, — U/, qu’on munit de sa structure
de sous-schéma réduit. Alors, Z’ est un k-schéma de dimension plus petite ou égale a d — 1. Il en est donc de méme
de son image Z dans X,. Ainsi, U = X — Z est un ouvert dense et il convient puisque U, C u;]. C.Q.F.D.

LEMME 1.2.11 — La classe des recouvrements Nisnevich définit des prétopologies sur les catégories VarRig/k,
Afnd/k, SmRig/k, SmAfnd/k, Et/X, etc. Les topologies engendrées sont appelées les topologies de Nisnevich. Elles
seront désignées par « Nis ».

DEMONSTRATION 1l s’agit d’une vérification standard qu’on laissera au lecteur. C.Q.F.D.

Etant donnée une k-variété rigide X, on notera Et%/X C Et/X la sous-catégorie pleine formée des X-variétés
étales qui sont quasi-compactes au-dessus de k (i.e., des morphismes étales de but X et de source quasi-compacte). De
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méme, on note VarRig?°/k C VarRig/k, SmRig?°/k C SmRig/k, etc. les sous-catégories pleines formées des k-variétés
rigides quasi-compactes. Les morphismes de sites

(Et/X,Nis) — (Et%°/X,Nis), (VarRig/k,Nis) — (VarRig?°/k, Nis)

et (SmRig/k,Nis) — (SmRig®°/k, Nis)
induisent des équivalences de topos.

PROPOSITION 1.2.12 — Soient X une k-variété rigide quasi-compacte et X un modéle de X. On dispose d’un
diagramme de morphismes de sites

(Et/X, Nis) —— (Et/X, Nis) «Z— (Et/X,, Nis).

De plus, o est une équivalence de catégories qui est continue ainsi que son quasi-inverse (et qui induit donc une
équivalence de topos).

DEMONSTRATION Les foncteurs « fibre générique » et « fibre spéciale »
Et/X — Et/X, et Et/X — Et/X,

commutent aux limites finies et préservent les recouvrements Nisnevich. Ils induisent donc des morphismes de sites.
Le fait que o est une équivalence de catégories découle immédiatement de [EGA TV.4, Théoréme 18.1.2]. C.Q.F.D.

Considérons le site Limyema(x)(Et/X, Nis), limite projective des sites (Et/X, Nis) suivant la catégorie cofiltrante
MdI(X). La catégorie sous-jacente a ce site est la 2-colimite Colimycyai(x)Et/X. Ainsi, les objets sont des morphismes
étales de schémas formels (U/X) = (U — X) avec X € Mdl(X) et les morphismes

hom((U'/X"), (U/X)) = homer (U X X7, U x o X7).

Colim
X7 —XAX EMAL(X)/XAX!

Le foncteur « fibre générique » définit un foncteur Colimyenaix)Et/X —— Et/X. Ce foncteur est pleinement fidéle.
En effet, soient U/X et U'/X" deux objets de la catégorie Colimyenaix)Et/X. Quitte & raffiner les modéles, on peut
supposer que X = X’ et que X est plat sur k°. L’application homx (U, U) — homx (U, U, ) est alors bijective si X est
suffisamment normal dans sa fibre générique. En effet, si (U}); désignent les composantes connexes de W, les éléments
de homy (U, U) sont en bijection canonique avec les familles (V;);, ot V; est une composante connexe de U; X U qui
s’envoit isomorphiquement sur U.. Si X est suffisamment normal dans sa fibre générique, cet ensemble s’identifie par
passage a la fibre générique & 'ensemble des familles (V;);, ot V; est une composante connexe de U/ X x U qui s’envoit
isomorphiquement sur U]. Cet ensemble est en bijection canonique avec homy (U’,U). La pleine fidélité s’en déduit.

On note (Et/X), I'image essentielle du foncteur Colimyeyaix)Et/X —— Et/X. Les objets (U/X) de (Et/X)y,
sont dit & bonne réduction. La topologie du site Limyenai(x)(Et/X, Nis) induit une topologie de Nisnevich, encore
notée « Nis », sur (Et/X ). On a la conséquence suivante de la définition m

COROLLAIRE 1.2.13 — Soit X une k-variété rigide. L’association :
(U/X) € Ob(Et%/X) ~~ ((Et/U)py, Nis)

est une P-structure sur le site (Et9°/X,Nis) au sens de [Ayo07b, Définition 4.4.57]. De plus, le site ((Et/U)p, Nis)
est canoniquement équivalent a Limyenay vy (Et/U, Nis).

DEMONSTRATION La derniére assertion est mise pour mémoire. Soit U’/U un objet de (Et/U),.. Il s’agit de raffiner
tout recouvrement Nisnevich V; —— U’ de k-variétés rigides par la fibre générique d’un recouvrement Nisnevich d’un
modele de U’. Ceci est possible par définition. C.Q.F.D.

On va utiliser le corollaire précédent pour décrire une famille conservative de points du topos Shvyis(Et/X). On
fait d’abord une définition.

DEFINITION 1.2.14 — Soient X une k-variété rigide et y € P(Y) un point d’une X-variété rigide étale Y
quasi-compacte (relativement & k). On note Fltnis(y) la catégorie dont les objets sont les couples (U,u) avec U dans
(Et/Y)y, et u € P(U) au-dessus de y tel que k°(y) — k°(u) induit un isomorphisme k(y) ~ k(u) sur les corps
résiduels. Etant donné un préfaisceau F sur Et/X, on pose

1.36 fnisy(F) = Colim _ F(U).
( ) N ,y( ) (U7u)e(;5‘11trn1\ns(y) ( )
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La catégorie Fltnis(y) est cofiltrante et sa sous-catégorie pleine, dont les objets sont les couples (U,u) avec U
connexes, est cofinale et équivalente a un ensemble ordonné. Ceci sera clair aprés la preuve de la proposition ci-
dessous.

PROPOSITION 1.2.15 — Soit X une k-variété rigide. Le topos Shvyis(Et/X) posséde une famille conservative
de points donnés par les fxis avec y € P(Y') des points dans des X -variétés rigides étales et quasi-compactes Y .

DEMONSTRATION On peut supposer X quasi-compacte. Par le corollaire il suffit de montrer que le topos
Shvyis((Et/X)p) posséde une famille conservative de points donnés par la formule (1.36) ou F est un faisceau
Nisnevich sur (Et/X)p. et y € P(Y) des points dans des X-variétés rigides étales Y dans (Et/X)p,.. On divise la
preuve en deux parties. Dans la premiére on démontre que fyisy est exact et qu’il définit donc un point. Dans la
seconde, on montre que la famille de points ainsi obtenue est conservative.

Premiere partie : On sait que ((Et/X )y, Nis) ~ Limyemax)(Et/X, Nis). Pour X un modéle formel de X, le topos
Shvy;s(Et/X, Nis) posséde une famille conservative de points indexée par les points p € Y, pour Y des X-schémas
formels étales. Au point p correspond le foncteur fibre

1.37 F € Shvyis(Et/X, Ni F), = Coli F(U) = Colim F(U
(137) vnis(B/X, Nis) -~ (F)p = Colim /F(U) = Colim F(U)

ol la colimite est prise selon la catégorie Vy(p) des voisinages Nisnevich de p dans YJ. Rappelons qu'un objet (U, q) €
Vy(p) est un couple formé d’un Y-schéma formel étale U et d’un point ¢ € U, au-dessus de p tel que k(p) ~ k(q).
Soient Y une X-variété rigide dans (Et/X )y et y = (py)yemaiy) € P(Y'). On pose

Vy (y) = ColimyentaiyyVy (py)-

Les objets de Vy (y) sont les couples (U/Y, qu) avec Y un modéle formel de Y, U un Y-schéma formel étale et gy € U,
un point au-dessus de py tel que k(py) ~ k(qu). Etant donnés deux tels objets (U; /Y, qu,) et (Us/Y, qu,), on a

homy, (,y (U1/Y, (e, ), (U2/Y, qu,)) = %JeMd(lj(?}%%lAthomW(p*‘) (U Xy, Y, qu, Xpy, py)s (Uz Xy, Y, quy Xpy, Py)) -
La catégorie Vy (y) est cofiltrante étant une colimite filtrante de catégories cofiltrantes. De plus, sa sous-catégorie
pleine formée des couples (U/Y, g ) avec U connexe est cofinale et équivalente a un ensemble ordonné. On définit un
foncteur

1.38 F € Shvy;s(Coli Et/X = Coli F(U) = Colim F(U).
(1.38) € Shvyi(Colimyena (BE/X) - Fy=  Colm F(U)= Colim F(U)

Montrons que est un foncteur fibre, i.e., qu’il est exact. Il est clair que (1.38)) commute aux limites finies.
Montrons qu’il commute aux colimites. Remarquons pour cela que garde un sens pour F' un préfaisceau sur
Colimyemar(x)(Et/X) et qu’il commute avec les colimites de préfaisceaux. Or, la colimite d'un systéme inductif de
faisceaux est le faisceau associé & la colimite du méme systéme inductif, calculée dans la catégorie des préfaisceaux.
11 suffit donc de montrer que le morphisme évident F, — (anis(F))y est inversible. Ceci découle de la construction
du foncteur ayjs et du fait que pour tout recouvrement Nisnevich (Y5 — Y)icr avec Y € MAI(Y), il existe ig € I,
gio € (Yi,)o au-dessus de py tel que k(q;,) = k(py) (i-e., (Y4/Y, ¢y) € Vv (¥))-

On dispose d’'un foncteur Vy (y) — Fltnis(y) qui & un couple (U/Y, qu) associe le couple (U,u) avec U = U,
et u = (qu Xp, Py )y emdy(y),y- L'existance d'un tel foncteur dépend du lemme ci-dessous qui assure que le
foncteur Mdl(Y) —— MdI(U), qui & un modéle Y’ de Y associe Y’ xy U, est cofinal. Ce foncteur Vy (y) —— Fltnis(y)
est une équivalence de catégories. De plus, le carré

Vy (y) E— COlimx(:—Md](X) (Et/X)

NL JN

Fltnis(y) —— (Et/ X))y,

commute. Ci-dessus, les foncteurs horizontaux sont les foncteurs d’oubli des points. Ainsi, modulo I’équivalence de
catégories Shvyis((Et/X)sr) ~ Shvyis(LimyxEt/X), le foncteur (1.38) correspond au foncteur fyis,. C’est donc un
point du topos Shvyis((Et/X)s).

Deuziéme partie : On vérifie ici que les fyis, forment une famille conservative de points pour le site ((Et/X)s,, Nis).
Soit f : F —— G un morphisme de faisceaux tel que fis(f) est bijective pour tout point y € P(Y') dans une X-variété
rigide étale Y dans (Et/X)p,. Il nous faut montrer que f est inversible.

Montrons d’abord que f est injectif. Soient a1, as € F(Y) tels que f(a1) = f(az). Pour y € P(Y), les sections
ay et a sont identifiées dans fnis,(F). Il existe donc (U(y),u) € Fltnis(y) tel que (a1)|uy) = (a2)ju(y)- Or, par le



1.2 La topologie de Nisnevich en géométrie rigide 31

lemme ci-dessous, la famille (U(y) — Y),cp(v) est un recouvrement Nisnevich. Comme F' est un faisceau, on
a a; = as.

Montrons que f est surjective (en tant que morphisme de préfaisceaux). Soit b € G(Y'). Pour y € P(Y), 'image
de b dans fnis y (G) posséde un antécédent dans fnis , (F'). Il existe donc (U(y),u) € Fltnis(y) et by, € F(U(y)) tels que
f(by) = bjuy(,)- Etant donné que f est injective, on a (by, ) v(y1)nU(y2) = (bys)|U (1)U (52) POUT (y1,y2) € P(Y)?. Par le
lemme ci—dessous7 la famille (U(y) — Y)yep(y) est un recouvrement Nisnevich. Comme F' est un faisceau, il
existe b’ € F(Y) tel que bIU(y) = b,. On a alors f(b') = b puisque G est un faisceau et que cette égalité est vraie aprés
restriction aux ouverts U(y). La proposition est démontrée. C.Q.F.D.

LEMME 1.2.16 — Soit X un k°-schéma formel essentiel et soit Y un X-schéma formel étale.

1. Soit u : Z —— Y un morphisme de X-schémas formels. On suppose que Z est plat sur X. Alors, Z est plat sur
Y. Si de plus u, est inversible, alors u est aussi inversible.

2. Notons X = X, et Y =Y,. Le foncteur Mdl(X)/X — MdI(Y), qui associe a X' € Mdl(X)/X le modéle
Yxx X', est cofinal.

DEMONSTRATION La second assertion découle de la premiére en utilisant le théoréme de platification de Raynaud-
Gruson (voir [GR71]). On se concentre donc sur la premiére assertion. Le Y-schéma Y x Z est plat. Comme Y/X est
étale, I'immersion diagonale Y —— Y X x Y est ouverte. Il vient que le morphisme (u,id) : Z —— Y X x Z est aussi une
immersion ouverte. En particulier, il est plat. Il suffit alors de remarquer que w est le morphisme composé pry o (u,id)
ol pry est la projection sur le premier facteur de Y X Z.

Supposons maintenant que u,, est inversible. Par le lemme on sait que u est fini. Etant donné qu’il est plat,
on peut supposer que I'(Z, 0) est un I'(Y, &)-module libre. Puisque m € I'(Y, &) n’est pas un diviseur de zéro, ce
module est forcément de rang 1. Le résultat est maintenant clair. C.Q.F.D.

LEMME 1.2.17 — Soit Y une k-variété rigide quasi-compacte et considérons une famille Z = (Yi — Y )ier
de morphismes étales dans (Et/X)p-. On suppose que pour tout y € P(Y'), il existe ig € I et q;, € P(Y;,) tels que
(Yie, Gio) € Fltnis(y). Alors, Z est un recouvrement pour la topologie de Nisnevich.

DEMONSTRATION Pour un modéle formel Y de Y, on note Wy C Y le plus gros ouvert Zariski tel que Z xy (Wy),
est un recouvrement pour la topologie de Nisnevich. On note Zy le complémentaire de Wy. Si Y’ est un modele plus
fin que Y, le morphisme Zy, —— Zy est surjectif. En effet, comme c’est un morphisme propre, son image est un fermé
T C Zy. Etant donné que (Y —T),, C (Y’ — Zy/),, on voit que Z xy (Y — T), est un recouvrement Nisnevich. Par la
maximalité de Wy on a forcément T = Zy.

On suppose par ’absurde que les fermés Zy sont non vides. Notons Z = LimyZy ; c’est un fermé non vide de
P(Y). Soit z € Z un point dont I'image zy dans Y, est un point générique de Zy pour tout modeéle formel Y de Y.
Par hypotheése, il existe ig € I et g;, € P(Y;,) tels que (Y;,, ¢i,) € Fltnis(2). Soit Y un modéle formel de Y tel que
Y;, est la fibre générique d’un Y-schéma formel étale Y;,. Puisque Y;, est un voisinage étale de zy et que zy est un
point générique de Zy, il existe un ouvert Ry C Zy contenant zy et tel que Y;, est un voisinage étale de Ry. On pose
Wy = WyU Ry qu’on considére comme un ouvert du schéma formel Y. Montrons que % Xy (Wy), est un recouvrement
Nisnevich. Ceci terminera la preuve du lemme par contradiction avec 'hypothése de maximalité de Wy.

Soit Iy C I un ensemble fini tel que (Y; Xy (Wy), — (Wy),)ier, est un recouvrement Nisnevich de (Wy),. On
peut trouver un éclatement admissible Y’ —— Y tel que les Y; sont les fibres génériques de Y’-schémas formels étales

L pour i € Iy, et tel que (Y, Xy Wy);ez, est un recouvrement Nisnevich de Y’ xy Wy. Or, 920 =Y Xy Y,, est encore
un voisinage étale de la partie localement fermée Y, xy_ R. Il vient que (Y; Xy W} );cryuqi,} €St un recouvrement
Nisnevich du k°-schéma formel Y’ >A<y W(d D’ou la contradiction recherchée. C.Q.F.D.

Le résultat suivant est un corollaire de la preuve de la propostion [1.2.15)

COROLLAIRE 1.2.18 — Soit f: Y — X un morphisme de k-variétés rigides quasi-compactes. Soit y € P(Y)
et notons x = f(y). Il existe un foncteur Fltnis(z) — Flinis(y) qui @ un couple (U,u) € Flinis(z) associe le couple
(V,v) € Fltnis(y) avec V =Y xx U et v € P(V), au-dessus de y, caractérisé par la propriété d’étre envoyé sur u par
V—U.

Supposons maintenant que f est fini et notons f~1(x) = {yi,...,yr}. Pour (U,u) € Fltnis(z) on note (V =
Y xx U,v;) € Fltnis(y;) son image par le foncteur ci-dessus. Pour U € Fltnis(z) conneve et suffisamment fin, V
admet une unique décomposition en somme disjointe V.= [];_, V; telle que V; contient le point v;. De plus, ’association
(U,u) ~ (V;,v;) est cofinale dans Fltnis(yi)-

DEMONSTRATION Rappellons qu’on dispose d’une équivalence de catégories (Et/X)y, ~ Colimy (Et/X) et que, modulo
cette équivalence, Fltnis(z) s’identifie avec Vx () = ColimxVx((P(X) — Xy)(x)) avec Vx((P(X) — X,)(z)) la
catégorie des voisinages étales de I'image de x dans X.
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Lorsqu’on traduit ’énoncé du lemme en termes de voisinages étales dans des schémas formels, la premiére partie
devient évidente. La seconde découle immédiatement du fait que ’anneau ﬁ’é}',p = Colim,,_,y—xT'(U, &), ou U parcourt
la catégorie des voisinages étales d’un point p € X, est hensélien. Les détails seront laissés au lecteur. C.Q.F.D.

Soit X un modéle d’une k-variété rigide quasi-compacte X. On note nx : ((Et/X)pr, Nis) — (Et/X,Nis) le
morphisme de sites évident.

LEMME 1.2.19 — Soient X une k-variété rigide quasi-compacte et F un préfaisceau sur (Et/X )y, & valeurs dans
une catégorie cocompléte. Le morphisme évident

Colimy enmai(x) (mx)* ()« FF — F
est inversible.

DEMONSTRATION Soit (U/X) € Ob((Et/X)s,). Pour calculer [Colimyentai(x)(1mx)* (1)« F](U) il suffit de prendre la
colimite suivant la sous-catégorie cofinale Mdl'(X) C Mdl(X) formée des modéles plats X pour lesquels il existe un
X-schéma formel étale U de fibre générique U. Rappelons que

1. * LFU) = li F(V,).
(1.39) ()" (o) F(U) = | Colim F (V)
Lorsque X € Mdl'(X), la catégorie U\ (Et/X) admet alors U pour objet final de sorte que (1.39)) se réécrit simplement
(1.40) ()" (nx)« F(U) = F(Wy,) = F(U).
D’ou le résultat. C.Q.F.D.

Si X est une k-variété rigide (resp. X un k°-schéma formel, X un k-schéma), on note HR: (X, —) = RPTnis (Bt /X, —)
(resp. HR, (X, —) = RPDnis(Et/X, —), HRY (X, —) = RPT'nis(Et/X, —) ) le p-iéme foncteur dérivé du foncteur « sections
globales » pour les faisceaux Nisnevich de groupes abéliens. On étend ces foncteurs de la maniére habituelle aux
catégories de préfaisceaux de groupes abéliens en composant d’abord par le foncteur de faisceautisation. On a le
théoréme ci-dessous qui raméne le calcul de la cohomologie Nisnevich en géométrie rigide au calcul de la cohomologie
Nisnevich en géométrie algébrique.

THEOREME 1.2.20 — Soit X une k-variété rigide quasi-compacte. Soit F' un préfaisceau de groupes abéliens sur
Et/X. Il existe alors des isomorphismes canoniques

1.41 HY. (X,F)~ Colim HY. (X )~ Colim HE. (X,,o" «F

(1.41) Nis(X F) = Colim Ho (X, (n) 1) = Colim Hygi, (X, 07 (n20) F)

pour tout p € Z.

DEMONSTRATION Le deuxiéme isomorphisme dans (|1.41)) provient de I'isomorphisme de sites de la proposition

Notons e : (Et/X,Nis) — ((Et/X ), Nis) le morphisme de sites défini par 'inclusion (Et/X);, — Et/X. Par le
corollaire le foncteur e, est exact sur la catégorie des faisceaux de groupes abéliens. Il vient que le morphisme
évident e, FF —— Re, F' est un quasi-isomorphisme. Il suffit donc de prouver que la fléche évidente

; P P .
(Colim B (X, (7). F) — R'Tiis((Bt/ X F)

est inversible. Comme le site ((Et/X)y,,Nis) est naturellement équivalent a Limyenai(x)(Et/X,Nis) et que F' ~
Colimyenmai(x)(mx)* (nx)«F, le résultat découle de [SGA 4, Exposé VI]. C.Q.F.D.

On déduit immédiatement le corollaire suivant de son correspondant en géométrie algébrique (voir [TT90), Lemme
E.6.c]).

COROLLAIRE 1.2.21 — Soit X une k-variété rigide quasi-compacte. La dimension cohomologique du site
(Et/ X, Nis) est plus petite ou égale a la dimension de X .
1.2.2 Carrés Nisnevich et propriété de Brown-Gersten

Lorsque la valuation de k est triviale, le lecteur vérifiera que les notions et résultats de ce paragraphe correspondent
bien aux notions et résultats classiques en géométrie algébrique.

DEFINITION 1.2.22 — Un carré commutatif (C) de k-variétés rigides quasi-compactes
(1.42) U X
f/J, Jf
U——X

est appelé un carré Nisnevich si les conditions suivantes sont satisfaites :



1.2 La topologie de Nisnevich en géométrie rigide 33

(i) le carré (C) est cartésien,

(ii) f est un morphisme étale a bonne réduction (i.e., X' € Ob((Et/X)p-)) et u est une immersion ouverte,
(iii) pour tout point fermé x € X — U la fibre f~'(z) est réduite a un point x’ et k(z) ~ k(z').
La k-variété rigide X est parfois appelée la base de (C).

La classe des carrés Nisnevich est stable par changement de base suivant les morphismes de k-variétés rigides
quasi-compactes ¥ — X.

LEMME 1.2.23 — On garde les notations de la définition|1.2.23 Sous les conditions (i) et (i), la condition (iii)
est équivalente a :
(iti’) le morphisme de k-variétés rigides X' — U —— X — U est inversible.

DEMONSTRATION L’implication (iii’) = (iii) est claire. Pour I'implication (iii) = (iii’) on supposera que la valuation
de k est non triviale (le cas de la valuation triviale est laissé au lecteur). Les variétés rigides X — U et X’ — U’ sont
alors naturellement des ouverts admissibles (mais pas nécessairement quasi-compacts) de X et X’. 1l suffit donc de
montrer que si Y C X est un ouvert admissible quasi-compact et disjoint de U, le morphisme Y’/ =Y xx X' — Y
est inversible.

Ceci nous raméne a démontrer (iii) = (iii’) dans le cas ot U = (). L’immersion diagonale Ay : X' — X’ xx X'
est ouverte puisque f est étale. La condition (iil) montre que Ay est surjective sur les points fermés. Ceci montre que
Ay est inversible. Il s’ensuit que les projections X’ X x X' —— X' sont aussi inversibles. Puisque f est fidélement plat
(car étale et surjectif), il s’ensuit que f est un isomorphisme. C.Q.F.D.

On déduit du lemme précédent que la classe des carrés Nisnevich est aussi stable par changement de base suivant
les extensions k C K de corps valués complets.

PROPOSITION 1.2.24 — On garde les notations de la définition [1.2.22. Si le carré (C) est Nisnevich, alors le
couple (u:U — X, f: X' —— X)) est un recouvrement Nisnevich de X.

DEMONSTRATION Considérons un modéle cartésien du carré (C) :

w "

A

U——X

avec 4 une immersion ouverte et f un morphisme étale. Supposons aussi que X est essentiel. Il suffit de montrer qu’en
passant aux fibres spéciales dans le carré ci-dessus, on trouve un carré Nisnevich au sens usuel. On pose Z = X, — U, et
7' =X/ —U. qu’on munit de leurs structures de schémas réduits. On doit montrer que Z' —— Z est un isomorphisme.
Etant donné que Z et Z’ sont des I;:—schémz}s de type fini et que le morphisme en question est étale, il suffit de montrer
qu’il induit un isomorphisme Z’ x z Spec(k®) ~ Spec(k®) pour tout point Spec(k*) —— Z a valeur dans une cloture
algébrique k* de k. Puisque X est essentiel, un tel point provient d’un morphisme de schémas formels z : Spf(I°) — X,
avec [/k une extension finie, et du choix d’un plongement [ / k< k* / k. Puisque le l-point z, appartient & Z, le l-point
2, est dans X — U. Il s’ensuit un isomorphisme X’ X y Spm(l) ~ Spm(l). Puisque X’ est plat sur X, on en déduit un
isomorphisme X’ X Spf(1°) ~ Spf(1°). Ceci entraine que Z’ x z Spec(l) ~ Spec(l) comme souhaiteé. C.Q.F.D.

Les recouvrements associés aux carrés Nisnevich par la proposition précédente seront appelés les recouvrements
Nisnevich élémentaires. La preuve de la proposition précédente donne le résultat suivant.

PROPOSITION 1.2.25 — Soit (C) un carré cartésien de k°-schémas formels
(1.43) W —~
f/J Jf
U——>X

avec f étale et u une immersion ouverte. Si (Cy) est un carré Nisnevich de k-schémas, alors (C,) est un carré Nisnevich
de k-variétés rigides quasi-compactes. Si X est plat sur k°, la réciproque est aussi vraie.

Dans la suite, un carré (€) comme dans la proposition sera appelé un carré Nisnevich si (C,) est un carré
Nisnevich.

Le reste de ce paragraphe est consacré aux analogues rigides de quelques propriétés classiques de la topologie de
Nisnevich en géométrie algébrique. Il y a deux fagons d’obtenir ces propriétés : par voie directe en suivant de prés les
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démonstrations dans le cas algébrique ; par voie indirecte en utilisant le corollaire [L.2.13| pour se ramener & 1’énoncé
correspondant sur la fibre spéciale d’'un modéle bien choisi. Nous avons préféré suivre la premiére voie.

PROPOSITION 1.2.26 — Soit X une k-variété rigide quasi-compacte. Soit F un faisceau d’ensembles sur Et1°/X.
Alors, F' est un faisceau Nisnevich si et seulement si les deux conditions suivantes sont satisfaites :

(i) F(D) ~ x (ot * est un singleton),

(i) tout carré Nisnevich de X -variétés rigides dans Et%°/X

(1.44) vy

V—5Y

induit un isomorphisme d’ensembles F(Y) —— F(Y') X poyry F(V). En d’autres termes, F transforme un carré
Nisnevich de Et9°/X en un carré cartésien d’ensembles.

DEMONSTRATION Supposons d’abord que F est un faisceau Nisnevich. On a bien F(f}) = x puisque le préfaisceau vide
est un crible couvrant de la k-variété vide. D’autre part, étant donné un carré Nisnevich comme dans (ii), la famille
(g,v) est un recouvrement Nisnevich. On a alors une suite exacte d’ensembles

FY)—— F(V)x F(Y’) %&F(V Xy VX F(VxyY)Xx F(Y xy V) x F(Y' xy Y’).

La fleche (1) envoie (a,b) € F(V)xF(Y") sur (pri(a), pri(a), pri(b), pri(b)) alors que la fléche (2) envoie cet élément sur
(pri(a),pri(b),pri(a), pri(b)). Comme V est une immersion ouverte, les deux projections V xy V. ——= V sont égales.
Ainsi, les premiers éléments dans les deux quadruplets ci-dessus sont toujours égaux. L’égalité entre les deuxiémes
éléments est équivalente a 1’égalité entre les troisiémes éléments. Montrons que ’égalité entre les quatriémes éléments
est automatique lorsque pri(a) = pri(b). En effet, on a Y’/ xy Y’ = Y'[[ Z avec Z € Et/Y au-dessus de V. Il vient
que les deux possibles images de b dans F'(Z) coincident avec 'unique image de a dans F(Z). Il suffit alors d’utiliser
que F(Y' xy Y')~ F(Y’') x F(Z). On a ainsi montré que la suite

F(Y)—— F(V)x FY) — = F(Y' xy V)

est exacte. Ceci équivaut a dire que F(Y) —— F(Y') xpy+) F(V) est bijective. Les conditions (i) et (ii) sont donc
nécessaires.

Pour la réciproque, on montre d’abord que F' est séparé. Soient U/X un objet de Et1°/X et 1,72 € F(U) deux
sections qui coincident sur un recouvrement de U. On peut supposer que U = X et on note Z le recouvrement de
X au-dessus duquel v1 et v5 deviennent égales. Par le lemme [1.2.27] ci-dessous, il existe une suite croissante d’ouverts
(XoC X1 C---C X, =X) et des carrés Nisnevich (pour 0 <i<n—1)

/
i1 Yiq1

|

Xi— X

tels que le recouvrement Nisnevich (Xo, Y1,Y2,...Y,) raffine Z. Montrons par récurrence sur i que (v1)|x, = (72)|x,-
Lorsque i = 0, ceci est clair. Supposons que le résultat est vrai pour 7. On sait que (v1)}y,,, = (72)|v,,- Mais par (ii),
la fleche F/(X;41) — F(X;) x F(Yi41) est injective. Ceci montre que (71)x,,, = (72)x,.. -

Maintenant que l'on sait que F' est séparé¢, il suffira de montrer que ¢(F') : F —— LF est surjectif. On se raméne
facilement & considérer les sections au-dessus de X. Soit v € LF(X) et #Z un recouvrement au-dessus duquel vy est
défini. On peut supposer que Z = (Xo, Y1, Ya,...Y,,) comme ci-dessus. On va montrer par récurrence sur i qu’il existe
vi € F(X;) qui est envoyé sur MNx; € LF(X;). Ceci est vrai pour ¢ = 0. Supposons +; construite. Par hypothése, il
existe § € F'(Yi41) qui est envoyé sur 7}y, . Il vient que djy;, et (’}/i)‘n/+l sont envoyés par £(F') sur le méme élément
VYo Ils sont donc égaux puisque F est séparé. On obtient ’élément 7;41 en prenant 'image inverse de (6,~;) par la

bijection F(X;11) — F(Yii1) Xp(yy, ) F(Xi). C.Q.F.D.
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LEMME 1.2.27 — Soit X une k-variété rigide quasi-compacte et séparée, et soit Z un recouvrement Nisnevich de
X. Il existe alors une suite croissante d’ouverts (Xog C X1 C--- C X,, = X)) et des carrés Nisnevich (0 <i<n-—1)

Vi——Yin

| ]

Xi— Xip

tels que le recouvrement Nisnevich (Xo,Y1,...,Y,) raffine Z.

DEMONSTRATION On peut supposer que Z est la fibre générique d’un recouvrement Nisnevich de k°-schémas formels
2 = (U; — X); avec X un modele plat de X. Il suffit alors de construire une suite croissante (Xo C --- C X,, = X)
d’ouverts du k°-schéma formel X et des carrés Nisnevich

Vi—Yin

|

Xy — X1

tels que le recouvrement 2 x X, est raffiné par (Xo,Y1,...,Y,).

On raisonne par récurrence en posant X_; = (). Supposons X; et Y; construits pour i < r. Soit Z le complémentaire
de X,_; dans X. Si Z est non vide, on choisit un point générique p de Z. Ce point admet un relévement a U, pour un
certain indice . Il existe alors un voisinage Zariski Zy de p dans Z et un triangle commutatif

Uq

4

Z();)x.

On pose X, = X,_1UZy. On prend alors pour Y, 'ouvert de Uy xx X, complémentaire du fermé F tel que Uy Xx Zg =
Zo |1 F. Les propriétés recherchées sont évidentes. Le fait que X = X,,, pour n suffisamment grand, découle du fait
que la suite des X,. est strictement croissante et que X est noethérien. C.Q.F.D.

COROLLAIRE 1.2.28 — Soit X une k-variété rigide. L’image d’un carré Nisnevich par le plongement de Yoneda
Et1/X —— Shvyis(Et/X) est un carré cartésien et cocartésien. La méme propriété est vraie pour les carrés Nisnevich
de k-variétés rigides dans SmRig?°/k, VarRig?°/k, etc.

DEMONSTRATION Le foncteur Et/X —— Shvy;s(Et/X) commute aux limites finies. Il envoie donc un carré cartésien
sur un carré cartésien. Pour montrer qu'un carré Nisnevich est envoyé sur un carré cocartésien, on utilise le lemme de
Yoneda et la proposition [1.2.26 C.Q.F.D.

La proposition [[.2.26] admet une variante homotopique. Soit 9 une catégorie de modeles. On fait la définition
suivante.

DEFINITION 1.2.29 — On dit qu’un préfaisceau F sur Et9°/X a valeurs dans 9 admet la propriété de Brown-
Gersten si F(0/X) —— x est une équivalence faible et si F transforme un carré Nisnevich en un carré homotopique-
ment cartésien.

Pour simplifier, on supposera dans la suite que 9% est une catégorie de modéles stable (voir [Hov99| et aussi
[Ayo07Db, Définition 4.1.44]). En particulier, un carré de 9 est homotopiquement cartésien si et seulement si il est
homotopiquement cocartésien. Etant donné un préfaisceau F (sur Et%°/ X, etc) & valeurs dans 90, on note Iy(A, F) le
préfaisceau hompgo(an) (4, F(—)) et TIY*(A, F) son faisceau Nisnevich associé. On a le théoréme suivant dont la preuve
est calquée sur celle de [BG73l Théoréme 1°].

THEOREME 1.2.30 — Soit F —— G un morphisme dans PreShv(Et%/X 9N) tel que F et G possédent la
propriété de Brown-Gersten. Soit A un objet de M et supposons que les morphismes IIYS(A, F[n]) — TIY(A, G[n])
sont inversibles pour tout n € Z. Alors, les morphismes Ily(A, Fn]) — (A, G[n]) sont également inversibles pour
tout n € Z.

DEMONSTRATION En prenant la fibre homotopique de F' —— G, on est ramené au cas G = *. Il s’agit alors de
montrer que les préfaisceaux (A, F'[n]) sont nuls sachant que leurs faisceaux Nisnevich associés sont nuls.
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Soient (U1/X) et (Us/X) deux objets de Et*°/X. On déduit du carré homotopiquement cartésien

| |

FUy/X) — F(0/X)

et de ’équivalence faible F'((}) ~ x, un isomorphisme IIy(4, F[n])(Uy [[Uz2) ~ Uo(A, F[n])(U1) @ (A, F[n])(Uz). Le
foncteur Iy (A, F[n]) est donc additif.

Soit d > 0 un entier. On considére la propriété (Py) suivante. Soient n € Z, U/X € Ob(Et%/X) et v €
IIy(A, F[n])(U). Pour tout modéle essentiel U de U, il existe un ouvert Zariski Uy C U dont le complémentaire
est de codimension supérieure ou égale a d et tel que vj,), = 0.

La propriété (Py) est vraie puisque 1’on peut prendre pour Uy l'ouvert vide. Si d > dim(X), la propriété (Py)
implique la trivialité des préfaisceaux Ily(A, F[n]). Pour conclure, il suffit de montrer 'implication (P;) = (Pgy1).

On fixe 'entier n € Z et la classe v comme ci-dessus. On peut supposer que U = X (et donc que X est quasi-
compacte). Soit X' —— X un morphisme de modéles essentiels. Supposons trouvé un ouvert X, C X’ tel que Z' =
X" — X est de codimension > d + 1 et y|(x7), = 0. Notons Z I'image de Z’ dans X et Xo = X — Z. Il est clair que
(Xo)y C (Xg)y- 1 vient que 7|(x,), = 0. D’autre part, Z est de codimension > d + 1. Il suffit donc de prouver (P 1)
pour les modéles suffisamment fins.

On peut donc supposer l'existence d’un recouvrement Nisnevich Z = (U; — X); tel que «y s’annule sur les (U;),,.
Comme TIy(A, F[n]) est additif, on peut supposer que ce recouvrement est réduit & une seule fleche U —— X. Par
I’hypothése de récurrence, il existe un ouvert Zariski X4 dont le complémentaire Z est de codimension supérieure ou
égale a d et tel que v est nulle sur (X4),. Soient Zy C Z un ouvert dense et s : Zg — U une section. On pose
W =XqUZyetV=[UxxW] —F ol Festlefermé tel que Uxx Zy = F[]Zy. Le fermé X — W est alors de
codimension supérieure ou égale a d + 1. D’autre part, v est nulle sur V,, et

Yy—v

||

Xy ——W
est un carré Nisnevich (avec Y =V X W X4). La propriété de Brown-Gersten fournit alors la suite exacte

homgo(an) (A, F(Yy)[n = 1]) == hompe(an) (A, F(Wy)[n]) — homuo(an (A, F((Xa)y)ln] & F(V,)[n]).

Il existe donc un élément o € hompge (o) (A, F(Y,)[n — 1]) tel que d(a) = yw, -

Appliquons maintenant la propriété (Py) a «. Il existe alors un ouvert Y, de Y dont le complémentaire est de
codimension supérieure ou égale a d et tel que ry,), = 0. Notons T" le complémentaire de Y, et T son adhérence dans
V,. La partie fermée T'— T s’envoie donc isomorphiquement sur son image S dans W. Comme S est de codimension
supérieure ou égale & d+ 1 dans W, on voit que le complémentaire de X411 = W— .5 dans X est encore de codimension
supérieure ou égale a d + 1. D’autre part, la carré

YT ——V-T

|

Xg — Xaq1

est encore de Nisnevich. Or, 7y|(x,,,), est 'image de 0 = a)y_7), par . D’ou la propriété (Pat1)- C.Q.F.D.

Un objet A d’une catégorie de modéles M est dit homotopiquement compact si le foncteur
homygeony (A[n], —) : M —— Ens
commute aux petites colimites filtrantes pour tout n € N. Nous adoptons une définition légérement plus restrictive
d’une catégorie de coefficients (comparer avec [Ayo07b| Définition 4.4.23]).

DEFINITION 1.2.31 — Une catégorie de modéles MM est appelée une catégorie de coeflicients lorsqu’elle vérifie
les propriétés suivantes.
(i) M est propre & gauche, présentable par cofibrations (au sens de [Ayo07b, Définition 4.2.39]) et stable.

(ii) Les équivalences faibles et les fibrations de 9 sont stables par coproduits finis et colimites filtrantes.
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(1i) 1l existe un ensemble € d’objets homotopiquement compacts de M qui engendre la catégorie triangulée avec
sommes infinies Ho(9M).

L’ensemble € sera fizé une fois pour toute. On supposera que tous les objets dans € sont cofibrants et que pour tout
A € € les objets L(A) ~ A[+1] et Q(A) =~ A[—1] admettent des représentants dans E.

Soit 8 'une des catégories Et%°/ X, Et/X, VarRig/k, SmRig/k, etc. munie de la topologie de Nisnevich. Par
[Ayo07b| Définition 4.4.33], on dispose sur PreShv (8, 90), la catégorie des préfaisceaux sur 8 a valeurs dans 9, d’une
structure de catégorie de modéles Nis-locale. Un morphisme K —— L est une équivalence Nis-locale si et seulement
si 5 (A[n], K) — TIY®(A[n], L) est inversible pour n € Z et A € &. Un objet K de PreShv(§,90) est dit Nis-
local si le foncteur hompgg(preshv(s, o)) (—, K) transforme les équivalences Nis-locales en des isomorphismes. (Précisons
que Ho(PreShv(8,91)) est la catégorie homotopique de PreShv (8, 9) relativement a la structure de modéles non
localisée, i.e., ol les équivalences faibles sont les morphismes de préfaisceaux K —— L tel que K(U) — L(U) est
une équivalence faible de 90t pour tout U € Ob(8); ces équivalences faibles seront appelées les équivalences faibles de
préfaisceaux dans la suite.)

COROLLAIRE 1.2.32 — Soit I une catégorie de coefficients et soit K un objet de PreShv(Et1°/ X, 0N). Alors,
K est Nis-local si et seulement si il vérifie la propriété de Brown-Gersten.

DEMONSTRATION La propriété de Brown-Gersten est préservée par équivalences faibles de préfaisceaux. Il en est
de méme de la propriété d’étre Nis-local. On peut donc supposer que K est injectivement fibrant (voir [Ayo07b)
Définition 4.4.18|). En particulier, pour tout préfaisceau d’ensembles F'; homgy (F, K) est un objet fibrant de 99t (voir
[Ayo07b| Définition 4.4.2 et Lemme 4.4.19]). De méme, étant donné un monomorphisme de préfaisceaux d’ensembles
Fy — Fy, la fleche homgy (Fy, K) —— homgy (Fp, K) est une fibration.

Montrons d’abord qu’un préfaisceau K injectivement fibrant et Nis-local vérifie la propriété de Brown-Gersten. Si ()
désigne le préfaisceau vide et /X la X-variété vide, le morphisme homoy (0/X, K) = K(0/X) — homo (0, K) = *
est une équivalence faible puisque anis(@) ~ anis(f/X). D’ou la premiére propriété de la définition Supposons
donné un carré Nisnevich (C) de X-variétés rigides étales quasi-compactes (au-dessus de k)

v U

|

V—>U.

Montrons que K (C) est homotopiquement cartésien. Etant donné que a et @’ sont des monomorphismes de préfaisceaux
d’ensembles, les fleches K(a) et K(a') sont des fibrations entre objets fibrants. Il suffit donc de montrer que le
morphisme induit sur les fibres Fib(K(a)) — Fib(K (a’)) est une équivalence faible.

Considérons le carré cocartésien de préfaisceaux d’ensembles

V—U

|

* —— U/ V.

Le foncteur homgy (—, K') envoie une colimite de préfaisceaux d’ensembles sur une limite de 9. On en déduit un carré
cartésien dans
KU/V) —— K(U)

|

K(x) —— K(V)

a fleches verticales des fibrations entre objets fibrants de 9. Le morphisme Fib(a) — Fib(K(U/V) — K(x)) est
donc une équivalence faible. Il en est de méme de Fib(a’) — Fib(K(U’'/V’') — K(x)). On est donc ramené en fin
de compte a montrer que K(U/V) — K(U'/V’) est une équivalence faible. Ceci découle de [Ayo07b], Proposition
4.4.39] et du fait que V'/U’ —— V/U induit un isomorphisme sur les faisceaux Nisnevich associés (par le corollaire
1225

Pour la réciproque, on considére le morphisme a : K —— Locyis(K) ot Locyis est le foncteur de localisation associé
a la localisation de Bousfield suivant les équivalences Nis-locales (voir [Ayo07b], Proposition 4.2.72]). Ce morphisme
est une équivalence Nis-locale, i.e., induit un isomorphisme aprés application de II)(A[n], —) pour A € € et n € Z.
Par le théoréme[1.2.30] et le fait que Locnis(K) est Nis-local, on déduit que o induit un isomorphisme sur Iy (A[n], —).
Ceci montre que « est une équivalence faible de préfaisceaux. Le corollaire est prouvé. C.Q.F.D.
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Pour des références ultérieures, on note le résultat simple suivant.

PROPOSITION 1.2.33 — Soit M une catégorie de coefficients. La classe des préfaisceaur sur Et®/X a valeurs
dans M vérifiant la propriété de Brown-Gersten est stable par colimites filtrantes.

DEMONSTRATION Les équivalences faibles et les fibrations de 90T sont stables par colimites filtrantes. De plus, les
colimites filtrantes dans 91 commutent aux limites finies et, en particulier, aux produits fibrés. Il s’ensuit que les
carrés homotopiquement cartésiens de 9t sont stables par colimites filtrantes. Ceci permet de conclure. C.Q.F.D.

1.2.3 Engendrement par des k-affinoides ayant potentiellement bonne réduction

Soient § un site et € une categorie compléte et cocompléte. Pour les notions concernant les préfaisceaux et les
faisceaux sur § a valeurs dans C, le lecteur pourra consulter [Ayo07b, Section 4.4]. Etant donnés un préfaisceau
d’ensembles E et un préfaisceau F' & valeurs dans C, on dispose d’un préfaisceau F ® F a valeurs dans € (voir
[Ayo07Db, Définition 4.4.2]). Rappelons aussi que pour A € Ob(€), on note A,y le préfaisceau constant sur 8 de valeur
A. On commence par un résultat général. (Ci-dessous, « Hoyis(—) » désigne le passage a la catégorie homotopique
relativement a la structure Nis-locale, i.e., la catégorie obtenue en inversant formellement les équivalences Nis-locales.)

PROPOSITION 1.2.34 — Soit M une catégorie de coefficients (au sens de la définition |1.2.51). La catégorie
triangulée Honis(PreShv(SmRig/k, ) est compactement engendrée (en tant que catégorie triangulée avec sommes
infinies) par les objets de la forme X ® Acgr avec X une k-variété rigide quasi-compacte et lisse, et A € E.

DEMONSTRATION L’inclusion évidente SmRig?°/k — SmRig/k induit une équivalence de topos Shvyis(SmRig/k) ~
Shvyis(SmRig1°/k) par [SGA_4, Exposeé III, Théoréme 4.1]. Par [Ayo07b| Proposition 4.4.55|, on en déduit une équi-
valence de Quillen entre PreShv(SmRig/k, M) et PreShv(SmRig?°/k, 9) munies des structures Nis-locales. 11 suffit
donc de prouver I’énoncé du lemme pour la catégorie triangulée (avec sommes infinies) Hoyis(PreShv(SmRig?°/k, ).
Montrons d’abord que les objets X ® A, sont compacts. Il suffit plus généralement de montrer que le foncteur

(145) homHoNis(PreShv(SmRigq“/k,Dﬁ))(X &® Acsta —) : PI’GShV(SmRiqu/k‘, Sﬁ) — Ab
commute aux colimites filtrantes. Le foncteur (|1.45)) est isomorphe &

(1.46) homggo(an) (A, (X, —)) : PreShy(SmRig /k, M) — ) g A0 gy

Etant donné que A est homotopiquement compact, il suffit de montrer que RI'(X, —) commute aux colimites filtrantes
a équivalence faible prés. Par définition, RT'(X, K') est isomorphe dans Ho(91) a I'(X, Locnis(K)) (voir la fin de la
preuve du corollaire. Par le corollaire et la proposition les préfaisceaux Nis-locaux sont stables par
colimites filtrantes. De plus, les équivalences Nis-locales sont stables par colimites filtrantes. Il s’ensuit que le foncteur
Locnis commute aux colimites filtrantes & équivalence faible de préfaisceaux prés. Le résultat recherché s’ensuit.
Pour conclure, il reste a vérifier que la famille des foncteurs détecte les équivalences faibles. Soit K —— L
un morphisme de préfaisceaux induisant un isomorphisme aprés application des foncteurs (1.45]) (et donc aussi )
On peut supposer que K et L sont Nis-locaux. Par la condition (iii) de la définition déduit que pour toute
k-variété rigide quasi-compacte et lisse X, K(X) — L(X) est une équivalence faible. Il vient que K —— L est une
équivalence faible de préfaisceaux. C.Q.F.D.

Dans la suite de ce paragraphe, on supposera que la valuation de k est discréte et que le corps résiduel k est de
caractéristique nulle. En particulier, k est d’égale caractéristique nulle et méme isomorphe a k((7)). On ne restreint
donc pas la généralité en supposant que k = k(7). Ceci permettra de voir Spec(k) et Spec(k°) comme des k-schémas
et donc de faire des changements de base suivant les morphismes Spec(k) — Spec(k) et Spec(k®) — Spec(k). On
introduit quelques notations.

Notation 1.2.35 — Soient X un k-schéma de type fini, f € T'(X,Ox) et p € N — {0}. On définit un k°-schéma
QsM(X, f) = (X x k°)[V]/(V? — fm). On note alors QJ°"(X, f) la complétion formelle de Q5°"(X, f) en sa fibre
spéciale. Enfin, Q7"9(X, f) désignera la fibre générique de Qg‘””(X 1)

Lorsque p = 1, ces schémas, schémas formels et variétés rigides ne dépendent pas de f. Ils seront simplement notés
Q*M(X), QF"(X) et Q"9 (X) respectivement.

Avec les notations [1.1.61] on a
sch _ fr or _ oufm ri _ fr
(1.47) Q" (X, f) = Sty kopo Q{: (X, f)= StXxEko//(ﬂ'),p et QX [f) = St(XX,;k"//(w))n»p'

Le théoréme principal de ce paragraphe est le suivant.
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THEOREME 1.2.36 — Soit MM une catégorie de coefficients (au sens de la définition|1.2.31)). La catégorie triangulée
Honis(PreShv(SmRig/k, ON)) est compactement engendrée (en tant que catégorie triangulée avec sommes infinies)
par les objets de la forme

(1.48) [Q)7(X, )] ® Acr

avec p € N— {0}, X un k-schéma affine et lisse, f € DX, 0%), et A€ €.

On note 7 la sous-catégorie triangulée de Hopis(PreShv(SmRig/k,01)) stable par facteurs directs engendrée
par les objets de la forme ([1.48]). Par la proposition [1.2.34] il suffit de montrer que si X est une k-variété rigide
quasi-compacte et lisse, et A € &, le préfaisceau X ® A.q: est dans Ob(7).

LEMME 1.2.37 — Supposons donné un recouvrement fini (U;);cr de X par des ouverts admissibles quasi-compacts.
Pour ) # J C I, on note Uy = Nje Uj. Pour A € Ob(IM), lobjet X ®@ Acst appartient & la sous-catégorie triangulée
engendrée par {Us @ Acsi; 0 # J C I}

DEMONSTRATION On raisonne par récurrence sur le cardinal de I. Lorsque I est un singleton, il n’y a rien & montrer.
Supposons que I = {1,2}. On a un triangle distingué de Mayer-Vietoris dans Hoyis(PreShv(SmRig/k, 9t))

(1.49) (UL NU2) @ Aest — Ut @ Acst [[U2 ® Act — X @ At — .

En effet, le faisceau Nisnevich associé a la cofibre de la fleche de gauche est isomorphe au faisceau Nisnevich associé
a X ® Acst- Le triangle distingué montre que X ® A5 est dans la sous-catégorie triangulée engendrée par
Ul & Acst: U2 ® Acst et (Ul N UQ) ® Acst-

Soit 49 € I et notons I’ = I — {ip}. Les k-variétés rigides quasi-compactes V = U,cpU; et VN U,y = Ujer U; NU;,
sont couvertes par (U;)jer et (U; NUi,)jer respectivement. Par récurrence, on sait que V® A et (VNU;,) ® A sont
dans la sous-catégorie engendrée par {U; ® A;() # J C I}. Pour conclure, il suffit d’appliquer le cas card(I) = 2 de la
récurrence au recouvrement X =U;, UV. C.Q.F.D.

Soient X une k-variété rigide quasi-compacte et lisse, et A € €. Montrons que X ® A.s; € Ob(T). En utilisant le
lemme et la proposition on se rameéne & traiter le cas X = X,, avec X un k°-schéma formel globalement
semi-stable. On raisonne par récurrence sur le nombre maximal de branches de X passant par un point. Comme
X ® At est un facteur direct de (X{R, R7'}) ® A.s, on peut supposer par la proposition (quitte & appliquer

a nouveau le lemme ) qu’il existe un morphisme étale f : X — Stg_lﬂ{sl, ...,Sp} pour un certain n-uplet
a=(ay,...,a,). Rappelons que 8tV '™ est le spectre formel de k°{U, U1, Ty, ... T}/ (T - T2n — U~ 1xr). Notons

n

Dy, ..., D, les branches de X d’équations respectives Ty = 0,...,T,, = 0. Soit C = DN ---N D,, leur intersection. Par
I'hypothese de récurrence, (X — C), ® Agst est dans T. II suffit donc de montrer que

xn & Acst

=0y Ay~ COPX = Oy @ Ao = Xy © Acst)

appartient a 7.

Notons eg : C — Spec(l;[U, U1, 81,...,5,]) le morphisme étale obtenu de f par changement de base suivant
Vinclusion o[U, U1, 5y,...,8,] <= Stg_l’r{Sl, ..., 5,}. (On rappelle que o[U, U~'] = Spec(k[U, U~']) est I'intersection
des branches de Stg_lﬂ.) En appliquant Q/°" (voir les notations 4 ce morphisme, on obtient le morphisme
étale Q" (eg) : Q7" (C) — Spf(k°{U, U1, S4,...,85,.}). Le changement de base suivant le morphisme évident
Stgfl’T — Spf(k°{U,U~1}) nous donne un morphisme étale de k°-schémas formels

(1.50) e: 8tV T o1y Q1) — StUTTS1,. .., S,

Notolns que par construction, ey est le changement de base de e suivant l'inclusion de l'intersection des branches de
StY{S1,..., S}
On forme le carré cartésien de k°-schémas formels

Y X

| I

8tV X o -1y QF(C) — = 8tV (S, ..., S, ).
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Par changement de base suivant o[U, U1, 5,...,S,] < Stgflﬂ{sl, ..., S}, on obtient le carré cartésien

P——C

T

C—=oU, U, 5,,...,5,]

Puisque ¢g est étale, 'immersion diagonale de C' dans P est ouverte et fermée. On a donc une décomposition en somme
disjointe P = C'[[ Py. Soit Y 'ouvert Y1 — Py. On obtient ainsi deux carrés Nisnevich de k°-schémas formels

1 | 1]
(StﬁU’lﬁ —olU,U1]) >A<k°{U,U*1} Qfor(C) —— Stgflﬂ >2k°{U,U*1} Qlor(C) X—C—X.

Par le corollaire[1.2.28] en passant aux fibres génériques dans les deux carrés ci-dessus, on obtient des carrés cocartésiens
dans Shvy;s(SmRig/k). On en déduit des équivalences Nis-locales

[ ® Acsr] Yy ® Acst] [((&5 T Xk(uuy Q”Q(C)) ® Acst}

~

(X =)y Aeu] = {9 = O ® el = [((51777 — ofU. U 1])y Saqurv) Q19(C)) © Acar

Ainsi, sous I’hypothése de récurrence, on a la chaine d’équivalences
Xy ® Acut] € OB(T) & [, ® Acur] € Ob(T) & [((S87"7) xiqup-1) @79(C)) © Acw] € OB(D).

Appelons f € T'(C, 0*) I'image de U~! par le morphisme de k-algebres l;;[U, U=t 5,...,8] — I(C, 0) induit
par eg. La k-variété rigide St;ﬁ17r >A<k{U7U71} Q"9(C) s'identifie avec la Q"9 (C)-variété rigide Stg:ig(c) .- Ainsi, pour
terminer la preuve du théoreme [I.2.36] il suffit de montrer le lemme suivant. B

LEMME 1.2.38 — Soient X une k-variété rigide lisse, v € T'(X,0*) et a un n-uplet d’entiers non nuls. Pour
A € Ob(9M), lobjet St% , @ Acst est dans la sous-catégorie triangulée de Honis(PreShv(SmRig/k, M) stable par
facteurs directs engendrée par ’ensemble

x{u,,u;t,... .U, U R} .
(1.51) {[ {(gp_lUml_.. m:’w }xk]B%Z_r ®Acst;p€N{0},O§r§net(mi)Z=1€Z’"}.
1 s

DEMONSTRATION On raisonne par récurrence sur la longueur n du n-uplet a. Lorsque n = 1, il n’y a rien 4 démontrer.
On suppose donc n > 2. On procéde en deux étapes.

FEtape 1 : On veut se ramener au cas a = (p,...,p). On commence par une discussion générale. Soient b = (b1, ...,b,)
un n-uplet et 1 < ¢ < j < n. Comme v est inversible, les sections T; et T engendrent Ox {11, ... ,Tn}/(le1 < Thn — )
comme idéal. On peut donc considérer le recouvrement standard D(7;|T}) et D(T}|T;) de St ;. Par le triangle distingué
de Mayer-Vietoris -

(D(T1|TJ) n D(TJ|TZ)) ® Acst — (D(TleIJ) ® Acst) S3] (D(T]|T’1) 0y Acst) E— Stggb ® Acst —

on déduit que D(T;|T;) ® Acst et D(T}|T;) @ Acs sont dans la sous-catégorie triangulée stable par facteurs directs
engendrée par {St% , @ Acst, (D(T3|T5) ND(T}|T;)) @ Acst }- Le k-variété rigide D(7;|T}) est le spectre de la Ox-algébre
affinoide -

ﬁX{Tla"'aTn} ﬁX{Tla"'7Ti7'"aT'—hS'aT'—i-l""aTn}

b Ton —{S;}/(1;S; — Tj) = by bi—1bitbj bit1 ’ bj,z bi bit1 b :

Ty - T — ) (T T T Ty - T Sy TRy - T — )
On a donc un isomorphisme D(T;|T;) =~ Stg(&; avec Q; = (b1,...,bi—1,b; + bj,biy1,...,b,). De méme, on a un
isomorphisme D(7}[T;) ~ St ,; ou bl = (by,...,bj_1,b;+bj,bjs1,...,b,). Lintersection D(T;|T;) ND(T}|T;) coincide

avec ouvert rationnel {z € Di(lT,»|Tj); |T;/T;(x)| = 1}. Cette intersection est donc donnée par D(T;|T;){1/S;}. Son
algébre affinoide est

Ox{S;, S " HTy, .. Ty Ti1, T, -, T}

b1 bi—1bitbj mbita bj—1bjt1 b, —bj N\’
Iy T Ty "'ij1 Tj+1 T _Sj v)
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On peut donc identifier D(T;|T;) N D(T;|T;) a St%;g}j,l}’g avec ¢ = (b1, ..., bi—1,b; +bj,bit1, ..., bj—1,bj41,...,by).

Par la récurrence sur la longueur n des n-uplets, on sait que pour m € N — {0}, St%;;}’]_l} . ®@ Acgy est dans la
sous-catégorie triangulée stable par facteurs directs engendrée par -

X -1 U UTY .
(1.52) { { {v, Z%p }{g}n’lUl [’]mr’[][{;nz; 1t} Xk IB%Z_l_T ®Aest; pEN—{0}, 0<r<n—1et(my); € ZT} .
—Um UL

Il vient que St”X b ® Acst et St ,; @ Acs sont dans la sous-catégorie triangulée stable par facteurs directs engendrée
b bl

par 'ensemble (|1.51)) auquel on adjoint le singleton {St”X,b ® Acst}. Ainsi, si 'on connait 1’énoncé du lemme pour

le n-uplet b, on le connait aussi pour bg et Q; Or, on peut obtenir tout n-uplet g & partir d’'un n-uplet constant en

appliquant suffisamment de fois la construction b ~~ bg avec (7,7) bien choisi. Il nous reste donc a traiter le cas du
n-uplet p = (p,...,p) pour conclure.

Etape 2 : Considérons la k-variété rigide Stiry,  =X{T,....Tu}/(TY -+ T;_; — v). La section T;,_; engendre
a1

Ox{Tr,...,T,}/(TF ---TP_, —v) comme idéal. On peut donc considérer le recouvrement standard de la variété rigide
St%ir,yp  par les ouverts D(T,_1|Ty) et D(T,[T-1). On a :
B, 1

Ox{Ty,..., Ty Ox{T1,...,Tn_1,5n
M{Sn}/(SnTnl - Tn)) = Spm ( X;fl. T —11; }> ~ St (sutp,
Ox{T1,..., T, }{Sn-1} > _ Spm (ﬁX{Tl,...,TnQ,Snl,Tn}> ~ Gp?
07T — 0, 8o T Ton)) ~ P\ Ty s = ) = 5
ﬁx{Tl, Ce ,Tnl,Sn,Sn1}> ~ G
TV - Th  —w T X {SnSa e,
On utilise alors I’hypothése de récurrence et le triangle distingué de Mayer-Vietoris

— D(T,-1|T},) = Spm (

— D(T,,|T,—1) = Spm (

1

— D(Tp_1|T) N D(Tp|Th-1) = Spm (

(D(Tn71|Tn) N D(Tn|Tn71)) ® Acst — D(Tn71|Tn) X Acst SY D(Tn|Tn71) ® Acst e Sth{Tn},B 71® Acst —

pour conclure. Le lemme est démontré. C.Q.F.D.

1.2.4 Topologies de Nisnevich et foncteur d’analytification

Dans le paragraphe [1.1.3] on a construit un foncteur d’analytification. L’analytification d’un recouvrement Nisne-
vich est encore un recouvrement Nisnevich du fait du résultat plus précis suivant.

THEOREME 1.2.39 — On suppose que la valuation de k est non triviale et on se donne une k-algébre affinoide
A. Soient X un A-schéma de type fini et Z = (u; : Uy — X); un recouvrement Nisnevich de X. La famille
X = (U U —— XM, se raffine par un recouvrement ouvert admissible de X*".

DEMONSTRATION On peut trouver une suite strictement croissante d’ouverts Zariski ) # Xo C --- C X,, = X et des
carrés Nisnevich

Vi——Yi

| ]

Xi— Xin

tels que le recouvrement Nisnevich (Xy = Yo, Y7,...,Y,) raffine Z. Démontrons par récurrence sur 0 < r < n que
(Y@n, ..., Y,2™) se raffine par un recouvrement ouvert admissible de X2". Ceci étant évident pour r = 0, on supposera
que 7 > 0 et que le résultat est connu pour r — 1.
On fixe un recouvrement ouvert admissible (P;)jes de X", qui raffine le recouvrement (Y{",...,Y2*"). Soit
(Qt)ter un recouvrement ouvert admissible de X2 par des k-affinoides. Notons Z = X, — X, _1 et Z; = Q; N Z?".
Soit p € P(Z;). L’anncau O, ; est hensélien par la proposition[1.1.35] Or, le morphisme évident Spec(&yg, ») — X,
envoie le point fermé de Spec(&g, ,,) sur un point de Z. Il existe donc un unique morphisme Spec(&yg, ,) — Y, ren-

dant commutatif le triangle
/ 1

Spec(ﬁQt}p) — X,

=<
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Le X,-schéma Y, étant de présentation finie, on peut trouver un voisinage affinoide O, C Q)+ de p et un morphisme
vp : Op — Y*" rendant commutatif le diagramme

Yan
/ ]‘/
0, — Q —— X2,

Etant donné que P(Z;) est quasi-compact, il existe un nombre fini de points pi,...,ps € P(Z;) tels que Z; =
(Op,NZ)U---U(0Op, NZ). Notons Dy = Op, U---UO,,. Les morphismes vy, ,...,v,, se recollent en un morphisme
de X2"-variétés rigides D; —— Y;*". Il est alors clair que la famille d’immersions ouvertes (P;);e.s [[(D¢)ter raffine
(Yp,...,Y,). Pour terminer, il reste & voir que cette famille est un recouvrement admissible. Il suffit pour cela de

montrer que la famille (Pj X xan Q;); [[{D:} est un recouvrement admissible de @;. Ceci découle du lemme [1.2.40)
ci-dessous. C.Q.F.D.

LEMME 1.2.40 — Soient X un k-affinoide et Z C X une sous-variété rigide fermée. On suppose donné un
recouvrement ouvert admissible % de X — 7 et un domaine D C X contenant Z. Alors, % [[{D} est un recouwvrement
admissible de X.

DEMONSTRATION Soit X un modéle de X tel que D = D, pour D un ouvert Zariski de X et Z = Z,, pour Z un
sous-schéma, formel fermé de D. En supposant que Z est essentiel, on a Z C D. Ainsi, si V est 'ouvert X — Z,, on a
X =DUV. Il Sensuit que X = DUV, Soit (Vi,...,V,) un recouvrement admissible de V,, qui raffine % X x V,. Le
recouvrement (Vi,...,V,, D) est alors admissible et raffine % [[ D. C.Q.F.D.

On obtient immeédiatement les deux corollaires suivants.

COROLLAIRE 1.2.41 — Soient A une k-algébre affinoide et X un A-schéma de type fini. Le foncteur Rig :
Et/X — Et/ X induit un morphisme de sites (Et/ X, Nis) — (Et/X, Nis).

Pour la notion de P-structures sur un site, le lecteur est renvoyé a [Ayo07b| Définition 4.4.57].

COROLLAIRE 1.2.42 — Soit A une k-algébre affinoide. On munit le site (Sm/A,Nis) de sa P-structure étale qui
a un A-schéma X associe le petit site (Et/X,Nis). De méme, on munit le site (SmRig/A, Nis) de sa P-structure étale
qui o une A-variété rigide X associe le petit site (Et/X,Nis). Le foncteur d’analytification Rig : Sm/A —— SmRig/A
induit alors un prémorphisme de sitesm (SmRig/A,Nis) — (Sm/A, Nis) compatible auz P-structures étales (au sens
de [AyoO07b, Définition 4.4.59]).

Remarque 1.2.43 — Le foncteur continu Rig est en fait un morphisme de sites. Cette propriété repose sur le
théoréme de Popescu (voir [Pop85| [Pop86]). Etant donné que le corollaire [1.2.42] est suffisant pour les besoins de ce
chapitre, on reportera la preuve de cette propriété au chapitre suivant (voir le lemme [2.5.23)).

Notons également le résultat simple suivant.

PROPOSITION 1.2.44 — Soient X un k-schéma de type fini et (C') un carré Nisnevich de X-schémas étales.
Notons (C*) le carré de k-variétés rigides obtenu a partir de (C) en appliquant le foncteur d’analytification. L’image
de (C*™) par le plongement de Yoneda est un carré cartésien et cocartésien dans Shvyis(Et/X?").

Le méme énoncé reste vrai pour les carrés Nisnevich dans Sch/k, Sm/A (o A une k-algebre affinoide), ete.

DEMONSTRATION Les plongements de Yoneda Et/X < Shvyis(Et/X) et Et/X?" < Shvyis(Et/X?") seront notés
h. Le fait que h(C®") est cartésien découle de la commutation de h aux limites finies.

Montrons que h(C?®") est cocartésien. Le prémorphisme de sites Rig : (Et/X?",Nis) — (Et/X,Nis) induit un
foncteur image inverse Rig* : Shvyis(Et/X) —— Shvyis(Et/X?") qui commute aux colimites. On a un isomorphisme
naturel Rig* o h ~ h o Rig. Le résultat découle alors du fait que h(C) est cocartésien dans Shvyis(Et/X). Les autres
variantes se démontrent exactement de la méme maniére. C.Q.F.D.

1.3 Les catégories B'-homotopiques des k-variétés rigides

On fixe une catégorie de coefficients 9 (voir la définition . On pourra prendre pour 9 la catégorie des
complexes de groupes abéliens ou, plus généralement, des complexes de A-modules sur un anneau A. On peut également
prendre la catégorie des spectres Spectg: (A°PEns) ou celle des spectres symétriques Spects (A% Ens).

Comme d’habitude, k£ sera un corps valué complet. Sauf mention explicite du contraire, la valuation de k ne sera
pas supposée non triviale. (Toutefois, dans les preuves, on supposera implicitement que la valuation de k est non
triviale puisque c’est le cas qui nous intéresse le plus.) Enfin, 7 désignera un élément de k¥ qu’on supposera non nul
lorsque la valuation de k est non triviale.

7. Un prémorphisme de sites est simplement un foncteur continu écrit dans le sens opposé (voir [Ayo07b}, Définition 4.4.46]).
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1.3.1 Construction et propriétés élémentaires : cas instable

Rappelons que l'on dispose d’une structure de modéles projective Nis-locale sur PreShv(SmRig/k, ) dont les
équivalences faibles sont les équivalences Nis-locales, i.e., les morphismes de préfaisceaux induisant des isomorphismes
sur les faisceaux d’homotopie ITI)*(A[n], —) pour n € Z et A € €. (Voir la définition pour la signification de
« &€ »; étant donné que & est stable & homotopie prés par suspension et cosuspension, il suffit que ceci soit vrai pour
n=20.)

On renvoie le lecteur au [Ayo07b| §4.4.2] (et notamment aux définitions 4.4.15 et 4.4.43 de loc. cit.) pour plus de
détails sur les catégories de modéles de nature faisceautique. Nous nous contenterons ici de rappeler quelques points
de terminologie :

— Une équivalence faible de préfaisceausr est un morphisme de préfaisceaux K —— L induisant une équivalence

faible K(U) — L(U) pour toute k-variété rigide lisse U.

— Une fibration projective de préfaisceaur est un morphisme de préfaisceaux K —— L induisant une fibration
K(U) — L(U) pour toute k-variété rigide lisse U. Un préfaisceau K est dit projectivement fibrant si K —— x
est une fibration projective.

— Une cofibration projective de préfaisceauxr est un morphisme admettant la propriété de relévement & gauche
par rapport aux fibrations projectives triviales de préfaisceaux (i.e., des fibrations projectives qui sont aussi
des équivalences faibles). Un préfaisceau K est dit projectivement cofibrant si *+ —— K est une cofibration
projective.

— Une fibration projective Nis-locale (ou Nis-fibration projective) est un morphisme admettant la propriété de
relévement & droite par rapport aux cofibrations projectives de préfaisceaux qui sont en plus des équivalences
Nis-locales. Un préfaisceau K est dit projectivement Nis-fibrant si K —— # est une Nis-fibration projective.

Un préfaisceau projectivement Nis-fibrant est automatiquement Nis-local ; la réciproque est vraie pour les préfaisceaux
projectivement fibrants.

La structure de modéles projective Nis-locale sur PreShv(SmRig/k, 1) est donnée par les classes des cofibrations
projectives, des équivalences Nis-locales et des Nis-fibrations projectives. On localise cette structure de modéles suivant
la classe % des fleches BL ® A.se — X ® Aes avec X une k-variété rigide lisse et A € Ob(9). L'existence de cette
localisation découle de la proposition suivante et du théoréme de localisation de Hirschhorn (|[Hir03|, voir aussi
[Ayo07b, Théoréme 4.2.71]).

PROPOSITION 1.3.1 — Soit o un cardinal suffisamment grand. On note B C B la sous-classe de B formée des

fleches de buts a-accessibles (voir [Ayo07b, Définition 4.2.5]). Soit K un objet Nis-local de PreShv(SmRig/k, ).
Alors, K est Bo-local (au sens de [Ayo07b, Définition 4.2.64]) si et seulement si le morphisme K —— hom(B}, K)
est une équivalence faible de préfaisceaux. En particulier, pour tout 8 > o, K est PBg-local si et seulement si il est
B, -local.

DEMONSTRATION Pour B dans SmRig/k, le préfaisceau hom(B, K) est défini par hom(B, K)(—) = K (B X —)E|
On reprend l'argument de [Ayo07b} Proposition 4.5.11]. Dire que K est %B,-local, revient a dire que application

homHONis(PreShv(SmRig/k,{m)) (X 0 Acst [n]7 K) — homHoNis(PreShv(SmRig/k,{m)) (B}X ® Acst [’I’L], K)

est bijective pour toute k-variété rigide lisse X, tout objet a-accessible A de 9N et tout entier n € N. Par adjonction,
et puisque K est Nis-local, cela revient & demander que hompgeon)(A[n], K (X)) — hompeam) (A[n], K (BY)) est
bijective. Pour « suffisamment grand (de sorte que A admet un représentant a-accessible pour A € €), ces applications
sont bijectives si et seulement si K(X) — K(BY) est une équivalence faible pour tout X. Ceci revient a dire que
K — hom(B}, K) est une équivalence faible de préfaisceaux. C.Q.F.D.

DEFINITION 1.3.2 — La localisation de la structure projective Nis-locale sur PreShv(SmRig/k, ) par rapport
la classe B sera notée (W1, Cof, Fibg:) ; ¢’est la structure projective B'-locale (alias (B!, Nis)-locale). Sa catégorie
homotopique Hog: (PreShv(SmRig/k, 9)) sera notée RigSHgh (k). C’est la catégorie homotopique effective des k-
variétés rigides & coefficients dans 9. Voici les cas les plus importants :

— Lorsque M est la catégorie des spectres symétriques, on motera simplement RigSHeH(k‘) la catégorie ainsi
définie.
— Lorsque M est la catégorie des complezes de groupes abéliens (resp. de A-modules pour un anneau A) on notera
RigDAT (k) (resp. RigDAT (k, A)) la catégorie ainsi définie.
Les fleches de W1 seront appelées les équivalences Bl-locales (ou Bl-équivalences faibles). Les fleches de Fibg sont
appelées les fibrations projectives Bl-locales (ou les B-fibrations projectives). Un préfaisceau K est projectivement
B'-fibrant si K —— * est une B'-fibration projective.

8. Pour une construction plus générale (ou B est remplacé par un préfaisceau d’ensembles général), le lecteur peut consulter [Ayo07b|
Définition 4.4.2].
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La catégorie de modéles introduite ci-dessus est stable puisque 9 a été supposée stable. Elle est également monoi-
dale symétrique et unitaire si 9% I'est.

On note Locg: le foncteur de B! -localisation, i.e., le foncteur de localisation (voir [Ayo07bl Proposition 4.2.72])
associé a la localisation de Bousfield simultanée par rapport aux équivalences Nis-locales et aux morphismes dans 4.
Ce foncteur est muni d’une transformation naturelle id —— Locp: et il est caractérisé, aux équivalences faibles de
préfaisceaux prés, par deux propriétés :

— pour tout préfaisceau K a valeurs dans 9, le morphisme K —— Locg: (K) est une équivalence B!-locale,

— pour tout préfaisceau K a valeurs dans 90, le préfaisceau Locg: (K) est Bl-local.

Précisons qu’un préfaisceau L & valeurs dans 91 sera dit B!-local si le foncteur hompe(Preshv(SmRig ko)) (—, L) trans-
forme les équivalences B'-locales en des isomorphismes. Un préfaisceau projectivement B!-fibrant est automatiquement
B'-local ; la réciproque est vraie pour les préfaisceaux projectivement fibrants.

DEFINITION 1.3.3 — Supposons fizé un objet 1 de M (par exemple un objet unité pour la structure monoidale
st M est une catégorie de modeéles monoidale). On appelle alors motif effectif d’une k-variété rigide lisse X [objet
X ® 1.5t considéré dans RigSHgg(k). D’une maniére équivalente, le motif effectif de X est la B'-localisation de
X @ 1og¢ considérée comme un objet de Honis(PreShv(SmRig/k,DM)). Le motif effectif de X sera noté M*¥(X) (ou
encore M (X, 1)).

On regroupe quelques exemples simples d’équivalences B!-locales dans la proposition ci-dessous (voir I'exemple
1.1.15| pour les notations).

PROPOSITION 1.3.4 — Soient X une k-variété rigide, f,g,h € T(X,0%) et p,q,7 € N—{0} tels que |g(z)|*/7 <
|h(x)|Y" < |f(x)|Y/P pour tout point fermé x de X. Soit E un préfaisceau sur SmRig/k & valeurs dans 9. Les
morphismes suivants sont des équivalences Bl -locales :

. BY(o, [P )9 E — X ®E,

(A" X X)9FE — X ®E,

. OB (0, /") ® E — Crl (0,9, fY/P) 2 E,

4. OBY (0, fP) @ E — (AL —0)™ %, X)® E,
5. OB (0, ['/7) @ E — (B (o, f!/?) —ox) ® E.

Lo D ~

DEMONSTRATION Etant donné que les coproduits directs dans 9t préservent les équivalences faibles, on ne restreint
pas la généralité en supposant que E est injectivement cofibrant, i.e., que E(U) est cofibrant pour toute k-variété
rigide lisse U. (Ceci ne sera utile que pour traiter les deux derniéres fleches de ’énoncé.)

Considérons la premiére fleche. On traite d’abord le cas f = 1. Il suffit de montrer que 'application

hOM o, (PreShy(SmRig/k,m)) (X @ E, K) —— hompey, (Preshv(smRig/k,m)) (B ® E, K)

est bijective pour tout préfaisceau B'-local K. Par adjonction, cette application s’identifie &

homyyey,. (PreShy(SmRig/k,m)) (X ® E, K) — hompey,, (PreShv(SmRig/k,m)) (X ® E, hom (B, K)).

Le résultat découle alors de la proposition [I.3.1] Revenons au cas général. On dispose d’une action par homothétie
m: B} @ BY (0, f1/7) — BY (o, f1/7) de B}, sur B (o, f/). La fléche m ® E fournit une homotopie entre 1'identité
de BY (0, f1/?) ® E et la composition de
BY (o, /") @ E — X @ E 225 B (0, f1/7) ® E.

Ces deux morphismes deviennent donc égaux dans la catégorie homotopique, ce qui montre que o ® F : X ®
E — BY(o, f 1 P)® E est un inverse a gauche et a droite de la fleche qui nous intéresse. Pour la deuxiéme fléche, on
raisonne de la méme maniére en utilisant 'action par homothétie m : Bf x5 (Af)* —— (Al)an,

On considére maintenant la troisiéme fleche. On suppose d’abord que h = g et ¢ = r. Le recouvrement admissible
de B (o0, f1/?) par B% (0, 9/7) et Cr (o, g'/9, f1/P) fournit le carré homotopiquement cocartésien (relativement & la
structure Nis-locale)

OB% (0,9"") ® E——— Bk (0,g"/ ") ® E

| |

Crk (0,94, f1/?) @ E—— Bk (0, f'/?) ® E.

Par stabilité de la structure de modéles B'-locale, le résultat découle du fait que la fleche verticale de droite est une
équivalence B!-locale (ce qui découle de la discussion précédente). Le cas h = f et r = p, se déduit du cas précédent
via les isomorphismes

(=)' Crk (o, g9, f1/P) — Crx(o, f7VP,g7V0) et (=)' : 9Bk (o, fVP) — OB (o, f71/7).
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Pour le cas général, on utilise le recouvrement admissible de Cr (o, gt/a, fY/ P) par les couronnes Cr (o, gt/ pt/ ") et
Cr (o, n/r, 1/ P). On obtient alors un carré homotopiquement cocartésien (relativement & la structure Nis-locale)

1
OB (0, hV/") @ F _o, Cri (o, g%, nY" @ E

o |

CI‘%((O, hl/r7 fl/p) QE— (Cr.lx (Oa gl/q7 fl/p) ®F

avec (1) et (2) des équivalences B!-locales. Toutes les fleches du carré ci-dessus sont alors des équivalences B!-locales.

Pour la quatriéme fléche, on utilise le fait que Colim,ey Cr (o, 7|, |7|™") @ E — ((Af — 0)*" x4, X) ® E est
une équivalence Nis-locale et qu’une composition transfinie de cofibrations injectives B!-triviales est une cofibration
injective B!-triviale. (On utilise ici Pexistence d'une structure de modéles injective B!-locale, voir [Ayo07b], Définition
4.5.12] pour le cas algébrique.) La cinquiéme fleche se traite de la méme maniére en utilisant le recouvrement admissible
BY (0, f1/P) — ox = Colim,, ey Crk (o, (2™ f)1/P, f1/P). C.Q.F.D.

On note une conséquence qui sera utile plus tard.

COROLLAIRE 1.3.5 — Soit E un préfaisceau sur SmRig/k & valeurs dans 9. La fleche
[(Afe —0)/(M)]y @ E — (A —0)"" ® E

est une équivalence B'-locale.

DEMONSTRATION On raisonne par récurrence sur n. Lorsque n = 1, on retrouve la quatriéme fléeche de la proposition
Supposons n > 2. On peut couvrir A% — o par les ouverts U = (A} ~' —0) xz Al et V = A~ xz (A} — o) dont
I'intersection est W = (A7 "' —0) xz (A} —0). On obtient ainsi un morphisme de triangles distingués de Mayer-Vietoris

[Wie [ (m)]ny @ E —— [Uge [/ (m) ] @ E & [Vie [ ()] @ E —— [(Afe — 0) /()] @ B ——

| J |

Wt QFE U QEG VP QFE —— (A —0)™ @ E ——

Les deux premiéres fléches verticales sont inversibles dans RigSHgg(k) par 'hypothése de récurrence. C.Q.F.D.

Par le corollaire [1.2.42| et [Ayo07b| Théoréme 4.4.60], on dispose d’une adjonction de Quillen relativement aux
structures Nis-locales projectives

(Rig*, Rig,) : PreShv(Sm/k, ) — PreShv(SmRig/k, M).

On a la proposition suivante.

PROPOSITION 1.3.6 — La paire (Rig*, Rig,) est une adjonction de Quillen lorsqu’on munit PreShv(Sm/k, 01)
de sa structure projective Al-locale et PreShv(SmRig/k,9M) de sa structure projective B-locale. En particulier, on
dispose d’un foncteur triangulé

Rig* : SHET (k) — RigSHgH (k).

DEMONSTRATION 1 suffit de montrer que Rig* envoie les fleches de la forme AL @ A,y — X @ Agg sur des
équivalences B'-locales. On utilise pour cela la proposition m C.Q.F.D.

On peut aussi localiser la structure Nis-locale sur PreShv(SmRig?°/k, ) relativement a la classe #9° des fleches
IB%}( ® Acst — X ® Acst avec X une k-variété rigide, quasi-compacte et lisse, et A € Ob(9). En effet, ’analogue de
la proposition est encore valable. On obtient ainsi la structure B!-locale. Il est clair que PreShv(SmRig?/k, )
et PreShv(SmRig/k, ), munies des structures projectives B!-locales, sont Quillen équivalentes.

PROPOSITION 1.3.7 — Un préfaisccau K de PreShv(SmRig®/k, M) est fibrant pour la structure projective
Bl-locale si et seulement si il vérifie les conditions swivantes :

(i) pour toute k-variété rigide quasi-compacte et lisse X, K(X) est un objet fibrant de 9N,

(i1) le préfaisceau K vérifie la propriété de Brown-Gersten (voir la définition ,

(iii) pour toute k-variété rigide quasi-compacte et lisse X , le morphisme K(B%.) —— K(X) est une équivalence faible.
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En particulier, la classe des objets B!-fibrants de PreShv(SmRig?/k, M) est stable par colimites filtrantes.

DEMONSTRATION Les deux premiéres conditions affirment que K est projectivement fibrant pour la structure Nis-
locale (voir le corollaire [1.2.32)). Il reste & voir que K est Bl-local si et seulement si il vérifie (iii). Ceci découle

immédiatement de la proposition m (en fait, de sa version pour les variétés rigides quasi-compactes). C.Q.F.D.
COROLLAIRE 1.3.8 — La catégorie triangulée avec sommes infinies RigSHgg(k) est compactement engendrée

par les objets de la forme X ® Acst avec X une k-variété rigide, quasi-compacte et lisse, et A € €.

DEMONSTRATION On montre d’abord que les objets X ® A, sont compacts. Il est plus précis de montrer que le
foncteur

(1.53) hompg;ggpet (1) (X ® Acst, —) : PreShv(SmRig"/k, M) — Ab
commute aux colimites filtrantes. Ce foncteur peut s’écrire comme la composition de

Locp 7o(A,D(X,—
(1.54) PreShv(SmRig®/k, M) ——=', PreShv(SmRige /k, mr) 2T, 4

ot Locg: est le foncteur de B'-localisation. Par la proposition la transformation naturelle
Colimy o Locgi —— Locg: o Colimy

induit des équivalences faibles de préfaisceaux pour toute petite catégorie filtrante J. D’out le résultat recherché.
Pour terminer, il reste & vérifier que la famille des foncteurs (1.53)) détecte les équivalences B'-locales. Il suffit pour
cela de considérer des morphismes entres objets projectivement B'-fibrants. Le résultat découle alors de la condition

(iii) de la définition [1.2.31 C.Q.F.D.

Lorsque k est d’égale caractéristique nulle et que sa valuation est discréte, on a un résultat plus précis.

THEOREME 1.3.9 — Supposons que k = ];1((71')) avec k un corps de caractéristique nulle. Avec les notations
la catégorie triangulée avec sommes infinies RigSHgg(k) est compactement engendrée par les objets de la
forme Q;ig(X, f) ® Acst avec X un k-schéma lisse, f e T(X,0*), pe N—{0} et A€ €.

DEMONSTRATION Les objets de 1’énoncé sont compacts d’aprés le corollaire Il reste & voir que ces objets
engendrent la catégorie triangulée avec sommes infinies RigSHgg(k). Ceci découle du théoréme |1.2.36| puisque le
foncteur Hoyis(PreShv(SmRig/k, 9)) — RigSHE (k) est essentiellement, surjectif (en fait, ¢’est identité sur les
objets). C.Q.F.D.

1.3.2 Motifs rigides de quelques variétés algébriques

On fixe un objet 1 de M (par exemple, un objet unité pour la structure monoidale si 9 est une catégorie de
modéles monoidale). Etant donné un k-schéma lisse X, le motif rigide effectif de X est par définition le motif effectif
de la k-variété rigide lisse X" ; c’est donc un objet de RigSHgg(k:).

Dans cette section, on suppose que la valuation de k est discréte et que k est de caractéristique nulle. On fixe
un isomorphisme k ~ k((7)). Soient X un k-schéma, f € T'(X, &) et p un entier naturel non nul. On rappelle et on
compléte les notations

Notation 1.3.10 — On définit un k°-schéma Q;Ch(X, ) = (X x; k°)[V]/(VP — fr). On note alors QgOT(X, f) la
complétion formelle de Q;Ch (X, f) en sa fibre spéciale et Q;ig(X, f) = Q'"(X, f), la fibre générique de QZJ;"T(X7 -
On définit le k-schéma QJ°°(X, f) = Q3¢"(X, f)[1/x] et on note Q¥™(X, f) = (Q4°(X, f))™™ son analytific. Par la
proposition on dispose d’une immersion ouverte Q;ig(X, ) = Q" (X, f).
)

Lorsque p = 1, on notera simplement Q*¢*(X), Q7°"(X), Q"9 (X), Q9°°(X) et Q*"(X)
Voici le résultat principal de ce paragraphe.
THEOREME 1.3.11 — Soient X un k-schéma lisse, f € [(X,0%) et p un entier naturel non nul. Pour tout

préfaisceau E sur SmRig/k a valeurs dans MM, le morphisme Q;ig(X, OE — Qy(X, f)® E est une équivalence
B'-locale.

On peut supposer que X est connexe (donc irréductible). On raisonne par récurrence sur la dimension de X. On
commence par un dévissage.

LEMME 1.3.12 — Soit Y C X un sous-schéma fermé strict. On suppose que Y est lisse. Sous I’hypothese de
récurrence, les deux assertions suivantes sont équivalentes :

(i) Qy9(X, f)®@ E — Q¥"(X, f) ® E est une équivalence B'-locale,
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(it) Qy9(X =Y, f)® E — Qu"(X =Y, f) ® E est une équivalence B'-locale.
DEMONSTRATION Notons U = X — Y. Nous allons montrer que le morphisme évident
(1.55) [Q(X, f) ® E|/[Q)°(U, ) ® E] — [Q;™(X, ) ® E|/[Q3" (U, f) ® E]
est une équivalence B'-locale. Cela suffit pour conclure puisqu’on dispose d’un morphisme de triangles distingués dans
RigSHST (k)

QU f) @ E——Q(X, f) @ E ——[Q}(X, f) ® E]/[Q;(U, f) ® E] ——

[ {

QU f) @ E—— Qp"(X, f) @ E——[Qg"(X, f) @ E|/[Q"(U, f) ® E] ——.

On procéde en deux étapes.

Etape 1 : Soit X = X; N X, un recouvrement Zariski de X. Supposons que (1.55)) est une équivalence B'-locale
lorsqu’on remplace X (resp. U) par X1, X3 et X12 = X1 N Xy (resp. Uy = X1 NU, Uy = XoNU et Uy = Uy NU3).
On dispose d’un morphisme de triangles distingués dans RigSHn (k) :

Qri9(X1a, f) @ E QX1 [)OE Q9(Xa, f)®E Q9(X,f)®E
"9 (Urg, f) @ E VIULHOE T Qyi(Us, f)®E VIU, f) @ E
Qi (X1a, f) @ E QX [)®E Q¥ (Xa,f)®E QX f)®E
Qu (U2, f) @ E QiU floE — QiU f)®@ F QiU fle B

montrant que est aussi une équivalence B'-locale.

Plus généralement, soit (X;);cr un recouvrement Zariski fini de X. Pour ) # J C I, on note X; = NjesX; et
U; = UNX;. Supposons que est une équivalence B!-locale lorsqu’on remplace X et U par X; et U pour tout
0 # J C I. Alors, est elle-méme une équivalence B!-locale. En effet, si card(I) > 2, on choisit une partition
I = J]J{io}. Par récurrence sur le cardinal de I, on peut supposer que est une équivalence B'-locale pour X
remplacé par UjesX; et Ujes(X; N X;,) et U remplacé par U;csU; et Ujes(U; NU;, ). 11 suffit alors d’appliquer la
discussion précédente au recouvrement de X par les deux ouverts X;, et U;jcsX;.

FEtape 2 : Par I'étape précédente, le probléme de savoir si est une B'-équivalence faible est local en X. On peut
donc supposer qu’il existe un carré cartésien

Y——X

L

n—d d n—d
- — AY X7 AT
AT Ad x; AT

ot les fleches verticales sont des morphismes étales. On a bien entendu n = dim(X) et d = codimx (Y'). On peut écrire
Y XynaY =Y][F.Si X =X x,naY —F, on obtient deux carrés Nisnevich de k-schémas
k k

(1.56) U —— X' U——— X'
| | l
U—X (A —0) x; Y —— (Ad) x; V-

Notons ¢ = 1 ® fjy la fonction inversible sur Ag X7 Y et constante relativement a Ag. La fonction inversible

h= / OZ € (X', 0) vaut 1 sur Y. Le changement de base du X’-schéma étale X'[T]/(T? — h) suivant Y < X’ est
g [¢]

donnée par Y[T|/(T? — 1) =Y [[Y[T]/(T?~* +---+ T+ 1). On a donc un carré Nisnevich

U/I X//

|

U/ 3 Xl
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avec X" = X'[T]/(TP — h) — Y[T]/(TP~! + ... +T + 1). Par composition verticale avec (1.56]), on obtient les deux
carrés Nisnevich

(1.57) U —— X I —T
| | I
U—>X (A —0) x; Y —— (A) x; Y.
fod

De plus, la fonction b’ = e (X", 0*) admet une racine p-éme que I'on notera [. On a alors un isomorphisme

golb
Qp™M(X", foa) = (X" x; k)W]/(V] = (foad')m) == Qp" (X", fob') = (X" xi k°)[Va] /(V§’ — (g o b')m)

qui consiste a identifier V7 avec [V5. On en déduit des isomorphismes Q;(X”, foa)~ Q;(X”, gob) et Q;(U”, foa)~
Q;(U " gob) pour ? € {rig, geo}. On obtient deux carrés Nisnevich de k-variétés rigides (resp. de k-schémas)

Q;(U”?foa) %Q;(X/Ivfoa) Q;(U”?foa) Q;(X//afoa’)
QU f) ——— Qy(X. f) Qp((Af —0) xp Y 1® fly) — Qp((A]) x; V1@ fiv)

avec 7 € {rig, geo} respectivement. En utilisant la proposition [1.2.44] dans le cas respé, on obtient des équivalences

Nis-locales ) ) i d
QX.NOE _QYX" fod)®E QAL —0)x; V18 fiy) & E

QUNOE ~ QU foad)®E  Q)A])x;Y,18 fiy)®E

pour ? € {rig,an}. 1l suffit donc de montrer que (I.55) est une équivalence B'-locale pour X = A{ et f constant
relativement & Y. Dans ce cas, la fleche (1.55) s’écrit

QY. fiv) ® B © B/(Afe — o)) (), © E] — Q"(Y, fiy) ® [(AD™ ® E/(Af — o)™ © E].
Le résultat découle maintenant de ’hypothése de récurrence et du corollaire [I.3.5] C.Q.F.D.

En utilisant le lemme il est aisé d’obtenir le théoréme dans le cas ou f est localement constante (i.e.,
algébrique sur k). En effet, par la résolution des singularités de Hironaka [Hir64], on peut trouver une compactification
X — X avec X projectif et lisse, et X — X un diviseur & croisements normaux. La fonction localement constante f
s’étend alors & X. Ecrivons X — X = Dy U ---U D,, avec D; irréductibles (donc lisses). Par le lemme il suffit
de traiter le cas de X — U, D;. Une récurrence simple, nous raméne a traiter le cas de X. Par la proposition
Iimmersion ouverte Q59(X, f) < Q&"(X, f) est un isomorphisme. Ceci permet de conclure dans ce cas.

A partir de maintenant, on supposera que f n’est pas localement constante. Le morphisme f : X — Gmy =
Spec(k[T, T~1]) envoyant T sur f est donc plat (puisque X a été supposé irréductible). Par la résolution des singularités
de Hironaka [Hir64], on peut compactifier f en un morphisme propre f: X — ]P’IlC tel que :

1. X est un k-schéma propre et lisse,

2. le complémentaire de X dans X est un diviseur & croisements normaux.
La fonction inversible f s’é¢tend en une fonction inversible sur [~ (Guy). Par le lemme et puisque X est un
ouvert dense de f~!(Gyj), il est suffisant de traiter le cas de f~(Gpy). En d’autres termes, on peut supposer que le
morphisme f: X —— Gy, est propre.
Considérons le k°-schéma propre W = [X xj k°] xp1, P avec P — P, le normalisé¢ de G0 [V]/(VP — @T).
Notons h: W —— IP’}CO le morphisme évident. Remarquons les deux faits suivants :
(i) La k-variété rigide Q79(X, f) s’identifie a Pimage inverse par (h//(m))y = [W/ ()], — [P}o // (7)), de Pouvert
OB = [Gumpe /(7)]n-
(ii) La k-variété rigide Q4"(X, f) s’identifie a 'image inverse par (h[1/x])*" : (W[1/x])** — (P})*" de 'ouvert
(Gur)™ C (BL)™.
Etant donné que W et P}, sont propres sur k°, on a, par la proposition des isomorphismes canoniques
(W) (7)), = W([1/x])* et [Pro /()] = (P4)*™. On en déduit le fait suivant :
(ii") La k-variété rigide Q3" (X, f) s’identifie & I'image inverse par (h/(n)), : [W/(7)]y — [Pg. / ()], de Pouvert
(Gmp)™ C [Pho f (m)]y-
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Le résultat recherché découlera alors du résultat plus général ci-dessous dans lequel on ne supposera plus que le
morphisme g : Y — Pi est propre.

ProposITION 1.3.13 — Soitg:Y — ]P’i un morphisme de k-schémas avec Y lisse et g Y o]] o) un diviseur

a croisements normauz. Notons P —— P}, le normalisé de Pjo dans Gy [V]/(VP — 7T), W le k°-schéma (Y x;,
k°) Xp1, P eth: W — Pi., le morphisme évident. Pour tout préfaisceau E sur SmRig/k a valeurs dans 9, le
morphisme

(1.58) [n)(m)]; " (0By) ® B — [h) (7)) (Gump)™ @ E

est une équivalence B'-locale.

Considérons le recouvrement de 'ouvert (G, ;)" C (P},)*" par les deux boules épointées B} (0, 1)—o et Bj. (0o, 1)—oc
qui s’intersectent en [“)IB%}C. On déduit ainsi un carré homotopiquement cocartésien pour la structure Nis-locale

[k ()] (0B}) @ E o (1) ()] By (00, 1) — 00) @

.| |

[h//(ﬂ)}ﬁl(B}g(Q 1)—0)®@ E ——— [h//(r]r)];l(Gmk)an ® E.

11 suffira donc de démontrer que les fléches (1) et (2) sont des équivalences B!-locales. Ceci nous raméne donc a I’énoncé
suivant.

ProprosITION 1.3.14 — Soit f: X — A% un morphisme de k-schémas avec X lisse et f~1(0) un diviseur
croisements normauz. Considérons le k-affinoide B = Spm(k{T,V}/(VP — uT)) avec p € k° — {0}. Le morphisme
B — Spm(k{T}) = B}, est alors fini. Formons le k-affinoide R = Q"9 (X) %Bi B ot le morphisme Q"9 (X) — B,
est Q"9 (f) modulo l'identification Q”-‘?(A}C) = B}. Notons h : R — Bi le morphisme canonique. Pour tout préfais-
ceauw E sur SmRig/k a valeurs dans I, le morphisme

(1.59) h (0B ®E — h ' (B} —0)®F

est une équivalence B'-locale.

Avant de se lancer dans la preuve, expliquons comment écrire, & isomorphisme preés, le morphisme
(1.60) P X ptyan B (7,1) — Bi(7,1)

(avec P comme dans la propositionet ? € {0,00}) sous la forme d’un morphisme B —— B} comme dans ’énoncé
ci-dessus (avec p bien choisi). Au voisinage de o, le morphisme ([1.60)) correspond au normalisé de la k-algébre affinoide
k{T} dans k{T}[T~[V]/(VP — «T). Ce normalisé est donc simplement k{T}[V]/(VP — 7T) ~ k{T,V}/(VP — 7T)
et il faut prendre p = 7 dans ce cas. Au voisinage de 0o, le morphisme ([1.60)) correspond au normalisé de k{T'} dans
K{THTYV]/(VP — aT71) ~ K{T}TY[V']/(V'? — 7P7IT) avec V' = V~r. Ce normalisé est donc isomorphe a
K{T,V}/(VP — xP~1T) et il faut prendre u = 7?~! dans ce cas.

Pour démontrer la proposition notons que f : X — A%ﬂ est a réduction semi-stable en 0. On raisonne
alors par récurrence sur le nombre maximal de branches passant par un point de f~!(0). Lorsque ce nombre est nul,
la fonction f se factorise par I'inclusion Gp,j; — A%ﬂ. On en déduit que 'image de h est contenue dans OB}, de sorte
que h™1(0B}) = h~'(B} — 0) = R. Il n’y a donc rien & démontrer dans ce cas. On suppose dans la suite que f~!(0)
est non vide. On démontre d’abord un dévissage.

LEMME 1.3.15 — 1- Soit (X;); un recouvrement Zariski de X et notons Xy = NjesX; pour O # J C I. 1l suffit
de montrer la conclusion de la proposition pour les X j.
2- Supposons donné un carré Nisnevich de A} -schémas

Ul X/

|

U—— X.

On suppose que la conclusion de la proposition est vraie pour U et U'. Alors, la conclusion de la proposition
est vraie pour X si et seulement si elle lest pour X'.
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DEMONSTRATION Considérons d’abord le cas d’un recouvrement par deux ouverts X = X; U X5 et notons X5 =
X1 N Xs. On note Ry = Q™9(X ) >A<]Bllc Bet hy: Ry — Bi pour 0 # J C {1,2}. On a alors un morphisme de
triangles distingués de Mayer-Vietoris :

hi; (OBL) @ E———— h; ' (0B}) @ E® hy " (0BL) @ E———— h™1(0B) @ E ——

\ \ |

hiy(BL—0) @ E——hi (Bl —0)@E®hy ' (B —0) @ E—— h™ (B, —0) @ E——,

ce qui fournit le résultat recherché. Pour le cas général, on écrit I = J[[{io}. On applique la récurrence a Ujc ;X et
Ujes(X; N X;,) et la discussion précédente au recouvrement de X par X;, et Uje X

On passe & la deuxiéme partie du lemme. Notons R’ = Q"9(X") Xg: B, Ry = Q"(U) xp1 B et Ry = Q"9(U’) xp: B.
On note aussi h/, hy et h}; les morphismes évidents vers B;. Il suffira de montrer que les deux carrés

(hy) "1 (0By) @ E—— I/~ 1(0B}) @ E (h)) (BL—0)® E—— I'"\(BL —0) ® E
(hy) Y (0BL)® E—— h™Y(0BL)® F (hy)"'(B} —0)® E—— LB} —0)® F

sont homotopiquement cocartésiens (pour la structure Nis-locale). Il suffit pour cela de montrer que les images par le
plongement de Yoneda SmRig/k < Shvy;s(SmRig/k) des carrés

(hiy) ™1 (0By) —— K~ 1 (9By) (hy) ™ (B — 0) —— h'~'(B}, — o)
(hy) ™! (0By) —— h™ 1 (0By) (hy) ™! By — 0) —— h™'(B}, — o)

sont cocartésiens. Le premier carré est un carré de Nisnevich. On peut donc appliquer le corollaire [1.2.28] pour conclure.
Le second carré, considéré dans Shvyis(SmRig/k), est I'image du carré Nisnevich

Ry —— R’

|

Ry — R,

considéré dans Shvy;s(Et/R), par la composition de deux foncteurs qui sont des adjoints & gauche (et qui commutent
donc aux colimites)
(1) —1/m1 (2) .
Shvyis(Et/R) —— Shvyis(Et/A™ " (B), — 0)) —— Shvyis(SmRig/k).
Le foncteur (1) est le foncteur « image inverse » suivant le morphisme de sites (Et/h~! (B}, — 0), Nis) — (Et/R, Nis)
dont le foncteur sous-jacent est h=1 (B}, — o) x g —. Le foncteur (2) est le foncteur « image inverse » suivant le prémor-

phisme de sites (Et/h~! (B}, — 0), Nis) — (SmRig/k, Nis) dont le foncteur sous-jacent est simplement la composition
a droite avec le morphisme structural de la k-variété rigide h= (B}, — o). C.Q.F.D.

Sila propositionest démontrée pour X X ; G,z on peut la déduire facilement pour X en utilisant le fait que les
équivalences B'-locales sont stables par rétracte. Par le lemme précédent et la proposition (et plus précisément
par son analogue algébrique (voir [Ayo07bl Proposition 3.3.39])) on peut supposer U'existence d’un morphisme étale
de A} = Spec(k[T])-schémas

1 7. —1
e X s S8y, 6] = Spec (k[T,U,U ,Tl,...,Tn,sl,...ﬂm])

(UTf T —T)

On procéde alors comme dans la preuve du théoréme Notons C' 'intersection des branches de X. On obtient
un morphisme étale eg : C —— o[U, U1, S1,...,S,]. On forme alors le carré cartésien de morphismes étales

Y; X

| J

StUT X C—— StY TSy, Sl
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et on définit Y =Y; — F, ou F' est le fermé complémentaire de la diagonale de C X,y,y-1.5,,....5,,) C- On obtient ainsi
deux carrés Nisnevich

y-c Y Y- C——Y
(StﬁU’lT —o[U,U7Y]) X f0u—1] Cg)stg—lT X hwu-1] C X_C—5X.

En utilisant_la_récurrence sur le nombre de branches passant par un poinic de la fibre en o et la deuxiéme partie
du lemme [1.3.15, on voit qu'il suffit de traiter le cas du Al-schéma St 7 xj;; ;-1 C. On notera dans la suite

he : R, — B}, le morphisme construit dans la proposition [1.3.14| dans le cas ot X = Stg_lT X u,u-1] C.On ale
lemme suivant.

LEMME 1.3.16 — Soit b= (by,...,b,) un n-uplet. Supposons que la conclusion de la proposition|1.3.14) est vraie
pour X = StQUflT X ju,u-1] C. Alors, elle est également vraie pour X = Stg{lT Xpu,u-1] C avec b} le n-uplet obtenu

@ partir de b en remplacant b; par b; + b; et en gardant le reste inchangé (;vec 1<i#j<n).

DEMONSTRATION On peut supposer que ¢ < j. On éclate l'idéal (T;,T;) dans StijilT Xhw,u-1] C pour obtenir un
Al-schéma M. Notons hys : Ry — B}c le morphisme obtenu en prenant X = M dans I'énoncé de la proposition
On vérifie immédiatement que hy coincide avec hjs au-dessus de Bi — 0. On en déduit des isomorphismes
canoniques h; ' (OBL) ~ hy} (9BL) et hy ' (Bi — o) ~ h}/ (BL — o).

L’éclaté M admet un recouvrement Zariski par Stg;lT X, u-1] C et StéflT Xhw,u-1] C' (voir [Ayo07b| Lemme
3.3.30]). Notons IV 'intersection de ces deux ouverts. Clest un A%ﬁ—schéma semi-stable & n—1 branches. Par I’hypothése

de récurrence, on connait la proposition |1.3.14) pour N. Notons hy : Ry — B} le morphisme obtenu en prenant
X = N dans I’énoncé de cette proposition. On dispose d’un morphisme de triangles distingués de Mayer-Vietoris

Wy (0B}) © E ———— h>!(9BL) @ E & hy (9BL) © E ——— hy ' (9BL) ® E ——
” " b

hy' (B —0) © E—— h (B} — o) ®E@h;§1(lﬂz}€ —0)@E ——hy, (B} —0) ® E ——

ou les deux fléches verticales extrémes sont des isomorphismes dans RigSHSg(k:). On en déduit que la fléche médiane
est inversible. Le lemme est prouvé. C.Q.F.D.

Par le lemme [1.3.16} il suffit de considérer le cas ou a = (¢,...,q) = q,, est constant. Le lemme ci-dessous nous
raménera au cas ou la longueur de g est égale a 1.

LEMME 1.3.17 — Si la conclusion de la proposition|1.5.1/| est vraie pour le A}g-schéma SthnflT Xjw,u-1] C pour
n =1, alors elle ’est aussi pour n > 2.

DEMONSTRATION Par la récurrence sur le nombre de branches passant par un point, on connait la proposition
1.3.14 pour X = Sth:lT X jo,u-1] C[T,]. Soit M léclaté de X en l'idéal (T},—1,7T,). On connait alors la proposition
1.3.14{ pour M puisque Q"% (M) *Bi B — Q"9(X) *Bi B est un isomorphisme au-dessus de B} — o. Par [Ayo07b),
Lemme 3.3.19], M admet un recouvrement par deux ouverts dont I'un est isomorphe & X et lautre est isomorphe

a Stgn_lT Xju,u-1 C- L'intersection de ces deux ouverts est isomorphe a Stg;llT Xu,u-1] C[T,, T ']. La deuxiéme

partie du lemme [[.3.15] permet alors de conclure. C.Q.F.D.

Il nous reste donc a considérer le cas de X = Spec(k[T,U, U, T\]/(UT —T)) Xg,-1 €+ Un caleul facile montre
que le k-affinoide R est donné par

o ( K{T,U,U", T, V} ) .
P (UTy =T, VP — uT) ) r{u.u-1}

k'{U, U_17T1,V}) ~ erg(c)

"9(C) = Spm
@) =sm (S

U, U-1}

Notons d = p.g.c.d.(p, q) et soit sp+tq = d une relation de Bézout. La normalisée de la k-algébre k[U, U1, Ty, V]/ (VP —
pUTY) est égale a k[U, U1, W, S]/ (W9 — uU) et le morphisme

(1.61) kU, UYL, T, V] (VP — uUTY) — k[U, UL, W, 8]/ (W — uU)
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est donné par V ~» SU4W* et Ty ~» SP/YW—t, Lorsqu’on inverse T}, le morphisme (1.61]) admet un inverse donné par
W ~s VP/ deQ/ Lot G T;V*t. Montrons le lemme suivant.

LEMME 1.3.18 — La normalisée de la k-algébre affinoide k{U, U1, T1,V}/(VP — pUTY) est égale

HU,U W}

(Wd _ ,UU) {:uit/pS}

avec V = SVIWs et Ty = SP/Ayy—t,

. . P P k{U7U717T17V} N / .
DEMONSTRATION Par la discussion précédente, la normalisée de A = (VP = uUT? est la A-algébre A" donnée
- 1
par
KU, U, T, V} kU, UL, W, S| KU, UL, T, V} d _
) s 41, } s YV _ s s > W. S1/(We— U Sp/d_T Wt Sq/d_VW 5Y.
< (VP—,uUqu) kU, U—L,Ty,V] (Wd—,uU) VP—,uUqu . SI/C s e )

(vP—puTd)

Comme A’ est finie sur A, c’est encore une k-algeébre affinoide. Ainsi, pour 71,75 € N suffisamment grand, 1’algebre A’
admet la présentation suivante :

U, UL, Ty, V, 7" W, x2S}

A = .
(VP — uUTE, W — uU, SP/d — TyWt, §a/d — VIV )

De la relation W¢ — pUU = 0, on déduit que I'on peut choisir 7, = 0. D’autre part, la relation V? — pUTY = 0 peut
étre déduites des trois autres. Il vient que

KU UL, W, Ty, V, 72 S} k{U U-L,w} _
’ s s VVy s Vo o t|qp/d s|qq/d
A= e s s vy~ (wa— oy WIS VST
Ko utwy o, s KU Ut w} o, .
- B s syartsmyw—sn) = HT T sy utsn) s
Ko utwy o, s KU UL W} _
= §Wd )}{ 2SHu ta| gpay (1~ 5P| SP9) = “({I/Vd_U)}{W 25}<utq‘5«pq><utq 1|Spq>
KU, U~ L w} + Kuu-twy .,
_ T2 g a|gPa /rg
W= 10 {m"2 S} {u"|SP) = W= D) {u"rS}.
Les deux derniéres égalités viennent du fait que p € k° — {0} et que ry est suffisamment grand. C.Q.F.D.

Appelons H le k-affinoide Spm(k{U, U1, W}/(W* — uU)) X pqv,u-13 C et notons w € I'(H, ) la classe de W. On
a alors un morphisme fini '
H{p 78} — QU9(X) %y B

qui est un isomorphisme au-dessus de IB%,l€ —o. Notons b/ : H {;ft/ PS} —— B; le morphisme canonique. Il s’agit donc
de prouver que

(1.62) R OB @ FE — W '(B'—0)® F

est une équivalence B'-locale. Remarquons pour cela que I'image de T dans T'(H{u"*/?S}, 0) est égale a USP/ 4w,
La norme de T en un point = de H{u~*/?S} coincide avec la norme de |S(z)| - |u|~*/?. Ainsi, 'image inverse de OB
par &' est le k-affinoide OBL, (o, u*/P). Le morphisme (T.62) se réécrit donc

OB (0, u''") © E — (Bl (o,u"?) —0) @ E

Le résultat découle maintenant de la proposition [I.3.4] La preuve du théoréme [I.3.11] est achevée.

1.3.3 Construction et propriétés élémentaires : cas stable

A partir de maintenant, on suppose que la catégorie de coefficients 9t est monoidale symétrique et unitaire. On
notera 1 son objet unité qu’on supposera dans €. En particulier, il est cofibrant et homotopiquement compact. (Ces
hypothéses sur l'objet unité ne sont pas essentielles, mais sont satisfaites dans les exemples qui nous intéressent.)

On fixe un remplacement projectivement cofibrant T' de

A% & ]lcst

L2 = Cofib((Af, — Test = Aj @ 1g
B~ o) (e 7 02) @ Lo 2 A2 0 Lent)

(1.63)
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dans PreShv(Sm/Z, 90t). Pour des raisons techniques, on supposera méme que T' provient d’un remplacement projecti-
vement cofibrant 77 de AL @ 1.5 /(AL — 07) ® 1.5t dans PreShv(SmAf/Z, ) avec SmAf/Z C Sm/Z la sous-catégorie
pleine des schémas affines et lisses sur Spec(Z). En d’autres termes, on fixe une équivalence faible de préfaisceaux
T — A% ® Lest/ (AL — 07) ® 1.5t dans PreShv(SmAf/Z,9) avec T” projectivement cofibrant et on pose T = a*T"”
avec a le prémorphisme de sites (munis des topologies grossiéres) Sm/Z —— SmAf/ Z.lﬂ

On note 7" I'image de T' dans PreShv(SmRig/k, ) par le foncteur « image inverse » associé a la composition
des prémorphismes de sites

SmRig/k — Sm/k — Sm/Z.

C’est un remplacement projectivement cofibrant de (A,lc)a“ ® Lest/ (A,lf —0)* ® 1.s. La catégorie des T*"-spectres
symétriques Spect%zan(PreShv(SmRig/ k,9)) sera munie de sa structure projective stable déduite de la structure
projective Bl-locale sur PreShv(SmRig/k, ). Cette structure de modéles sera simplement appelée la structure
projective Bl-locale stable. Pour la définition des catégories de spectres et la construction des structures de modéles
stables, le lecteur pourra consulter [Ayo07b], Section 4.3].

DEFINITION 1.3.19 — On note RigSHyy (k) la catégorie homotopique de Spectia..(PreShv(SmRig/k,9t))
relativement & la structure B! -locale stable. C’est la catégorie homotopique stable des k-variétés rigides & coefficients
dans M. Voici les cas les plus importants :

— Lorsque M est la catégorie des spectres symétriques, on notera simplement RigSH(k) la catégorie ainsi définie.
— Lorsque M est la catégorie des complexes de groupes abéliens (resp. de A-modules pour un anneau commautatif
A) on notera RigDA(k) (resp. RigDA(k, A)) la catégorie ainsi définie.
Pour p € N, on dispose d’un foncteur « spectre de suspension »

Sus.. : RigSHyy (k) — RigSHS (k).

Ce foncteur provient d’une adjonction de Quillen (Susha.,Ev,) avec Ev,, le foncteur qui a un T*"-spectre symétrique
(En)n associe le préfaisceau E,. (On renvoie le lecteur 6 [Ayo07b, Définition 4.3.10] pour plus de détails.) Si X une
k-variété rigide lisse, le motif de X est le T -spectre symétrique Suspan (X @ los;) considéré dans RigSHyy (k) ; il est
noté M(X).

La catégorie RigSH,y; (k) est une catégorie triangulée monoidale symétrique et unitaire (voir [Ayo07bl Théoréme
4.3.76]). Par la proposition et [AyoO7bl Lemme 4.3.34], on dispose d’une adjonction de Quillen

(Rig*, Rig, ) : Spect}(PreShv(Sm/k,9)) — Specti.. (PreShv(SmRig/k, M))
induisant un foncteur triangulé et monoidal
Rig" : SHap (k) — RigSHyy, (k).

Considérons le foncteur cpl, : Sm/k® — SmRig“/k qui & un k°-schéma lisse X associe la k-variété rigide quasi-
compacte (X/(m)),. Notons T9° I'image inverse de T suivant la composition des prémorphismes de sites (munis des
topologies grossiéres)

cpl,
SmRig®°/k — Sm/k° —— Sm/Z.
Alors, T9¢ est un remplacement projectivement cofibrant de B} @ 1.s:/0B; ® 1.5 dans PreShv(SmRig®/k, ).

On note aussi 79¢ l'image inverse de cet objet suivant le prémorphisme de sites SmRig/k —— SmRigi°/k. Cest
un remplacement projectivement cofibrant de IB%,lf ® Lest/ 818%,1f ® 1.5 dans PreShv(SmRig/k,9). On dispose d’une

9. Pour vérifier que a*T’" —— a* (Aé ® ﬂcst/(A% —07)QLest) = A% ® ﬂcst/(A% —07) ® Lcst est une équivalence faible de préfaisceaux,
on procéde de la maniére suivante. On peut trouver un carré commutatif dans PreShv(SmAf/Z, )

A—— B

| J

(Aé - OZ) ® ﬂcst — Aé ® 1cst

avec A projectivement cofibrant, ¢ une cofibration projective et les fleches vertivales des équivalences faibles. On peut alors supposer que
T’ est la cofibre de c. Il vient que a*T” est la cofibre de a*(c). Le résultat s’obtient alors en appliquant a* au carré ci-dessus et en utilisant
le fait que a* préserve les équivalences faibles entre préfaisceaux projectivement cofibrants.

Cet argument, convenablement adapté, montre aussi que 7" est un remplacement projectivement cofibrant de (A})*® ® Lcst/(Af —
o)an ® Lest-
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transformation naturelle cpl, — Rigo (—)n induite par le morphisme naturel de la proposition [1.1.31} On a alors
un carré commutatif d’équivalences B!-locales dans PreShv(SmRig/k,90) :

~

Bl

TqC Tan
Bl o L. (AD™ & s
aBllc ® Lest (Ai - O)an ® ]10575.

Par [Ayo07b, Proposition 4.3.42], on déduit une suite d’équivalences de Quillen a gauche relativement aux structures
projectives B'-locales stables

SpectZq. (PreShv(SmRig/k, 9))

J

Spect?.. (PreShv(SmRig/k, 9))

JTan@TQC -

SpectZ..(PreShv(SmRig/k, M)).

La catégorie RigSHyy (k) est donc équivalente a la catégorie homotopique de Spect’. (PreShv(SmRig?°/k, M)).
Pour p € N| le diagramme de foncteurs de Quillen & gauche

P
Susiqe

(1.64) PreShv(SmRig®°/k, M) —————— Spectq. (PreShv(SmRigi®/k, M))

|

Spect?.. (PreShv(SmRig/k, 9))

Susl.qc
T*" ®rpac —
Susgﬂan

PreShv(SmRig/k, M) ————— Spect..(PreShv(SmRig/k, M)

est commutatif & 2-isomorphisme prés. L’intérét de la catégorie de modeles Spectq. (PreShv(SmRig?/k, 90)) vient
de la caractérisation suivante de ses objets fibrants. (Ci-dessous, Hom(—, —) désigne le bifoncteur « homomorphisme
interne » relativement a la structure monoidale fermée sur PreShv(SmRig®°/k, 9).)

PROPOSITION 1.3.20 — Un T9-spectre symétrique (Ey), est fibrant pour la structure projective stable sur
Spect?q (PreShv(SmRig®/k, 9M)) déduite de la structure projective B! -locale sur PreShv(SmRig®/k, M) si et seule-
ment si les conditions suivantes sont satisfaites :

(i) pour toute k-variété rigide quasi-compacte et lisse X, et tout n € N, 'objet E,(X) € Ob(9M) est fibrant,
(ii) pour tout n € N, le préfaisceau E,, vérifie la propriété de Brown-Gersten (voir la définition ,
(iii) pour toute k-variété rigide quasi-compacte et lisse X, et tout n € N, le morphisme E, (B ) — E,(X) est une
équivalence faible de IN,
(iv) pour tout n € N, ladjoint du morphisme d’assemblage E,, —— Hom (T, E, 1) est une équivalence faible de
préfaisceau (i.e., (Ey)n est un Qp-spectre).
En particulier, la classe des objets stablement B'-fibrants dans SpectZq. (PreShv(SmRig?°/k,M)) est stable par co-
limites filtrantes.

DEMONSTRATION Seule la derniére assertion demande une preuve. En effet, il n’est pas tout a fait clair qu’une colimite
de Qr-spectres est encore un Qp-spectre puisque le foncteur Hom(T9°, —) ne commute pas forcément aux colimites
filtrantes. Toutefois, il suffira qu’il y commute a équivalences faibles prés de préfaisceaux. On est ainsi ramené a vérifier
que les foncteurs

homHo(PreShv(SmRiqu/k,Dﬁ))(ch ® X, _) : PreShv(SmRiqu/k, m) — Ab

commutent aux colimites filtrantes pour toute k-variété rigide quasi-compacte et lisse X. Ceci découle immédiatement
du fait que T est faiblement équivalent a B}, ® L.5:/0B} ® 1.5 et que les colimites filtrantes sont exactes dans la
catégorie des groupes. C.Q.F.D.
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COROLLAIRE 1.3.21 — La catégorie triangulée avec sommes infinies RigSHyy (k) est compactement engendrée
par les objets de la forme Sush..(X @ Acst) avec X une k-variété rigide quasi-compacte et lisse, et A € €.

DEMONSTRATION Par le diagramme ([1.64)), il est équivalent de montrer que la catégorie triangulée avec sommes infinies
RigSHyy (k) = Hop: _ (Spectr. (PreShv(SmRig?®/k, 9))) est compactement engendrée par les objets Sush.q. (X ®
Acst). On commence d’abord par montrer que ces objets sont compacts. Il est plus général de montrer que le foncteur

(1.65) homgigsy, (k) (Sushac (X @ Acst), =) Spect?q (PreShv(SmRigi/k, 9)) — Ab

commute aux colimites filtrantes. Ce foncteur est la composition de

Locg1_ g,
(1.66) Spect’q. (PreShv(SmRig/k, 9)) e Spect?q. (PreShv(SmRig/k, M))
\EVP
o To(AL(X,-)
PreShv(SmRig°/k, M) Ab

ot Locg1_g; est un foncteur de remplacement stablement B!-fibrant. Par la proposition la transformation natu-
relle Colimy o Locgi_g; —— Locgi_4; o Colimg induit des équivalences faibles de préfaisceaux niveau par niveau pour
toute petite catégorie filtrante J. D’ou le résultat recherché.

Pour terminer, il reste & vérifier que la familles des foncteurs détecte les équivalences B'-locales stables. I
suffit pour cela de considérer les morphismes entres spectres fibrants pour la structure B'-locale stable. Le résultat

découle alors de la condition (iii) de la définition |1.2.31 C.Q.F.D.
Remarque 1.3.22 — L’objet Susjan(1.)[2] sera noté 1(—1). Le produit tensoriel — @ 1(—1) sera simplement

noté —(—1). On définit par récurrence les foncteurs —(—n) pour n € N. Par [Ayo07b| Corollaire 4.3.72], on a un
isomorphisme canonique Sush.., (—) ® Susk,, (—) =~ Sushi?(— ® —). Le T*-spectre symétrique Sush., (X @ A.q) du
corollaire est donc isomorphe a M(X) ® SusTun (Aest)(—p)[—2p] (qui est isomorphe a M(X)(—p)[—2p] lorsque
A =1). Il découle aussi de [Ayo07b, Théoréme 4.3.38] que le foncteur —(—1) est une auto-équivalence de RigSHyy (k)
dont I'inverse est donné par (Susfa. (T%")® —)[—2]. Ceci permet donc de définir les —(n) pour tout n € Z. Ces foncteurs

sont, appelés les twists de Tate.
Lorsque k est d’égale caractéristique nulle et que sa valuation est discréte, on a un résultat plus précis.

THEOREME 1.3.23 — Supposons que k = l;(( ) avec k un corps de caractéristique nulle. Avec les notations
m la catégorie triangulée avec sommes infinies RigSHyy (k) est compactement engendrée par les objets de la
forme Sush...(Q19 (X, f) @ Aest) avec X un k-schéma lisse, f € T(X,0%), pe N, r e N— {0} et Ac €.

DEMONSTRATION Notons T C RigSHyy (k) la sous-catégorie triangulée avec sommes infinies engendrée par les objets
de I’énoncé. En vue du corollaire 1.3.21|, il suffit de montrer Sush..(Y ® A.st) € Ob(T) pour toute k-variété rigide
quasi-compacte et lisse et p € N. On utilise alors le foncteur triangulé Sus.. : RigSHSg(k) — RigSHyy (k) et le
théoréme [1.2.36] pour conclure. C.Q.F.D.

1.3.4 Enoncé du résultat principal et réductions

Dans ce paragraphe, on reprend 'hypothése k = l~c((7r)) avec k un corps de caractéristique nulle. Pour énoncer notre
théoréme, nous aurons besoin d’une notation et d’une définition.

Notation 1.3.24 — Soient X un k-schéma de type fini, r € N — {0} et f € T'(X, ). On définit un Gmj-schéma
Q9™ (X, f) par le morphisme

(1.67) X[1, 771 V)/(V" = £T) — Spec(R[T.T7)) = G,
Lorsque 7 = 1, ce Gy z-schéma ne dépend pas de f et sera simplement noté Q9™ (X).

DEFINITION 1.3.25 — On appelle QUSH,, (k ) la sous-catégorie triangulée avec sommes infinies de SHaon (Gj)
engendrée par les objets de la forme SusT(ng(X f) ® Acet) avec p € N, 7 € N — {0}, X un k-schéma lisse, f €
I(X,0%) et A € &. Les objets de QUSHm(k) sont appelés les motifs quasi-unipotents de SHop (G ). Voici les cas
les plus importants : ~
— Lorsque M est la catégorie des spectres symétriques, on notera simplement QUSH(k) la sous-catégorie de
SH(Gj) ainsi définie.
— Lorsque M est la catégorie des complexes de groupes abéliens (resp. de A-modules pour un anneau A) on notera
QUDA (k) (resp. QUDA(k,A)) la sous catégorie de DA (G, @) (resp. DA(Gny, A)) ainsi définie.
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On note G(k) C Ob(QUSHy (k)) Uensemble des objets Sush.(QI™ (X, f) @ Aest) comme ci-dessus; ¢’est un systeme
de générateurs compacts de QUSHyy (k).

On note 7 : Spec(k) —— Gy le morphisme de schémas correspondant & I'élément inversible 7 de k = k(7). Voici
le résultat principal de ce chapitre.

SCHOLIE 1.3.26 — On suppose que k = l~c((7r)) est le corps des séries de Laurent en 7 a4 coefficients dans le
corps de caractéristique nulle k.
1- Le foncteur composé

(1.68) §: QUSH (k) > SHop (Gg) —— SHon(k) —2 RigSHoy (k)

est une équivalence de catégories. Soit R : RigSHy (k) —— QUSHy, (k) un quasi-inverse a §.

2- Considérons le diagramme de k-schémas : Spec(k) —— Spec(k°) — Spec(k). Notons q : Gyj, — Spec(k)
la projection structurale et 1 sa section unité. Alors, la composition de

qx >

(1.69) SHon (k) —£5 RigSHay (k) —2— QUSHgy (F) <> SHon (Gunj) —=— SHun ()

s’identifie au foncteur x = i*j,. De méme, la composition de

(1.70) SHan (k) 2, RigSH,, (k) —— QUSH,y (k) — SHyy(G ) —— SHyy (k)

s’identifie au foncteur « motif proche » W, associé & luniformisante © (voir [Ayo07b, Définition 3.5.6]).

Remarque 1.3.27 — Dans [Ayo07b| Chapitre III], nous avons considéré les foncteurs « motif proche » au-dessus
des schémas de type fini sur des traits géométriques, i.e., ceux obtenus comme anneaux locaux (pour la topologie de
Zariski ou celle de Nisnevich) en des points de codimension 1 dans des variétés algébriques normales. Dans I’appendice
[[-A] nous montrons que le formalisme des cycles proches motiviques fonctionne tout aussi bien au-dessus d’un anneau
de valuation discréte complet et d’égale caractéristique nulle.

Notons le corollaire amusant suivant.

COROLLAIRE 1.3.28 — Soient X un k-schéma lisse, f € T(X,0%) et r € N—{0}. Le motif M(Q9"(X, f)) de
QI™(X, f) (i.e., le T-spectre symétrique Sush(QI™ (X, f)@1 st) considéré comme un objet de la catégorie homotopique
stable des G -schémas) admet un dual fort dans SHon(Gnj,).

DEMONSTRATION En effet, I'image par § de cet objet coincide avec 'image de M(Q9°°(X, f)) = Sus(Q9°°(X, f) ®
1.st) par le foncteur monoidal Rig* (voir les notations [1.3.10). Par le lemme ci-dessous, les motifs des schémas
lisses sur un corps de caractéristique nulle admettent des duaux forts. Le résultat découle maintenant du fait que §
est une équivalence de catégories. C.Q.F.D.

LEMME 1.3.29 — Soit K un corps de caractéristique nulle. Soit M un objet de la sous-catégorie triangulée de
SHop (K) stable par facteurs directs engendrée par les motifs des K-schémas lisses ainsi que leurs twists de Tate. Alors
M admet un dual fort.

DEMONSTRATION Ce résultat est di a J. Riou (voir [Rio05]) et a été annoncé par V. Voevodsky. On donne ici une
preuve rapide reposant sur des résultats de [Ayo07a, [Ayo07b]. (En particulier, on renvoie le lecteur a [Ayo07b,
§4.5.1 et §4.5.2] pour la construction des opérations f*, fi. et fy, et & [Ayo0T7al Scholie 1.4.2] pour des informations
sur les opérations extraordinaires fy et f': voir aussi la section ci-dessous et notamment le paragraphe )

Par [Ayo07al, Proposition 2.2.27|, on sait que la sous-catégorie triangulée stable par facteurs directs engendrée
par les motifs de K-schémas lisses et leurs twists coincide avec la sous-catégorie triangulée stable par facteurs directs
engendrée par les f.1x(n) pour X un K-schéma projectif et lisse, f son morphisme structural et n € Z. Or, les objets
admettant des duaux forts forment une sous-catégorie triangulée stable par facteurs directs de SHoy (k). Il suffit donc
de montrer que si X est un K-schéma projectif et lisse de morphisme structural f, 'objet f,1x admet un dual fort.
11 suffira de construire un isomorphisme de foncteurs

Hom(fulx,—) ~ Hom(filx,1g) @ —.

10._ Il est possible de formuler ’équivalence de catégories § d’un maniére invariante, i.e., qui ne dépend pas du choix d’un isomorphisme
k ~ k(()), en utilisant [Ayo14b| Proposition 2.38 et Lemme 2.39]. On obtient ainsi une équivalence de catégories

QUSH,y, (T*) —— RigSHyy (k)

avec T* = Spec(k[kY /(kY)?2]) — o, lespace tangent épointé de Spec(k®) en son point fermé. On laisse les détails au lecteur intéressé.
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Comme f est projectif, on dispose d’un isomorphisme f; ~ f, par [Ayo07a, Théoréme 1.7.17]. On a la chaine
d’isomorphismes naturels en A € Ob(SHoy (K)) :

Hom(filx,A) ~ f.Hom(1x, f'A) ~ fiffA~ fiffix @ A~ f.f'lx ® A~ Hom(filx,1) ® A.
Ci-dessus, nous avons utilisé I'isomorphisme de projection f;f*A ~ f;1x ® A modulo Iidentification

Aift = FThTH Q) Th(Qp) f* = fof*
valable pour f lisse. Le lemme est démontré. C.Q.F.D.

Remarque 1.3.30 — La preuve du lemme [1.3.29] montre que pour tout schéma noethérien S, et tout morphisme
projectif et lisse f : X —— S, objet f,1x admet un dual fort dans SHoy (S) qui n’est autre que le motif M(X) = fylx

de X. Notons (suivant [Rio05]) SHgﬁrf(S) la sous-catégorie triangulée stable par facteurs directs engendrée par les
motifs des S-schémas projectifs et lisses, ainsi que leurs twists de Tate. Les objets de SHg}”f(S) sont donc fortement

dualisables. Réciproquement, on peut se demander si tout objet fortement dualisable de SHoy (S) est dans SH‘D’;rf(S).
Notons que ceci est vrai lorsque S est le spectre d’un corps de caractéristique nulle (ou le spectre d’un corps parfait
de caractéristique quelconque, sous réserve de pouvoir résoudre les singularités) et Ho(9t) compactement engendrée
par son objet unité 1. Le corollaire [I.3.28 nous semble amusant puisqu’il fournit des motifs fortement dualisables dans
SHon (Gumj) qui n’ont aucune raison apparente d’appartenir a SHg‘%rf(Gm,;). C’est & notre connaissance, les premiers
exemples de tels motifs.

Calculons I'image par § des générateurs de la catégorie triangulée QUSHyy (k). Soient X un k-schéma lisse,
fer(X,0%), re N—{0}, pe Net A€ &. Lobjet F(Sush(QI™(X, f) ® Acst)) est donné par

(1.71) Rig" 7" (Sush (QI™ (X, f) ® Acst)) = Rig™ (Sush(QI°(X, f) @ Acst)) =~ Sushan (Q2 (X, f) @ Acst).

D’autre part, 'immersion ouverte canonique Q" (X, f) < Q% (X, f) induit un morphisme de T"-spectres symé-
triques

(1.72) Sushu, (QT9(X, f) @ Acst) — Sushan (QU™(X, f) @ Acst).

Puisque Sush.. est un foncteur de Quillen & gauche, il préserve les équivalences B!-locales entre préfaisceaux projec-
tivement cofibrants. Le théoréme [1.3.11] entraine donc que (1.72)) est une équivalence B!-locale niveau par niveau. On
en déduit par composition avec (1.71]), un isomorphisme dans RigSHgy (k)

(1.73) Susl (Q1(X, f) © Acst) — Rig"n* (Sush(QI™ (X, f) ® Acst)).
En utilisant le théoréme [1.3.23] on obtient le lemme suivant.

LEMME 1.3.31 — Le foncteur § envoie le systeme de générateurs compacts G(k) de QUSHyy (k) (voir la définition
sur un systéeme de générateurs compacts de RigSHgy (k).

On est donc tenté d’appliquer le lemme suivant au foncteur §.

LEMME 1.3.32 — Soient T et T’ deuz catégories triangulées avec sommes infinies, compactement engendrées,
et G un systéme de générateurs compacts de T. Pour qu’un foncteur triangulé F : T —— T’ soit une équivalence de
catégories, il faut et il suffit que les conditions suivantes soient satisfaites :

(i) le foncteur F' commute aux sommes infinies,
(ii) Uensemble F(G) est un systéme de générateurs compacts de T',
(i1i) pour tout A, B € G et n € Z, ’homomorphisme homs (A, B[n]) — homg (F(A), F(B)[n]) est inversible.

DEMONSTRATION Les conditions (i) & (iii) sont clairement nécessaires. Montrons qu’elles sont suffisantes. Pour A € G,
on note T4 la sous-catégorie pleine de T formée des objets B tels que le morphisme

(1.74) homg (A, B[n]) — homg (F(A), F(B)[n])

est bijectif. Il est clair que T4 est une sous-catégorie triangulée. Elle contient G par (iii). Comme F' commute aux
sommes infinies (par (i)) et que A et F/(A) sont compacts (par (ii)) la sous-catégorie T4 est stable par sommes infinies.
On en déduit que T4 = T. En d’autres termes, pour tout A € G et B € Ob(7), 'homomorphisme ([1.74]) est inversible.

Etant donné B € Ob(T), on note TZ la sous-catégorie pleine de T formée des A rendant inversible pour tout
n € Z. C’est une sous-catégorie triangulée de T, contenant G et stable par sommes infinies (on utilise encore une fois
que F' commute aux sommes infinies). On en déduit que T2 = 7.
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Nous avons donc montré que le foncteur F' est pleinement fidéle. Ainsi, 'image essentielle F(T).ss de F (qui est
équivalente a T) s’identifie & une sous-catégorie triangulée de I’ stable par sommes infinies (puisque F' commute aux
sommes infinies). Comme F(G) engendre T’, on en déduit que F(T).ss = T’. Le lemme est prouvé. C.Q.F.D.

Il est clair que le foncteur § commute aux sommes infinies. Pour montrer que § est une équivalence de catégories,
il faut donc vérifier que les homomorphismes

(1.75) hOMS g (610 (SUSE (QL™ (X, ) © Acat), Sush(QI™ (Y. 9) ® Bear))

J

homgigs,, (k) (F(SusT(QI™ (X, f) ® Acst)), F(SusT(QI™ (Y, 9) ® Best)))

sont bijectifs pour (p,q) € N2, (r,s) € (N — {0})?, (A4, B) € €2, X et Y des k-schémas affines lisses, f € [(X, 0) et
g € T(Y,0%). On peut écrire Sush (—) = (Sush1.5;) @ Sush(—) (voir [Ayo07b} Corollaire 4.3.72]). L'objet Sush.1.¢ =
(Susi 1.6 )®P est inversible pour la structure monoidale sur SHop(—) (voir [Ayo07bl, Théoréme 4.3.38]). Etant donné
que § est un foncteur monoidal, on voit que 'on peut supposer p = 0 ou ¢ = 0 quitte & remplacer g par ¢ —p sip < q
et p par p — ¢ sinon. Supposons pour fixer les idées que ¢ = 0. L’inverse pour la structure monoidale de Susy 1. est
donné par Sus%(T)®P. Rappelons que T est Al-équivalent & A' ® 1.4 /(A! — 0) ® 1.4 Ainsi, quitte a remplacer Y par
des k-schémas du type Y x A’ x (A! —0)’ pour i+ j = p, on se raméne & considérer uniquement les homomorphismes

(1-76) homSHsm (Gmg) (SUS%(ng(X, f) ® Acst)> Sus%(ng (Y, 9) ® Bcst))

|

homgigs,, (k) (F(SusT(QI™(X, f) ® Acst)), F(Sus(QI™(Y, g) © Best)))-

Dans la suite, et lorsque cela n’induit pas de confusion, on omettra de noter le foncteur Sus%(—).

LEMME 1.3.33 — Pour montrer la premiére partie de la scholie i.e., que § est une équivalence de
catégories, il suffit de montrer que (1.76) est un isomorphisme dans le cas ot s divise r.

DEMONSTRATION Soit d un entier non nul. Considérons le Gy, ;-schéma Q97" (X[U,U~1],U" f). Ce schéma est donné

par :

X[T, 71, U,U1, V] B X[T,T-1,U,U1,V,W] _ X[, v, v W] ~ QI™(X, [V, Vfl]

Vi —UTf)  Wr—TfVIi-WU) (W —Tf)
Ainsi, dans les catégories homotopiques, Q9™ (X, f) ® Acst est un facteur direct de Q' (X[U, U, U"f) @ Acer. Il
suffit alors de prendre d = s pour conclure. C.Q.F.D.

L’intérét du lemme [1.3.33| vient de la proposition suivante.

PROPOSITION 1.3.34 — C(Considérons le diagramme commutatif de k-schémas

QIM(X, f) ———— QI(X, f) ———— X

J J |

Gung = Spec(k[T, T~1]) —— AL = Spec(k[T]) o0 = Spec(k)

avec QI™(X, f) = X[T,V]/(V" — fT). C’est un diagramme & carrés cartésiens a nil-immersions prés. Si s divise r,
la composition de

(177) hOInSHgm(Gm]-C (ng(X7 f) ® csty ng(K g) ® Bcst)
(1)
homgy,, (o (x,£)) (Aest, [QI™ (Y, 9) XGpy QI (X, f)] @ Best)

b

homgyy, (x) (Aest, 73« ([QI™ (Y, 9) X6,y QI (X, )] ® Best))

est tnversible.
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DEMONSTRATION L’isomorphisme (1) de (|1.77)) s’obtient via I’adjonction (pry, pr*) ou pr est la projection de Q9™ (X, f)
sur Gpz. Il faut montrer que ’homomorphisme (2) de (1.77) est inversible.
Notons d l'entier tel que r = sd. Le k-schéma Q{" (X, f) Xg,,; QI™(Y,g) est égal a

X<z YII,TLV,W] X x Y[V,V-L W, W1

(Vs — fT,Ws — gT) (gVids — fWs)
~ (X x¢ YIRI/(R® - J;)) V.V WV RW) = (X <3 YIRI/(R® - §>) Vv

On note Z le k-schéma X x; Y[R]/(R? — (f/g)) et h la classe de R. On dispose d'un morphisme lisse évident
p% : Z — X. Modulo les identifications Q4™ (X, f) x¢,,, QI™(Y,g9) = Z[V, V'] et QI™(X, f) = X[T, T, V]/(VP—
fT) = X[V,V~!], la projection sur le premier facteur de Q4" (X, f) xg,,, Q4™ (Y, g) est simplement

Z xid
Z[v, v X X[V, V1.
On a un diagramme cartésien de k-schémas
2V, V- —s ZlV] e—— 2
X[V, V)~ X[V] e — X

ot les fleches verticales sont toutes déduites de p%. En particulier, elles sont lisses. Modulo les identifications précé-
dentes, ’homomorphisme (2) de (1.77) s’écrit

(178) homSHm(X[V,Vfl])(Acsta Z[V7 Vﬁl] ® Bcst) E— homSHmz(X) (Acsta Z*]*(Z[V, Vﬁl] ® Bcst))-

Considérons le diagramme de X-schémas

L’adjonction (¢*, g«) fournit un isomorphisme

(1.79) homg gy, (x) (Aest, 4= (Z[V, V™! @ Beg)) =~ homgy,, (x(v,v 1)) (Aest, Z[V, V1 ® Best).
En composant et (1.79), on obtient un homomorphisme

(1.80) homgg,, (x)(Aest, ¢ (Z[V, V_l] ® Best)) — homgp,, (x)(Aest, 175« (Z]V, V_l] ® Best))-

Le lecteur vérifiera immédiatement que cet homomorphisme est induit par la composition des transformations naturelles
Qs =2 Pifs — Pslsl™jx — 1774. Or, cette tranformation naturelle composée est inversible lorsqu’on ’applique a ¢*,
et en particulier & I'objet ¢*(Z ® Begt) = Z[V,V ™1 ® Best € Ob(SHygy (X [V, V~1])). Pour une preuve de cela, le lecteur
peut consulter la fin de la démonstration du [Ayo07b], Lemme 3.4.10]. C.Q.F.D.

Remarque 1.3.35 — La proposition[I.3.34]reste vraie sans ’hypothése que s divise r. Ceci est une conséquence de la
scholie |1.3.26] (modulo les théorémes |1.3.37| et |1.3.38| ci-dessous). Pour s’en convaincre, il suffit d’utiliser le diagramme
commutatif (1.102)). Toutefois, nous n’avons pas réussi a fournir un argument direct dans le cas général.

La proposition fournit une description du premier membre de qui fait apparaitre le systéme de
spécialisation x (voir [Ayo07b], Exemple 3.1.4]). On voudrait une description analogue du second membre de (|1.76)).
Pour cela, nous aurons besoin d’une construction qui, & premiére vue, paraitra peu naturelle.

Soit 2 : SmAfnd/k —— Sch/k° le foncteur qui & un k-affinoide lisse X associe le k°-schéma affine Spec(I'(X, 0°));
voir la notation pour la définition du faisceau ¢°. Si X = Spm(A), alors 2(X) = Spec(A°) avec A° = {f €
A;|floo < 1} voir la remarque pour la définition de la norme infinie.

On considérera 2 comme un diagramme de schémas (au sens de [AyoO7al Définition 2.4.4]) et on utilisera les
notations de la section 2.4 de loc. cit. Bien entendu les schémas 2(X) ne sont pas de type fini. Toutefois, ils sont
normaux, topologiquement de présentation finie et donc noethériens (puisque la valuation de k est discréte).
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On note également %, : SmAfnd/k —— Sch/k le foncteur qui & un k-affinoide X associe Spec(I'(X, 0)) et Z, :

- L o I'X,0°)
SmAfnd/k —— Sch/k celui qui & X associe X = Spec (W

DiaSch des diagrammes de schémas & carrés cartésiens (& nil-immersions prés)

). On a ainsi un diagramme dans la catégorie

(1.81) 9~ 9 g,

Etant donné X € Ob(SmAfnd/k), on note ux : 2(X) — Spec(k®) le morphisme structural du k°-schéma #(X);
c’est aussi la composition de u avec I'inclusion évidente Z(X) — 2. Les morphismes (ux ), : Z,(X) — Spec(k) et

(ux)o : D,(X) — Spec(k) sont alors définis par changement de base, comme d’habitude.
Rappelons (voir le début de [Ayo07b| §4.5.1]) que Sm/Z est la catégorie des couples (Y, X) avec X un k-affinoide
lisse et Y un Z(X)-schéma lisse. On dispose d’un foncteur diagonal évident

(1.82) diag : SmAfnd/k — Sm/2

qui & un k-affinoide lisse X = Spm(A) associe le couple (Spec(A), X). En composant avec les foncteurs
—Xg Py :Sm/P — Sm/ P, et — X995 :Sm/9 — Sm/D,,

on obtient deux autres foncteurs diagonaux

(1.83) diag, : SmAfnd/k — Sm/%), et diag, : SmAfnd/k — Sm/2,.

Les foncteurs (1.82)) et (1.83)) induisent par composition & gauche des foncteurs

(1.84) diag” : PreShv(Sm/2,9M) — PreShv(SmAfnd/k, M),
(1.85) diag, : PreShv(Sm/%,,9) — PreShv(SmAfnd/k, M),
(1.86) diag), : PreShv(Sm/%,, M) — PreShv(SmAfnd/k, ).

On fera attention que, contrairement aux notations choisies, diag™, diag; et diag) sont des foncteurs « image directe »
de préfaisceaux suivant (1.82)) et (1.83]). En particulier, ils préservent les équivalences faibles de préfaisceaux ainsi que
les fibrations projectives.

LEMME 1.3.36 — 1- Soit K un préfaisceau sur Sm/k & valeurs dans une catégorie cocompléte. Notons r :
SmAfnd/k — SmRig/k linclusion évidente. Il existe un isomorphisme naturel

(1.87) diag;uy K — r,Rig"K.

2- Soit L un préfaisceau sur SmAf/k° & valeurs dans une catégorie cocompléte. On note a : SmAf/k° — Sm/k°
Vinclusion évidente et cpl, : SmAf/k® —— SmAfnd/k le foncteur qui a X associe (X (7)), Il eziste un isomorphisme
naturel

(1.88) diag™u*a*L — cpl; L.

DEMONSTRATION 1- Soit X = Spm(A) un k-affinoide lisse. La restriction du préfaisceau u; K a Sm/%,(X) est I'image
inverse de K suivant le prémorphisme de sites (munis des topologies grossiéres) Sm/%,(X) — Sm/k induit par la
projection (ux),. Il vient que

(1.89) [diag,u; K](X) = [(ux); K](Z,(X)) K(U).

= Colim
Spec(A)—UeOb(Spec(A)\(Sm/k))
D’autre part, [r.Rig"K](X) = [Rig*K](X) est donné par la colimite

(1.90) K(U).

Colim
Spm(A)—Ua» € Spm(A)\(Sm/k)

L’identification entre (1.89) et (1.90) découle alors de la bijection hom(Spec(A),U) ~ hom(Spm(A),U?") (voir la
proposition |1.1.21]).
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2- Soit X = Spm(A) un k-affinoide lisse. La restriction du préfaisceau u*a*L & Sm/2(X) est I'image inverse de
a*L suivant le prémorphisme de sites (munis des topologies grossiéres) Sm/2(X) — Sm/k° induit par la projection
ux. Il vient que

1.91 diag"u*a* L] (X) = *a*L)(2(X)) = I L(U).
(1.91) [diag"ua” LY(X) = [(ux) " LUP (X)) = o trco i oy smat ke AU

D’autre part, [cpl; L](X) est donné par la colimite

(1.92) Colim K(U).
Spm(A)—(U//n),€O0b(Spm(A)\(SmAf/k°))

L’identification entre (1.91)) et (1.92)) découle alors des bijections naturelles
hom(Spec(A°),U) =~ hom(Spf(A°),U/w) ~ hom(Spm(A), (U/m),).

La premiére bijection provient de la propriété universelle de la complétion d’une k°-algébre. La seconde bijection
découle du fait qu'un morphisme de k-algébres affinoides est contractant lorsque le but est muni de sa norme infinie
(et que la source est munie d’une norme résiduelle). C.Q.F.D.

On dispose d’un isomorphisme de préfaisceaux d’ensembles By, ~ diag”A?, correspondant, pour un k-affinoide lisse
Spm(A), a 'identification
hom(Spm(A),B}) = A° = hom(Spec(A°), A}.).

Cet isomorphisme identifie le sous-préfaisceau 9B}, C B}, a diag™(A! — 0)%. On en déduit un isomorphisme de préfais-
ceaux a valeurs dans 91 : .
A_Oj & ]lcst )

(Al - 0).@ ® ]lcst

Allgo & ]lcst
(L —0) & Loy
faibles de préfaisceaux, on obtient une équivalence faible de préfaisceaux diag*Ty —— IB%}C ® Lest/ GIB%}C ® Leg. De
plus, diag*Ty est projectivement cofibrant puisqu’il est isomorphe & cpl;‘;T,go (ott T’ est le modéle cofibrant de Al ®
Lese/ (AL — 07) @ 1.5, dans PreShv(SmAf/Z, M) que 'on a fixé au début du paragraphe ; on rappelle aussi que
T = a*T"). En particulier, on a clairement r*diag* Ty =~ r*cpl, T' o~ T,

On munit la catégorie PreShv(SmAfnd/k, M) de sa structure projective Bl-locale obtenue par localisation de
Bousfield de la structure projective Nis-locale suivant la classe des morphismes B}, ® A — U ® A avec U un k-
affinoide lisse et A € Ob(M). Comme diag*T est cofibrant, on peut munir Spectgiag*T(PreShv(SmAfnd/k:,SD”())
d’une structure de modéles projective B'-locale stable. La catégorie homotopique de cette catégorie de modéles est
équivalente & RigSHyy (k). En effet, on a une suite d’équivalences de Quillen a gauche

Bllg X ]lcst
a}R’]% ® ]lcst

~ diag” (

Cet isomorphisme n’est autre que ([1.88) dans le cas L = . Comme diag™ préserve les équivalences

(1.93) Spect .- (PreShv(SmAfnd/k, 9))

|+

SpectZ. (PreShv(SmRig/k, 9))
JT@W
Spect7..(PreShv(SmRig/k, M)).
On dispose d’un foncteur entre catégories de spectres
(1.94) diag* : Spect’ (PreShv(Sm/2,M)) — Spectdziag*T(PreShv(SmAfnd/l@im)).

Ce foncteur préserve clairement les équivalences faibles entre préfaisceaux niveau par niveau. Etant donné que les
équivalences Al-locales stables entre objets stablement Al-fibrants sont des équivalences faibles de préfaisceaux niveau
par niveau, on déduit 'existence d’un foncteur dérivé a droite (voir [Ayo07b], Proposition 4.1.22])

Rdiag” : SHon(2) ~ Hopi_.; (spectE(PreShv(sm/.@, E)ﬁ))) — 5 Ho (Spectdziag*T(PreShv(SmAfnd/k, sm))) .

On peut maintenant énoncer le théoréme suivant.

THEOREME 1.3.37 — L’image de la composition de

Tal Rdiag™

(1.95) SHop (k) — SHon (Z,)) ——2 SHy(2) ~——5 Ho (Spectiag*T(PreShv(SmAfnd/k:, zm)))
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est contenue dans la sous-catégorie des objets stablement B'-locaux.

La sous-catégorie pleine des objets stablement B'-locaux de
Ho (Spectgiag*T(PreShv(SmAfnd/k, 93?)))

est canoniquement équivalente & RigSH,y (k) via la suite d’équivalences de Quillen (|1.93)). Le théoréme fournit
donc un foncteur £ : SHon (k) — RigSHyy (k).

Soit E = (E,)nen € Ob (Spect?(PreShv(Sm/k‘,ﬂﬁ))) un T-spectre symétrique projectivement cofibrant. Par le
lemme [1.3.36] on a un isomorphisme r,Rig*E ~ diag;u;E de r, 7" = diag:‘]T@”-SpectreS symétriques. En utilisant
le morphisme évident diag*Ty — diag:‘,T 2,, on peut considérer r,Rig"E ~ diagf]u,*IE comme un isomorphisme de
diag*Ty»-spectres symétriques. D’autre part, on a un morphisme de T-spectres symétriques dans SHyy (2)

Rj.uy E — RiLi"Rjag E.
On peut alors considérer la composition de

(1.96) r.Rig"E ~ diag,u; E — Rdiag"Rj.u;E — Rdiag*Ri.Li"Rj.u E.

Cest une floche de Ho (Spectdziag*T(PreShv(SmAfnd/k, sm))).
THEOREME 1.3.38 — Pour tout T-spectre symétrique projectivement cofibrant E, la composition de (1.96]) est
une équivalence B'-locale stable.

Remarque 1.3.39 — Le dernier membre de (1.96]) est stablement B!-local par le théoréme Ainsi, le théoréme
1.3.38affirme que (1.96)) fournit un remplacement stablement B!-local de Rig*E. On en déduit un isomorphisme naturel

6 : Rig*E —— £E dans RigSHyy (k). Ceci montre que le foncteur Rig* est canoniquement isomorphe & £.

La preuve du théoréme sera donnée dans ce paragraphe. La preuve du théoréme |1.3.38| nécessite malheu-
reusement beaucoup plus de préliminaires et ne sera donnée qu’a la fin de la section Montrons d’abord comment
démontrer la scholie en admettant les théorémes et 338

DEMONSTRATION DE LA SCHOLIE [1.3.26] On divise la preuve en plusieurs étapes. Dans la premiére, on montre que
§ est une équivalence de catégories.

Etape 1 : Rappelons que pour montrer que § est une équivalence de catégories il restait & voir que les homomorphismes
(1.76)) étaient inversibles pour s divisant r (voir le lemme .

Soit SusT(QI™(Y,g) ® Best) — E = (B, )nen une cofibration projective stablement Al-triviale avec E stable-
ment Al-fibrant dans Specty(PreShv(Sm/G,z,M)). Soit Rig"m*E —— F = (F,),ey une cofibration projective
stablement B'-triviale avec F stablement B'-fibrant dans Spect7.. (PreShv(SmRig/k,M)). La flache (T.76) s’obtient
en appliquant my(A, —) a la composition de

(1.97) Eo(QI™(X, f)) — Rig"m"Eo(Q7" (X, f)) — Fo(Q7"(X, f)).

11 suffit donc de montrer que la composition de (1.97) est une équivalence faible (dans 90t). Etant donné que F est
B!-fibrant, la fleche

(1.98) Fo(Qr"(X, ) = Fo(Q(X, f))

est une équivalence faible par le théoréme Il suffira donc de prouver que la composition de
(1.99) Eo(QI™(X, f)) — Rig'n"Eo(Q7" (X, f)) — Fo(Q" (X, f)) — Fo(Qr(X, f))
est une équivalence faible. En utilisant le carré commutatif évident

ng*ﬂ'*Eo(an(X, f)) — FO(an(Xv f))

| |

Rig"m*Eo(Q;" (X, f)) —— Fo(Q1(X,, f)),
on est ramené & considérer la composition de

(1.100) Eo(QI™ (X, f)) — Rig"m"BEo(Q" (X, f)) — Rig"n"Eo(Q]"(X, f)) — Fo(Q1(X, f)).
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Par les théorémes et [1.3.38] la derniére fleche dans ([1.100) est isomorphe dans Ho(9) & la composition de

(1.101) Rig*W*EO(Q:ig(Xa 1)) ~ (ung(X f)) T Eo( n(Q:ig(Xa )

|

[Ri(ugro x,0)3mE| (2(Q59(X, £)))

|

{Rz’*Li*Rj*(uqu(Xf)) m E] (2(Qr (X, 1)).

. I'(X, °© _
Le schéma 2(Q79(X, f)) est le spectre de la k°-algebre (¢ (Vﬁr)igk k) v }//( ). On le notera D, (X, f). On pose

aussi D, (X, f) = 2,(Q"9(X, f)) = D,(X, f)[1/7]. On vérifie immédiatement que Z,(Q"9(X, f)) = X. On a un carré
commutatif a carrés cartésiens
f

QI (X, f) = QUM(X. f) —— X.

La fléche ¢ du milieu correspond donc au spectre du morphisme de complétion en I'idéal de 'immersion i. Par le
corollaire on sait que le 2-morphisme canonique i*j. = c;i*j. — i*j.c; est inversible. (Bien entendu, ¢, est
l'identité de X.) Le diagramme

(1.102) Eo(Q{™(X, f)) — > Rig"m*Eo(Q;" (X, f)) —— Rig"m"Eo(Q;(X,, f))
8 \( o)y Eo(Dr(X, £)

J

(LR (B)p,.(x,5))] o (X)

[Li* Ry () g (x.)) ] o (X)

est clairement commutatif. (Ci-dessus, (E)j; désigne I'image inverse de E par f — Gp,z.) Or, la fleche (1) dans le
diagramme est une équivalence faible. En effet, d’apreés la proposition elle induit un isomorphisme aprés
application de (A, —) pour tout A € €. Ceci permet de conclure.

FEtape 2 : On passe a la seconde partie de la scholie Rappelons que SmAf/ k désigne la sous-catégorie pleine
de Sm/k formée des schémas affines. On note 2 : SmAf/k — Sm/k° le diagramme de k°-schémas qui a X associe
Q*°"(X). On pose alors 2, = 2x ok et 2, = DX ok. On dispose également d’un foncteur q : SmAf/k —— SmAfnd/k
qui & un k-schéma affine et lisse X associe le k-affinoide Q" (X). On a alors un diagramme commutatif dans DiaSch
a carrés cartésiens (& nil-immersions prés)

J i

Dyoq Poq D,

: { L
B

<.

Par le corollaire on déduit un 2-isomorphisme 1 ]* ~ j* Par le théoréme de changement de base par un
morphisme lisse, on a également un 2-isomorphisme v%i*j. ~ i*j,b}. On déduit que le 2-morphisme canonique

053" j, — ¥ jw

est inversible.
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Appelons A : SmAf/l} — Sm/2, le foncteur diagonal qui & un k-schéma affine X associe (X, X). On note A*,
le foncteur qui & un préfaisceau sur Sm/2, associe sa composition & gauche avec A. On obtient alors, pour E dans
Spect?(PreShv(Sm/k, ), des isomorphismes naturels dans la catégorie homotopique

X(E) = Li*Rj.(E)

12

RA*v:Li*Rj, (E)

12

RA*Li*Rj, L} (E)

1

Rq*Rdiag, Li*Rj.Lu; (E)
~ Rq*Rdiag™Ri,Li*Rj.Lu’(E) = Rq"£(E).

(Ci-dessus, q* est le foncteur de composition & gauche avec q.) Par les théorémes [1.3.37] et [1.3.38] le spectre £(E) est
canoniquement isomorphe a Rig“E € RigSHgy (k) (voir la remarque [1.3.39)). Pour conclure, il suffit donc de montrer

que Rg* coincide avec le foncteur g, modulo 'équivalence de catégories QUSHy (k) ~ RigSHyy (k). Il faut donc
exhiber un isomorphisme entre les compositions de

QUSH,, (k) 2™, RigSHyy (k) s SHon(k) et QUSHgy (k) —“s SHon(k).
Soit E un T-spectre symétrique projectivement cofibrant et stablement B!-fibrant de Spect?(PreShv(Sm/G,, i)

qui appartient a QUSHfm(I;). Soit Rig*m*E — F une cofibration stablement B!-triviale avec F un T®"-spectre
symeétrique stablement B'-fibrant. Pour X un k-schéma affine, on considére la composition de

E,(Q*"(X)) — Rig"m E,(Q"" (X)) — Fn(Q"(X)) — Fo(Q"(X)).

Ces fléches, s’organisent en un morphisme de T-spectres symétriques g.E —— ¢*F. On obtient ainsi une transforma-
tion naturelle

Rg. — Rq*Rig"n*.
I1 reste & montrer que cette transformation naturelle est inversible. Pour cela , on lui applique la famille conservative
des foncteurs homSHm(k)(Sus?p(X ® Acst), —) pour X € Ob(Sm/k), p € Net A € €. On retrouve alors 'application

homgg, (G, ) (Sust (QI"™(X) @ Acat), E)

|

homRiESHm (k) (g(SuSI% (QI™(X) ® Acst)), F)

|

hompigs,, (k) ((SusTan (Q"9(X) @ Acar)), F).

Le résultat découle maintenant du fait que § est une équivalence de catégories et du théoréme [I.3.11]

Etape 8 : 1l nous reste a traiter la composition de (1.70). Rappelons briévement la construction du foncteur W,.
On dispose d'un diagramme de G,z-schémas lisses % indexé par A x N* (ot A est la catégorie des ensembles
ordonnés n = {0 < --- < n}, pour n € N, et N* est 'ensemble des entiers non nuls ordonné par l'opposée de
la relation de divisibilité). Pour la définition précise de %, on renvoie le lecteur & [Ayo07b] Définition 3.5.3]. Pour
(n,7) € Ob(A x N¥) le Gy, j-schéma Z(n,r) est donné par

Pri (=)"

Gm,; XE (Gmlg)n Gmfc GHIE'

C’est donc le Gpj-schéma Q7™ (Gn7,1). On note (6%, paxn=) la projection de # sur Gmj, et (07 paxnx) son
changement de base suivant 7 : Spec(k) — Gpnj.

Etant donné un T-spectre symétrique E € Ob(Spect? (PreShv(Sm/k, 9))), on a par définition (voir [Ayo07b),
Définition 3.5.6])

U~ (E) L(paxw )sLi*RjR(07).(07) (Paxn< ) E

~ L(paxn< )iLi*Ri[(R(0Z).1) @ (paxnx ) E].

L’isomorphisme dans (T.103)), provient du fait que les objets Susy((Z(n,r) xg
(par le lemme [1.3.29)).

(1.103)

k) ® 1.5) sont fortement dualisables

mj
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On peut voir [(R(6%),1) ® (paxn~)*E] comme un objet de SpectZ(PreShv(Sm/k, M) avec 9 = HOM((A x
N*)oP 991). D’aprés la seconde étape de la preuve, on déduit des isomorphismes naturels

w100 U (B) =~ L(paxn<)iReRRig*(R(OZ).1) @ (paxnx ) E]
1.104
~ L(paxn=):Ra. (RRig"(R(67).1)) ® (RRig* (paxnx)*E)) .

Par le corollaire [I.A.4] on a un isomorphisme 7*(R(6%),1) ~ R(6%),1. Comme R est un quasi-inverse a Rig*7*, on
déduit un isomorphisme
RRig* (R(6Z).1) ~ R(67).1.

On a donc des isomorphismes naturels

( : U (E) ~ L(paxn<)iRa: (R(67).1) ® (RRig* (paxnx) E))
1.105
~ L(paxn<)iRa. (R(0%).1) @ (paxnx)*RRig*E)) .

Pour conclure, il reste a construire un isomorphisme entre 1* : QUSHyy (k) — SHoy (k) et le foncteur

U (=) = (paxnx )i ((07):1) ® (Paxn<)*(—)) : QUSHy (k) — SHap(k).

(Remarquons en passant que W7 est isomorphe a la restriction de Wiq : SHoy(Gnz) —— SHan(k) a la sous-catégorie

QUSH,; (k).) En utilisant le 2-morphisme g, — ¢.1.1* ~ 1*, on déduit un 2-morphisme
(1.106) U — (P )i 1™ (((07)41) @ (Paxn )" (=) —= (Paxw )t (17(07).1) ® (pan)*17(=)) -
On forme le carré cartésien de diagrammes de schémas

H ———R

(OévaxNX )JV |

Spec(k) — Gumj-

Le morphisme de changement de base nous donne alors une fléche 1*(#%),1 —— a, 1. D’autre part, on vérifie facile-

ment que les morphismes ~
(1,...,1) : Spec(k) — GmZH ~ Z(n,r)

fournissent un morphisme de A x N*-diagrammes de k-schémas
uw: (Spec(k), A x N*) — (%1, A x N¥).

On obtient alors une fleche a, T — a,u,u*1 ~ 1 et donc en fin de compte une fleche 1* (0‘%)*]1 —— 1. En composant
avec (|1.106]), on obtient la transformation naturelle

(1.107) o U — (paxnx )i (Paxnx) 17(—)) = 17

On montrera que o est inversible dans une quatriéme étape.

Etape 4 : Montrons d’abord que o est inversible lorsqu’on I’applique & ¢*. Le morphisme d’unité 1 — (6%),1, induit
une transformation naturelle

qx = (prNX )ﬁQ*(prNX )* E— (prNx)nq*(((Hg)*]l) b (pA><N>< )*(_))

Il est clair que le morphisme 1 —— 1*(6%),1 est une section au morphisme 1*(#%),1 —— 1 qu’on a utilisé pour

construire ¢. Ainsi, la composition de

g — W T, 1*

est le morphisme évident ¢, —— 1*. Ceci montre que la composition de
id — goq" — ¥¢* — 1%¢" ~id

est l'identité du foncteur identité. Le résultat découle alors du fait que la composition de id — ¢.q* —— VP%g* est
inversible (voir [Ayo07bl Lemme 3.5.10]).
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Passons au cas général. Soit 7 € N* et notons e, : G — Gy,j, I'élévation a la puissance r. On dispose d'un
isomorphisme de diagrammes de G, -schémas entre

(e 0 0% pasnx): B — Gy, oy Gmj, et Z o (ida x m,)

avec m, : N* — N* la multiplication par r. Par [Ayo07b| Proposition 3.5.9], on dispose d’un isomorphisme ¥4%oe’ ~
Y%, On vérifie facilement que le carré

(1.108) Pav —=— P o e
1* 1~ 1%

r

est commutatif.

Il est maintenant aisé de montrer que est inversible. Il suffit en effet d’évaluer sur les générateurs de
QUSHEm(l;). Soit E = Sush(Q4™(X, f) ® Acst). Par le carré commutatif (1.108), on peut remplacer E par e;E =
Sust (QI™(X[W]/(WT™ — f)) ® Acst). Cet objet est égal & ¢*Sush.(X[W]/(W" — f)) ® Acst). Or, on a montré que og*
est inversible. D’ou le résultat. C.Q.F.D.

Dans le reste de ce paragraphe, on se propose de montrer le théoréme Pour cela, nous aurons besoin d’un
critére de Nis-localité en géométrie rigide. Si X est une k-variété rigide, on note Et* /X la sous-catégorie pleine des
X-variétés rigides étales qui sont affinoides (en tant que k-variétés rigides). De méme, si X est un k°-schéma formel,
on note Et* /X la sous-catégorie pleine des X-schémas formels étales et affines sur k°.

LEMME 1.3.40 — Soit X un k-affinoide et soit F' un préfaisceau sur Etaf/X a valeurs dans 9. Pour que F soit
Nis-local, il suffit que la propriété (P) ci-dessous soit satisfaite pour tout U € Ob(Etaf/X), et tout modeéle U € Mdl(U)
essentiel et projectif sur Spf(I'(U, 0°)).

(P) : Le morphisme évident F(U) — RUnis(U, Fy() est une équivalence faible.

Ci-dessus, Fjy est I"image directe de F' suivant le prémorphisme de sites (Et* /X, Nis) — (Et* /U, Nis) donné par
le foncteur « fibre générique ».

DEMONSTRATION On pose Xy = Spf(I'(X, £°)). On note M la catégorie dont les objets sont les Xy-schémas formels
essentiels U tels que U, est étale sur X. On munit M de la topologie de Nisnevich (sur les schémas formels). On dispose
d’un foncteur o : M — Et1°/X qui & U associe U,. Ce foncteur est continu et induit un prémorphisme de sites

a: (Et1°/ X, Nis) — (M, Nis).

Remarquons que « est en fait un morphisme de sites. En effet, M posséde les limites projectives finies. Elles sont
obtenues en prenant le schéma formel essentiel associé & la limite projective calculée dans la catégorie des Xg-schémas
formels. De plus « envoie ces limites projectives finies sur des limites projectives finies de X-variétés rigides étales.
Etant donné un préfaisceau H sur M on montre facilement qu’on a

1.109 o*H](U) = Colim H(U

(1.109) 0" HI(U) = Solim, H(U)

avec, rappelons-le, Mdl.s(U) la catégorie cofiltrante des modeéles essentiels de U. En particulier, on voit que le mor-
phisme de counité a*a, — id est inversible.

Soit G un préfaisceau sur Et1°/X a valeurs dans 9. On choisit une cofibration projective Nis-triviale .G — H
avec H projectivement Nis-fibrant. Considérons alors le morphisme

(1.110) G~ao*a,G — o"H.

On a les propriétés suivantes :
(i) le morphisme ([1.110) est une équivalence Nis-locale,
(ii) «*H est projectivement Nis-fibrant.

Le point (i) découle du fait que o* est un foncteur de Quillen & gauche pour les structures Nis-locales. Il préserve
donc les cofibrations projectives Nis-triviales. Montrons (ii). Par (1.109) est la stabilité des objets fibrants de 9t par
colimites filtrantes, on sait que a* H est projectivement fibrant. Il reste & voir qu’il est Nis-local. Soit U une X-variété
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étale quasi-compacte et U un modéle formel de U (au-dessus de Xg). Etant donné un préfaisceau f sur Et%/X (resp.
M) on note f)y sa restriction a Et/U. De la formule (1.109), on déduit immédiatement

1.111 *H)y = li ") Hy
(1.111) (0 Hu = | Colm = (WY, Hy

avec (U'/U), le foncteur image directe induit par le morphisme de k°-schémas formels U’ —— U. Etant donné que
les images directes, préservent les objets projectivement Nis-fibrants, on déduit que (W /U).Hy est projectivement
Nis-fibrant. Il vient que (a*H )y est Nis-fibrant, puisque la classe des préfaisceaux projectivement Nis-fibrants est
stable par colimites filtrantes. En particulier, (a* H)y vérifie la propriété de Brown-Gersten. Ceci étant vrai pour tout
U € Ob(Et%/X) et tout modéle essentiel U de U, il s’ensuit que a* H vérifie la propriété de Brown-Gersten (pour les
carrés Nisnevich de variétés rigides). Le préfaisceau a*H est donc Nis-fibrant par le corollaire

On applique la discussion précédente & G = a*F avec a : (Et4°/X,Nis) — (Et* /X, Nis) 'équivalence de sites
donnée par l'inclusion évidente. On a un morphisme évident f : ' —— a,a*H. Par (ii) ci-dessus, il suffira de montrer
que f est une équivalence faible de préfaisceaux. Par (1.109)), on est ramené & montrer que le morphisme

F(U) — Colim H(U)
UeMdl., (U)

est une équivalence faible pour tout U = Spm(A) € Ob(Et™/X). On peut méme se restreindre aux U qui sont dans
la sous-catégorie cofiltrante Mdl.,(U) C Mdl.s(U) formée des modéles projectifs sur Spf(T'(U, 0°)). Par construction,
Hjy est un remplacement projectivement Nis-fibrant de G|y, On a donc un isomorphisme RT'nis(U, Fjy) ~ H(U) dans
Ho(9M). Par la propriété (P), on déduit que pour tout U € MdL,,(U), la fleche F(U) — H(U) est une équivalence
faible. Le résultat découle alors de la stabilité des équivalences faibles de 9 par colimites filtrantes. C.Q.F.D.

Voici une formulation plus détaillée du théoréme
THEOREME 1.3.41 — Soit E un objet projectivement cofibrant de Specty(PreShv(Sm/k)). Le diag*T-spectre
symétrique F = Rdiag”*Ri, Le*Rj.up E vérifie les propriétés suivantes (avec p e N) :
(i) F, est projectivement Nis-fibrant en tant qu’objet de PreShv(SmAfnd/k, ),
(ii) le morphisme F,, — hom(B},F,,) est une équivalence faible de préfaisceaux,

11) Uadjoint du morphisme d’assemblage F,, —— Hom(diag*T,F,1) est une équivalence faible de préfaisceauz.
P P+

DEMONSTRATION On divise la preuve en trois parties. On démontre successivement les propriétés (i), (iii) et (ii).

FEtape 1 : Par construction, le diag*T-spectre F est projectivement fibrant niveau par niveau. Ainsi, pour montrer que
F, est Nis-fibrant, il reste a voir qu’il est Nis-local. Par le lemme il suffit de montrer que le morphisme

(1.112) F,(X) — RInis(X, (Fp)x)

est une équivalence faible pour tout k-affinoide lisse X = Spm(A) et tout modéle essentiel X € Mdl.;(X) projectif sur
Spf(A°). Il existe un Spec(A°)-schéma projectif e : P —— Spec(A°) tel que X est la complétion formelle de P en sa
fibre spéciale.

Notons comme avant Et* /P la catégorie des P-schémas étales affines sur k°. La complétion formelle induit un
foncteur Et* /P —— Et™ /X qui est clairement continu. On note ¢p : (Et* /X, Nis) —— (Et* /P, Nis) le morphisme de
sites ainsi obtenu. Via I’équivalence de catégories Bt /X ~ Bt /X, ce morphisme de sites correspond au morphisme
de sites Bt /P, — Bt /P induit par 'immersion fermée P, < P. On en déduit que (cp). préserve les équivalences
Nis-locales entre les ty-faisceaux. (Rappelons qu’un préfaisceau t sur Et* /X est dit un tg-faisceau si 1(0) ~ #; voir le
début de [Ayo07b|, §4.5.3].) Pour une preuve de cela, le lecteur trouvera tous les ingrédients nécessaires dans la preuve
de la proposition ci-dessous. Puisque F, () est contractile, on est ainsi ramené a montrer que la composition de

(1.113) Fp(X) — T(X, (Fp)jx) = T(P, (cp)+((Fp)jx)) — RInis(P (cp)«((Fp)ix))
est une équivalence faible. Pour cela, on va d’abord construire un isomorphisme

(1.114) ([RiLi" Ry (3 Elp) jgar p = (€P)(Fp) )

avec f: P —— Spec(k°®) la projection structurale.

On note § : Et*/P —— SmAfnd/k le foncteur qui a Y/P associe (Y/r), et on considére le diagramme de
schémas 2 o § indexé par Et™/P. On note diagp : Et* /P —— Sm/Z o § le foncteur diagonal qui a (Y/P) associe
(Spec(I'(Y, 0) /m), (Y)/7),,). Par construction, on a un isomorphisme

(cp)«((Fp)x) = Rdiagp[6*Ri, Li* Ry E],
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ou 0* désigne le foncteur « image inverse » suivant le morphisme de diagrammes de schémas § : Yo § — 2.
(Comme avant, nous avons noté diag} le foncteur « image directe » suivant diagp.) Notons .# : Et*™ /P —— Sch/k°
le diagramme de schémas qui a U/P associe U et notons diag, : .# — Sm/.# le foncteur diagonal. On a un
diagramme commutatif & carrés cartésiens (a nil-immersions prés)

J i

Dy od Dol D00
Iyt g5,

fn f J.fo’

Spec(k) 2 Spec(k°) —— Spec(k)

ou ¢ correspond au spectre du morphisme de complétion formelle en Iidéal (7). On déduit du corollaire un
2-isomorphisme i*j. = c}i*j. =~ i*j.c;. On a alors la chaine d’isomorphismes dans SHoy (% o 6) :

" Ri,Li*RjuiE o Ri,Li*Rj.civ} f7E o~ Le*Ri, Li*Rj. 0} £ E.

Par ailleurs, il est immeédiat que Rdiagp[—], = Rdiag”, [Re.(—)]p. (Ici encore, nous avons noté diag’y le foncteur « image
directe » suivant diag ,.) De plus, on a les 2-isomorphismes canoniques Re,Lc*Ri, ~ Ri.R(cy)«Lek = Ri,. Il s’ensuit
un isomorphisme canonique

Rdiagp[0"Ri.Li*Rj.uy E], ~ Rdiag’, [Ri.Li"Rj.0; f1E],.
Or, on a les identifications évidentes
Rdiag’y [Ri.Li*Rj.v} f, E], ~ Rdiag’, [v*Ri.Li* Ry, fE], = ([Ri.Li*Rjs f Elp) peat ) p-

D’ou I'isomorphisme (|1.114]) recherché. Modulo cet isomorphisme, la composition de (|1.113]) s’identifie au morphisme
évident

F,(X) = ([Ri,Li*Rj. (g} E)],) (Spec(4°)) — RTnis (P, (Ri-Li"Rj (£ E)) e /P)

(ot l'on a noté g le morphisme structural du k°-schéma Spec(A°)). Pour terminer, il est donc suffisant de montrer que
le 2-morphisme

Z*Z*j*gj, — €*Z*Z*]*f;
est inversible (avec e la projection de P sur Spec(A°)). Ceci découle du théoréme de changement de base pour le
morphisme projectif e (voir [Ayo07al, Corollaire 1.7.18]) et du fait que e, est un isomorphisme.

Etape 2 : Montrons que le morphisme
F, — RHom(diag"Ty,Fpi1)

est une équivalence faible de préfaisceaux. Soit G = Ri.Li*Rj.ujE de sorte que Rdiag*G = F. On peut supposer que
G est injectivement fibrant niveau par niveau. On a un diagramme commutatif

w. ]:Bl ]ICS
F, ——— Hom(diag*T, Fp 1) ——————— Hom ( kO Dost ) p+1)

818}% ® ]lcst

(1) T(y)

. * w.e. . * w.e . * Al (24 ]lcst
diag" G, — diag"Hom(T, Gp41) ——— diag" FHom ((Al _90)@ EEIE Gp+1> .

11 suffit donc de montrer que (1’) est une équivalence faible. Ceci revient a dire que pour tout k-affinoide lisse Spm(A)
et tout B € &, I'application

(Al ec( Ao aSpm(A))(g)Bcst B ® Bes
WO(((A o~ Gr ”O( 5. FP“)

t— O)Spec(AO)a Spm(A)) ® Best T 83}4 ® Best’
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est bijective. En calculant le membre de droite, on se retrouve avec ’application

W (Agpoc(aoy SPM(A) & Best ﬂ( (Spec(A°{T}), Spm(A{T})) ® B, )
O\ (AT = 0)spec(ac) Spm(A)) @ By 77 * \ (Spec(A{T,T-1}), Spm(A{T,T-1})) @ Bewr” 7]

11 sera donc plus général de montrer que si Y = Spec(R) est un k-schéma affine et lisse, I’application

(1.115) mo ((Spec(A° ®; R), Spm(A)) @ Begi, Gpi1)

J

mo ((Spec(A° @ R/ (m)), Spf(A° @ R/ (7))y) @ Best Gpt1)

est bijective. On forme pour cela le diagramme commutatif

Spec(A° ®;, R/ (m))[1/n] 7, Spec(A° ®@; R/ (n)) — Spec(A ®; R)

| )

Spec(A° ®; R)[1/7] — Spec(A° ®; R) — Spec(A ®;, R).

La fleche ([1.115]) s’écrit alors

homsg,, (Spec(a°®; R)) (Bests RixLi*RixEspec(aco; r)[1/4])

J

homgp,, (Spec(a°®; R/ () (Best, RisLi*Rjcy Espec(ac s, r)[1/7])-

Le résultat découle maintenant du 2-isomorphisme i*j. = cji*j. ~ i*j.c; (voir le corollaire |I.A.5]).

Etape 3 : 1l reste & montrer que les F, sont B!-locaux, i.e., que
(1.116) F, — hom(B;,F))

est une équivalence faible de préfaisceaux. Soit G comme dans I'étape précédente de sorte que F,, = diag*G,,. L’éva-
luation en un k-affinoide X = Spm(A) du morphisme (1.116]) est

Gp(Spec(A”), X) — Gyp(Spec(A°{T}), X{T}).
On peut factoriser cette fléche de la maniére suivante

G, (Spec(A°), X) — " Gy (Spec(A°[T]), X) — s G (Spec(A{T}), X{T}).

La fleche (1) est une équivalence faible du fait que G, est A'-fibrant. Soit B € €. Remarquons que si on applique
mo(B, —) a la fleche (2) ci-dessus on retrouve (1.115) dans le cas R = k[T]. On a montré dans ’étape précédente que
(1.115) était bijective pour tout B € €. Il en découle que (2) est une équivalence faible. Ceci achéve la preuve du

théoréme C.Q.F.D.

1.4 Le 2-foncteur homotopique stable RigSH(—)

Dans cette section nous allons construire un 2-foncteur RigSHyy,(—) a valeurs dans les catégories triangulées.
Ce 2-foncteur est défini sur des k°-schémas rigides (voir la définition ci-dessous). Sa restriction aux k°-schémas
quasi-projectifs est un 2-foncteur homotopique stable (au sens de [Ayo07al Définition 1.4.1]) et on peut donc lui
appliquer les résultats de [Ayo07al [Ayo07b|. En particulier, nous utiliserons un résultat fondamental sur les systémes
de spécialisation [Ayo07b| Théoréme 3.3.45] pour établir le théoréme (et terminer ainsi la preuve de la scholie

1.3.26).
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1.4.1 Les k°-schémas rigides

Comme avant, k désignera un corps valué complet. On supposera que la valuation de k est non triviale et on fixe
un élément non nul 7 € kV.

DEFINITION 1.4.1 — Un k°-schéma rigide est un triplet X = (X,X,5) avec X une k-variété rigide, X un k°-
schéma formel de type fini et j : X,) — X une immersion ouverte. On omettra souvent l’immersion j et on notera
simplement X = (X, X).

Un morphisme X = (X,X) — X' = (X', X') de k°-schémas rigides est un couple (X' — X, X" — X) formé d’un
morphisme de k-variétés rigides et d’un morphisme de k°-schémas formels tel que le carré

-/

J
X~ X

|, |

xn%X

commute. On note SchRig/k° la catégorie des k°-schémas rigides.

Remarque 1.4.2 — On dipose de deux foncteurs d’oubli de SchRig/k°® dans VarRig/k et SchF/k°. Le premier,
(=)n : SchRig/k® — VarRig/k, sera appelé le foncteur fibre générique. Le second, (—) /7 : SchRig/k® —— SchF/k°,
sera appelé le foncteur de complétion formelle. Etant donné un k°-schéma rigide X = (X,X), on a donc X = X et
X = X /7, ainsi qu'une immersion ouverte naturelle j+ : (X /), — X,.

La catégorie SchRig/k° admet les limites finies et les foncteurs d’oubli y commutent. On notera {1 X+, 3 le produit
fibré dans la catégorie des k°-schémas rigides. Etant donné un k°-schéma rigide X, on appelle X-schéma rigide un
morphisme de SchRig/k° de but X. On note SchRig/X la catégorie des X-schémas rlgldes.

Exemple 1.4.3 — Voici des exemples fondamentaux de k°-schémas rigides.

1- Etant donné un k°-schémas formel X, le triplet (Xy, X,idx, ) est un k°-schéma rigide que 'on note encore X.
On obtient ainsi un foncteur pleinement fidéle SchF/k° —— SchRig/k°.

2- Etant donné une k-variété rigide X, le triplet (X,0,0) est un k°-schéma rigide que I’on note encore X. On
obtient ainsi un foncteur pleinement fidéle VarRig/k —— SchRig/k°.

3- Soit X = Spf(A°) un k°-schéma formel affine. Etant donné un A°-schéma de type fini X, on définit le X-schéma
rigide X" par le triplet ((X[1/ W})a“ X/, jx) avec jx I'immersion ouverte canonique de la proposition [[.1.31} On
obtient ainsi un foncteur Rig : Sch™ /A° —— SchRig/X. Notons que X** /7w = X /7.

Un morphisme X’ —— X de k°-schémas rigides est dit lisse (resp. étale, une immersion ouverte) si les deux
morphismes YQ — X, et X'/t — X //7 sont lisses (resp. étales, des immersions ouvertes). Etant donné un k°-
schéma rigide X, on note SmRig/X la sous-catégorie pleine de SchRig/X formée des X-schémas rigides lisses. On
note de méme Et/X la sous-catégorie pleine des X-schémas rigides étales. Il est immédiat que les trois foncteurs de
I'exemple [[.4.3] préservent les morphismes lisses et étales.

DEFINITION 1.4.4 — Soit X un k°-schéma rigide. Une e famille # = (U; — X)ier de morphismes étales est
un recouvrement Nisnevich si les deuz familles (U;), — X,)ier et (U;f)m — X )/7)icr sont des recouvrements
Nisnevich.

Un exemple simple mais important de recouvrements Nisnevich d'un k°-schéma rigide X = (X, X,,) est donné par
les deux immersions ouvertes (X, 0) — X et (X,,X) = X

La classe des recouvrements Nisnevich de k°-schémas rigides définit une prétopologie sur les catégories Et/X,
SmRig/X, SchRig/X, etc. Les topologies associées seront appelées les topologies de Nisnevich et seront désignées par
« Nis ».

DEFINITION 1.4.5 — Un morphismei: Z — X de k°-schémas rigides est une immersion fermée s’l vérifie les
conditions suivantes :

1. iy Zn — yn est une immersion fermée de variétés rigides,
2. iffm: Z)Jm — X7 est une immersion fermée de schémas formels,
3. le morphisme évident (Z |7t),, — Z, 0 (X //7), est un isomorphisme.

Lorsque ces conditions sont satisfaites, on dira par abus de language que Z est un sous-k°-schéma rigide fermé de X.
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La troisiéme condition ci-dessus affirme simplement que le carré de variétés rigides

(Z )y~ (X ),

|

Z, — X,

<

est cartésien.

Remarque 1.4.6 — 1- Si X est un k°-schéma formel, il y a une bijection entre les sous-k°-schémas formels fermés
de X et les sous-k°-schémas rigides fermés de (X,,X) donnée par I’association Z ~» (Z,,Z). De méme, si X est une
k-variété rigide, 1’association Z ~» (Z,()) définit une bijection entre les sous-k-variétés rigides fermées de X et les
sous-k°-schémas rigides fermés de (X, ). Enfin, une immersion fermée de k°-schémas de type fini i : Z — X induit
une immersion fermée de k°-schémas rigides 2" : 22" —— Xan,

2- Etant donnée une immersion fermée de k°-schémas rigides i: Z — X, le couple (X, — Z,,X//m — Z//m) est
naturellement un k°-schéma rigide qu’on notera X — Z et qu’on appellera le complémentaire de Z dans X. On dispose
également d’une immersion ouverte j : X — 7 — X.

1.4.2 La construction des dérivateurs RigSH(—) et FSH(—)

On appelle Dia la catégorie des catégories essentiellement petites. On considérera uniquement la structure de
1-catégorie sur Dia, i.e., on n’utilisera pas les transformations naturelles entre 1-morphismes de Dia. La définition
suivante est ’analogue de [Ayo07al Définition 2.4.4] pour les k°-schémas rigides (resp. formels).

DEFINITION 1.4.7 — On appelle diagramme de k°-schémas rigides (resp. formels), un foncteur covariant F :
J — SchRig/k° (resp. . : I — SchF/k°) de source une catégorie essentiellement petite.

Un 1-morphisme (4,3) — (F,7) (resp. (4,d) — (F,7)) entre diagrammes de k°-schémas rigides (resp. for-
mels) est la donnée d’un foncteur a : § —— J et d’une transformation naturelle f : 4 —— F o « (resp. f :
Y —— Z oa). En d’autres termes, c’est une face

J 77 d G
f . !
a 174 SchRig/k° (resp. « 74 SchF /k° )
J J/) g T

dans la 2-catégorie des catégories. On appelle DiaSchRig/k° (resp. DiaSchF/k°) la catégorie dont les objets sont les
diagrammes de k°-schémas rigides (resp. formels) et les morphismes comme ci-dessus.

Remarque 1.4.8 — On peut définir les 2-morphismes entre 1-morphismes de diagrammes de k°-schémas rigides
(resp. formels) comme dans [Ayo07al Définition 2.4.4]. Toutefois, nous aurons a considérer uniquement les structures
de 1-catégorie sur les 2-catégories DiaSchRig/k° et DiaSchF/k°.

Etant donné un diagramme de k°-schémas rigides (resp. formels) (.#,J) (resp. (#,J)), on note SmRig/(.Z,J)
(resp. SmF/(Z,7)) la catégorie dont les objets sont les couples (U, i) (resp. (U,i)) avec i € Ob(J) et U (resp. U) un
Z (i)-schéma rigide lisse (resp. % (i)-schéma formel lisse). Lorsqu'il n’y a pas de confusion possible, on notera aussi
SmRig/.Z (resp. SmF/.%) cette catégorie.

On suppose donnée une catégorie cocompléte €. Soit (f, &) un morphisme de diagrammes de k°-schémas rigides
(resp. formels) comme dans la définition Ce morphisme se factorise en un morphisme « géométrique » suivi par
un morphisme « catégorique » :

(4,9) — (Foa,d) — (Z,9)  (tesp. (4.) —— (F oa,d) —— (£.9));
voir [Ayo07al, Remarque 2.4.7]. On définit un foncteur
(f,a)* : PreShv(SmRig/(Z,7),€) — PreShv(SmRig/(7, J), €)
(resp.  (f,a)* : PreShv(SmF/(.#,7),C) — PreShv(SmF/(¥,3),€))

par le foncteur composé f* o a™ ou o
— f* est le foncteur « image inverse » suivant le foncteur de changement de base donné par (U/.Z (a(4)),7) ~

U XZ(a(y) GG)/9(5), ), et
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— a* est le foncteur « image directe » suivant le foncteur de changement d’indice donné par (U/.Z (a(j)), j) ~
T/ F(a (), o).
(On fait de méme dans le cas respé.) On a la proposition suivante qui se démontre de la méme fagon que [AyoO7bl
Propositions 4.5.3 et 4.5.4].

PROPOSITION 1.4.9 — 1- L’association (f,a) ~ (f,a)* s’élend naturellement en un 2-foncteur
PreShv(SmRig/(—), €) : DiaSchRig/k°® — Cat.

1l en est de méme dans le cas respé.
2- Si (f, @) est lisse argument par argument, le foncteur (f,a)* admet un adjoint & gauche que l'on note (f, a)y.
Lorsque C est compléte, (f,a)* admet un adjoint & droite que l’on note (f, a)..

Soit .# un diagramme de k°-schémas rigides. En appliquant le foncteur (—)/n, on déduit un diagramme de k°-
schémas formels .7 /7. Le foncteur (—) /7 induit alors un foncteur cpl : SmRig/.# —— SmF/(.% /x). D’autre part,
on dispose d'un plongement pleinement fidéle P : SmF/(.% J7) — SmRig/.# qui consiste & regarder un k°-schéma
formel comme un k°-schéma rigide de la maniére évidente (voir I'exemple . On vérifie immédiatement qu’on
obtient ainsi un couple de foncteurs adjoints (P, cpl).

On note (cpl*,cpl,) et (P*,P,) les couples de foncteurs adjoints « image inverse » et « image directe » sur les
préfaisceaux induits par cpl et P. On a alors une adjonction (P*,cpl®) et donc un isomorphisme canonique cpl® ~ P,.
Le lemme ci-dessous est facile et sa preuve sera laissée au lecteur.

LEMME 1.4.10 — Soit (f,a):(9,d) — (Z,9) un morphisme de diagrammes de k°-schémas rigides. On note
(f,@): (G )r,d) — (F)/7,T) le morphisme obtenu en appliquant le foncteur cpl. On a alors un carré commutatif a
un 2-isomorphisme pres

PreShv(SmRig/(7,9), €) — o PreShv(SmF /(7 /x,7), €)

*

PreShv(SmRig/ (7, §), €) —— = PreShv(SmF/(# x,J),©).

*

Soit (#',XK) un diagramme de k°-schémas formels affines. On note (A, X) le diagramme de k°-schémas donné
par I € X ~ Spec(T'(Z'(1),0)). Soit (F,J) un diagramme de k°-schémas muni d’un morphisme de diagrammes
(p,7v) : (£,7) — (B, XK) tel que p(i) est de type fini pour tout ¢ € Ob(J). On dira simplement que (%#,J) est de type
fini sur (%, X) (ou encore sur (#',X)).

En appliquant le foncteur d’analytification, on obtient un diagramme de k°-schémas rigides (:#2",J) et un fonc-
teur Rig : Sm/% —— SmRig/%*". On note Rig" le foncteur « image inverse » sur les préfaisceaux suivant ce
foncteur. En appliquant le foncteur de complétion formelle, on obtient un diagramme (% /m,J) et un foncteur
cpl : Sm/F —— SmF/(F J/w). On note cpl” le foncteur « image inverse » sur les préfaisceaux suivant ce fonc-
teur. On a un isomorphisme canonique cpl ~ cpl o Rig induisant les isomorphismes cpl® ~ cpl* o Rig* ~ P, o Rig*.
Notons le lemme suivant dont la preuve est laissée au lecteur.

LEMME 1.4.11 — Soit (f,«) : (¢4,d) — (£#,T) un morphisme de diagrammes de schémas de type fini au-dessus
de (B,X). On note (f**,a) : (9°",7) — (F*",J) le morphisme obtenu en appliquant le foncteur Rig. On a alors
un carré commutatif & un 2-isomorphisme preés

PreShv(Sm/(%,7), €) ——% , PreShv(SmRig/(#™,9), €)

(f»a)*J J(.f"“ﬂa)*
Rig™

PreShv(Sm/(¥4,7),C) ——————— PreShv(SmRig/(¥*",3), C).

On peut munir la catégorie PreShv(SmRig/.%, M) (resp. PreShv(SmF/.Z,9M)) de trois structures de modéles
(voir [Ayo07b| Définitions 4.4.15 et 4.5.8]) :

(1) la structure projective (W, Cofy,.0;, Fib,,,;), ot les fibrations sont données argument par argument,
(ii) la structure injective (W, Cof,,,;, Fib;,;), ou les cofibrations sont données argument par argument,

(iii) la structure semi-projective (W, Cof .., Fibs ), ot les cofibrations sont les fleches qui deviennent des cofibra-
tions projectives aprés restriction & SmRig/.# (i) (resp. SmF/.%#(i)) pour tout i € Ob(J).
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Munissons la catégorie SmRig/.# (resp. SmF/.%) de sa topologie de Nisnevich. On peut localiser les trois structures
de modeéles ci-dessus relativement aux équivalences Nis-locales (voir [Ayo07b], Définition 4.4.33]). On obtient alors les
trois structures Nis-locales :

(i) la structure projective Nis-locale (Wis, Cofproj, Fibproj—nis),
(ii) la structure injective Nis-locale (Wis, Cofsr,j, Fibin;—nis),
(iii) la structure semi-projective Nis-locale (Wyis, Cof s, Fibs pr—Nis)-

Notons B}, le k°-schéma rigide (Spm(k{t}), Spf(k°{t})) et IB%lY = B}, X0 X pour tout k°-schéma rigide X. La gé-
néralisation évidente de la proposition montre qu’'on peut localiser ces trois structures suivant la classe % des
morphismes (Bf,1) @ Aest — (U,1) ® Acer (vesp. (Bj,1) © Aesr — (Uyi) @ Acse) avec @ € Ob(J), U (resp. U)
un .Z (i)-schéma rigide lisse (resp. .7 (i)-schéma formel lisse) et A € Ob(90). On obtient ainsi les trois structures de
modeles :

(i) la structure projective B'-locale (W1, Cof ro;, Fibyroj—n1),
(ii) la structure injective B'-locale (Wg1, Cofy,;, Fib;y,;_p1),

(iii) la structure semi-projective B'-locale (Wg1, Cofp, Fibg g1 ).

DEFINITION 1.4.12 — La catégorie homotopique des trois structures B -locales ci-dessus, sera notée RigSngftf (Z)
(resp. FSHE (.Z) ). C’est la catégorie homotopique effective des schémas rigides (resp. formels) au-dessus de .Z (resp.
F ) a coefficients dans M. Voici les cas les plus importants :
— Lorsque 9 est la catégorie des spectres symétriques, on notera simplement RigSH®™ (F) (resp. FSH (%))
la catégorie ainsi définie.
— Lorsque M est la catégorie des complexes de A-modules pour un anneau A, on notera RigDAeff (Z,A) (resp.
FDA® (7, A)) la catégorie ainsi définie.

On a le théoréme suivant dont la preuve est la méme que celle de [Ayo07b], Théoréme 4.5.14].

THEOREME 1.4.13 — Soit (f,«) un 1-morphisme de diagrammes de k°-schémas rigides (resp. formels).
1- On a, relativement aux trois structures semi-projectives, deuxr adjonctions de Quillen :
T ((f7 a)*’ (fa O‘)*)?
— (fy, [*) lorsque f est cartésien et lisse argument par argument.
2- On a, relativement auz trois structures projectives, trois adjonctions de Quillen :
o (f*a f*);
* (ati’ a”),
— ((f, )4, (f,)*) lorsque (f, o) est lisse argument par argument.
3- Enfin, (a*, o) est une adjonction de Quillen relativement aux trois structures injectives.

DEMONSTRATION On commence par les structures Nis-locales. Le cas des structures projectives découle immeédiate-
ment de [Ayo07bl Théoréme 4.4.60]. L’assertion concernant la structure injective est claire puisque a* préserve les
cofibrations injectives et les cofibrations injectives Nis-triviales. On se concentre donc sur les structures semi-projectives.
Le foncteur (f, «)* préserve les cofibrations semi-projectives et les cofibrations semi-projectives Nis-triviales. En effet,
il suffit de vérifier cela dans le cas ou J et J sont la catégorie finale. Le résultat découle alors du cas projectif. Le
méme raisonnement s’applique au foncteur f;. Pour plus de détails, le lecteur peut consulter la preuve de [AyoO7b)
Théoréme 4.5.10].

Pour terminer, il reste & vérifier que nos foncteurs de Quillen & gauche passent & la B'-localisation, i.e., qu’ils
envoient les fléches de % sur des équivalences Bl-locales. Ceci se démontre exactement comme dans la preuve de
[Ayo07bl Théoréme 4.5.14]. C.Q.F.D.

On a également le résultat ci-dessous dont la preuve est laissée au lecteur.

PROPOSITION 1.4.14 — 1- Soit .F un diagramme de k°-schémas rigides. Les foncteurs
cpl® : PreShv(SmRig/#, M) —— PreShv(SmF/(Z //7), M)

P* : PreShv(SmF/(Z J/x), M) — PreShv(SmRig/.7, M)

sont de Quillen & gauche relativement aux trois structures projectives et semi-projectives.
2- Soit F un diagramme de k°-schémas de type fini au-dessus d’un diagramme de k°-schémas formels affines. Le
foncteur
Rig" : PreShv(Sm/%,9) — PreShv(SmRig/.#*", M)

est de Quillen a gauche relativement aux trois structures projectives et semi-projectives.
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A% ® ]lcst
(A% - OZ) & Ilcst
PreShv(Sm/Z,M). On note T°" (resp. T") I'image inverse de T' par la composition des foncteurs images inverses

Dans le paragraphe [1.3.3] nous avons fixé un remplacement projectivement cofibrant T de dans

PreShv(Sm/Z,9) — PreShv(Sm/k°,9M) %, PreShv(SmRig/k°, M) — PreShv(SmRig/Z, M)
(resp. PreShv(Sm/Z, M) — PreShv(Sm/k°, M) ™5 PreShv(SmF/k°, M) — PreShv(SmF/.Z,M)).

(A}Co)an ® Legt (res Bio ® Legt

Alors, T (resp. T™") est un remplacement semi-projectivement cofibrant de .
( P ) P prol (A}Co - Ok")an & ]lcst P aBllco ® ]lcst

).
A% & ﬂcst

(A% - OZ) & ]lcst
ce morphisme est une cofibration injective. o
On pose, pour un diagramme de k°-schémas rigides (resp. formels) .7 (resp. %),

En effet, est faiblement équivalent & la cofibre homotopique de (A} —o07) @15t — AL @15 puisque

M(.Z) = SpectF..(PreShv(SmRig/.Z,M)) (resp. M(.7) = Spect. (PreShv(SmF/.%Z,M))).

Bien que 'objet 7" (resp. T%") est seulement semi-projectivement cofibrant, le foncteur 72" @ — (resp. T @ —) est
un foncteur de Quillen a gauche pour les structures projectives (voir [Ayo07b], Lemme 4.5.20]). On peut alors munir
M(.Z) (resp. M(%)) de sa structure de modéles projective stable déduite de I'une de ses structures B!-locales. On
obtient ainsi trois structures de modéles sur M(.%) (resp. M(.%)) :

(i) la structure projective B'-locale stable (Wi _ g, Cofproj, Fibyyoj 1 —st),
(ii) la structure injective B'-locale stable (Wpg1_;, Cof;p;, Fib;,; _p1_s),

(iii) la structure semi-projective B'-locale stable (Wpi_ g, Cofy_pr, Fibg . p1_g).

DEFINITION 1.4.15 — La catégorie homotopique des trois structures B'-locales stables ci-dessus sera notée
RigSH,y, (7) (resp. FSHyp(.7)). C’est la catégorie homotopique stable des schémas rigides (resp. formels) au-dessus
de .F (resp. F) a coefficients dans M. Voici les cas les plus importants :

— Lorsque M est la catégorie des spectres symétriques, on notera simplement RigSH(.F) (resp. FSH(F)) la
catégorie ainsi définie.

— Lorsque M est la catégorie des complexes de A-modules pour un anneau commutatif A, on notera RigDA (.Z, A)
(resp. FDA(.Z,A)) la catégorie ainsi définie.

Le résultat ci-dessous découle du théoréme [1.4.13|et de [Ayo07b], Lemme 4.3.34]. Notons toutefois que pour le cas
des opérations fy, on utilise la formule de projection fi(f*T ® —) ~ T ® f; pour étendre le foncteur f; aux catégories
des spectres.

THEOREME 1.4.16 — Soit (f,«) un 1-morphisme de diagrammes de k°-schémas rigides (resp. formels).

1- On a, relativement aux structures projectives stables déduites des structures semi-projectives B'-locales sur les
catégories de préfaisceaux, deuxr adjonctions de Quillen :

o ((f7 a)*7 (f7 O{)*),

— (fy, [*) lorsque f est cartésien et lisse argument par argument.

2- On a, relativement aux structures projectives stables déduites des structures semi-projectives B!-locales sur les
catégories de préfaisceauz, trois adjonctions de Quillen :

T (f*7 f*);

7 (aﬁa Oé*),

— ((f, )y, (f,@)*) lorsque (f, ) est lisse argument par argument.

3- Enfin, (o™, a.) est une adjonction de Quillen relativement auz structures projectives stables déduites des struc-
tures injectives B'-locales sur les catégories de préfaisceau.

La premiére partie de la proposition 1.4.9% mountre que M(—) s’étend naturellement en un 2-foncteur contravariant

qui & (f, ) associe (f,«)*. Par le théoréme |1.4.16) on obtient ainsi deux 2-foncteurs contravariants
RigSH,, : DiaSchRig/k° — TR et FSHyy, : DiaSchF/k° — TR.

De plus, pour tout morphisme de diagrammes de k°-schémas rigides (resp. formels) (f, @), le foncteur (f,a)* posséde
un adjoint a droite (f,a).. Lorsque f est lisse argument par argument, (f,a)* posséde aussi un adjoint & gauche
(f,a)4. On déduit de la proposition |1.4.14{le résultat suivant.

PROPOSITION 1.4.17 — 1- Soit .F un diagramme de k°-schémas rigides. Les foncteurs

cpl* : Spect?.. (PreShv(SmRig/.Z,M)) —— Spectir. (PreShv(SmF/(Z Jx),M))
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P* : Spectri.. (PreShv(SmF/(.Z /), M)) — Spectr.. (PreShv(SmRig/.Z,M))

sont de Quillen o gauche relativement aux structures projectives stables déduites des structures projectives et semi-
projectives B! -locales.

2- Soit F un diagramme de k°-schémas de type fini au-dessus d’un diagramme de k°-schémas formels affines. Le
foncteur

Rig* : Spect?(PreShv(Sm/.%,M)) — SpectF..(PreShv(SmRig/.Z", M))

est de Quillen a gauche relativement aux structures projectives stables déduites des structures projectives et semi-
projectives B -locales.

On déduit de la proposition précédente des foncteurs
(1.117) Rig* : SHon(#) — RigSHy (F2"), cpl” : RigSHyy(#) — FSHyy(Z J/7)

et P*:FSHy (7 7) — RigSHyy, (7).

On a encore un isomorphisme naturel cpl* ~ P, et des carrés commutatifs & 2-isomorphisme prés

(1.118) RigSHy (7,1) — > FSHu (7 /7, 7) SHon(F,7) — % RigSHy, (7™, 7)
(f,a)*J (F0)" (ﬁa)*J J(f"““,a)*
— cpl™ f— Rig” .
RigSHy,(7,9) — > FSHy (7 /7, 9) SHon (4, J) ————— RigSHyy (4", J).

1.4.3 L’axiome de localité pour RigSH(—) et FSH(—)

Etant donné un k°-schéma rigide X (resp. formel X), on note t la topologie sur SmRig/X (resp. SmF/X) engendrée
par le crible ) — (/X (resp. ) — (0/X) avec () le préfaisceau vide et )/ X (resp. )/X) le préfaisceau représenté par le
schéma rigide (resp. formel) vide. Un préfaisceau F sur SmRig/X (resp. SmF/X) & valeurs dans une catégorie compléte
et cocompléte € est un fg-faisceau si et seulement si F(/X) (resp. F(0/X)) est un objet final. Le ty-faisceau a;, F'
associé a un préfaisceau F est donné par

—— [ FU/X) si U/X#0/X,
aay F(U/X) = { si U/X ~0/X.

(La formule analogue est également vraie dans le cas respé.) Lorsque € est pointée, l'inclusion
Shv,, (SmRig/X, €) C PreShv(SmRig/X, C) (resp. Shvy, (SmF /X, €) C PreShv(SmF/X,C))
admet un adjoint & droite b. Il est donné par bF(U/X) = F(U/X) X g% *- (Il en est de méme dans le cas respé.)

PROPOSITION 1.4.18 — Soit i : Z—) X une immersion fermée de k°-schémas rigides. Le foncteur i, :
Shv,, (SmRig/Z, M) — Shv,,(SmRig/X, M) est de Quillen a gauche relativement auz structures injectives Nis-
locales et B'-locales. L’énoncé analogue pour les immersions fermées de k°-schémas formels est également vrai.

DEMONSTRATION Le foncteur i, : PreShv(SmRig/Z, M) — PreShv(SmRig/X, M) admet un adjoint & droite it
qui & un préfaisceau H sur SmRig/X associe le préfaisceau i' H donné par

i'H:(V —»Z)eSmRig/Z ~ __ Lim _  H®).
U X+ Z—Ve(SmRig/X)/V

On en déduit que le foncteur 4, : Shvy, (SmRig/Z, M) — Shv,, (SmRig/X,9M) admet un adjoint & droite donné
par b oi' oinc. On le notera encore i'.

Les cofibrations de la structure injective sur Shvy, (—,91) sont les ty-faisceautisées des cofibrations injectives de
préfaisceaux. C’est donc exactement les morphismes de tp-faisceaux H — K tels que H(U) — K(U) est une cofi-
bration pour tout X-schéma rigide lisse U. De méme, un morphisme de ty-faisceaux f : H —— K est une équivalence
faible si et seulement si f(U) est une équivalence faible pour tout X-schéma rigide U.

On déduit immeédiatement que le foncteur i, : Shvy, (SmRig/Z,9) — Shv,, (SmRig/X,9M) préserve les co-
fibrations et les équivalences faibles de la structure (W, Cof;,;, Fib,,;). C’est donc bien un foncteur de Quillen a

gauche.
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Montrons que i, envoie les équivalences Nis-locales sur des équivalences Nis-locales. Soit u : H —— K une équi-
valence Nis-locale de Shv,, (SmRig/Z,9t). Soient n € Z et A € €. On a un carré commutatif

Z'*Ho(A[—TL}, H) — i*HO(A[—n], K)

Iy (A[—n], i H) —— o (A]—n], i. K).

11 faut donc prouver que anisi«Io(A[—n], H) — anisi«ILo(A[—n], K) est inversible. Le résulat découle immédiatement
de la commutation anjs © i, ~ @4 0 anjs pour les ty-faisceaux d’ensembles (voir le lemme ci-dessous).

Pour montrer que i, préserve les équivalences B'-locales, il suffit de montrer que Li, envoie les fléches de la forme
IB%IV ® Aest — V @ Aggy (avec A € Ob(M) et V un Z-schéma rigide lisse) sur des équivalences B!-locales. Par la
discussion précédente, on sait que i, se dérive trivialement. Il faut donc montrer que

’L*(BIV ® Acst) — Z*(V & Acst)

est une équivalence B!-locale. La fléche p admet une section s (induite par le zéro de Bi.). Il suffit donc de montrer
que 'identité de i*(BlvéaAcst) est B'-homotope & la fléche induite par sop. On obtient une telle homotopie en prenant
la composition de

B ® iy (By ® Acst) — ix(BY) @ ix(BL ® Acst) = ix((By Xz BL X7 V) ® Acst) —— i (By X7 V) ® Acat)
avec m la fléche induite par la multiplication du k°-schéma rigide en anneau B1,.
Le cas des k°-schémas formels se traite de la méme maniére. C.Q.F.D.

LEMME 1.4.19 — Soiti: Z — X (resp. i : Z —— X) une immersion fermée de k°-schémas rigides (resp.
formels). La transformation naturelle anis © i, —— 44 0 anis est inversible lorsqu’elle est évaluée sur les ty-faisceauz
d’ensembles.

DEMONSTRATION On traite seulement le cas non respé. Soient F' un préfaisceau d’ensembles sur SmRig/Z et U un
X-schéma rigide lisse. On a (avec les notations de [SGA_4, Exposé II, §3|)

L(i.F)(U)= _  Colim Eq HF ixx2) == [[F(U: x50;) %% 2)
(Uj—)U)q‘,ecOVNiS(U) i
ott la colimite est prise celon la catégorie cofiltrante Covyis(U) des familles (U; — U); de morphismes étales qui sont

couvrantes pour la topologie de Nisnevich.

Le foncteur évident Covyis(U ) —— Covnis(U x5 Z) qui a une famille (U; — U) associe la famille (U; xZ —
U x%U); est cofinal dés que U x5 Z est non vide.['!| En effet, soit (V; — U x5 Z); une famille couvrante pour
la topologle de Nisnevich (I’ ensemble indexant est donc non v1de) Quitte a rafﬁner la famille en question, on peut
supposer qu'’il existe pour tout j un U-schéma rigide étale U tel que V = U X5 % Z. (En effet, vu le recouvrement
U =U,UU/[nr, il suffit de traiter le cas des k-variétés rlgldes et celui des k°- schemas formels. Le cas des k-variétés
rigides quasi-compactes découle du cas des k°-schémas formels. Le cas des k°-schémas formels découle du cas classique
des k-schémas grace a la proposition ) La famille (U; — U); [[{(U — U x5 Z) — U} est alors un recouvrement
Nisnevich de U dont la restriction a U X+ Z raffine notre recouvrement de départ (puisque ) = (U—-U x2) x5 Z — Z
se factorise par tous les Vj et qu'il y en a au moins un).

Ainsi, lorsque U X+ Z est non vide, L(i, F)(U) est isomorphe &

(V;—=U X< 2);€Cov(U X i

De plus, pour F un ty-faisceau, on a évidemment L(i, F)(U) =  lorsque U X Z ~ (/Z. On obtient donc un isomor-
phisme de préfaisceaux L(i.F') ~ i, (LF). Puisque anjs = L o L, on en déduit un isomorphisme de faisceaux Nisnevich
aNis (1« F') =~ i, (anisF'). On laisse au lecteur le soin de vérifier que cet isomorphisme coincide avec la transformation
naturelle de I’énoncé. C.Q.F.D.

On suppose donné un diagramme dans SchRig/k° (resp. SchF/k°)

U l.X 7 (resp.uLﬂx*Z)

11. Lorsque U est non vide et que U X 7 est vide, ce foncteur est bien entendu non cofinal !
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avec i une immersion fermée et j 'immersion ouverte complémentaire (voir la remarque [1.4.6)). Soit F' un ty-faisceau
sur SmRig/X (resp. SmF/X) a valeurs dans 9. Le carré de ty-faisceaux

(1.119) g F ——— F

|

* ——— 1, " F

commute. En effet, toute fleche de jyj*F vers 7,i*F' est nulle puisqu’elle correspond par adjonction a une fléeche vers
J*i41*F = . (On utilise ici 'hypothése que F' est un tg-faisceau.) On a le théoréme crucial suivant.

THEOREME 1.4.20 — Soit F' un ty-faisceau projectivement cofibrant. Le carré (1.119) est homotopiquement
cocartésien relativement a la structure de modéles B! -locale.

Il s’agit d’adapter la preuve de [MIV99, §3.2, Theorem 2.21]. On suivera toutefois le traitement dans [Ayo0Q7bl
§4.5.3]. On se raméne par I'analogue de [Ayo07b], Lemme 4.5.37] au cas F = a;, (X' @ Acst) (vesp. F = ay, (X' ® Acst))
avec X' (resp. X') un X-schéma rigide lisse (resp. X-schéma formel lisse). En adaptant [Ayo07b, Lemme 4.5.41] au
cas des schémas rigides (resp. formels), on se raméne & montrer que le carré commutatif

U/ & Acst - Y, & Acst (I‘eSp. u, & Acst E— xl & Acst
U® At — (2*7/) ® Acst U® Acst — (Z*Z,) ® ACSt)

est homotopiquement cocartésien. En d’autres termes, il faut montrer que le morphisme
X'T[U1 @ Acst — (isZ") @ Acr (resp. [X' [ U @ Acat — (6.2) ® Acar)
T w
est une équivalence B!-locale. En utilisant [Ayo07b| Corollaire 4.5.40], on se raméne & prouver la proposition suivante.

PropPoOSITION 1.4.21 — 1- Soit X' un X-schéma rigide lisse et s : Z —— X' une section partielle définie sur
le fermé Z. On note T, , le préfaisceau d’ensembles sur SmRig/X défini par

“U\ ol
X >

><\ ™
NI N

£10,
— 0.

* St

— hom+(P, X' Se ETio T j
T, (P)—{ omx(P, )Xhomj(nyzx x<z) ¥ 5

Ci-dessus, ’ensemble hom(F (P x<Z,X' x5 Z) est pointé par la composition de P X Z — Z =5 X X+ Z. Alors,
la fleche T, , ® Acet — X ® Acgy est une équivalence B!-locale.

2- Soit f)C’ un X-schéma formel lisse et s : Z —— X' une section partielle définie sur Z. On note T/ 4 le préfaisceau
d’ensembles sur SmF /X défini par

_ [ homae(P, X)) Xpomy (9 5y 200 kg 2y * ST PR ZAD,
Tx/7s(ﬂ)) = { *Z X xX Si :P XxZ _ @

Ci-dessus, I’ensemble homy (P X 2, X' X x 2) est pointé par la composition de P X Z —— Z —>= X' xx Z. Alors, la
fleche Tyr s @ Acst — X ® Acst est une équivalence B!-locale.

DEMONSTRATION On traite uniquement le cas des k°-schémas rigides. Le cas des k°-schémas formels est plus simple.
On procéde en trois étapes.

Etape 1 : Soit (u; : X; — X);e7 un recouvrement Nisnevich du k°-schéma rigide X. On note X/, Z;, s;, etc. les
objets obtenus par changement de base de X', Z, s, etc. suivant u;. Le préfaisceau u*Ty, s’identifie canoniquement
a TX, . Par le lemme ci-dessous, il suﬂit de démontrer la proposition pour chaque X On peut donc supposer

les condltlons c1—dessous satlsfaltes.

(i) X et Z sont tous les deux des k°-schémas formels affines ou des k-affinoides (modulo les plongements pleinement
fideles de I'exemple [1.4.3)).

(ii) Lorsque Z est un k°-schéma formel affine, s : Z—) z’ admet un voisinage qui est un k°-schéma formel affine.
De plus, le faisceau normal de 'immersion s : Z — X’ >A<YZ est libre.

(iii) Lorsque Z est un k-affinoide, s : 77—) X’ admet un voisinage qui est un k-affinoide. De plus, le faisceau normal
de I'immersion s : Z — X' >A<yZ est libre.
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En effet, en utilisant le recouvrement canonique X = Y,, U X //m on se raméne immédiatement au cas ott X est un
k°-schéma formel affine ou un k-affinoide. Pour déduire (i) on utilise la remarque Les assertions (ii) et (iii) sont
également faciles.

Etape 2 : Soient X" —— X' un morphisme étale et s, s’ des sections partielles définies sur Z rendant commutatif le
triangle

72X

N

X'.

On en déduit un morphisme de préfaisceaux
(1.120) Tx o — Tk,
On montrera qu’il induit un isomorphisme sur les faisceaux Nisnevich associés. Soit Y un X-schéma rigide lisse. Tout
recouvrement Nisnevich % de Y se raffine par un recouvrement % [ | %2 avec %71 un recouvrement Nisnevich de la
k-variété rigide Y, = Y et #» un recouvrement Nisnevich du k°-schéma formel Y =Y. 1 sufﬁ‘L donc de montrer
qu’apreés faisceautisation, les restrictions de (1.120) suivant les inclusions évidentes Et/Y C Et/Y C SmRig/X et
Et/Y C Et/Y C SmRig/X sont des isomorphismes. On traite les cas de Et/Y et Et/ séparément.

Cas 1 : On suppose que Y = (Y,0) avec Y un k-affinoide. On note X = X, et Z = Z,. On montrera que la res-
triction de (1.120) & Ouv(Y") devient inversible aprés faisceautisation pour la topologie des recouvrements admissibles.
11 suffit alors de vérifier que les fibres de ((1.120)) sont inversibles en tous les points p € P(Y'), i.e., que l'application

1.121 lim T, ., lim T,
(1.121) ey e (V) = ol T (V)

est bijective. Lorsque p ¢ P(Y Xx Z), il existe V € Flt(p) tel que V xx Z = (. Dans ce cas, les deux membres de
(1.121)) sont des singletons.

Supposons donc que p € P(Y xx Z). Soit X|, un voisinage ouvert de s dans X’. Pour tout V € Flt(p) et
a € T—,’S(V)7 il existe Vo € Flt(p) contenu dans V' tel que apy, € T*;),S(Vo)- Il vient que ColimVGFlt(p)Ty,ys(V) ~
ColimvEFlt(p)TfB,s(V). La méme discussion s’applique & X”. On peut donc remplacer X” et X’ par des voisinages
ouverts de s et s’. En particulier, on peut supposer qu’ils sont des k-affinoides qu’on notera X’ et X" respectivement.
Etant donné que X" —— X’ est étale, on peut trouver un voisinage ouvert X/ de s’ tel que X/ —— X’ est une
immersion ouverte (par le corollaire [1.1.56). Ceci nous raméne au cas trivial ou X" = X'.

Cas 2 : On suppose que Y = (Y,,,Y) avec Y un k°-schéma formel affine. On note X = X /7 et Z = Z /x. Il suffit de
vérifier que les fibres de la restriction de au petit site Nisnevich (Et/Y, Nis) sont inversibles pour tout y € Y,.
Fixons donc un point y € Y,,. Il s’agit de montrer que ’application
(1.122) y(z)o\%ig}d Txn (V) — y(iow;i—% Tx (V)
est bijective (avec V parcourant les voisinages étales de y € Y). Lorsque y € Y, X%, Zo les deux membres ci-dessus
sont des singletons. On supposera donc dans la suite que y € Y, xx, Z.

On définit une application inverse & (1.122]) de la maniére suivante. Soit f : V —— X’ un morphisme de X-schémas
rigides tel que le triangle

~ fXxZ —
VXl ———— X' Xx 2

7

commute. Le carré ci-dessous est aussi commutatif :

VXl ————V

| |

Z X" X'.

Ceci donne une section partielle Vxy Z — V X5, X" du morphisme étale V X+, X” —— V. Ainsi, le Y-schéma
formel V' = (V x+, X")//m est naturellement un voisinage étale de y. (On utilise ici ’hypothése y € Yo X5, Z,.) On
note f/: V' —— X" le morphisme évident. On vérifie aisément que l’association f ~» f’ est un inverse & droite et a
gauche de (1.122]).
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Etape 3 : Par I'étape précédente, on peut remplacer X' par un voisinage Nisnevich de s. En utilisant la premiére étape,
on peut alors supposer que X’ est un k°-schéma formel affine (resp. un k-affinoide) selon le type de Z. Toujours par
la premiére étape, le faisceau normal .#; de Pimmersion s : Z — X’ X Z est libre. Soient ay,...,a, € I'(X',0)
des éléments qui appartiennent a 'idéal de 'immersion Z —— X’ et dont les classes dans I'(Z, .#;) forment une base
de A;. (Dans le cas respé, on multiplie les a; par une puissance convenable de 7 de sorte que |a;| < 1 pour tout
1 < i < n.) On peut alors considérer le morphisme (ay,...,a,) : X' — BY X0 X. Ce morphisme est étale au
voisinage de la section s. Par la seconde étape, on peut donc supposer que X' = ]E%"Y et que s est la section nulle

au-dessus de Z. On conclut alors comme dans 1’étape 3 de la preuve de [Ayo07b|, Proposition 4.5.42]. C.Q.F.D.
Le lemme suivant a été utilisé dans la preuve de la proposition ci-dessus.

LEMME 1.4.22 — Soient X un k°-schéma rigide et v : U —— X un morphisme lisse couvrant pour la topologie
de Nisnevich. Le foncteur

u* : PreShv(SmRig/X, M) — PreShv(SmRig/U, M)

préserve et détecte les équivalences B -locales. L’énoncé correspondant pour les k°-schémas formels est également vrai.

DEMONSTRATION Rappelons que u* ~ (¢,)« avec ¢, le foncteur de composition a gauche par u. Le fait que (¢, )«
préserve les équivalences Nis-locales est clair. Pour montrer que (c¢,). détecte les équivalences Nis-locales, il suffit
de remarquer que (¢, )« commute au foncteur de faisceautisation et qu'un morphisme de faisceaux d’ensembles a :
H —— K sur SmRig/X est un isomorphisme si et seulement si u*(a) est un isomorphisme (car u est couvrante).
Soit f : H — K une fléeche de PreShv(SmRig/X, ). On suppose que u*(f) est une équivalence B!-locale.
Comme u* est de Quillen & gauche pour la structure projective B'-locale, on peut supposer que H et K sont fibrants
pour la structure (Wgi, Cof,,.;, Fib,,o;_p1). Comme u* est de Quillen a droite relativement a cette structure, on
déduit que u*(f) est une équivalence B'-locale entre objets B!-fibrants. C’est donc une équivalence Nis-locale. Ceci
montre que f est aussi une équivalence Nis-locale. C.Q.F.D.

Voici quelques corollaires de la proposition [1.4.21

COROLLAIRE 1.4.23 — Soiti: Z — X (resp. i : Z —— X) une immersion fermée de k°-schémas rigides
(resp. formels). La counité i*i, — id de Uadjonction (i*,i,) : RigSH4E (X) — RigSHSI(Z) (resp. (i*,iy) :
FSHSY (X) — FSHS (2)) est inversible.

DEMONSTRATION On traite uniquement la cas des k°-schémas rigides. Les foncteurs i, et ¢* commutent aux sommes
infinies (puisqu’ils sont dérivés de foncteurs de Quillen & gauche). Il suffit donc de montrer que le morphisme de counité
est inversible aprés évaluation sur les générateurs compacts de RigSH‘S}}1r (Z) fournis par le lemme ci-dessous. Il
s’agit alors de montrer que le morphisme

(1123) Li*i*atw (7/ X Acst) — at, (7/ (24 Acst)

est une équivalence B'-locale pour tout Z’ quasi-compact et lisse sur Z. La question est locale sur Z’. Plus précisément,
si (Z});er est un recouvrement ouvert fini de Z’ par des k°-schémas rigides quasi-compacts, il suffira de montrer que
(1.123)) est une équivalence B!-locale pour les M;esZ; avec B # J C 1.

Comme en géométrie algébrique, on peut montrer que tout Z-schéma rigide lisse est localement (pour la topologie
usuelle) le « pull-back » d'un X-schéma rigide lisse. On peut donc supposer qu’il existe un X-schéma rigide lisse X’
tel que Z' = X' X+ Z. Par la proposition ivag, (Z' @ Acst) est Bl-équivalent au cone du morphisme

atm ((Y/ %Y (Y — 7)) [ Acst) e atm (Y/ [ Acst)-

Etant donné que les deux typ-faisceaux ci-dessus sont projectivement cofibrants, on déduit que Li*i.ay, (Z' @ Acst) est

isomorphe au cone de B - B
atm((Z’ Xy(X — Z)) % Acst) e at@ (Z/ X Acst)~

Mais le k°-schéma rigide Z’' X+ (X — Z) est vide. D’ou le résultat recherché. C.Q.F.D.

COROLLAIRE 1.4.24 — Soit X un k°-schéma formel et notons i : X, —— X limmersion fermée de sa fibre
spéciale. Alors, le foncteur i* : FSHSE (X) — FSHSI (X,) = SHI (X,) est une équivalence de catégories.

DEMONSTRATION Le complémentaire de X, dans X est vide. On déduit de la proposition que le morphisme
d’unité id —— 4,7* est inversible. D’autre part, le corollaire affirme que la counité i*i, —— id est inversible.
D’ou le résultat. C.Q.F.D.

Remarque 1.4.25 — Soit X un k°-schéma formel. On définit un foncteur P : SHyn (X, ) — RigSHS%(I)Cn) par
la composition de

SHE (x,) —=— FSHST () 225 RigSHET (X,)
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avec j l'inclusion de X,, dans X vu comme un k°-schéma rigide). Contrairement & la composition de
n

SHET (X,) —— RigSH& (X) —— RigSHSH (X)),
le foncteur P n’est pas nul. De plus, si 9 est une catégorie de modeéles monoidale et unitaire, P est monoidal et
unitaire (et, en particulier, envoie 1y sur ]lxn) comme il découle facilement du corollaire |1.4.24

Dans le reste de ce paragraphe, on établit les analogues stables des résultats précédents. Soit X (resp. X) un
k°-schéma rigide (resp. formel). Le foncteur a;, : PreShv(SmRig/X, M) — Shv,, (SmRig/X, M) (resp. a;, :
PreShv(SmF/X, M) — Shv,, (SmF/X,91)) est une équivalence de Quillen a gauche relativement aux structures
B!-locales. Il induit donc une équivalence de Quillen & gauche

ar, : SpectTa. (PreShv(SmRig/X, M) — Spectiw(Tan)(Shvtw(SmRig/Y7 m))

(resp. as, : Spectr: (PreShv(SmF /X, M) — Spectiw(Tﬁ,r)(Shvt@ (SmF /X, Mn))).
Pour une immersion fermée i : Z —— X (resp. i : Z —— X) on dispose d’une transformation naturelle
(1.124) T Ry (=) — (T @ =) (resp. T @i, (=) — 0 (T™" @ —))

qui induit le prolongement i, : Spect7..(PreShv(SmRig/Z,M)) —— SpectT..(PreShv(SmRig/X,M)) (resp. iy :
Spectr.. (PreShv(SmF/Z, M) — Spect.. (PreShv(SmF/X,9M))). Le lecteur vérifiera facilement que (T.124)

induit une transformation naturelle
(1.125) agy (T™) @ i (—) — i, (T™) ® —) (resp. ay, (T™") @ iu(—) — ix(as, (T™7) @ )

ol le produit tensoriel est pris dans la catégorie des ty-faisceaux. On obtient de plus un carré commutatif de catégories

Specti@ (1eny (Shvy, (SmRig/Z,M)) SN Specti@ (1) (Shvy, (SmRig/ X, 9))

| |

Spect?..(PreShv(SmRig/Z, 9)) LN SpectF..(PreShv(SmRig/X, M)

o les fleches verticales sont les inclusions évidentes (qui sont donc des équivalences de Quillen & droite). On a également
le carré commutatif analogue pour les k°-schémas formels. Notons le théoréme suivant.

THEOREME 1.4.26 — 1- Soiti:Z —— X une immersion fermée de k°-schémas rigides. Le foncteur
(1.126) iy Spectim (pany (Shvy, (SmRig/Z, M) — Spectiw (7any (Shvy, (SmRig/X, M)

est de Quillen a gauche relativement aux structures injectives stables sur les catégories de spectres symétriques déduites
des structures injectives B! -locales (W1, Cof;y,j, Fib,,;_p1) sur les catégories de ty-faisceaux.
2- Soiti:Z —— X une immersion fermée de k°-schémas formels. Le foncteur

(1.127) Ty Spectim (rtor) (Shv, (SmF/Z, D)) — Specti@ (1tor) (Shv, (Sm/X, 9T))

est de Quillen a gauche relativement aux structures injectives stables sur les catégories de spectres symétriques déduites
des structures injectives B! -locales (Wg1, Cofy,j, Fib,,;_p1) sur les catégories de ty-faisceauw.

DEMONSTRATION On traite seulement le cas des k°-schémas rigides. Le foncteur (|1.126) admet un adjoint a droite
g
(voir le lemme [1.4.27| ci-dessous). Le fait que (1.126]) préserve les cofibrations injectives et les cofibrations injectives
B!-triviales niveau par niveau découle de la proposition 1.4.18} Il reste & voir que (1.126)) envoie les fleches de la
forme w? (voir [Ayo07b| §4.3.2]) sur des équivalences B'-locales stables pour tout K € Ob(Shv,, (SmRig/Z,M
K 0
injectivement cofibrant et p € N. On dipose d’un carré commutatif

1 n . wf*K .
Susﬁj; (Tan),Z(at@ (T*) ® i K) — Susgtw(Tan)z(z*K)

| ]

. 1 an find NP
z*Sust@ (ran) 5 (81, (T) @ K) —— Z*Susgtw(Tan)’g(K).



1.4 Le 2-foncteur homotopique stable RigSH(—) 81

11 suffira de montrer que les fleches verticales sont des équivalences B'-locales niveau par niveau. On se raméne ainsi
4 montrer que les morphismes

(1.128) ay (T*)%7) © i K — i (g, (T™)®") @ K)

sont des équivalences B'-locales. Notons j 'immersion ouverte complémentaire & i. Le couple de foncteurs (Li*, j*) est
conservatif par le théoréme 11 suffit donc de prouver que

(1.129)

37 [ae, (T*)®7) @ ix K] — j7[ix (ae, (T™)*7) @ K)] et Li*[ag, (T™)%") @ i K] — Li"[is(ag, (7)) @ K))

sont inversibles dans RigSHgg(—). La fleche de gauche est le morphisme nul entre objets nuls puisque j*i, = 0; elle
est donc inversible. Pour la seconde fléche, on considére le carré commutatif

Li*[ag, (T*")®7) @ i K] —— Li*[ix (¢, (T*")®") @ K]

| J

ag, (T7")%") @ Li*i, K ———— a, (T*)%") ® K.
Or, la counité de (Li*,i,) est inversible par le corollaire [1.4.23] D’ou le résultat. C.Q.F.D.

LEMME 1.4.27 — On garde les hypothéses du théoréme |1.4.261 Le foncteur (1.126) (resp. (L.127)) admet un

adjoint & droite.

DEMONSTRATION Soit E un ay, (T*")-spectre symétrique a valeurs dans Shvy, (SmRig/X,91). On définit une suite
symétrique (F,)nen & valeurs dans Shv,, (SmRig/Z, ) par

(1.130) F, = Eq (H FHom(ag, (T™)%*,i'Epn) —= Hﬂ-fom(atm (T i'FHom(a, (Tan),EHHn)))
keN leN

ou l'action de ¥, sur F,, est déduite des restrictions des actions de X, 4, sur E,,,, suivant 1 x3,, C X, X3, C Xppqn.
L'une des deux fleches dans ([1.130)) est déduite par adjonction du morphisme d’assemblage du a;, (7%")-spectre E et
I’autre est la composition de

Fom(ar, (T™)*, 4 (=) = Hom(ay, (T*)®*=", Hom(ar, (T™), #'(-)))

Hom(ag, (T*) 21 i'Hom (ag, (T™), —)).
On vérifie facilement qu’en prenant le produit sur les kK € N — {0}, la fleche diagonale déduite des compositions de
F,, — Hom(ay, (T™)%* ' By yn) ~ Hom(ay, (T™), Hom(ar, (T*) 2 ' By 14140))

se factorise par le sous-objet Jom(a,(T*"),Fy41). On obtient ainsi un as, (7*")-spectre symétrique F. Le lecteur
vérifiera que le foncteur hom(i.(—), E) est représenté par F. C.Q.F.D.

On déduit maintenant ’axiome de localité pour les catégories RigSHyy, (—) et FSHop(—).

COROLLAIRE 1.4.28 — Soient i : Z —— X (resp. i : Z —— X) une immersion fermée de k°-schémas ri-
gides (resp. formels) et j limmersion ouverte complémentaire. Le couple de foncteurs (Li*,j*) est conservatif sur
RigSH,y, (X) (resp. FSHon(X)). De plus, le morphisme de counité Li*Ri, —— id est inversible.

DEMONSTRATION Comme d’habitude, on traite le cas des k°-schémas rigides et on laisse au lecteur le soin d’adap-
ter 'argument au cas des schémas formels. Soit E est un ay, (T°™)-spectre projectivement cofibrant a valeurs dans
Shv,, (SmRig/X, ). Le carré commutatif

(1.131) j1i* E——E

|

x* ——— i, "E
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est homotopiquement cocartésien niveau par niveau. Comme i, préserve les équivalences B'-locales stables, il se dérive
trivialement. On déduit ainsi un 2-triangle distingué dans RigSHy, (X) :

(1.132) Ljsj* — id — Ri,Li* — .
Ceci montre que le couple de foncteurs (Li*, j*) est conservatif. La seconde assertion découle de son analogue instable
(et du fait que i, se dérive trivialement). C.Q.F.D.

COROLLAIRE 1.4.29 — Soit X un k°-schéma formel et notons i : X, —— X limmersion fermée de sa fibre
spéciale. Le foncteur i* : FSHon (X) — FSHo (X, ) = SHon(X,) est une équivalence de catégories.

DEMONSTRATION Le complémentaire de X, dans X étant vide, on déduit que le morphisme d’unité id — ,3* est

inversible. Par le corollaire la counité "7, —— id est également inversible. D’ou le résultat. C.Q.F.D.
Remarque 1.4.30 — Soit X un k°-schéma formel. Comme dans la remarque [1.4.25, on définit un foncteur P :

SHyn (X,) — RigSHyy (X)) par la composition de

SHup (X)) —= FSHon (X) -2 RigSHyy ().

C’est un foncteur monoidal unitaire (et, en particulier, non nul).

1.4.4 Fin de la vérification des axiomes et quelques compléments

Dans ce paragraphe, on démontre quelques résultats utiles pour la preuve du théoréme|1.3.38| qui sera donnée dans
le paragraphe suivant.

LEMME 1.4.31 — Soit X un k°-schéma rigide. Alors ngSHEm(Y) est compactement engendree par les objets
de la forme Sush..(U @ Acst) avec p € N, A € & et U un X -schéma rigide quasi-compact (i.e., U, est une k-variété
rigide quasi-compacte). L’énoncé analogue pour la catégorie instable ngSHeH(X) est egalement uraz.

DEMONSTRATION Notons SmRig?°/X la catégorie des X-schémas rigides lisses et quasi-compacts. On a une équi-

valence de sites (SmRig/Y Nis) —~— (SmRig® /X, Nis). Remarquons d’autre part qu'un préfaisceau projectivement
fibrant F' sur SmRig?°/X est Nis-local si et seulement si ses restrictions & SmRig?/X,, et SmF /(X //7) sont Nis-locaux
(i.e., vérifient la propriété de Brown-Gersten) et si pour tout X-schéma rigide lisse U le carré

F(U) ———— F(Uy)
|

|

F(U 7)) —— F((U)y)

est homotopiquement cartésien. On en déduit que les préfaisceaux projectivement Nis-fibrants sur SmRig?°/X sont
stables par colimites filtrantes.

A partir de 13, il est facile de se convaincre que la classe des T9-spectres symétriques de préfaisceaux sur SmRig®® /X
projectivement stablement B!-fibrants est stable par colimites filtrantes. Ceci montre que les objets Sushq. (U @ Acst)
(avec p, A et U comme dans 1’énoncé) sont compacts. Par ailleurs, il est facile de voir que ces objets forment une
famille conservative dans

RigSH,y (X) ~ Hog: _(SpectZq (PreShv(SmRig® /X, 9m))).
Ceci permet de conclure. C.Q.F.D.

LEMME 1.4.32 — Soit un carré cartésien de k°-schémas rigides

/

VX

A
y 27X
On suppose que f est lisse. Alors le 2-morphisme d’échange fu’g’* —— g* fy est inversible (ot les opérations sont prises
entre les catégories RigSHeR (—) ou RigSHgy(—)).
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DEMONSTRATION 1l suffit de montrer que le morphisme d’échange est inversible aprés évaluation sur les générateurs
Sustn (U — X') ® Acst) avec U’ quasi-compact sur k° et lisse sur X', p e N, et A € €. Or, on a

J19" Sushan (U" = X') @ Acst) = fiSushan (U x5, Y = Y') @ Acst) ~ Sushan (U x5, Y = Y) @ Acet)

et g f1Sushun (U = X') ® Acst) = ¢*Sushan (U — X) ® Acst) =~ Sushan (U x5 Y = Y) ® Acgr).
Le lecteur vérifiera facilement que modulo les isomorphismes ci-dessus, le morphisme d’échange est induit par l'iso-
morphisme de transitivité du produit fibré U’ x+, Y’ ~ U’ x5 Y. C.Q.F.D.
Etant donné un schéma S, on notera Sch®™ /S la catégorie des S-schémas quasi-projectifs.

THEOREME 1.4.33 — Soit X = Spf(A°) un k°-schéma formel affine. Le 2-foncteur contravariant
RigSH,,;((—)*") : Sch®/A° — TR

qui & un A°-schéma quasi-projectif X associe la catégorie triangulée RigSHyy, (X?") est un 2-foncteur homotopique
stable au sens de [Ayo07al, Définition 1.4.1].

DEMONSTRATION 1l s’agit de vérifier les axiomes 1 & 6 de loc. cit.. L’axiome 1 est trivial. Les axiomes 2 et 4 sont
contenus dans le théoréme et le corollaire L’axiome 3 découle du lemme Pour les axiomes 5 et 6,
le lecteur est prié d’adapter les preuves de [Ayo07b], Proposition 4.5.49 et Corollaire 4.5.51]. C.Q.F.D.

En particulier, pour f un morphisme de A°-schémas quasi-projectifs, on dispose des opérations (f*), et (f2*)". De
méme, le théoréme de changement de base pour un morphisme projectif est valable dans RigSHgy, (—) pour 'analytifié
d’un carré cartésien de A°-schémas quasi-projectifs (et dont les fleches verticales sont des morphismes projectifs).

DEFINITION 1.4.34 — Soit S un schéma, et soient Hy et Hy deux 2-foncteurs homotopiques stables de domaine la
catégorie des S-schémas quasi-projectifs. Rappelons qu’un 1-morphisme de 2-foncteurs © : Hy —— Hs est la donnée :
(i) pour tout S-schéma quasi-projectif X, d’un foncteur triangulé © x : Hi(X) — Ha(X),

(ii) pour tout morphisme de S-schémas quasi-projectifs f : Y —— X, d’un 2-isomorphisme
af: ffoO@x — Oy o f*

compatible avec les 2-isomorphismes de connexion de la maniére usuelle.

Etant donné © comme ci-dessus, on déduit par adjonction, & partir de oy, une transformation naturelle B¢ : ©x o
fe — fe 0 Oy. Lorsque f est lisse on déduit par adjonction, & partir de a;l, une transformation naturelle vy :
ftoOy — Ox o fy. On dit que O est un prémorphisme de 2-foncteurs homotopiques stables lorsque les v» sont
inversibles. On dit que © est un morphisme de 2-foncteurs homotopiques stables si les 87 et les y» sont inversibles.

LEMME 1.4.35 — Soit Spf(A°) un k°-schéma formel affine. La famille des foncteurs

Rig" : SHyn(X) — RigSH, (X*),
pour X un Spec(A°)-schéma quasi-projectif, s’étend naturellement en un prémorphisme de 2-foncteurs homotopiques
stables de SHop(—) vers RigSHqy ((—)?").

DEMONSTRATION Les transformations naturelles (f")*Rig* ~ Rig” f* proviennent des carrés de droite dans .
Montrons que 5 est inversible pour f:Y —— X lisse. Etant donné que Rig* et f¢ commutent aux sommes infinies,
il suffit de montrer que f;Rig" —— Rig" f; est inversible aprés évaluation sur les générateurs compacts de SHop (Y).
Soient donc V un Y-schéma lisse, B € € et p € N. On a

[i"Rig™Susth (V' = Y) @ Best) = fi"Susian (V™ = V™) @ Best) = Susha, (V" — X™) ® Best)

et Rig" fySush.((V = Y) ® Best) =~ Rig™Sush (V = X) @ Best) = Susha, (V* — X*) @ Begt).
On laisse au lecteur le soin de se convaincre que, modulo ces identifications, v; est I'dentité. C.Q.F.D.

A présent, nous allons dériver quelques propriétés des prémorphismes de 2-foncteurs homotopiques stables. On fixe
donc un prémorphisme © : H; —— Hy comme dans la définition Dans la suite, on notera © a la place de O
lorsque cela n’induit pas un risque de confusion. Notons le lemme suivant.

LEMME 1.4.36 — Soiti : Z — X une immersion fermée de S-schémas quasi-projectifs. La transformation
naturelle
Bi:©o0iy — i, 00

est tnversible.
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DEMONSTRATION Notons j : U —— X l'immersion ouverte complémentaire. Par 'axiome de localité, il suffit de
montrer que i*3; et j*5; sont inversibles. Pour le premier 2-morphisme on utilise le carré commutatif

*Oi, —— %0, 0

|

i, — 0

et le fait que la couinté de (i*,14,) est inversible. Pour le second 2-morphisme, on remarque que j*0i, ~ 05%i, ~ 0 et
que j*i,0 ~ 0. Le lemme est démontré. C.Q.F.D.

Soit . un Ox-module localement libre sur un S-schéma quasi-projectif X. On lui associe I’équivalence de Thom
Th(.#) = pys. avec p : V(#) = Spec(®penSym" #) — X la projection du fibré vectoriel associé a .# et s
sa section nulle. Du lemme [1.4.36] on déduit un isomorphisme canonique Th(.#) o © ~ © o Th(.#) donné par la

composition de
5;1 Yp
P35:0 —<— pyOs. ——— Opys..

Etant donné que Th(.#) est une équivalence de quasi-inverse Th™!(.#) = s'p* (voir [Ayo07al, Théoréme 1.5.7]), on
a aussi un isomorphisme canonique Th™'(.#) 0 © ~ © o Th™ ! (.Z).

PROPOSITION 1.4.37 — [l existe une unique famille de 2-isomorphismes
(5f:f!06 = Oofi

indexée par les morphismes de S-schémas quasi-projectifs f : Y —— X et vérifiant les propriétés ci-dessous.
1. Les 05 sont compatibles & la composition des S-morphismes.

2. Pour une immersion fermée i, on a §; = B[l modulo l'identification iy = 1.

3. Lorsque f est lisse, §; est donnée par la composition de

(1.133) fTh Q)0 = £,0Th Q) == 6fTh'(Q)).

DEMONSTRATION L’unicité est claire puisque tout morphisme de S-schémas quasi-projectifs se factorise par une
immersion fermée suivie d’un morphisme lisse.

Soit f un morphisme de S-schémas quasi-projectifs et f = pos une factorisation de f en une immersion fermée suivie
d’un morphisme lisse. On a alors un 2-isomorphisme de connexion fi >~ pio s qui permet de définir 65 = (dps1) o (p1d5)
avec d, et 6, comme dans ’énoncé. Il s’agit de montrer que 0y est indépendante de la factorisation f =pos.

Soit f = g ot une autre factorisation de f en une immersion fermée suivie d’'un morphisme lisse. On se raméne
immeédiatement au cas ou il existe un diagramme commutatif

t q
e——e——e

Jd
s p

oe——e——e

avec d lisse. Il est facile de voir que (1.133|) définit des 2-isomorphismes compatibles & la composition des morphismes
lisses. 11 suffit donc de montrer la commutation du diagramme

dit)© = d\ Ot - Odt

NL \N

S!@ @S].

On forme le diagramme commutatif
t
e— e [ ]
\\ Jdl Jd
[ ) 5 [ ]

—
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ayant son carré cartésien. Par construction, les 2-morphismes d7, pour ? lisse, et 7/ vérifient une compatibilité pour le
morphisme d’échange du type Ez,. On est donc ramené & montrer une compatibilité avec le 2-isomorphisme de pureté
(en fait, celui obtenu par adjonction de I'isomorphisme de pureté de [Ayo07a, Théoréme 1.6.19]). Plus précisément,
nous devons montrer que le carré

Th(A)© —— t,d}©

| ]

OTh(Af) —— t,d}©
est commutatif. Pour vérifier cela, le lecteur peut s’inspirer de la preuve de [Ayo07al Théoréme 2.3.31]. C.Q.F.D.

LEMME 1.4.38 — Soit un carré cartésien de S-schémas quasi-projectifs

/

Y 5 X/

o

YL>X.

On a un diagramme commutatif
9 HO —— g 0fi —— Og" f,

N\ JN

f!/g/*@ ~ , f!/@g/* , @fllg/* .

DEMONSTRATION On se raméne a traiter le cas ou f est une immersion fermée et celui ou f est un morphisme lisse.
La commutation du diagramme est facile dans ces deux cas. C.Q.F.D.

COROLLAIRE 1.4.39 — Soit f un morphisme de S-schémas quasi-projectifs. On a un diagramme commutatif

fio® —— 00 f

fi0B@———0Oof,

ou les 2-morphismes verticauz sont donnés par [Ayo07a, Définition 1.7.1]. En particulier, lorsque f est projectif, B¢
est inverstible.

DEMONSTRATION En effet, la définition des 2-morphismes f; —— f, ne fait apparaitre que des 2-isomorphismes de
connexion et des 2-morphismes d’échange de type Ex, obtenus par adjonction & partir des Ezy. La commutation du
diagramme de ’énoncé découle alors du lemme Les détails sont laissés au lecteur. Pour la derniére assertion,
on utilise le fait que fy —— f. est un 2-isomorphisme pour f projectif (par [Ayo07a, Théoréme 1.7.17]). C.Q.F.D.

Le corollaire [I.4:39] est suffisant pour les besoins de la preuve du théoréme [1.3:38] Toutefois, nous n’avons pas
résisté a inclure le résultat suivant, qui ne sera pas utilisé dans la suite.

THEOREME 1.4.40 — On suppose que k est de caractéristique nulle. Soit A une k-algébre affinoide. Le prémor-
phisme
Rig* : SH{,(—) — RigSHgy, ((—)™)

est un morphisme de 2-foncteurs homotopiques stables sur Sch% /A. (Ci-dessus, SHgy(—) C SHon(—) désigne la
sous-catégorie des objets compacts, appelés aussi constructibles dans [Ayo07d, [Ayo07b].)

Ainsi, en se restreignant aux objets compacts, les foncteurs Rig* commutent aux quatre opérations f*, f., fi et f'
pour [ un morphisme de A-schémas quasi-projectifs.

DEMONSTRATION On sait que Rig" est un prémorphisme de 2-foncteurs homotopiques stables. Par le corollaire
il reste a montrer que, pour j : U — X une immersion ouverte, 5; devient inversible aprés restriction aux objets
compacts. Notons i : Y —— X l'immersion fermée complémentaire.

On obtient par adjonction a partir de ﬂi_l un 2-morphisme &; : Rig*oi' —— (i*")'oRig*. Pour que B; soit inversible,
il suffirait que &; soit inversible. En effet, de I’axiome de localité, on déduit que la paire (i', 7*) est conservative. Comme

la counité j*j, —— id est inversible, on voit que le 2-morphisme j*3; est inversible. D’autre part, on a (i*)'ja"Rig* = 0
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et, si & était inversible, (i*")'Rig*j,. ~ Rig"i'j. = 0, i.e., i'3; serait le morphisme nul entre les 1-morphismes nuls (et
en particulier inversible).

Puisqu’on se restreint aux objets compacts, il suffit de montrer que ; est inversible lorsqu’on 1’évalue sur des
générateurs compacts de SHop(X). Comme k est supposé de caractéristique nulle, on dispose de la résolution des
singularités pour les A-schémas de type fini (A étant excellent). Par [Ayo07al Proposition 2.2.27], la catégorie SHgy (X)
est donc compactement engendrée par les objets de la forme g, (Sush.(Bes:)) avec p € N, Be €et g: X' — X un
A-morphisme vérifiant les propriétés suivantes :

— g est projectif,

— X' est régulier et connexe,

— g Y(Z) est soit X’ tout entier, soit un diviseur & croisements normaux.

Fixons g, B et p comme ci-dessus. On forme le carré cartésien

v x

1]

y —— X,

On a un diagramme commutatif exprimant la compatibilité de & et 37 avec I'isomorphisme d’échange de type Ex', :

Rig*gli"' — > Rig"i'g. —— (i"")Rig" g,

ﬁg/JN Nlﬁg

9% - /s - ~ . 5 . %
gf‘“Rig*i” }g;an(zlan)!ng , (ldn)lg:ang .

Ainsi, il suffit de montrer que & évalué en l'objet Sush(Bcs:) € Ob(SHon(X')) est inversible. En d’autres termes, on
peut supposer que Y C X est un diviseur & croisements normaux (le cas Y = X étant trivial) et qu’on cherche a
montrer que

Rig*i!Susl}(Bcst) ) (ian)IRig*Susgw(Bcst)

est inversible. Par une récurrence sur le nombre de composantes irréductibles de Y, on se raméne au cas o Y est un
sous-schéma régulier. D’autre part, la question étant locale pour la topologie de Nisnevich sur le schéma X, on peut
supposer qu’il existe un carré cartésien

%

— X

Y

q‘ JP
o L) A(]i

avec o la section nulle et p un morphisme régulier. En utilisant le corollaire (et le triangle de localité re-
liant @' et j.) on déduit que i'Sush.(Bes;) = i'p*Sush.(Best) =~ ¢*0'Sush.(Besi). De méme, on a (i")'Sush... (Best) ~
(*™)* (0*)'Sushan (Best ). On est donc ramené au cas ot i est la section nulle d'un fibré vectoriel sur k. On retrouve
alors I'isomorphisme de commutation avec I’équivalence de Thom inverse Th™!(k®%). D’ou le résultat.

Pour terminer, il reste & montrer que Rig* commute aux opérations f'. On déduit par adjonction de § ¢ un 2-
morphisme &7 : Rig" f' — (f*")'Rig*. Remarquons que pour une immersion fermée 7, on retrouve bien le &; ci-dessus.
Pour vérifier que &¢ est inversible, on factorise f par une immersion fermée suivie d’'un morphisme lisse. On vient de
traiter le cas des immersions fermées. Lorsque f est lisse, on utilise la formule f' = Th(Q £) o f* et on vérifie que &;
est la composition de o et 'isomorphisme de commutation avec I’équivalence de Thom inverse. C.Q.F.D.

1.4.5 Démonstration du théoréme [1.3.3§]

Soit (#,7) un diagramme de k°-schémas rigides. On a le diagramme suivant a carrés cartésiens

i _—

(T 0) —2— (F,9) —— (F.,,9)

(fn-,pJ)J (f,p9) J(faapﬂ)

Spm(k) — Spf(k°) «—— Spec(k).

On définit un foncteur composé

(1.134) X/ RigSHy(7,) —— RigSH,,(7) —— RigSHy(Z,) = SHon (7).
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Etant donné un diagramme commutatif a carrés cartésiens

@,.9) —— @.9) —— @,.9)

(gnvo’){ Jr(g’o‘) J{(gﬂva)

(Z,9) —— (Z,9) —— (Z,,7)

(fnp3) (f.pa) (fo,p3)

— 3

Spm (k) —— Spf(k°) «—— Spec(k)

on déduit une transformation naturelle oy : goX; — Xjog9,- Les ar vérifient une compatibilité évidente avec la
composition des morphismes de diagrammes de k°-schémas rigides comme dans [Ayo07b| Définition 3.1.1]. Lorsque
g est lisse argument par argument, oy est inversible par le théoréme de changement de base par un morphisme lisse
(qui découle du lemme . Par adjonction, on dispose aussi d’'un morphisme 3y : X¢gns — goxXgor- On a la
proposition suivante.

PROPOSITION 1.4.41 — Soit Spf(A°) un k°-schéma formel affine. Alors X définit un systéme de spécialisation
au sens de [Ayo07b, Définition 3.1.1] de base

n = Spec(A°[1/7]) . B= Spec(A°) «— & = Spec(A)

dans le 2-foncteur homotopique stable RigSHgy ((—)2") : Sch®’/A° —— TR. De méme, X o Rig" définit un systeme
de spécialisation sur SHop(—) restreint auz A°-schémas quasi-projectifs.

DEMONSTRATION En effet, X est le systéme de spécialisation canonique de base (B,7,%) (voir [Ayo07b| Exemple
3.1.4]). Pour X o Rig", on utilise le corollaire [1.4.39 (appliqué & © = Rig"). C.Q.F.D.

Le lemme ci-dessous est évident.

LEMME 1.4.42 — Soit (%,7) un diagramme de k°-schémas de type fini au-dessus d’un diagramme de k°-
schémas formels affines. Notons (f,pg) la projection de (%,3) sur Spec(k®). On a alors une transformation naturelle
Xf — Xy o Rig" de foncteurs entre SHon(#,) et SHon(F,). La famille de ces transformations naturelles pour les
k°-schémas quasi-projectifs définit un morphisme de systémes de spécialisation.

On note également le résultat suivant qui servira plus tard.

LEMME 1.4.43 — Soit X un k°-schéma rigide de morphisme structural f : X —— Spf(k°). Alors, le foncteur

commute auxr sommes infinies.

DEMONSTRATION Il suffit de montrer que le foncteur j, : RigSHm (X,;) — RigSHyy;(X) commute aux sommes
infinies. Il revient au méme de montrer que son adjoint a gauche j* : RigSHyy (X) — RigSHgy, (X)) préserve les
objets compacts. Or, d’aprés le lemme |1.4.31] MngSHm( ) est compactement engendrée par les objets de la forme
Sushan (U @ Acst) avec p € N, A € € et U un X-schéma rigide quasi-compact (i.e., tel que U, est une k-variété rigide
quasi-compacte). L’image d’un tel générateur par j* est donnée par Sush..((U xX,) ® Acst) Le résultat découle
maintenant du fait que U X~ % X n = U est une k-variété rigide quasi-compacte. C.Q.F.D.

Dans le reste de ce paragraphe, nous allons démontrer le théoréme Rappelons d’abord son énoncé. Soit Z le
diagramme de k°-schémas indexé par la catégorie des k-affinoides lisses et qui & Spm(A) associe Spec(A°). On forme
le diagramme commutatif & carrés cartésiens

Etant donné un objet projectivement cofibrant E de Specty(PreShv(Sm/k,90)), le théoréme affirme que le
morphisme naturel (de la catégorie Ho(Spect?iag*T(PreShv(SmAfnd/k, Mm))))

(1.135) r.Rig"E —— Rdiag"Ri.Li*Rj.u; E = Rdiag"i. x,u; E
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est une équivalence B'-locale stable, du moins lorsque k = ];((71’)) avec k de caractéristique nulle; on mentionnera
explicitement l’endroit ol cette hypothése servira. (Rappelons que r : SmAfnd/k — SmRig/k est I'inclusion évidente.)

On dispose d’un foncteur Rig : Sm/%2 —— SmRig/2*" induit par le foncteur d’analytification. Remarquons que
2" est simplement le diagramme de k°-schémas rigides qui & X = Spm(A) associe Spf(A°) considéré comme un
k°-schéma rigide. On dispose d’un foncteur Rig* : SHon(2) — RigSHy, (2°") et d’une transformation naturelle
Xu — Xyen © Rig" (par le lemme . Considérons la composition de

(1.136) r,Rig"E — Rdiag"i. xy u;E — Rdiag"i, X, Rig“uy E ~ Rdiag" i, X 0 (u5") "Rig"E.
On a la proposition suivante.

PROPOSITION 1.4.44 — La composition de (1.136)) est une équivalence B'-locale stable. De plus, le diag*T-spectre
Rdiag™ i. X yen (u2")*Rig"E est stablement B'-local (en tant qu’objet de Ho(Spectiag*T(PreShv(SmAfnd/k:, m)))).

DEMONSTRATION On dispose d’un carré commutatif

r.Rig"E Rdiag™i. xuu, E

| |

Rdiag"i, X an (u2")*Rig*E —— Rdiag" i, X, Rig u} E.
Il sera donc plus général de montrer que la composition de
(1.137) . F =~ diag, (u;")"F —— Rdiag"Ri{"L(:*")*Rj" (u;")*F

est une équivalence B'-locale stable de but stablement B'-local pour tout objet projectivement cofibrant F de
Spect.. (PreShv(SmRig/k, 9)). (Dans (T.137), diag désigne le foncteur SmAfnd/k — SmRig/2*" qui a X =
Spm(A) associe le couple (Spf(A°),Spm(A)) ou Spf(A°) est considéré comme un k°-schéma rigide.)

On ne restreint pas la généralité en supposant que F est stablement B'-local. Sous cette hypothése, nous allons
montrer que est un isomorphisme dans Ho(Spectfiag*T(PreShv(SmAfnd/ k,9N))) ce qui entrainera simulta-
nément les deux propriétés & démontrer.

Du corollaire on déduit facilement que le foncteur 2" (i*™)* est isomorphe a cpl,cpl® ~ cpl,P,. On a donc
un isomorphisme

Rdiag*Repl, RP.RjZ" (up") F =~ Rdiag* RiZ"L(#*") "Ry (up”) " F.
Comme Z;" est lisse argument par argument sur k, (ugn)*F est encore stablement B'-local. De plus, pour un k-affinoide
lisse X = Spm(A), on a :

[diag*cpl, P.ji"™ (up")"F|,(X) = [cpl, P.ji" (uy")"F,(Spf(A°), X) = [P.ji" (u)") " Fl,(Spf(A°), X)
= 75" (") Flp(Spf(A®), X) = [(u")"Fl, (X, X) = Fp(X).
On vérifie facilement que modulo ces identifications, le morphisme (|1.137) est I’identité. C.Q.F.D.

LEMME 1.4.45 — On suppose ici que k = k(7)) avec k de caractéristique nulle. Pour montrer le théoreme
il suffit de montrer que le morphisme de systéemes de spécialisation x — YoRig* dans SHop(—) : Sch® /k° — TR
est inverstble.

DEMONSTRATION On suppose que le morphisme de systémes de spécialisation de I’énoncé est inversible et on démontre
le théoreme [I.3.38] Par la proposition [[.4:44] il reste a voir que le morphisme

(1.138) Rdiag"Ri.Li"Rj,usE — Rdiag"Ri*"L(i*")"Rj*"Rig"u; E

est une équivalence Bl-locale stable. On montrera plus précisément que c’est une équivalence faible de préfaisceaux

niveau par niveau. La source de (1.138)) est stablement B!-fibrante par le théoréme Il en est de méme du but
de (|1.138]) par la proposition [1.4.44] Par le théoréme [1.2.36] il suffira donc de montrer que

[Rdiag"Ri,Li*Rj.u,E],(Q;" (X, f)) — [Rdiag"RiZ"L(i*")*Rjf"Rig"uy El, (Q (X, f))

est une équivalence faible pour tout k-schéma lisse X , feD(X,0%),r e N={0} et p € N. Il est donc plus général
de montrer que la transformation naturelle évidente

SHan (2,(Q779(X, f))) —2— SHan (2(Q79(X, f))) ——— SHon (X)

| '
RigSH,y, (Q719(X, ) —— RigSHay, (7°(Qr9(X, f))) ~— RigSHap (X)
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devient inversible lorsqu’on 'applique au foncteur (u,(Q7 (X, f)))*. Reprenons les notations [1.3.10| et formons les
diagrammes commutatifs & carrés cartésiens (& nil-immersions prés)

-an

Tn(Q59(X, f)) —— 2(Qi*(X, f)) (X, f) ——— QI (X, f) ——X
Qgeo(X f) %QSCh(X f <7X Q "(X,f jan (Qich X,f an (;X

U
1 d [P A k . R —

Par le corollaire on dispose d’un 2- isomorphisme Xh = Ch Xh Xhoc ¢~ De méme, puisque ¢’ est une immersion
ouverte, on dlspose d un 2-isomorphisme Xpan = €2 Ypan = Xpanow c On voit donc qu’il suffit de montrer que la
transformation naturelle évidente

SHay (Q9°° (X, f)) ———— SHy (Q3 (X, f)) ————— SHyp(X

. n it . se any )7
RigSHuu (Q1" (X, /)~ RigSHu((Q17 (X, )™) < RigSHyy (X

est inversible. Le lemme est démontré. C.Q.F.D.

On garde hypothése k = k(7)) avec k de caractéristique nulle. Remarquons que les systémes de spécialisation
X et X o Rig" commutent aux sommes infinies. (Pour ¥ o Rig*, on utilise le lemme et le fait que Rig* est
un adjoint & gauche.) Ainsi, d’aprés [Ayo07b, Théoréme 3.3.45|, pour vérifier que le morphisme de systémes de
spécialisation y —— X o Rig* dans SHgy(—) : Sch®/k° —— TR est inversible, il suffit de le vérifier aprés évaluation
en Sus¥(Best) € SHon (Q:M(k[U,U~'],U),) pour r € N — {0} et B € &. On vérifiera ceci dans le lemme ci-dessous et
son corollaire. Vu le lemme cela terminera la preuve du théoréme [1.3.38]

LEMME 1.4.46 — On suppose que k = ];((W)) avec k de caractéristique nulle. Soient X un k-schéma affine et
lisse, f €e T'(X,0) et r € N—{0}. Considérons le diagramme & carrés cartésiens (G nil-immersions preés)

QU0 (X, f) —— Qs (X, ) —— X

o kb

j ~

Alors, pour tout p € N et B € &, le morphisme [XnSuss(Best)]p(X) —— [Xpan SuShan (Best)]p(X) est inversible dans
Ho(9M).

DEMONSTRATION On reprend notre diagramme de k°-schémas Z et son analytifié 2°". Par la proposition [1.4.44] la
composition de

(1.139) r,Rig*Sus (Best) — Rdiag"Ri.Li*Rj.uSush (Best) — Rdiag"RiZ"L(i*)*Rj2™ (u2")*Sus (Best)

est une équivalence B!-locale stable. Soit A € & et posons M = Sus’}a,,(Q;ig(X, f) ® Acst). En utilisant les 2-

isomorphismes xp = €5 Xh =~ XhocCj; €t Xpan = CF Xpan ™ Xpanoes c;]* (voir la preuve du Lemme [1.4.45), on a les
identifications suivantes :

homRgigsH,, (k) (M, Rdiag*Ri, Li*Rj.ufSusy(Best)) ~  hompgeam) (A, [XnSust(Best)]p(X)), et

homRigs,, (k) (M, Rdiag*RiZ™L(i*")*Rj2™ (ui)*SusGun (Best) =~ homggo(an) (A, [Xpan Susan (Best)]p(X)).
Ainsi, en appliquant homgjggr,, (k) (M, —) & (L.139), on obtient une suite de morphismes dans Ho() :
(1.140) hOmRigSH,, (k) (M, Susfan (Best))

|

hOmHo(im) (A7 [XhSUS%(Bcstﬂp(X))

|

homyge (o) (A, [Xpan SUS%M (Best)]p(X))
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dont la composition est un isomorphisme. Pour terminer, il suffit de montrer que le morphisme
hOInRigSH,.m (k) (M, Sus(j)“an (Bcst)) B— homHo(im) (A, [thus(j)“(Bcst)]p(X))

admet une section. Or, la composition de

hOInSHm (Gmp) (Susg“(ng (Xa f) 02y Acst)7 SUS% (Bcst))

|

hompigsm,, (k) (M, Sustan (Best))

|

hOHlHo(fm) (4, [thusg‘(Bcst)]p(X))

s’identifie au morphisme de la proposition qui est donc un isomorphisme. (Strictement parlant, il faut travailler
un peu plus pour conclure. D’abord, il faut utiliser le type de réduction faite juste avant le lemme pour se
convaincre que la proposition [1.3.34| reste vraie si on remplace « Q9" (X, f) ® Acer » par « Sush.(QI™(X, f) @ Acst) ».
Ensuite il faut utiliser le corollaire pour faire le lien entre le systéme de spécialisation canonique sur A}C (utilisé
dans la proposition et le systéme de spécialisation canonique sur Spec(k®) (utilisé dans I’énoncé du lemme que
nous sommes entrain de démontrer). Ces détails seront laissés au lecteur.) C.Q.F.D.

COROLLAIRE 1.4.47 — On garde les hypotheses et les notations du lemme[I.7.J6 Alors, le morphisme canonique
XnSuST(Best) —— XpanSuSpan (Best) est inversible.

DEMONSTRATION 1l suffit de montrer que le morphisme
(1.141) [XnSusT (Best)]p(Y) —— [Xpan Susan (Best)]p(Y)

est inversible pour tout p € N et tout X-schéma affine et lisse Y. Appelons g : Q°"(Y, f) — Q3°*(X, f) le morphisme
déduit du morphisme structural du X-schéma Y. Puisque g est lisse, le morphisme (|1.141]) s’identifie &

[Xhogsusg“(Bcst)]p(Y) E— [Y(hog)ansusoTém(Bcst)]p(Y)~

On peut maintenant appliquer le lemme [T.4.46] pour conclure. C.Q.F.D.

1.A Appendice : complément sur les opérations de Grothendieck dans le
monde motivique

Le but de cet appendice est d’étendre certaines propriétés des opérations f* pour des morphismes f qui ne sont
pas supposés de type fini. On fixe une catégorie de coefficients 9 (voir la définition .

Etant donné un schéma X, la catégorie SHSH (X) est la catégorie homotopique de PreShv(Sm/X, M) munie
de sa structure projective A!'-locale. Rappelons que la structure Al-locale est obtenue en localisant la structure
Nis-locale suivant les fleches Allj ® Aest — U ® Acst avec A € € et U un X-schéma lisse (voir [Ayo07b| Défini-
tion 4.5.12]). De méme lorsque 9 est monoidale symétrique, la catégorie SHon(X) est la catégorie homotopique de
Spect’(PreShv(Sm/X,9)) munie de sa structure projective Al-locale stable (voir [Ayo07b, Définition 4.5.21]).
Etant donné un morphisme de schémas f : ¥ —— X on dispose de deux adjonctions de Quillen (voir [Ayo07b)
Théorémes 4.5.14 et 4.5.23])

(f*, f«) : PreShv(Sm/X,9) — PreShv(Sm/Y, )

et (f*, f.): Spect’(PreShv(Sm/X,9M)) — Specty(PreShv(Sm/Y,9M))

qui induisent des couples de foncteurs adjoints (Lf*, Rf,) de SHSE (X) et SHon(X) vers SHSE (V) et SHop(Y) res-
pectivement. Pour les énoncés portant uniquement sur les catégories homotopiques, on notera simplement f* et f,
a la place de Lf* et Rf,. Contrairement aux opérations fy, fi et f', les foncteurs f* et f, existent sans hypothése
de finitude (ou de lissité) sur le morphisme de schémas f. Les résultats de cet appendice reposent sur la proposition
suivante.

PROPOSITION 1.A.1 — Soient I une petite catégorie cofiltrante et (X;)ic; un pro-objet dans la catégorie des
schémas. On suppose que les X; sont noethériens, de dimension de Krull finie et que les morphismes fi; : X; — X;
sont affines pour toutes les fleches j — i dans I. En particulier, la limite projective X = Lim;c;X; existe dans la
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catégorie des schémas. On supposera alors que X est noethérien, de dimension de Krull finie et on notera foo_y; :
X — X, le morphisme canonique pour i € I.
Soient ig € I, et M et N deux objets de SHon(X;,). Lorsque M est compact, I’homomorphisme

JCGOII}thmSHcm x) (oM, £y N) — homsmg, (x) (fooic M fao—icN)
io

est bijectif. L’énoncé correspondant pour les catégories effectives SHS%(—) est également vrai.

DEMONSTRATION On traite uniquement le cas stable (le cas effectif étant plus simple). Le foncteur d’oubli I/ig — I
est cofinal de sorte que X = Limje;/;,X;. Ainsi, on peut remplacer I par I/ig et supposer que I posséde un objet
final 0 € I, et que M et N sont dans SHyy(X,). Etant donné que M est compact et que les colimites filtrantes sont
exactes dans la catégorie des groupes abéliens, on se raméne immédiatement au cas ou M = Sush.(Y, ® A¢s) avec Y,
un X,-schéma lisse, p € N et A € €. On choisit enfin un T-spectre symétrique projectivement cofibrant N = (N,,)en
qui représente N, i.e., qui lui est isomorphe dans la catégorie homotopique. On divise I’argument en plusieurs parties.
Partie A : On peut considérer le pro-schéma (X;);c; comme un diagramme de schémas (X, I) (ot 'on pose X (i) = X;).
On note 7 : (X,I) —— X, la projection évidente. On a alors un 7*T-spectre symétrique 7*N qui est un objet de
Spect?(PreShv(Sm/gf(, I),9M)). Pour i € I, on ai*(7*N) = f*, N (ou l'on note par ¢ le morphisme de diagrammes
de schémas X; — (X, I) qui est l'identité sur X;).

On choisit maintenant une cofibration projective stablement Al-triviale 7*IN —— R avec R stablement A'-fibrant.
Pour tout i € I, le morphisme évident f7, N —— i*R est une cofibration stablement Al-triviale et i*R est stablement
Al-fibrant. En particulier, on a des isomorphismes

(1142) homSHm(X )(szOM f ) ~ WO(SUSZ}((YO Xx, Xz) ® Acst); Z*R) ~ Wo(A,i*Rp(YO Xx, Xz))

D’autre part, pour une fléche j — ¢ dans I, on a un morphisme de spectres f/,;i*R —— j*R. C’est une équivalence
Al-locale stable comme il découle immédiatement de la propriété « 2 de 3 » appliquée a

w.e.
(Pour voir que fr, N = f* ,f* N —— f* *R est une équivalence A'-locale stable, on utilise le fait que f7; est

un foncteur de Quillen & gauche et qu’il préserve donc les équivalences A'-locales stables entre T-spectres symetrlques
projectivement cofibrants.) Pour toute fleche j — ¢ dans I, on dispose d’un carré commutatif

(1143) homngﬁ(Xi)( 2*m]\f zﬁoN) (L)WO(A,’L'*RP(YO XX, Xq))

| |

homSHDn(Xj)(f;HoM7 f;HON) — o (Aaj*R;v(Yo XX, XJ))

Partie B : Considérons maintenant le T-spectre symétrique R = Colim,er f% _,,i*R. Montrons que le morphisme
évident f* , N —— R est une équivalence A'-locale stable. On sait que le morphisme f% , N —— f* i*R est
une cofibration stablement Al-triviale puisque fX . est un foncteur de Quillen & gauche. Il suffit donc de montrer
que le foncteur

—1

Colim; : HOM(I, Spect’(PreShv(Sm/X,M))) — Spect}(PreShv(Sm/X, M)

préserve les équivalences Al-locales stables. Etant donné que dans 99, une colimite filtrante d’équivalences faibles
est une équivalence faible (voir la définition [1.2.31]), on déduit immédiatement que Colim; préserve les équivalences
faibles de préfaisceaux niveau par niveau. Il suffit donc de montrer que Colim; préserve les équivalences A'-locales
stables entre objets projectivement cofibrants. Ceci découle du fait que Colim; est un foncteur de Quillen a gauche
(lorsque HOM(I, Spect’(PreShv(Sm/X,9))) est munie de sa structure projective déduite de la structure projective
Al-locale stable).

Partie C : Dans les trois parties qui suivent, on montrera que Restun T -spectre projectivement stablement Al-fibrant.
Pour ce faire, nous aurons besoin de la formule ci-dessous qui sera démontrée dans cette partie.

Soient p € N et Z un X-schéma lisse. Il existe (voir le lemme ci-dessous) i € I et Z; un X;-schéma lisse tels
que Z = Z; xx,; X. On a par définition,

R,(Z)= Coli R,(U,j).
v(2) = jel, Z—>UOEIZH\1(Sm/X) »(U:J)
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Etant donné un morphisme de X j-schémas a : Z —— U, il existe [ € I et une factorisation

727 7 xx, X, — UL

11 vient que le foncteur qui associe & j € I/i le couple (j, Z — Z; xx, X;) est cofinal. On en déduit la formule

(1.144) R,(2) = Colim 'R, (2,
jel/z

avec Zj_”' = Zl X X; Xj.

Partie D : Ici on vérifie que les préfaisceaux Rp sont projectivement Nis-fibrants.

Etant donné que les objets fibrants de 9t sont stables par colimites filtrantes, la formule (I.144)) montre que les
préfaisceaux f{p sont projectivement fibrants. Il reste donc a montrer qu’ils sont Nis-locaux. Comme X est noethérien
de dimension de Krull finie, il suffira de vérifier la propriété de Brown-Gersten pour Rp. Soit Z = Z; xx, X un
X-schéma lisse comme ci-dessus. Soit

Vi— 7'

| ]

V—Z

un carré Nisnevich. Par le lemme ci-dessous, quitte & raffiner I’indice ¢, on peut supposer que ce carré provient
par changement de base suivant f,,_,; d’un carré Nisnevich

v — 2

| ]

Les carrés
I Rp(Zj—i) — "Ry (Z;

T

J Ry (Vi) —— 5 Ry (VL))

sont homotopiquement cartésiens pour tout j € I/i. Or, dans une catégorie de coefficients, une colimite filtrante de
carrés homotopiquement cartésiens est un carré homotopiquement cartésien. La formule ([1.144]) montre alors que le
carré

est homotopiquement cartésien.

Partie E : Vérifions que f{p est Al-local. Soit Z = Z; x x, X un X-schéma lisse. Pour tout j € I/i, on a une équivalence
faible j*R,(Z;j—i) — j *Rp(AlzH ). En utilisant (1.144) et la stabilité des équivalences faibles par colimites filtrantes,

i

on déduit que R,(Z) — R, (AL) est une équivalence faible.

Pour terminer la preuve que R est projectivement stablement A'-fibrant, il reste & vérifier que R est un Qp-spectre.
Soit Z = Z; xx, X un X-schéma lisse. Pour tout j € I/7, le morphisme

(1145) j*Rp(ZJ*)Z) — %Om(T,j*Rp+1)(Zj*>i)
est une équivalence faible. Par le choix de T, on a un triangle distingué dans Ho(9) :

Hom(T, j* Rp11)(Zji) — J Rppa(Ay,

J—ri

) E— j*Rerl(AlZ-

J—ri

— Ozjﬂi) — .
En passant a la colimite et en utilisant (|1.144)), on trouve le triangle distingué

(j}g%l/r{l Hom(T, j* Rp41)(Zj i) — IA{p-i-l (Az) — fA{p-i-l(Alz —o0z) — .
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On a donc un isomorphisme canonique

Qogi}n Hom(T, j*Rp11)(Zji) = Hom (T, Rp11)(Z).
Jjel /e

Ainsi, en passant a la colimite dans (T.145), on trouve que R, (Z) — Hom(T,R,)(Z) est une équivalence faible.

Partie F : 11 est maintenant aisé de prouver la proposition. En effet, puisque R est projectivement stablement A'-
fibrant, on a

homg e, (x) (floso M, floyoN) = mo(Sush- (Yo X x, X) ®@ Aest), R) = m0(A, Ryp(Y, x x, X)).

o0—0
Mais par (|1.144)), on a .
WQ(A,RP(Y; XX, X)) ~ CQliImﬂo(A7i*Rp(Yo XX, Xz))
1€

Par (1.142), le i-éme terme de la colimite ci-dessus s’identifie & homgm,, (x,)(fi" oM, fi,,N). La proposition est

i—o0 i—o
démontrée. C.Q.F.D.

LEMME 1.A.2 — Soit (X;)ier un pro-schéma avec X; quasi-compacts et les morphismes de transitions fj_; :
X; — X affines pour toute fleche j — i dans I. Notons X = Lim;erX;. Soit Y un X-schéma de présentation finie.
Il existe alors i € I et un X;-schéma de présentation finie Y; tels que Y ~Y; xx, X. De plus, si Y est lisse (resp.
étale), on peut trouver j € I/i tel que Y; xx, X; est lisse (resp. étale).

DEMONSTRATION La premiére assertion est démontrée dans [EGA _IV.3| Théoréme 8.8.2]. Montrons la seconde asser-
tion (on traitera uniquement le cas non respé). On peut supposer que les X; sont affines. Etant donné un recouvrement
Zariski de Y, on peut supposer qu'il provient d’un recouvrement Zariski de Y; (quitte a raffiner I'indice 7). Ainsi, la ques-
tion est locale et on peut supposer que Y = (X[ty,...,t,,s]/P(s))[1/P'(s)] avec P un polynome unitaire & coefficients
dans T'(X, Ox)[t1,. .., tn]. Quitte & raffiner 4, on peut supposer que P provient d’un polynéme P; & coefficients dans
I(X;, Ox,)[t1,---,tn). Par [EGA IV.3| Théoréme 8.8.2] on peut supposer que Y; = (X;[t1, ..., tn, s]/Pi(s))[1/P(s)]
(quitte a raffiner 7). Le lemme est démontré. C.Q.F.D.

On dérive maintenant quelques corollaires utiles de la proposition [1.A.1

COROLLAIRE 1.A.3 — Gardons les notations de la proposition|1.A.1} Soit M un objet compact de SHon(X) (resp.
SHST(X)). 11 existe alors i € I et un objet compact My de SHop(X;) (resp. SHeE (X)) tels que M soit isomorphe
* . ;My. De plus, la sous-catégorie SHy (X) (resp. SHE‘EDPTF’Ct (X)) des objets compacts (appelés aussi constructibles

N
a oc0—r1

dans [Ayo07d, [Ayo07b)) est équivalente o la 2-colimite des SHyw (X;) (resp. SHow “*(X;)).

DEMONSTRATION La seconde assertion découle formellement de la premiére et de la proposition [[.A71] On montrera
donc uniquement la premiére assertion et on se restreint au cas stable. Tout objet compact M est un facteur direct
d’un objet obtenu & partir de I’objet nul par une succession finie de cones de morphismes

Sush. (Y ® Acst) — 1.

On raisonnera alors par récurrence sur le nombre d’étapes nécessaires. On peut donc supposer que M est le cone d’'un
morphisme

co— "

(1.146) Sush (Y @ Acst) — [N

Par le lemme|l.A.2] on peut supposer que Y =Y; x x, X (quitte a raffiner ). Par la proposition on peut supposer
que (|1.146) provient par application de fZ _,, d’un morphisme

Sush.(V; ® Agsy) — N.

On prend alors pour M le cone de ce morphisme. C.Q.F.D.

COROLLAIRE 1.A.4 — Soit un carré cartésien

’

Y — X/

1]

Y —X

de schémas noethériens de dimension de Krull finie. On suppose que g est régulier. Alors le morphisme de changement
de base g* f. — flg"* (entre opérations sur SHon(—) ou SHH (<)) est inversible.
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DEMONSTRATION On traite uniquement le cas stable. Par localité pour la topologie de Zariski, on se raméne immé-
diatement au cas ou Y et X sont affines. Etant donné que SHoy(Y) est compactement engendrée, il suffit de montrer
que pour tout M € Ob(SHyy (Y)) compact et tout N € Ob(SHyy(X")), ’homomorphisme

(1.147) homSHgm(Y)(Mv g f«N) — homSHm(Y)(Mv figl*N) = homSHm(Y’)(f/*Ma g'*N)

est inversible.
Par le théoréme de Popescu (voir [Pop85| [Pop86]), Y est la limite projective cofiltrante de X-schémas affines et
lisses : Y = Lim;¢;Y;. On forme les carrés cartésiens

!’

9i
! I
Y, —— X

‘N

YiL)X.

Etant donné que M est compact, il existe (par le corollaire i0 € I et My € Ob(SHCt( ,)) tels que M ~
9 —io Mo (ot I'on note goo i : X —— X; le morphisme évident) Par la proposition |I.A.1} on peut identifier I'homo-

morphisme (|1.147) avec
Colimjje /i, homggry, (v;) (95, Mo, g5 fo N) —— Colimjcp /4, homsmy, (v;) (974, Mo, f1.97"N).

En effet, on a un carré commutatif

Colimjel/io homSHm (YJ/) (f_;*g_;k%lo ]\407 g;*N) L) hOI’HSHm (Y") (f/*]\f7 gl*N)

Colimjey /4, homsry (v7) (95 i Mo, f5.95"N) — homsm,, (v (M, fig" N)
avec les fleches verticales inversibles. Le résultat découle maintenant du théoréme de changement de base par un
morphisme lisse. C.Q.F.D.

Un cas particulier du corollaire ci-dessus a été utilisé a plusieurs reprises dans ce chapitre.

COROLLAIRE 1.A.5 — Soient k un corps et = une indéterminée. On note B = Spec(k[r]), n = Spec(k[r, 7~ ']) C
B et 0 = B —n = Spec(k). Soient A une k[r]-algebre de type fini et A = AJ/(w) son complété m-adique. On note
X = Spec(A) et X = Spec(A). On forme la diagramme commutatif & carrés cartésiens

X,

g
T .

P

Cn

<7X0

f kfg
g

—

—

T

fn

[
—

i

On note f = foc. On pose x5 = i*jx et Xj= 7+ (voir [Ayo07b, Exemple 3.1.4]). Alors, le morphisme de changement
de base

Xf — XjCp
est inverstble.

On peut utiliser les résultats précédents pour étendre le formalisme des cycles évanescents au cas ou la base est un
anneau de valuation discréte, complet et d’égale caractéristique nulle.

Soient k un corps de caractéristique nulle, k° = k[[x]] et k = k((«)). Soit f : X — A}g un morphisme de
schémas (non nécessairement de type fini). Dans [Ayo07b], Définition 3.5.6] nous avons défini les foncteurs « motif
proche » W¢ lorsque f est quasi-projectif. Cette définition admet encore un sens pour f quelconque. On la rappelle
briévement ici; voir aussi 'étape 3 de la preuve de la scholie [[:3.26] donnée dans le paragraphe [I.3.4] On dispose d'un
diagramme de k schémas (Z, A x N*) (avec N* ordonné par I'opposée de la relation de divisibilité) et d’un morphisme
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s PAXNX ) : — Gz, On note e « pull-back » de & suivant : — Gy et ", PAxNx ) Sa projection
07 4 Gmj- O Ry 1 Il-back » de Z sui 0 X Gumj, et (67 jecti
sur X,. On a alors

Wy (=) = Lpaxs LI'REREF). (07 (pax)* ().
On a le résultat suivant.

PROPOSITION 1.A.6 — Soit f: X = Spec(4) — A}v un Ai-schéma affine de type fini. On note A = AJJ(r) et

X = Spec(/l), On forme le diagramme & carrés cartésiens

On pose aussi f = foc. Alors le morphisme ¥y — \Ilf c;, est inversible.

DEMONSTRATION On décompose le morphisme en question en une composition de morphismes d’échange. Le résultat
découle alors immédiatement du corollaire A4 C.Q.F.D.

Remarque 1.A.7 — On notera ¥, : SHoy(k) — SHon (k) le foncteur « motif proche » déduit du morphisme
7 : Spec(k®) — A}. On a par la proposition ci-dessus ¥, 1 ~ 1 et plus généralement ¥ i/ 1 ~ 1" A partir de
la, on peut reprendre les arguments de [Ayo07b|, Section 3.5] et montrer que ¥, préserve les objets compacts, qu’il
est monoidal et qu’il commute & la dualité. On ne reprendra pas ici I’étude menée dans loc. cit. étant donné que ces
propriétés résultent immédiatement de la scholie [1.3.26}
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Chapitre 2

Motifs des variétés rigides analytiques II :
étude cohomologique des préfaisceaux avec
transferts, surconvergents et invariants par
homotopie

Introduction. — Dans ce chapitre, on verra que la théorie des préfaisceaux avec transferts invariants par homotopie
de Voevodsky admet un analogue tout aussi riche en géométrie rigide. Aprés quelques rappels de géomeétrie rigide,
notamment autour de la notion de surconvergence, on définit les correspondances finies entre variétés rigides lisses et
on introduit les préfaisceaux avec transferts. Un paragraphe est ensuite consacré a la notion de fibre d’un préfaisceau
avec transferts invariant par homotopie. Cette notion est propre a la géométrie rigide et jouera un roéle technique
important dans la preuve du résultat principal du chapitre.

Suivant I’approche de Voevodsky en géométrie algébrique, on fait le lien entre les groupes de correspondances
finies & valeurs dans une courbe lisse et le groupe de Picard relatif de cette méme courbe. Ceci nous permettra de
construire des correspondances finies définies & homotopie prés fort utiles dans I’étude cohomologique des préfaisceaux
avec transferts surconvergents et invariants par homotopie. En effet, dans la quatriéme section de ce chapitre, ces
correspondances finies seront utilisées pour montrer que la restriction d’un tel préfaisceau au petit site des ouverts de
B;. est un faisceau acyclique pour la topologie des recouvrements admissibles. La preuve de ce résultat est en partie
inspirée de la preuve du résultat correspondant en géométrie algébrique. Toutefois, étant donné que la topologie de
la boule de Tate IB%}c est plus complexe que celle de la droite affine A}w la preuve est nécessairement plus compliquée.
Notons également que I’hypothése de surconvergence est cruciale et méme nécessaire pour la validité dudit résultat.

Dans le paragraphe on démontre le résultat principal de ce chapitre, & savoir I'invariance par homotopie de
la cohomologie d’un préfaisceau avec transferts surconvergent et invariant par homotopie. Ici, notre approche diverge
nettement de celle de Voevodsky. On utilisera uniquement des propriétés spéciales a la topologie des recouvrements
admissibles ainsi que les résultats techniques du paragraphe pour ramener le probléme a 'acyclicité au-dessus
des boules de Tate. Notons également que notre résultat principal est valable pour des préfaisceaux avec transferts
surconvergents et invariants par homotopie sur les variétés rigides lisses au-dessus d’une base lisse quelconque. Ceci est
curieux puisqu’en géomeétrie algébrique on construit facilement des exemples de préfaisceaux avec transferts invariants
par homotopie sur les schémas lisses au-dessus d’une courbe lisse mais dont la cohomologie n’est pas invariante par
homotopie.

Dans la derniére section, on introduit la catégorie triangulée RigDMeH(k) des motifs des variétés rigides. Cette
catégorie est le cadre naturel pour les objets considérés dans ce chapitre. On montrera en effet que les faisceaux
avec transferts surconvergents et invariants par homotopie sont les objets du cceur d’une t¢-structure naturelle sur
RigDMeﬁ(k). On utilisera également notre résultat principal pour identifier certains groupes de morphismes dans
cette catégorie avec I’homologie de certains complexes de cycles & la Suslin. On établira également un théoréme de
simplification & la Voevodsky. On termine ce chapitre par une variante avec transferts de la premiére partie de la

scholie [1.3.26| du chapitre précédent.

2.1 Rappels et compléments de géométrie rigide (suite)

Dans cette section, on rassemble quelques résultats de géométrie rigide qui nous seront utiles dans la suite du
chapitre. On commence d’abord par une description des domaines affinoides de la droite affine et on donne un critére



98 Motifs des variétés rigides analytiques II

pour que la cohomologie d'un tel domaine & valeurs dans un faisceau soit nulle en degrés strictement positifs. On
rappelle ensuite la notion de surconvergence qui jouera un role crucial dans la suite.

2.1.1 Domaines de la droite affine et leur cohomologie

Soit k un corps valué complet de valuation non triviale et fixons un élément non nul = € kV. On cherche & décrire
les ouverts quasi-compacts de (A})*". Supposons d’abord que k est algébriquement clos. L’ensemble des points fermés
de (A})™ s’identifie alors & 'ensemble A'(k) = k des points k-rationnels. Cet ensemble est naturellement un espace
métrique complet ; la distance entre deux éléments a, b € k est donnée par |a — b|. Pour A\ € |k*|, on notera

Bi(a,\) = {b€k; |a—b| <A} et Bj(a,\)° ={b€k; |a—b] <A}
Ce sont des ouverts admissibles de (A})*"; on les munit des structures de k-variété rigide déduites de celle de (A})*".
Notons que B (a, A) est en fait un k-affinoide. Plus généralement, étant donnés o, z1, ..., 2, € ket Ryr1,...,mm € [k*,
I’ensemble
{z€k;lo—z|<R,|lx1—z|>r1,..., |®m — 2| > rm}

est I'ensemble des points k-rationnels d'un ouvert de (A})*" qu’on notera

m
(2.1) B} (0, R) — | B} (xi,7:)°.
i=1
On a le résultat facile suivant.
LEMME 2.1.1 — L'ouwvert (2.1 est un domaine affinoide. S’il est non vide, alors il est connexe et, quitte a
modifier les centres 0,21, ..., T, et les rayons R,r1,...,Tm, on peut supposer qu’on a les conditions suivantes :

(i) r <|o—z;] <R,
(ii) |x; — x;| > max(r;,r;) pouri # j.
Ces conditions entrainent que B} (z;,7;)° N BL(z;,7;)° = 0 pour i # j. Ceci justifie Uécriture

m

(2.2) Bj.(0, R) — [ [ B} (i, 7i)°

i=1

au lieu de (2.1)).

DEMONSTRATION Si ouvert affinoide est non vide, on peut supposer qu’il contient le centre o de la boule de
Tate By, (0o, R). On a alors r; < |z; — o| pour tout 1 <i < m.

On peut bien siir se débarasser dans des i tels que B} (z;,7;)° N B (0, R) = (. D’aprés I'inégalité triangulaire
ultramétrique, on peut donc supposer que B.(z;,7;)° C Bi (0, R) pour tout 1 < i < m, ce qui équivaut aux inégalités
lo—x;| < R.

Si B} (x4, 7:)° N BL(zj,7;)° # 0, alors P'une des deux boules contient 'autre d’aprés l'inégalité triangulaire ul-
tramétrique. On peut donc supposer que B} (z;,7;)° N BL(z;,7r;)° = 0 si i # j, ce qui équivaut aux inégalités
|zi — ;] > max(r;,r;).

Il nous reste & montrer que 'ouvert (2.1)) est un domaine affinoide connexe. On note D cet ouvert et on suppose
que les conditions (i) et (ii) sont satisfaites.

Montrons d’abord que D est affinoide. Quitte & faire un changement de variable affine, on peut supposer que 0 =0
et R =1. Soient aq,...,a, € k* tels que |a;| = r;. Alors, on a D = Spm(A) ou

E{t,uy,...,um}
(ul(t_'rl) _ala”-aum(t _ajm) _am).

Montrons & présent que D est connexe. On raisonne par récurrence sur ’entier m. Lorsque m = 0, il n’y a rien &
démontrer. Supposons donc que m > 1. Quitte & renuméroter les boules B} (z;,7;)°, on peut supposer que :

— ry =min(ry, ..., m),
— |z1 — x| =71, pour 2 <i <s, et vy — x| >y, pour s+1<j<m.
D’apres (ii), on a donc aussi 7y = - -+ = 15. On pose = x1 et 7 = r1. Remarquons d’abord que le domaine

DN B} (z,7) = Bj(z,7) — HB}C(@, r)°
i=1
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est connexe. En effet, en choisissant a € kX, avec |a|] = r, et en posant e; = a~!(x; — ), on dispose d'un isomorphisme
DN B (x,r) ~ Spm(B) avec
k‘{t,ul, N ,’U,S}
(ul(tf 61) - 17~-~7us(t*es) - 1)

Or, la k-algébre affinoide B admet bonne réduction et sa l;—algébre résiduelle est intégre. Ceci entraine que B est
intégre comme souhaité.

Il est maintenant aisé de conclure. En effet, supposons que D = D; ] D2 et montrons que Dy ou Ds est vide.
Puisque D NB}(z,7) est connexe, on peut supposer que Do NBL (x,r) = 0. Ainsi, DUB}(z,r) = (D1 UBL (2, 7)) [ Da.
Par ailleurs, on a

DUBj(x,7) = B}(o,R) — H By (z;,7;)°
Jj=s+1

L’hypothése de récurrence entraine que le domaine D U IB%}€ (x,7) est connexe. Il s’ensuit que Dy = {). C.Q.F.D.
Le résultat suivant est proposé en exercice dans [FP04]. Pour la commodité du lecteur on inclut une preuve ici.

PROPOSITION 2.1.2 — On suppose que k est algébriquement clos. Tout ouvert quasi-compact et connexe (en
particulier non vide) de (A})™ est de la forme (2.1)).

DEMONSTRATION On appellera provisoirement ouvert standard un ouvert de (A})*" qui peut s’écrire comme une
union finie et disjointe d’ouverts de la forme (2.1)). Il s’agit donc de montrer que tout ouvert quasi-compact de (A})*»
est standard. On procéde en plusieurs étapes.

FEtape 1 : On démontre ici que la classe des ouverts standards est stable par intersections et unions finies.

Soient D et D’ deux ouverts standards. On peut supposer que D et D’ sont connexes (et donc non vides). On peut
alors écrire

m

(2.3) D =Bj(o,R) — |JBi(zi,r:)° et D' =B, R) — | JBi(z},7))°.
j=1

3
i=1

Lorsque DND’ = 0, il n’y a rien & montrer. Sinon, on a B.(0, R) C Bi.(o’, R') ou B} (o', R') C By (0, R). Par symmétrie,
on peut supposer que B} (o, R) C BL(o/, R'). I vient que

DNnD' = ]BkOR <UBk T, 1) ) UBk i ]

D’ou le résultat pour D N D',
Pour traiter le cas de DU D', on introduit 'ensemble .J des entiers 1 < j < n tels que By (2, 75)° NBy (0, R) # 0. Si
j€J,onaBl(z ), 1%)° C By (0, R) ou B} (0, R) C By (2}, 7})°. La seconde alternative est impossible puisque DN D’ # 0.

On a donc By, (,7})° C Bl w(0, R) pour tout j € J. Il s enbult que

DUD =BL(d,R) — U  Bi@jr))°|u U Bilairi)°nBi(),7))°
1<j<n, j&J 1<i<m, jeJ

La stabilité par unions découle alors du fait que si B}.(z;,7;)° NBL (2%, 7)° # 0, on a forcément B (x;,7;)° C Bi(a/;,77)°

. ) Ty Ty
ou By (27,77)° C By (w4,74)°.

Etape 2 : Soient D un ouvert standard et f € T(D, &). Alors D(1|f) et D(f|1) sont des ouverts standards.

On peut supposer que D = B} (0, R) — [ [/~ Bi.(x;,7;)° comme dans le lemme Sl g € T(D,0) avec |g|so
on a D(1|f +¢g) = D(1]f) et D(f + g|1) = D(f|1). Or, le sous-anneau k[t ,t_lxl T —] C I'(D, 0) est dense. On
peut donc supposer que f appartient & ce sous-anneau. Comme k est algébriquement clos, on peut écrire

t) = uH(t —a;)"

avec u € kX, a; € k et n; € Z; de plus, on a a; € {z1,...,Z,} si n; < 0. On raisonne par récurrence sur s. On peut
supposer que les n; sont tous non nuls et que a; # a; si ¢ # j. Lorsque s = 1, le résultat est vrai. En effet sin; > 0,ona
D(1|f) = DNB} (a1, ju| /") et D(f|1) = D—B}.(ay, |u|~*/™)°. De méme sin; < 0, ona D(f|1) = DNBL(ay, [u|~1/™)
et D(1]f) = D — Bl (ay, [ul /™).

Supposons maintenant que s > 2 et notons A = |a; — az| > 0. On considére les trois ouverts affinoides :
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— Up={z; lo— 2| <R, |ag — z| 2 A\, |aa — 2| > A},
— Uy ={z; |lo—z| <R, |ay — z| = A},
— Uy ={z; |lo— 2| <R, |as — z| = \}.
Ce sont clairement des ouverts standards de (A})*. On a de plus Uy UU; UU, = B} (0, R). En effet, soit z € B} (o, R).
Silay — 2| > A alors |ag — 2| = |ag — 2| > A et z € Up. Si |ag — 2| = A alors z € U;. Enfin, si |ag — 2| < A alors
lag —z| = A et z € Us.
Par la premiére étape, il suffit de montrer que D(1|f) N U; et D(f|1) N U; sont standards pour 0 < i < 2. Notons
D; = DN U;. On remarque alors que, sur Dy, f a partout la méme norme que
S
go(t) = u(t —ay))" 2 [ ] (t = ai)™.
i=3
En effet, pour t € Up(k) on a [t —ay| = |[t—az]. On déduit que D(1|f)NUy et D(f|1) NUp sont standards par I'hypothése
de récurrence.
De méme, sur Dq, f a partout la méme norme que

gl(t) = U1 H(t — az)"f

avec up un scalaire de norme A" |u|. On déduit que D(1]f) NU; et D(f|1) N Uy sont standards par 'hypothése de
récurrence. Le cas de D(1]f) N Uz et D(f|1) N Uz s’obtient par symétrie.

FEtape 3 : On termine ici la preuve.

Tout ouvert quasi-compact de A} est contenu dans une boule de Tate IB}C(O, R) avec R suffisamment grand. En
faisant un changement de variable affine, on peut supposer que o = 0 et R = 1. Les domaines de B} = IB%}C (0,1) sont
des unions finies de domaines rationnels. Par la premiére étape, il suffit de montrer que

D]Bk(f()'fla"wfn)

est un ouvert standard pour fo,..., f, € k{t} engendrant k{t} en tant qu’idéal.
Par hypothése, on peut trouver go, ..., g, € k{t} tels que

(24) > figi=1.
i=0

Notons M = max;(|gi|oc) et m = $M~1. On déduit de (2-4) que max;|f;(z)| > m pour tout « € Bj (k). Considérons
le recouvrement

By, = D1 (ml fo) | Da; (folm).
OnaDgi (folf1,- .., fn)NDg: (m[fo) = 0 puisqu’un point  dans cette intersection vérifiera les inégalités contradictoires
m > [fo(z)| = |fi(2)], pour 1 < i < n, et max;|fi(z)| > m. Notons D = Dgi (fo[m). C’est un ouvert standard sur
lequel fj est inversible. On a alors

n

Dgi (folfis-- s fa) =D (folfis- - fu) =Dp(Ufg i fo  fn) = (Do(1lfy " fi).

i=1

Par la seconde étape, on sait que chacun des Dp (1] f, ! fi) est un ouvert standard. Par la premiére étape, une intersection

finie d’ouverts standards est un ouvert standard. La proposition est démontrée. C.Q.F.D.
Revenons maintenant au cas général ot k n’est plus supposé algébriquement clos. Pour o,z1,...,z, € AY(k) et
R,ri,...,1m € \/|kX|, on dispose encore des domaines affinoides
m
(2.5) Bi (o, R) — U By (x4, 7:)°.
i=1

Le lemme reste vrai pour k non nécessairement algébriquement clos. Toutefois, les domaines (2.5) ne suffisent
plus pour décrire tous les ouverts quasi-compacts de (A,lc)an. On a tout de méme le résultat suivant.

COROLLAIRE 2.1.3 — Soit D C (A})™ un ouvert quasi-compact et conneze. Il existe une extension finie
galoisienne (et donc séparable) l/k telle que

(2.6) D&gl =[] (Bl (0a,R) = ] Bi(xs,75)°
ael BEJa

avec 0,75 € AL(l) et R 5 € \/|k*| vérifiant :
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(i) |0a — 0’| > R pour a # o/,
(i1) r5 < |oa — 3| < R pour B € Jq,
(iti) |vg — xp/| = max(rg,rg) pour B # B
De plus, le groupe de Galois de l/k permute transitivement les boules de Tate B} (04, R).

DEMONSTRATION Notons k la complétion d'une cloture algébrique de k. Par la proposition et le lemme [2.1.1]
on peut écrire

(2.7) D&k = H B]% (0a, R, H B QSB,Tg
acl BEJa

avec 13 < |oq — 28| < R, pour tout a € I et 8 € J,. On peut aussi supposer que la condition (iii) de I’énoncé est
satisfaite.

La cloture séparable de k est dense dans k. On peut donc supposer que les o, et les x3 ont leurs coordonnées dans
une extension finie séparable et galoisienne {/k. On en déduit que

(2.8) D&yl = H Bi (0a, Rs) H B} (z5,75)°
acl BEJa

(En effet, les domaines de (All)an sont déterminés par leurs points fermés, et donc aussi par leurs points k-rationnels. )
Puisque D est connexe, le groupe de Galois de I/k permute transitivement les composantes connexes de D @y [. 11
s’ensuit que les R, sont tous égaux; on note R leur valeur commune. La propriété (i) est maintenant immédiate.
C.Q.F.D.

Le corollaire décrit tous les ouverts quasi-compacts de (A})*". En effet, par descente galoisienne, se donner
un ouvert quasi-compact D C (A})* revient a se donner un ouvert quasi-compact D’ C (A})® invariant par I’action
de Gal(l/k) (avec I/k une extension galoisienne).

DEFINITION 2.1.4 — 1- Soit D C (A}C)an un ouvert quasi-compact. On dit que D est localement convexe s’il
existe une extension finie séparable l/k telle que

D&yl =[] B (0a, Ra)-
acl

On dit que D est convexe s’il est localement convexe et si l’ensemble I est un singleton (ce qui revient a demander
que D est géométriquement conneze).
2- Soit D C (A}C)an un ouvert quasi-compact et connezxe, et soit l/k une extension finie séparable telle que

Dégl=[] | Bl(oa R) = [ Bi(xs,7s)°
a€cl peEJa
avec les centres et les rayons vérifiant les conditions (i) & (4i) du corollazrem L’enveloppe localement convexe de

D, notée DY, est l'unique ouvert quasi-compact de (A})a tel que

D &yl = [[ B (0a; Ra).
acl

1l est clair que Db est conveze si et seulement si D est géométriquement connexe.

Lorsque D n'est plus supposé connezxe, on pose D? = U; D? ot (D;); est la famille des composantes connexes de
D. Par construction, D* est le plus petit ouvert localement convexe contenant D. (On fera attention que le nombre de
composantes connexes de DY peut étre strictement inférieur a celui de D. De méme, la caractérisation de la convexité
donnée ci-dessus n’est plus valable quand D n’est pas conneze.)

Lorsque k est d’égale caractéristique nulle, on a la description plus précise suivante des ouverts quasi-compacts de
(Allc)an.
PROPOSITION 2.1.5 — Supposons que k est d’égale caractéristique nulle et soit D C (A}g)an un ouvert quasi-
compact.
1- Supposons que D est connexe et localement convexe. Alors, il existe un point fermé o € D et une rétraction
D — o= Spm(k(0)). De plus, le morphisme D — (Ai( ))an = (A})* Xy 0, déduit de cette rétraction, identifie D
avec une boule de Tate B}C(O)(O/, R) pour un certain R € \/|k*| et avec o' = (0,0) € (A})*™ Xy 0.
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En particulier, si D est conveze (i.e., géométriquement connezxe et localement convezxe), alors D = IB%,IC (o, R) pour
un certain R € \/|k*| et 0o € D(k).

2- Supposons que D est géométriquement connexe et soit o € DU(k) un point k-rationnel (dont l’existence est
assurée par la premiére partie de l’énoncé). Il existe une extension finie galoisienne l/k de groupe de Galois G telle
que

D®kl—Bl (o, R) — HIB%Z Xy 15)°
i€l

avec x; € AY(l), R,r; € \/|k*| vérifiant les conditions suivantes :
(a) lo—x;| <R etr; < R,E|
(b) |z; — xj| > max(r;,r;) sii#j,
(¢c) Vaction de G sur 1 = Al(l) stabilise I’ensemble {z;; i € I}.

DEMONSTRATION 1- On démontre d’abord la premiére partie de 'énoncé. Par le corollaire 2.1.3] et puisque D est
localement convexe, on peut trouver une extension finie séparable Iy /k telle que

D&l =[] By, (0a; R)
acl

avec |0, — 0o/| > R pour a # /. On peut également supposer que [;/k est galoisienne de groupe de Galois G,
permutant transitivement les boules Bj (04, R). Pour a € I, on notera Stabg,(«) le stabilisateur de a dans G;. On
fixe 6 € I et on pose

1
/
O = Tar 1 7 ov1 Z gm0
[Staba,(0)] | oo 5)

Alors of € B} (05, R) comme on déduit des inégalités

1
05 — 05| = | g Z g-05 — 05| < maneswaI((sﬂg 05 — 05| < R.
[Stabe,(9)] gE€Stabg,(8)
: 1

La premiére inégalité ci-dessus utilise le fait que la norme d’un nombre rationnel non nul est égale & 1 lorsque k est
d’égale caractéristique nulle.

Il est maintenant facile d’obtenir la premiére partie de la proposition. Notons [ = lftabcl(é) le sous-corps des
invariants par Stabg,(6). Par construction, of est un point [-rationnel de D. La composition de

By (05, R) = (A])™ — (Ag)™

est Pinclusion d’un domaine quasi-compact ; plus précisément, elle est isomorphe & linclusion D < (A})*. Pour
vérifier cela, on peut étendre les scalaires a I'extension l; /k. On retrouve alors le morphisme

[T Bl (o(h),R) = [T Bl R Hle (00, R) — (&)™

oil—ly g€G1/Stabg,(9)

Etant donné que |0, — 0/| > R si o # o', notre morphisme est bien une inclusion ; c’est méme l'inclusion de D &y, I
dans (A} ).

2- On passe maintenant a la preuve de la seconde partie de I’énoncé. Il existe une extension finie galoisienne [/k
de groupe de Galois G telle que

(2.9) D&l =Bj(o,R) — [[ B} (wi,r:)°
i€l
avec R, r; € \/|kX] et x; € A'(l) = | vérifiant les conditions du corollaire [2.1.3| (sauf, peut-étre, les inégalités

r; < |o—x;]). Autrement dit, les conditions (a) et (b) de I’énoncé sont vérifiées. Il reste a expliquer comment modifier
les centres x; pour avoir la propriété (c).

L’action de G sur A} stabilise la partie ]_LeI Hxi,m;)°. Alnsi, pour g € G et i € I, il existe (un unique) g(i) € I
tel que |g-x; — 24(;)| < rg(;)- On obtient ainsi une action de G sur I'ensemble I. On a aussi r; = 74(;) pour tout i € I.

1. En general, il n’est pas possible de choisir le point o € Dh(k) dans D(k) car ce dernier peut étre vide. (C’est par exemple le cas pour

OBL (o, |7r\ ) avec k = k((w)).) Ainsi, en général, on ne peut pas supposer les inégalités r; < o — ;.
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On choisit un sous-ensemble E C I tel que I = [, .5 G - e (i.e., on choisit un élément dans chaque orbite de G

agissant sur I). Pour e € F, on pose

ecE

1
/ - — .
e = |Stabg(e)| D, 9w

gEStabg (e)
On a alors (puisque k est d’égale caractéristique nulle)
, 1
|ze — Te| = m Z (9 Te — @e)| < MaXgestabg(e) | Te — Te| < Te,
¢ gEStabg (e)

ce qui montre que x, € B} (z¢,7¢)°.
Pour i € I, il existe un unique e € E et un élément g € G tel que i = g - e. Alors o, = g -z, est indépendant du
choix de g et |2} — x;| < r;. On peut maintenant écrire

X &l =Bj(o,R) — [ Bj (i)

iel
Par construction, G stabilise I’ensemble {z}; i € I'}. La proposition est démontrée. C.Q.F.D.
Remarque 2.1.6 — Lorsque la caractéristique résiduelle de k est positive, la conclusion de la proposition [2.1.5

est fausse en général. En effet, on peut construire un ouvert affinoide Y C (A})*" sans points k-rationnels tel que

Y ® | ~ Bl (z, R) pour une certaine extension galoisienne {/k. Voici un exemple simple. On prend k = Q3 et [/k un
corps de décomposition du polynéme d’Eisenstein P = X2 + 3X + 3. Si € € [ est une racine de P, alors il existe un
ouvert quasi-compact Y C (A})™ tel que

Y &l = BHE, [3]2).

En effet, si & # ¢ est une autre racine de P, alors |¢' — £| = [3|2. Par ailleurs, on a B} (¢, 32) N Al(k) = 0. En effet,
on a |¢] = [3|3 de sorte que pour tout z € A (k), |z — &| est soit égal &

3|3, soit égal & |3|" avec n < 0. Dans les deux
cas, on a bien |z — &| > |3|%.

Dans la suite de ce paragraphe, on étudiera la cohomologie de Cech des ouverts quasi-compacts de (A})*". On
rappelle d’abord quelques notions classiques.

DEFINITION 2.1.7 — Soit F' un préfaisceau de groupes abéliens sur une catégorie C admettant des produits
fibrés. Soit # = (U; — X);er une famille de fleches dans C. On dit que F est acyclique pour % (ou simplement
Z-acyclique) si Uaugmentation évidente F(X) — Cp(%), avec Cy.(#) le complexe de Cech

- — 00— HF(UQ—» H FUj, xxUy) — -+« — H FUj xx - -xxU,) — |,

el i1,i0€1 1 yeenyin €1

est un quasi-isomorphisme. (Ci-dessus, « [[, F(U;) » est placé en degré zéro.)

Autrement dit, F' est Z-acyclique si et seulement si Cp(Z) est acyclique sauf en degré zéro et son groupe de
cohomologie en degré zéro est isomorphe a F(X).

Il est facile de voir que tout préfaisceau F' est Z-acyclique si I'une des fleches U; —— X admet une section (on
dira dans ce cas que la famille Z est scindée). Les deux lemmes suivants sont bien connus.

LEMME 2.1.8 — Soit F' un préfaisceau de groupes abéliens sur une catégorie C admettant des produits fibrés.
Soient Z = (U — X)ier et & = (V; — X)jes deux familles de morphismes dans C. Supposons que F' est

1. P-acyclique,
2. (P xx (Ui, xx -+ xx Uy ))-acyclique pour tout i1, ...,i, € I (avecn > 1),
3. (Z xx (Vj, xx -+ xx Vj,))-acyclique pour tout ji,...,jn, € J (avecn >1).

2. Pour la commodité du lecteur, on donne le calcul des normes utilisées. Notons &, & et £ les racines de P. On a clairement [£| =

€' =1¢" = \3|% D’autre part, o’ = &' — € et o = £ — £ sont les racines du polyndéme du second degré :
XL P(X4+6)=X2+3-X+36243.

Si |&/| > ||, alors nécessairement |a'| = |3¢| = |3\%. 11 s’ensuit que |&'| - |&”| < |3|% ce qui contredit ’égalité |o'| - |o/| = |3¢2 + 3| = 3.

On a donc || < |&’|. Par symeétrie, il s’ensuit que |a/| = |a/| = |3]2.
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Alors, F est également Z-acyclique.

DEMONSTRATION De la deuxiéme condition, on déduit une suite exacte de complexes de groupes abéliens

0 — Cn(Z#) — H Cp(Zxx V) — - — H Cp(Z xx (Vj, xx - xXx V) — .
J1€J Jiseesin€J

Etant donné que F est (Z xx (Vj, xx -+ xx V;,))-acyclique, on obtient un isomorphisme, dans la catégorie dérivée
des groupes abéliens, entre Cp(Z) et C5.(#?) ~ F. D’ou le résultat. C.Q.F.D.

LEMME 2.1.9 — Soit F un préfaisceau de groupes abéliens sur une catégorie C admettant des produits fibrés. Soit
Z = (U; — X)ier une famille de fleches dans C telle que :

— I est un ensemble fini totalement ordonné,

— pour i € I, le morphisme diagonal U; — U; x x U; est inversible.
Alors le compleze de Cech C(Z) est quasi-isomorphe & son quotient borné C'p (%) donné par

- — 00— HF(UJ—) HF(UixXUj)—)-n—) H FUj, xx--xxU;,) — -+

el i<jel i1 <ip<--<in€l

DEMONSTRATION Ce lemme se démontre par la méme méthode que le lemme précédent. Lorsque 'un des constituants
de #Z x x V est un isomorphisme, le complexe C% (Z x x V') est quasi-isomorphe & F(V'). On en déduit que

0— Cp(2) — [[CrZ xxU) — ][] Cr(Z xx (Ui xxU;)) — -+
iel i<jel

est une suite exacte de complexes. De méme, les complexes Ch.(%Z xx (U;, Xx -+ xx U,;,)) sont quasi-isomorphes a
F(U;, xx - xx U, ),sin > 1. Ceci permet de conclure. C.Q.F.D.

Etant donnée une k-variété rigide X, on notera Ouvi(X) l’ensemble ordonné des ouverts quasi-compacts de X
munie de la topologie des recouvrements admissibles, qu’on notera « ad ». Sauf mention explicite du contraire, un
faisceau sur Ouv®(X) sera toujours un faisceau pour la topologie des recouvrements admissibles.

PROPOSITION 2.1.10 — Soient X une k-variété rigide et F un préfaisceau de groupes abéliens sur Ouvi®(X).
On suppose les deux conditions suivantes :
(i) F(0) =0,

(ii) pour U etV des ouverts quasi-compacts de X,
00— FUUV) — FU)® F(V) — FUNV) — 0

est une suite exacte courte.

Alors F est un faisceau pour la topologie des recouvrements admissibles et H (U, F) = 0 pour tout U € Ouv®®(X) et
7> 0.

DEMONSTRATION Si on considére F' comme un objet de la catégorie des préfaisceaux sur Ouvi®(X) a valeurs dans la
catégorie des complexes de groupes abéliens, la condition (ii) se traduit en disant que F envoie un carré

unv—U

I

V——UuV

sur un carré homotopiquement cartésien. Ainsi, F' vérifie la propriété de Brown-Gersten (voir définition rela-
tivement a la topologie des recouvrements admissibles sur Ouv®(X). Les preuves du théoréme et du corollaire
s’appliquent littéralement au cas de la topologie des recouvrements admissibles. On en déduit que le préfaisceau
F est projectivement ad-fibrant. En d’autres termes, F est un faisceau et H (U, F) = 0 pour U € Ouv®(X) et i > 0
comme souhaité. C.Q.F.D.

On revient maintenant au cas de la variété rigide (A})**. Nous allons décrire deux types de recouvrements admis-
sibles qui interviendront dans le critére d’annulation de la cohomologie des ouverts quasi-compacts de (A,lﬂ)an (voir le

théoréme [2.1.12] ci-dessous).
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Soit W C (A})®™ un ouvert quasi-compact connexe et soit [/k une extension galoisienne de groupe de Galois G
telle que

W®kl= H Bl Oa, R H Bl JS@,Tg
acl BETqn

avec R,rg € \/|k*| et 04,75 € A'(l) comme dans le corollaire On relaxera toutefois I’hypothése sur les o, en
supposant seulement que |0, — zg| < R pour S € J,. En particulier, on n’exclut pas la possibilité d’avoir o, = x4
pour un certain 3 € J,. On dira que I/k est une extension trivialisante pour W.

On note J = [],c; Jo- Comme G permute les boules fermées B} (0q, R) et les boules ouvertes B} (x4,75)°, on
déduit une action de G sur les ensembles I et J. La connexité de W entraine que l'action de G sur I est transitive.
Pour o € I et g € G,on a g-J, = Jy.o. En particulier, le cardinal de J,, est indépendant de o € I'; on le notera t(W).
Les boules ouvertes B} (z5,75)° seront appelées les trous de W (au-dessus de I/k). Elles sont au nombre de t(W) - ||
(qui est indépendant de l’extension galoisienne trivialisante {/k).

Recouvrements du premier type : On fixe un point zo € W (). Soit € € /|kX| tel que € < |z9 — x| pour 8 € J et
€ < |20 — g 20| pour g € G avec zg # g - 29. Les deux ouverts affinoides de (A})™"

H B; (z,¢€) et H B (0a, R) — H Bj (z,¢€)°
2€G-zg a€cl 2€G-20NB} (0, R)
sont invariants par G et définissent par descente galoisienne des ouverts affinoides Dj(zo,€) et Da(zo,€) de (A} ).
On pose W;(zg,€) = W N D;(z0,¢). (Bien entendu, on a Wi(zg,€) = Di(z0,¢€) car D1(z9,¢) C W.) Le recouvrement
admissible %‘ﬁ,’zw = (Wi(z0,€) = W);=1,2 est appelé un recouvrement du premier type de W.

Recouvrements du deuziéme type : On suppose ici que t(W) > 1. On fixe vy € J et A € /|k*| tels que 7y, < A < R et
|z, — zg| # A pour tout 8 € J. On note encore J(7) l'orbite galoisienne de 7 et J, () son intersection avec J,.
Les ouverts affinoides de (A])*®

U BisN) et J][Bl0aR) = [J Bi(zs N’

BGJ(’Y) acl ﬂeJu('Y)

sont stables par G et définissent par descente galoisienne des ouverts affinoides D1 (v, A) et Da(7, A) de (A})*™. On note
alors W; (v, A) = WND;(v, \). Le recouvrement admissible %Wv y = (Wi(y, A) = W);=12 est appelé un recouvrement
du deuxiéme type de W.

Pour énoncer concisément notre critére (i.e., le théoréme [2.1.12| ci-dessous), nous introduisons une propriété.

DEFINITION 2.1.11 — On dit qu’un préfaisceau F sur Ouvi®((A})™") satisfait ’invariance combinatoire s’il
vérifie la propriété suivante.
— Soient W C W' deux ouverts quasi-compacts connezes de (A})™ tels que, pour une extension finie séparable
l/k trivialisante pour W et W',

Wakl=]] | Bi(0a R) — [] B (zp,75)° et W éapl=]][Bi(oa R)~ [] Bi(as,rp)°
a€cl BEJa acl BEJa

avec 7y < 15 < R < R, o — 0oor| > R' pour a # o et |vg — xg/| > max(rg,rg) pour B # B'. Alors, le
morphisme F(W') —— F(W) est un isomorphisme.
THEOREME 2.1.12 — Soit F un préfaisceau de groupes abéliens sur Ouvi®((A})*). On suppose que les conditions
suivantes sont satisfaites :
(a) F(0) =0 et F(Dy U Ds) ~ F(D1) @ F(D2) pour D1, Dy € Ouv?®((A})™) avec D1 N Dy =0,
(b) F est acyclique pour les recouvrements du type I et II comme ci-dessus,
(¢) F satisfait linvariance combinatoire.
Alors, F est un faisceau pour la topologie des recouvrements admissibles et Hgd(D,F) = 0 pour tout ouvert quasi-

compact D C (AL)™ eti> 0.

DEMONSTRATION Soit F' un préfaisceau de groupes abéliens vérifiant (a), (b) et (c¢). Nous allons montrer qu'il vérifie
aussi les propriétés (i) et (ii) de la proposition [2.1.10| ce qui permettra de conclure. La propriété (i) découle de (a).
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Seule la propriété (ii) demande une preuve. Etant donnés deux ouverts quasi-compacts U et V de (Ak)arl, on notera
MV (U, V) le complexe de Mayer-Vietoris

0— F(UUV) — F(U)®&F(V) — F(UNV) — 0.

1l s’agit de montrer que MV (U, V) est acyclique, ce qui revient a dire que F' est acyclique pour le recouvrement
(U=UUV,V < UUV). On procéde en plusieurs étapes.

FEtape 1 : Le but de cette étape est de se ramener au cas ou U, V et U UV sont connexes.

On démontre d’abord un résultat préliminaire : Supposons que U = Uy [[Us[]... ][ Un. Pour que MV (U, V) soit
acyclique, il suffit que les complezes MV (U;, U1 U --- U U, UV) soient acycliques pour tout 1 <1i < n.
Par récurrence, on se raméne immédiatement au cas ot n = 2. On suppose donc que les complexes MV (U, Us UV)

et MV (Us, V') sont acycliques et on cherche & montrer que MV (Uy [[ U, V') est acyclique. On dispose d’un morphisme
de complexes MV (Uy, Uz UV) — MV(U; [[Us, V) :

0— F(U,UU,UV) —— F(U) & F(Uy UV) —————— F(U; N V) ————— 0

| |

04)F UlUUQUV)HF(Ul)@F(UQ)@F(V)HF(Ulﬂv)@F(UQQV)HO

Puisque MV (Us, V) est acyclique, la fleche verticale au milieu est injective et son conoyau est isomorphe a F(UsNV') qui
est aussi isomorphe au conoyau de la fléche verticale a droite. Le morphisme MV (U, U UV) —— MV (U [[ Uz, V) est
donc injectif et son conoyau est acyclique. L’acyclicité de MV (U, UsUV') entraine maintenant celle de MV (U; [[ Ua, V).

Grace au résultat ci-dessus, on peut supposer que U est connexe. Ecrivons V = ]_[:ils Vi, avec V; les composantes
connexes de V, et tel que V; NU # @ lorsque 1 < i < set V;NU = 0 lorsque s +1 < i < s+ r. Par (a), on a
MV (U, V) = MV(U L., Vi)eMv(, 1127 41 Vi). Il suffit donc de considérer le cas ot toutes les composanteb connexes
de V rencontrent U. En utilisant une deuxiéme fois le résultat ci-dessus (et en remarquant que V;11 U--- UV UU est
connexe pour tout 1 <4 < s), on se raméne au cas ot V est lui aussi supposé connexe. Enfin, si UNV = (), MV(U, V)

est acyclique par (a). On peut donc supposer que U NV # () et donec que U UV est connexe.

FEtape 2 : A partir de maintenant, on suppose que U, V et U UV sont connexes. Le but de cette étape est d’introduire
quelques notations.
Soit I/k une extension galoisienne de groupe de Galois G telle que

Ul = H (Bl Ug, R H Bl T, T'p) > et Vel = H (Bl Ve, S H IB%Z Ye, Se) >

acA beB, ceC ecE,

Comme d’habitude, on suppose que |u, — 2| < R et r, < R pour b € By, et que |up — up | > max(ry, ry ) si b # 4. On
suppose de méme les conditions correspondantes pour V. Le groupe G opére sur les ensembles A, C, B =] B, et
E =] ,cc Ee. Les actions sur A et C sont transitives car U et V sont connexes.

Par symétrie, on peut supposer que R > S. Comme U NV est non vide, on voit que chaque boule B} (v, S) est
incluse dans une unique boule B} (u,, R). Ceci fournit une application G-équivariante C —— A (qui est donc forcément
surjective). Pour a € A, on note C, la fibre de cette application en a de sorte que C = [] C,. Les hypothéses
R>S et UNV # () entrainent que

wuv)erl =] (]Bl ua, R) = [ Bi(zn,mn) )

acA heH,

acA

acA

Notons que pour h € H = [],.4 Hq, il existe un unique b € B tel que B} (2, mp)° est contenue dans B} (2, rp)°.
Ceci fournit une application G-équivariante 6 : H —— B. De méme, notons H' C H l’ensemble des h tels que
B} (zn,m1)° C [l.cc B} (ve, S). Alors, pour tout h € H’, il existe un unique e € E tel que B} (2, my)° est contenue
dans IB%ll (Ye, 8¢)°. Ceci fournit une application G-équivariante 8’ : H' —— E. Remarquons aussi qu’on dispose d’une
décomposition H' = [[ . H., (telle que h € H| si et seulement si B (z5,, mn)° C By (ve, 5)) et que HoNH' = [[ .. H..
FEtape 3 : Dans cette étape, on se raméne au cas oil 0 et @’ sont surjectives, i.e., pour tout b € B (resp. e € E) il existe
au moins un indice h € H tel que B} (25, my)° est contenue dans Bj (zp,7)° (vesp. B} (ye, s¢)°)-

Pour fixer les idées, on se concentre sur le cas de . On procéde de la maniére suivante. Soit by € B tel que
B} (21, 7b,)° ne contient aucune des boules ouvertes B} (zj,,my)°. Il vient que B} (zp,,7,)° C (U U V) &y et donc
forcément B] (zp,,7b,)° C V &4 1. Soit € € \/|k*]| suffisamment petit. Considérons le recouvrement de U UV par les
ouverts affinoides D; et Do définis par

Dy &l = H Bi (zp,€) et Do@pl=(UUV)®yl — ]_[ B (zp, €)°.
beG-bo beG bo
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C’est un recouvrement de U UV du premier type. On sait donc que MV (D, Ds) est acyclique. Remarquons d’autre
part que D1 NU =0, D1 CV et U C Ds. En utilisant le lemme on voit que 'acyclicité de MV (U, V') découle de
Pacyclicité de MV (U N D2,V N Ds) et MV(V N D1,V N Dy). Pour le second complexe, on remarque que

V=(VNnD;p)U(VnDy)

est lui aussi un recouvrement du premier type. Ceci nous rameéne donc a traiter le cas de U = UN D5 et V! =V N Ds.
En itérant cette construction pour U et V, on obtient la propriété recherchée.

FEtape 4 : A partir de maintenant, on suppose qu’on a des surjections 8 : H —» B et ¢ : H —» E. Lorsque
H=B=0,onaV CUetilny arien & montrer dans ce cas. De méme, on peut écarter le cas H' = E = () qui
entraine également que V C U.

A partir de maintenant, on raisonne par récurrence sur le cardinal des H,.

Lorsque H, est un singleton, B, est aussi un singleton et H ~ B ~ A. Comme G opére transitivement sur A, il
opére aussi transitivement sur H. Puisque H' C H est non vide et stable par 'action de G, on a forcément H' = H.
La relation H, = H, N H' = [[ ., H; montre que C, et H, sont aussi des singletons. La surjectivité de ¢ entraine
que les E, sont aussi des singletons. Il vient que H = H' ~ E ~ C ~ A. Quitte a changer les positions des centres u,,
on peut donc écrire

Uékl=[] B (ua, R) =B} (ua,r)°),  VE&xl=[] B (ua,S) —Bj(ua,9)°),
acA acA

(UUV)&pl = H (B} (tq, R) — B} (uq,min(r,s))°) et (UNV)®xl= H(Bll(ua,S) — B} (uq, max(r, 5))°).
acA acA

(Ci-dessus, on utilise la connexité de U UV pour voir que S > r.) Puisque F' satisfait I'invariance combinatoire, on
déduit que toutes les fleches dans le carré

FUUV)—— F(V)

| |

F(U)—— FUNV)

sont inversibles ce qui entraine que F' est acyclique pour le recouvrement (U —< U UV, V < UUV).

Etape 5 : A partir de maintenant, on suppose que H, posséde au moins deux éléments (et H' # ). Quitte & modifier
les centres z; et y., on peut supposer que

{zp; b€ B} U{y.; e€ E} C {z,; he H}.

Dans cette étape, on suppose qu’il existe hg, h1,he € Hg tels que 0 < |zn, — 2h,| < |2hy — 2ho| < R et on explique
comment conclure que F est acyclique pour le recouvrement (U < U UV, V < U U V) en utilisant ’hypothése de
récurrence.

On fixe A € \/|kX| tel que |zp, — zn, | < A < |2n, — 2n,| et A différent de tous les |zp — 2| avec b/, "' € H,. Ainsi,
A est aussi différent de tous les |z, — x| et |ye — Yer|. On considére les ouverts quasi-compacts Dy et Dy tels que

Dy &l = U B (zn,A) et Dy@yl= H <le(ua73) - U B; (2, )\)O> :

heG-hg a€cA heG-hoNH,

Les recouvrements (D; NU — U);=12 et (D;,N(UUV) — (UUV));=12 sont du deuxiéme type. Par la condition
(b) de I’énoncé, F est acyclique pour ces deux recouvrements. Montrons que F est acyclique pour le recouvrement
(D;NV <= V)iz12.S1D1NV =0ousi V C Dy, iln’y arien a démontrer. On peut donc supposer que § # DiNV # V.
Ceci entraine que la boule B} (zp,,\) est strictement contenue dans 1'une des boules B} (v.,,S) (et en particulier
ho € H'). 1l est alors facile de voir que dans ce cas, le recouvrement (D; NV < V);—1 5 est du deuxiéme type. On
utilise de nouveau la condition (b) de I’énoncé pour conclure. Le méme raisonnement s’applique pour montrer que F'
est acyclique pour le recouvrement (D, NUNV =< UNV);=; 2.

D’aprés la discussion précédente et le lemme [2.1.8] pour montrer que F' est acyclique pour le recouvrement (U —
UUV,V — UUV), il suffira de montrer qu’il est acyclique pour les trois recouvrements suivants :

(210) D1:(D1QU)U(D1QV), DQZ(DQQU)U(DQOV) et DlmDQZ(DlﬂDQOU)U(DlﬂDQﬂV).
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On commence par le dernier recouvrement. Comme A est différent de tous les |z, — zp/|, on a les deux alternatives
suivantes :

(B} (29, A) — B} (21, A)°) C (U @x 1) ou (B} (219, A) — B} (210, A)°) N (U &k 1) = 0.
De méme, on a les deux alternatives suivantes (la premiére ne pouvant se produire que si hg € H') :
(B} (219, A) — B} (210, A)°) C (V &4 1) ou (B} (29, A) — B} (21, A)°) N (V @x 1) = 0.

On en déduit que le dernier recouvrement de est scindé (i.e., contient un isomorphisme). Pour les deux premiers,
recouvrements de (2.10), on remarque que :
— les composantes connexes de (D; N (UUV)) ®;, | possédent strictement moins de trous que celles de (UNV) @ [,
— si D; NU (resp. D; NV) est non vide, alors il est connexe et chacun de ses trous contient au moins un trou de
D;Nn(UUV).
On peut donc appliquer la récurrence sur le cardinal des H, pour conclure.

FEtape 6 : Pour terminer, il nous reste a traiter le cas ou la valeur de |zn, — zn/| est indépendante de h # h' dans H,.
On a alors les trois cas de figure :

1. les applications # : H —— B et 6/ : H' —— E sont bijectives;
2. lapplication § : H —— B est bijective, H' = H et E est un singleton ;
3. B est un singleton, H = H’ et application ¢’ : H —— FE est bijective.

Puisque F' vérifie I'invariance combinatoire, les fleches du carré

FUUV)—— F(V)

| |

F(U)—— FUNV)

vérifient respectivement :
1. les fleches verticales sont inversibles ;
2. les fléches verticales sont inversibles ;
3. les fleches horizontales sont inversibles.

Dans les trois cas de figure, F' est acyclique pour le recouvrement (U < U UV, V — U U V). Ceci achéve la preuve
du théoréme. C.Q.F.D.

2.1.2 Préfaisceaux et faisceaux surconvergents

Soit k£ un corps valué complet de valuation non triviale et soit © € kY un élément non nul. Dans ce paragraphe, on
étudie la notion de surconvergence en géométrie rigide. On rappelle que toutes nos variétés rigides sont implicitement
supposées séparées (bien que, souvent, cette hypothése est superflue ou peut étre remplacée par I'hypothése de quasi-
séparabilité). On renvoie au paragraphe pour les généralités sur les points en géométrie rigide.

PROPOSITION 2.1.13 — Soient X une k-variété rigide quasi-compacte et U, V C X des ouverts quasi-compacts
de X. Les conditions suivantes sont équivalentes.

(i) 1l existe un ouvert quasi-compact W C X tel que X =V UW et UNW = 0.
(i) Il existe des modeéles formels X, W et V de X, U et V tels que :

— U et V sont des ouverts Zariski de X,
— VY, contient l'adhérence de U, dans X,.

(i1i) L’adhérence de P(U) dans P(X) est contenue dans P(V).
(iv) Pour tout p € P(U), l'adhérence de p dans P(X) est contenue dans P(V).

Lorsque l'une des quatre conditions ci-dessus est satisfaite (et donc les trois autres aussi), nous dirons que U est dans
Uintérieur de V' relativement a X et on écrit U éx V.

DEMONSTRATION On montre d’abord I'équivalence (i) < (ii). Soient X, U et V des modéles formels comme dans (ii).
L’ouvert quasi-compact W = [X — (U,)], convient alors pour (i). Réciproquement, soit W comme dans (i). Soit X
un modéle plat suffisamment fin de sorte que U, V' et W soient les fibres génériques d’ouverts Zariski U, V et W de
X. Alors, UN'W = () puisqu’il est plat sur k° et que sa fibre générique est vide. Il vient que (U,) "W = . Comme
X =VUW, on a forcément (U,) C V.
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Montrons I'implication (ii) = (iii). Soient X, U et V comme dans (ii). Pour X’ plus fin que X, notons U’ = X’ x5 U
et V. =X/ xxV. On a alors (W,) C V',. En passant & la limite suivant les X’ plus fins que X, on obtient que
PU) Cc P(V).

L’implication (iii) = (iv) est claire. Pour terminer, il reste & montrer que (iv) = (ii). Soit X un modéle suffisamment
fin de sorte que U et V soient les fibres génériques d’ouverts U, V C X. On supposera aussi que X est plat sur k°. Soient
J1s---,0n les points génériques de U,. L’application P(U) — U, est surjective. On peut donc trouver des points
gi € P(U) qui s’envoient sur les g;. La condition (iv) entraine que {g;} C P(V). Il vient que l'image de {g;} — X,
qui n’est autre que {g;}, est contenue dans V,. Comme (U,) = U;{g;}, on a la propriété (ii). C.Q.F.D.

La condition (iii) ci-dessus garde un sens sans I’hypothése de quasi-compacité sur X, U ou V. On l'utilisera alors
comme définition de la relation d’intériorité « U €x V » lorsque la k-variété rigide X et ses ouverts admissibles
U, V C X ne sont pas tous supposés quasi-compacts. On regroupe quelques propriétés de permanence dans le lemme
suivant.

LEMME 2.1.14 — Soient U et V deux ouverts admissibles d’une k-variété rigide X .
1- Supposons que U €x V. Alors, pour tout morphisme de k-variétés rigidesY — X, onaU xxY €y V xx Y.
2- Soient (X;)ier un recouvrement admissible de X. Si U xx X; €x, V xx X;, pour touti € I, alors U €x V.
3- Soient U’ et V' deuz autres ouverts admissibles de X. Supposons que U Ex V et U' €x V'. Alors, on a aussi
UnNnU ex VNV eeUUU ex VUV .

DEMONSTRATION La premiére assertion découle des inclusions
PUxxY)C(PY) = PX)"HPU)) C (PY) = P(X)) HP(V)) =PV xxY).

La seconde assertion découle du fait que la famille (P(X;))i;esr est un recouvrement ouvert de P(X). La troisiéme
assertion découle des inclusions

PUNU)=PU)NPWU") cPU)NPWU") CcPV)NPWV') =PV NV,
et les inclusions analogues ot « N » est remplacé par « U ». C.Q.F.D.

PROPOSITION 2.1.15 — Soit X une k-variété rigide quasi-compacte. Soient U et V' deuzr ouverts quasi-compacts
de X tels que UNV = (. Il existe alors un ouvert quasi-compact U' de X tel que U €x U’ et U'NV = .

DEMONSTRATION Soit X un modéle formel suffisamment fin de X de sorte que U et V sont les fibres génériques de
sous-schémas formels ouverts U et V de X avec UNV = @. Alors Z = (U,) N (V,) est un sous-schéma fermé de X,
partout de codimension supérieure ou égale a 1 dans (U,) et (V).

Soient . et ¢ des idéaux de type fini ayant pour cosupport (U,) et (Vo) respectivement. Soit X’ 'éclaté de
4 + 7 dans X. Etant donné que le centre de 1’éclatement est disjoint de U et 'V, ces derniers sont naturellement des

ouverts de X’ qu’on notera U’ et V'. Les adhérences (U.) et (V7)) s’identifient aux transformés purs de (U,) et (V).
Par le lemme 1.1.34|7 (UL) N (V) = 0. L’ouvert U" = [X" — (V7)],, convient donc. C.Q.F.D.

La proposition suivante illustre la relation d’intériorité dans le cas concret des ouverts rationnels.

PROPOSITION 2.1.16 — Soient X un k-affinoide, U un ouvert quasi-compact de X et fo,...,fn € T'(X,0)
engendrant T'(X, 0) comme idéal. Pour que Dx(folf1,-.-,fn) €Ex U, il faut et il suffit qu’il existe A € \/|k*|, avec
A > 1, tel gque Dx(Afolfi,. s fn) C U.E| En particulier, on a

(2.11) Dx(folfi,---, fn) €x Dx(Mfolfi,---s fn)-

DEMONSTRATION On montre d’abord (2.11)). Soit € € \/[k*] suffisamment petit de sorte que Ae < max;—o,...n|fi(z)|
pour tout x € X. Alors, Dx (e|fo) N Dx(Afolf1,- .-, fn) = 0. Par le lemme [2.1.14} il suffit donc de vérifier que

Dx(folfis--+» fn) €dx(fole) Dx(Mfolfis- - fn)-

On peut ainsi supposer que fy est inversible sur X. On pose g; = f; Lf,. Tl S’agit alors de montrer que

n

Dx(1lg1,---9n) = (| Dx(1lg:) €x Dx(Alg, -, 9n) = [ | Dx(Algs)-
=1

i=1

En utilisant la troisiéme assertion du lemme [2.1.14] on se raméne a montrer que Dx(1|g) €Ex Dx(\|g) pour g €
I'(X,0). Or, X =Dx(\g) UDx(g|\) et Dx(g|A\) NDx(1]g) = @. D’ou le résultat.

3. Bien entendu, le produit « Afp » n’est pas défini. La notation abusive Dx (Afo|f1,-.., fn) désigne 'ensemble des z € X tel que
Alfo(x)| > |fi(x)| pour tout 1 <i < n.
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On suppose maintenant que Dx (fo|f1, ..., fn) €Ex U. Soit W C X un ouvert quasi-compact tel que X = W UU
et WNDx(folfi,--.,fn) = 0. Il existe alors XA € \/|k*|, avec A > 1, tel que max;—1, _,|fi(x)| > A|fo(z)| pour tout
x € W. 1l vient que W N Dx(Afo|f1,-.., fn) = 0. On a alors forcément Dx (Afo|f1,--.,fn) CU. C.Q.F.D.

COROLLAIRE 2.1.17 — Soit X une k-variété rigide quasi-compacte, et soient U et W deux ouverts quasi-compacts
de X tels que U €éx W. Il existe alors un ouvert quasi-compact V de X tel que U €x V etV ex W.

DEMONSTRATION La question est locale sur X. On peut donc supposer que X est un k-affinoide. De méme, si
U = U;c;U; est un recouvrement admissible fini et U; €x V; €x W, alors U €x U;e;V; €x W. On peut donc
supposer que U est un domaine rationnel de X. Le résultat découle maintenant de la proposition C.Q.F.D.

COROLLAIRE 2.1.18 — Soient X une k-variété rigide quasi-compacte, U C X un ouvert quasi-compact et
g € M(X) un point mazimal. On suppose que ¢ & M(U). Il existe alors un ouvert quasi-compact V. de X tel que
UexV et qg M(V).

DEMONSTRATION La question est locale en X et U. On peut donc supposer que X est un k-affinoide et U =
Dx(folf1,---, fn) avec fo,..., fn engendrant I'(X, &) en tant qu’idéal. D’apres la proposition dire que ¢ € M(U)
revient & dire que || follq < || fillq pour au moins un indice 1 < i < n. Ceci montre que ¢ & M(Dx (A folfi1, ..., fn)) pour
A € /]kX| N1, +oo[ suffisamment proche de 1. Le résultat découle maintenant de la proposition C.Q.F.D.

COROLLAIRE 2.1.19 — Soient X une k-variété rigide quasi-compacte, ¢ € M(X) un point mazimal et V' un ouvert
quasi-compact de X tel que {q} C P(V). 1l existe un ouvert quasi-compact U de X tel que U €x V et {q} C P(U).

DEMONSTRATION En effet, comme @ C P(V), il existe un ouvert quasi-compact W de X tel que X = VU W et
q & P(W). Par le corollaire on peut trouver W €x W’ tel que ¢ € P(W'). 1l existe donc un ouvert quasi-
compact U’ de X tel que U'UW' = X et U'NW = 0. On a donc g € U’ et U’ Ex V. Par le corollaire 2.1.17] on peut
trouver U’ €x U €x V. Comme ¢ € P(U’), on a {q} C P(U). C.Q.F.D.

Etant donnés une k-variété rigide X et un ouvert quasi-compact U € Ouvi®(X), on note #x (U) le sous-ensemble des
V € Ouvi®(X) tels que U €x V. S’il est non vide (par exemple, si la k-variété rigide X est elle-méme quasi-compacte),
Pensemble #x (U), ordonné par 'inclusion, est cofiltrant puisqu’il est stable par intersections finies.

DEFINITION 2.1.20 — Soient X une k-variété rigide quasi-compacte et F un préfaisceau sur Ouv®®(X) (& valeurs
dans une catégorie compléte et cocompléte C). On dit que F' est surconvergent lorsque le morphisme évident

Colim F(V) — F(U)
Vevx(U)

est inversible pour tout U € Ouvi®(X). Si de plus F est un faisceau pour la topologie des recouvrements admissibles,
on parlera alors de faisceaux surconvergents.

On notera OPreShv(Ouvi®(X), C) (resp. OShv,q(Ouvi®(X), C)) la sous-catégorie pleine des préfaisceaux (resp.
faisceaux) surconvergents a valeurs dans C.

Lorsque la k-variété rigide X n’est plus supposée quasi-compacte, nous dirons qu’un préfaisceau F sur Ouv®(X)
est surconvergent si la restriction de F' & Ouvi®(U) est un préfaisceau surconvergent pour tout U € Ouv®(X) (au
sens de la définition . Le lemme ci-dessous assure qu’on retrouve la notion de surconvergence de départ lorsque
la variété X est quasi-compacte.

LEMME 2.1.21 — Soit X une k-variété rigide quasi-compacte et soit F' un préfaisceau surconvergent sur Ouvi®(X)
(au sens de la définition|2.1.2(}). Soit Y C X un ouvert quasi-compact de X. Alors, la restriction Fjy de F' a Ouv®(Y)
est un préfaisceau surconvergent.

DEMONSTRATION Soit U un ouvert quasi-compact de Y. Puisque F' est surconvergent, on a

Colim F(V)~ Colim Colim F(W).
Vety (U) Vety (U) We¥x (V)

SiVetU)etWe ¥x(V)alors W € ¥x(U). Réciproquement, soit W € ¥x (U). Par le corollaire [2.1.17] il existe
un ouvert Wy € ¥x(U) avec Wy €x W. Alors WoNY € % (U) et WoNY €x W. Il vient que

Colim  Colim F(W)~ Colim F(W)= F(U).
Vety (U) We¥x (V) Wevx(U)

Le lemme est démontré. C.Q.F.D.

On aura également besoin d’une notion de surconvergence plus faible mais plus facile & vérifier en pratique. Etant
donnée une k-variété rigide, on note Ouv® (X) le sous-ensemble de Ouvi(X) formé des ouverts affinoides.



2.1 Rappels et compléments de géométrie rigide (suite) 111

DEFINITION 2.1.22 — Soit X une k-variété rigide et soit F un préfaisceau sur Ouv™ (X). On dit que F est
faiblement surconvergent si pour tout U € Ouv™ (X) et toute suite d’éléments fo, f1,. .., fn engendrant T'(U, 0) comme
idéal, le morphisme naturel

Colim F(DU()\f0|f1, ey fn)) e F(DU(f0|f1, RN fn))
AEN/ KX, A>1

est inversible.
Un préfaiscean F sur Ouvi®(X) est dit faiblement surconvergent si sa restriction o Ouv (X) est un préfaisceau
faiblement surconvergent.

De la proposition [2.1.16, on déduit qu’un préfaisceau surconvergent sur Ouvi®(X) est un préfaisceau faiblement
surconvergent. Cette implication est stricte en général. Toutefois, on montrera plus loin qu’un faisceau faiblement
surconvergent sur Ouv(X) est automatiquement surconvergent (voir la proposition [2.1.29| ci-dessous).

PROPOSITION 2.1.23 — Soit X une k-variété rigide quasi-compacte. Soit C une catégorie compléte, cocompléte
et ot les colimites filtrantes sont exactes. L’inclusion de OPreShv(Ouv®®(X),€) dans PreShv(Ouv?®(X),C) admet
un adjoint & droite

ovx : PreShv(Ouv?®(X),€) — OPreShv(Ouvi®(X),C)

qui & un préfaisceau F associe le préfaisceau surconvergent ovx (F') donné par

(2.12) ovx(F)(U)= Colim F(V) pour U € Ouv°(X).
Vevx(U)

De plus, le foncteur ovx est exact.

DEMONSTRATION 1l est clair que (2.12)) définit un préfaisceau sur Ouv®(X). En effet, si U’ C U, on a une inclusion
Yx(U) C ¥x(U’) qui fournit le morphisme de restriction ovx (F)(U) — ovx (F)(U").
Montrons que ov(F') est surconvergent. Soit U un ouvert quasi-compact de X. On a

Colim ovx(F)(V)= Colim Colim F(W).
Verx(U) VEVx(U) WePx (V)

Par le corollaire [2.1.17] pour tout W € ¥#x(U) il existe V € #x(U) tel que W € ¥x (V). 1l vient que

Colim Colim F(W)~ Colim F(W)=ovx(F)U).
Vetx (U) We¥x (V) Wevx(U)
Le fait que ovx est exact est clair puisque sa définition ne fait apparaitre que des colimites filtrantes. Il reste
a montrer que ovyx est 'adjoint a droite de l'inclusion évidente inc. Pour un préfaisceau F' sur Ouvi®(X) et U €
Ouv?®(X), on dispose de fleches naturelles ovx (F)(U) = Colimy ¢y, (/) F' (V') —— F(U) qui fournissent un morphisme
de préfaisceaux ovx (F) — F et donc une transformation naturelle 6 : inc o ovx — id. D’autre part, si G est un
préfaisceau surconvergent sur Ouv?®(X), on a ovx(G) = G, ce qui fournit une transformation naturelle inversible
n :id =~ ovx oinc. Le lecteur vérifiera immédiatement que 7 et 0 définissent un couple de foncteurs adjoints (inc, ovy).
La proposition est démontrée. C.Q.F.D.

Pour étudier le foncteur ov x, on aura besoin de quelques résultats de cofinalité pour les ensembles ordonnés ¥x (U).

LEMME 2.1.24 — Soit X une k-variété rigide quasi-compacte. Soit (U;);er une famille finie d’ouverts quasi-
compacts. Alors, Uapplication

H"//X(Ui) — Ix <U Ui) ;

i€l i€l

qui & (V;)ier associe UiV, est cofinale.

DEMONSTRATION C’est évident puisque l'application en question est surjective. En effet, si V' € ¥x(|;c; Us) alors

V € ¥x(U;) pour tout i € I. C.Q.F.D.
LEMME 2.1.25 — Soit X une k-variété rigide quasi-compacte. Soit (U;);er une famille finie d’ouwverts quasi-
compacts. Alors, application
H”VX(Ui) — Ix (m Ui) ;
il icl

qui & (V;)ier associe NicrV;, est cofinale.

DEMONSTRATION Par récurrence on se rameéne au cas ou I = {1,2}. Soit U1 NUz Ex V et choisissons W € Ouv®(X)
tel que WN (U1 NUz) =0 et WUV = X. Comme (WNU)N(WNUy) =0, il existe par la proposition [2.1.15| des
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ouverts quasi-compacts V; C W tels que (W NU;) @w V/ et V/ NVy = 0. On pose alors V; = V/ U V. On a bien
V; € WX(Ul) et ViNnVo, =V. C.Q.F.D.

LEMME 2.1.26 — Soit X une k-variété rigide quasi-compacte, et soient Y, U et Q) des ouverts quasi-compacts
de X. On suppose que Q CY et Y NU €y Q. Il existe alors un ouvert quasi-compact W dans X tel que U €x W et
Y NW C Q. En d’autres termes, Uapplication ¥x(U) — (Y NU), qui a U €x W associe Y NU €y Y NW, est
cofinale.

DEMONSTRATION Soit N un ouvert quasi-compact de Y tel que Y = NUQ et NN(YNU) = 0. Comme N C Y, on a
également N NU = (). Par la proposition [2.1.15] il existe W € ¥x (U) tel que NNW = . On a forcément Y NW C Q.
Le lemme est démontré. C.Q.F.D.

PROPOSITION 2.1.27 — Soit f : X' —— X un morphisme de k-variétés rigides quasi-compactes. Soit U un
ouvert quasi-compact de X et notons U' = X' xx U. L’application évidente ¥x(U) — ¥x/(U"), qui ¢ U €x V
associe U' €x: X' xx V, est cofinale.

DEMONSTRATION Soit (X/);er un recouvrement fini par des ouverts quasi-compacts de X’. On note f; : X — X
la restriction de f & X/ et U/ = U’ N X/. Etant donné V' € #x.(U’), on note V/ = V' N X! € Vx/(U}). Supposons le
lemme démontré pour f;. Il existe alors V; € #x (U) tels que f;*(Vi) C V;. Alors V = N;e;V; convient pour f.

On peut donc supposer que X’ est un k-affinoide et que f(X’) est contenu dans un ouvert affinoide W C X. Il
suffit de traiter le cas X’ —— W. En effet, la conclusion du lemme est stable par composition des morphismes de
variétés rigides quasi-compactes et le cas des immersions ouvertes est traité dans le lemme [2.1.26] Autrement dit, on
peut supposer que X est aussi un k-affinoide.

Pour terminer, remarquons que la propriété & démontrer est locale en U, i.e., qu’il suffit de la vérifier pour les
ouverts d’un recouvrement admissible par des ouverts quasi-compacts de U. (Ceci découle immédiatement du lemme
appliqué a l'ouvert U’ de X'.) Puisqu’on s’est ramené a traiter le cas ou X est un k-affinoide, on peut donc
supposer que U = Dx (fo|f1,.-., fn) avec fo, ..., fn engendrant I'(X, &) comme idéal. Le résultat découle alors du fait
que X’ X x Dx(Afolfi,--» fn) = Dx:(Afolfi,-- -, fn) et dela propositionappliquée au k-affinoide X'. C.Q.F.D.

PROPOSITION 2.1.28 — Soit X une k-variété rigide et soit F un faisceau sur Ouvi®(X) a valeurs dans une
catégorie C compléte, cocompléte et ou les colimites filtrantes sont exactes. On suppose qu’il existe un recouvrement
admissible (X;)ier de X tel que la restriction Fix, de F' a Ouv?®(X;) est un faisceau surconvergent. Alors F' est un
faisceau surconvergent.

DEMONSTRATION On peut supposer que X est quasi-compacte et que les ouverts X; sont quasi-compacts. On peut
aussi supposer que I est fini. Soit U un ouvert quasi-compact de X et montrons que le morphisme évident

Colim F(V) — F(U)
Vevx(U)

est inversible. Comme F' est un faisceau, la fléche ci-dessus s’identifie &
Colim Eq | [[F(VvnX,) == [[ FvnXinX,)| — Eq([[FUNnX:) — [] FUNX:NX;)
Verx ) iel ijel iel ijel
Etant donné que les colimites filtrantes sont exactes dans @, il suffit de montrer que

Colim F(VQXZ) *)F(UHXZ) et Colim F(VQXZHXJ) HF(UQXZQXJ)
Vevx (U) Verx (U)

sont inversibles. Par le lemme [2.1.26] les fleches ci-dessus s’identifient a

Colim F(Q) — F(UNX;) et Colim F(R) — F(UNX;NX,).
Qe¥x, (UNX;) Revfxmxj(UmeXj)
Ces fleches sont inversibles puisque Fly, et Fix,nx, sont des faisceaux surconvergents. C.Q.F.D.
PROPOSITION 2.1.29 — Soit X une k-variété rigide. On considére des préfaisceauz sur Ouvi®(X) a valeurs dans

une catégorie C compléte, cocompléte et ot les colimites filtrantes sont exactes.

1- Supposons que X est quasi-compacte. Alors, le foncteur ovx préserve les faisceaut.

2- Supposons que C posséde une famille de foncteurs € —— Ens coreprésentables, qui commutent aux colimites
filtrantes et qui détectent les isomorphismes. Soit F' est un préfaisceau faiblement surconvergent sur Ouvi®(X). Alors,
le faisceau ang(F') est surconvergent.
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DEMONSTRATION 1- Supposons que F' est un faisceau et montrons que ovx (F') est encore un faisceau. Soit (U;)ier
un recouvrement admissible de U € Ouv?®(X) (avec I un ensemble fini). Il s’agit de montrer que le morphisme évident

(2.13) ov(F)(U) — Eq | [Jov(P)(U)) == [] ov(F)(UinT))

iel ijel

est inversible.

Par e lemme 121 on o
( )( ) (Vi)ier€ll;er x (Us) ( iel 1)

De méme, par le lemme [2.1.25] on a

YU, NU;) = Coli FVinvy).
ov(F)( i) (Vi) ¥ (U x ¥ (Uy) ( 2

Comme les colimites filtrantes sont exactes dans C, la fleche (2.13)) s’identifie a

Colim F(UierV;) — Colim E FV; ( FV;nV;
(Vidier €l T ¥ (U) (UierVi) (Vi)ier€ller ¥ (U:) q g (Vi) le_e[I Vi J)

Comme F est un faisceau, F'(U;V;) est isomorphe a I'égalisateur de la double fleche [[; F(V;) = [, ; F(Vin'Vj).
Ceci démontre la premiére partie de la proposition.

2- Supposons maintenant que F' est un préfaisceau faiblement surconvergent et montrons que le faisceau associé
a,d(F') est surconvergent. Par la proposition on peut supposer que la k-variété rigide X est un k-affinoide (et
en particulier quasi-compacte). L’hypothése sur € nous rameéne au cas des préfaisceaux d’ensembles. On divisera la
preuve en trois étapes.

FEtape 1 : 11 suffira de montrer que le morphisme évident
(2.14) ovx (aad (F)) — aaa(F)

est inversible. (En effet, la source de ce morphisme est surconvergente.) Or, par la premiére partie de la démonstration,
ovx (a,q(F)) est encore un faisceau. Il suffit donc de vérifier que induit des isomorphismes sur les fibres en tout
p € P(X).

Fixons p € P(X). Par la construction du foncteur ovx (voir la proposition , on a

ad(F))p = Coli 2d(F)(U) ~ Colim  Colim  anq(F)(V).
ovx (aad(F))p Solim ov(aaa(F))(U) S0k, VE%I&})“( (V)

Notons ¢ € M(X) I'unique point maximal tel que p € @ Pour un ouvert quasi-compact V' de X, les deux conditions
suivantes sont équivalentes :

(i) il existe U € Flt(p) tel que U €x V;

(i) {q} c P(V).
(implication (i) = (ii) est claire puisque ¢ € P(U) et que P(U) C P(V); la réciproque est assurée par le corollaire
2.1.19}) Il s’ensuit une bijection naturelle

(2.15) _Colim  a,q(F)(V) —= ovx (aaa(F)),.
{g}cP(V)

Etape 2 : On garde les notations de I’étape précédente. Ici, on montrera que Papplication évidente

(2.16) _Colim F(V) — Colim a,q(F)(V)
{atcP(v) {g}cr(v)

est bijective.

Montrons d’abord que (2.16]) est injective. Les colimites dans (2.16) sont indexées par les voisinages quasi-compacts
de {q}, i.e., les ouverts quasi-compacts V C X tels que {¢} C P(V). Etant donné un tel V, quitte a le rétrécir, on peut
le supposer affinoide. (En effet, si U = Dx (fo|f1,- .-, fn) est un domaine rationnel de X avec ¢ € P(U) et si A € 1/|k*]

avec A > 1, on a {q} € P(V) avec V.= Dx (Afo|f1, ..., fn). De plus, cette construction fournit un systéme cofiltrant de

voisinages affinoides de {¢}.) Soient maintenant a,,as € F(V) deux sections de F' au-dessus d’un voisinage affinoide V'
de {g}. On suppose que les images de a; et as dans le but de (2.16)) coincident. Il s’ensuit que a1 et as ont méme image
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dans F),. On peut donc trouver un ouvert quasi-compact Vo C V, avec ¢ € P(Vp), tel que (a1)y, = (a2)|v,. Quitte a
rétrécir Vp, on peut supposer que c’est un domaine rationnel de V. Comme F' est supposé¢ faiblement surconvergent,
il existe Vo €y Vi tel que (a1))v, = (a2)|v,. Puisque {q} C P(V), on a aussi {¢} C P(V1). Mais alors, a; et az ont la
méme image dans la source de ED Ceci démontre 'injectivité.

__Pour la surjectivité de (2.16)), on fixe une section ¢ € a,q(F)(V) au-dessus d’un ouvert affinoide V de X tel que
{g} € P(V). On peut trouver un domaine rationnel Vo C V tel que ¢ € P(Vp) et ¢y, est I'image par F —— anq(F)
d’une section d € F (V). Comme F est faiblement surconvergent, on peut trouver Vy €y Vi et une section e € F(V;)
telle que ey, = d. Ainsi, quitte & remplacer V' par V}, on peut supposer qu'il existe une section e € F (V') telle que

¢y, est I'image de ey, par F' —— a,q(F). Soit r € @ et montrons que c et 'image de e dans a,q(F') sont égales
au voisinage de 7 ; ceci terminera la preuve de la surjectivité. Il existe un ouvert affinoide W de V tel que r € P(W)
et ¢y est 'image d'une section f € F(W). Comme c et I'image de e dans a,q(F') coincident au voisinage de g, il
existe un domaine rationnel Wy de W tel que ¢ € P(Wo) et fiw, = ejw,. Par la faible surconvergence de F, il existe
Wo @w Wi tel que cette égalité a lieu sur Wy. L’égalité fiy, = ejw, montre que ¢y, est égale a I'image de ey, dans
a,d(F). Or, on a bien r € P(W7) puisque P(W7) contient 'adhérence de ¢ dans P(W). On a donc montré que c et
I'image de e dans a,q(F') sont égales au voisinage de r.

Etape 3 : Par I'étape précédente et la bijection , on déduit une bijection naturelle
(2.17) _Colim F(V) — ovx(aaa(F))p-
{g}cP(v)
De plus, le carré suivant
Colimey g1y F(V) ——= ovx(aa.qa(F)),

| |

Colimyepig(p) F(U) —— aaa(F),
commute. Il nous reste donc & montrer que I'application évidente

(2.18) _Colim F(V) — Colim F(U)
{gtcP(V) U€EFIt(p)

est bijective. En raisonnant comme dans la premiére étape de la preuve de la seconde partie de I’énoncé (avec F au
lieu de a,q(F)), on voit que la source de (2.18]) s’identifie &

Colim Colim F(V).
UeFlt(p) Ve¥x (U)

Comme F est faiblement surconvergent, 'application (2.18)) est bien bijective. La proposition est démontrée. C.Q.F.D.

La preuve précédente met en évidence une propriété importante des faisceaux surconvergents que ’on dégage dans
le corollaire suivant.

COROLLAIRE 2.1.30 — Les faisceaux et les préfaisceaur sont supposés a valeurs dans une catégorie C vérifiant
Uhypotheése de la seconde partie de la proposition[2.1.29 Soit X une k-variété rigide et soit f : F —— G un morphisme
de préfaisceauz faiblement surconvergents sur Ouvi®(X). Pour que le morphisme a,q(f) : axa(F) — a,a(G) soit
inversible, il faut et il suffit que le morphisme f, : F, — G, soit inversible pour tout point mazimal p € M(X).

DEMONSTRATION On peut supposer que C est la catégorie des ensembles. On ne restreint pas la généralité en supposant
que X est un k-affinoide. Soit p € P(X) et notons ¢ € M(X) le point maximal tel que p € {q}. Nous allons construire,
pour F' faiblement surconvergent, une bijection naturelle F}, ~ Fj. Ceci entrainera immédiatement le lemme.

En effet, on a une chaine d’isomorphismes naturels (en F' faiblement surconvergent) :

F,= Colim F(U)~ Colim Colim F(V)~ Colim F(V)~ Colim Colim F(V)=~ Colim F(U) = F,.
UE€EFIt(q) U€eFlt(q) Ve¥x (U) {q}cP(V) UeFlt(p) Ve¥x (U) U€eFlt(p)

Ci-dessus, nous avons utilisé ’équivalence (i) < (ii) de la premiére étape de la preuve de la seconde partie de la
proposition 2.1.29] pour obtenir les deuxiéme et troisiéme isomorphismes. Pour les premier et dernier isomorphismes,
nous avons utilisé la surconvergence faible de F, le fait que les domaines rationnels sont cofiltrants dans Flt(q) et

Flt(p), et la proposition [2.1.16 C.Q.F.D.
Voici un autre corollaire important de la proposition [2.1.29
PROPOSITION 2.1.31 — Supposons que C vérifie I’hypothése de la seconde partie de la proposition et

soit X une k-variété rigide quasi-compacte. Alors, OShv,q(Ouvi®(X),C) est compléte et cocompléte, et le foncteur
d’inclusion
OShv,q(Ouwv™(X), €) < Shvq(Ouwv™(X), €)
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commute aux limites finies et colimites quelconques. De méme, le foncteur
ovx : Shv,q(Ouv®(X),C) — OShv,q(Ouvi®(X),C)

commute aux limites et colimites quelconques.

DEMONSTRATION Soit (F;);es un systéme projectif de faisceaux surconvergents. Alors Lim; F; est un faisceau. Par la
proposition [2.1.29] ovxLim;F; est un faisceau surconvergent. Il est facile de voir qu’il représente la limite projective
de (F});er dans OShv,q(Ouvi®(X), €).

De méme, soit (F;);es est un systéme inductif de faisceaux surconvergents. Alors, la colimite des F; dans la catégorie
des préfaisceaux est un préfaisceau surconvergent. Par la proposition a,q4Colim; F; est un faisceau surconvergent.
11 représente clairement la colimite de (F;);er dans OShv,q(Ouv?®(X),C).

Pour les autres assertions, on utilise les descriptions ci-dessus des limites et colimites dans OShv,4(Ouvi®(X), C),
le fait que ovx est un adjoint & droite & 'inclusion évidente et le fait qu'une limite finie de préfaisceaux surconvergents

et un préfaisceau surconvergent. C.Q.F.D.

Pour la suite, on aura besoin d’une version homotopique de la notion de surconvergence que 1’on introduit dans le
lemme ci-dessous.

LEMME 2.1.32 — Soit X une k-variété rigide et soit F' un préfaisceau sur Ouvi®(X) a valeurs dans une catégorie
de coefficients M (voir la définition|1.2.31)). Les deux conditions suivantes sont équivalentes.

(i) Pour tout A € &, le préfaisceau d’ensembles U ~» homyygom) (A, F(U)) est surconvergent.
(i) Pour tout Y € Ouvi®(X) et U € Ouv®(Y"), le morphisme

Colim F(V) — F(U)
vety (U)

est une équivalence faible.
Lorsque ces conditions sont satisfaites, nous dirons que F' est homotopiquement surconvergent.

DEMONSTRATION L’implication (ii) = (i) découle du fait que homgyeom) (A, —) commute aux colimites filtrantes pour
A € &. Pour 'implication réciproque, on utilise en plus le fait que la famille (homHo(gm) (A, —)) Ace ©st conservative
sur Ho (). C.Q.F.D.

Soit X une k-variété rigide. On dit qu'un préfaisceau F sur Et9°/X est surconvergent (vesp. faiblement sur-
convergent, homotopiquement surconvergent) si la restriction de F' & Ouv9°(U) posséde cette propriété pour tout
U € Et%°/X. On a le résultat suivant.

PROPOSITION 2.1.33 — Soit X une k-variété rigide.

1- Soit F un préfaisceau sur Et9/X a valeurs dans une catégorie C compléte, cocompléte et ou les colimites
filtrantes sont exactes. On suppose que F' est surconvergent et qu’il est un faisceau pour la topologie des recouvrements
admissibles. Alors, F' est aussi un faisceau pour la topologie de Nisnevich.

2- Soit F un préfaisceau sur Et1°/X a valeurs dans une catégorie de coefficients MM . On suppose que F' est
homotopiquement surconvergent et qu’il vérifie la propriété de Brown-Gersten pour la topologie des recouvrements
admissibles. Alors, F vérifie aussi la propriété de Brown-Gersten pour la topologie de Nisnevich.

DEMONSTRATION On ne restreint pas la généralité en supposant que la k-variété rigide X est quasi-compacte. Sup-
posons donné un carré Nisnevich dans Et9°/X

(2.19) Vi— Y

L

V—9y

avec e étale, 7 une immersion ouverte et Y/ —V’/ ~ Y — V. Nous allons montrer que F' transforme ce carré en un carré

cartésien (resp. homotopiquement cartésien) dans la situation de la premiére (resp. deuxiéme) partie de I’énoncé. Ceci

permettra de conclure en utilisant la proposition (resp. par la définition méme de la propriété de Brown-Gersten).
Etant donné W € % (V), on forme le carré cartésien

(2.20) W —— Y’

| )

W ——>Y.
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Puisque F est surconvergent (resp. homotopiquement surconvergent), les morphismes

Colim F(W) — F(V) et Colim F(W') — F(V')
Wwety (V) wWevy (V)

sont des isomorphismes (resp. des équivalences faibles). (Pour le deuxiéme morphisme, on utilise la proposition )
11 suffit donc de vérifier que F' envoie le carré sur un carré cartésien dans € (resp. homotopiquement cartésien
dans 91). (On utilise pour cela ’hypothése que les colimites filtrantes sont exactes (et préservent les équivalences
faibles dans le cas respé).)

Comme V &y W, on peut trouver un ouvert quasi-compact U dans Y tel que WUU =Y et VNU = . En
particulier, U’ = Y’ Xy U ~ U. Ainsi, le recouvrement admissible (W < Y, U < Y) est plus fin que le recouvrement
Nisnevich (W < Y, Y’ —— Y"). On se rameéne alors & montrer que F' transforme les carrés

UnNnw ——U et unw ——U’

| |

W——Y W ——— Y’

en des carrés cartésiens (resp. homotopiquement cartésiens). Le résultat découle maintenant de 'hypothése que F est
un faisceau (resp. vérifie la propriété de Brown-Gersten) pour la topologie des recouvrements admissibles. C.Q.F.D.

LEMME 2.1.34 — Soit X une k-variété rigide quasi-compacte et soit F un préfaisceau sur Ouvi®(X) a valeurs
dans une catégorie de coefficients M. On suppose que F vérifie la propriété de Brown-Gersten pour la topologie des
recouvrements admassibles. Alors, il est en de méme de ovx (F').

DEMONSTRATION Soient U et V' des ouverts quasi-compacts de X. Il s’agit de montrer que le carré

ovx (F)(UUV) ———ovx (F)(U)

| J

ovx (F) (V) ———ovx(F)(UNV)

est homotopiquement cartésien. Par les lemmes [2.1.24] et [2.1.25] ce carré est la colimite filtrante suivant (U', V') €
Yx(U) x ¥x(V) des carrés
FU V) ——— F(U")

J J

F(V) ——— F{U' nV).

Le résultat découle maintenant du fait que les colimites filtrantes dans 90t sont exactes et préservent les équivalences
faibles (et donc les carrés homotopiquement cartésiens). C.Q.F.D.

On retient le résultat suivant.

PROPOSITION 2.1.35 — Soit X une k-variété rigide.

1- Soit F' un complexe de préfaisceaur de groupes abéliens sur Ouvi®(X). On suppose que F est faiblement sur-
convergent. Alors, les préfaisceaux d’hypercohomologie Hﬁld(—7 F) sont surconvergents pour tout i € 7.

2- Soit F un complexe de préfaisceaur de groupes abéliens sur Et1°/X. On suppose que F est faiblement surcon-
vergent. Le morphisme évident H' (U, F) — Hi, (U, F) est inversible pour tout i € Z et U € Et°/X.

DEMONSTRATION Dans la suite, on suppose que la k-variété rigide X est quasi-compacte, ce qui ne restreint pas la
généralité.

1- Puisque H! (=, F) ~ H! (—,a,a(F)) et grace a la proposition il suffit de traiter le cas ot F' est un
complexe de faisceaux surconvergents. Soit F' —— I un quasi-isomorphisme de complexes de faisceaux avec I pro-
jectivement fibrant (voir [AyoO7b| Définition 4.4.40 et Corollaire 4.4.42]). En particulier, I vérifie la propriété de
Brown-Gersten pour la topologie des recouvrements admissibles. Par la proposition 2.1.31] le foncteur ovy est exact
sur les faisceaux. Il s’ensuit que

F~ovx(F) — ovx(I)

est encore un quasi-isomorphisme de faisceaux. Par le lemme ovx (I) vérifie encore la propriété de Brown-Gersten
pour la topologie des recouvrements admissibles. On a donc des isomorphismes H! ; (U, F) ~ HY(I'(U, ovx ())), ce qui
permet de conclure. Remarquons au passage que notre argument entraine aussi que le morphisme ovx(I) — I est
un quasi-isomorphisme de complexes de préfaisceaux.
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2- Comme ci-dessus, on peut supposer que F' est un complexe de faisceaux surconvergents sur le site (Et%°/X, ad).
Soit F —— I un quasi-isomorphisme de complexes de faisceaux avec I projectivement fibrant (voir [Ayo07b, Dé-
finition 4.4.40 et Corollaire 4.4.42]). En particulier, I vérifie la propriété de Brown-Gersten pour la topologie des
recouvrements admissibles. Par la premiére partie de la preuve, I est homotopiquement surconvergent. On en déduit,
grace a la proposition 2.1.33] que F' vérifie la propriété de Brown-Gersten pour les carrés Nisnevich. Il s’ensuit que

Lis(U, F) ~HY(T(U,I)) ~ H! 4 (U, F). La proposition est prouvée. C.Q.F.D.

2.2 Correspondances finies et préfaisceaux avec transferts en géométrie
rigide

On fixe un corps valué complet k& dont la valuation n’est pas supposée non triviale. Les conventions générales du
début de la section [I.2] sont en vigueur. Dans cette section, on étend la notion de correspondance finie, bien connue
en géométrie algébrique (voir [VSFO0Q]), au cadre de la géométrie rigide.

2.2.1 Faisceaux fh et multiplicités d’intersection

En géométrie algébrique, les correspondances finies apparaissent naturellement en considérant la topologie fh
comme le montre Iarticle de Suslin-Voevodsky [SV96].E| Ce point de vue facilite la vérification de certaines propriétés,
notamment ’associativité de la composition des correspondances finies. De plus, il fournit beaucoup d’exemples de
préfaisceaux avec transferts. Ainsi, nous avons choisi d’introduire les correspondances finies en géométrie rigide via
les faisceaux fh. Nous suivrons de prés l'article [SV96] en 'adaptant a la géométrie rigide. Rappelons que Afnd/k
désigne la catégorie des k-affinoides.

DEFINITION 2.2.1 — La topologie fh sur Afnd/k est la topologie associée a la prétopologie formée des familles

(fi 1 Yi — X)ier telles que l'ensemble I est fini, et le morphisme U;f; : [[,c;Yi —— X est fini et surjectif.
Etant donné un k-affinoide X, le morphisme de normalisation X’ —— X est un recouvrement fh. Grace a [SGA 4,
Exposé III, Théoréme 4.1], on a donc une équivalence de sites

(Afnd/k, fh) — (NorAfnd/k, fh),

ou NorAfnd/k C Afnd/k est la sous-catégorie pleine des k-affinoides normaux munie de la topologie induite de la
topologie fh sur Afnd/k; cette topologie induite est encore notée « fh ».

On fera attention que la topologie fh sur NorAfnd/k ne provient pas d’une prétopologie car les morphismes
finis et surjectifs ne sont pas quarrables dans NorAfnd/k. Un sous-préfaisceau H du préfaisceau représenté par X €
Ob(NorAfnd/k) est un crible couvrant pour la topologie fh si et seulement si, pour tout F' € Ob(Shv,(Afnd/k)),
I'application

hompyeshy (Noratmd/k) (X, I, (F)) — hompreshy(Noratmd/k) (H, inc. (F))

est bijective (avec inc : NorAfnd/k — Afnd/k le foncteur d’inclusion). La définition suivante est 'extension aux
k-affinoides de [SV96, Definition 5.5].

DEFINITION 2.2.2 — Un morphisme de k-affinoides f :' Y = Spm(B) — X = Spm(A) est un revétement
pseudo-galoisien si les conditions suivantes sont vérifiées :

(i) X etY sont integres, et [ est fini et surjectif;

(11) Uextension finie Frac(A) C Frac(B) est pseudo-galoisienne de groupe de Galois G ;

(iii) le sous-annneau B C Frac(B) est invariant par laction de G.

Il est clair que sous les conditions (i) et (ii) de la définition la condition (iii) équivaut & ce que le morphisme
de groupes Aut(Y/X)°? —— G soit inversible. La condition (iii) est automatique lorsque le k-affinoide Y est normal.

LEMME 2.2.3 — Soit f: Y —— X un revétement pseudo-galoisien de k-affinoides. Lorsque X est normal, on a
les propriétés suivantes.

1. Pour toute extension finie l/k et tout point l-rationnel x € X (1), laction de Aut(Y/X) sur les points fermés de
Y X xx est transitive.

2. Plus généralement, si X' —— X est un morphisme de k-affinoides avec X' intégre, le groupe Aut(Y/X) permute
transitivement les composantes irréductibles de Y' =Y X x X'. De plus, si Y] est une composante irréductible de
Y’ (considérée comme un k-affinoide réduit), le morphisme Yy —— X' est un revétement pseudo-galoisien.

4. Dans loc. cit., les auteurs montrent qu’un faisceau pour la topologie qfh admet naturellement des transferts. Toutefois, leur argument
n’utilise que les propriétés d’une topologie moins fine, a savoir, la topologie fh engendrée par les familles surjectives de morphismes finis.
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DEMONSTRATION Pour démontrer la premiére partie du lemme, on peut supposer que k est algébriquement clos
(quitte a le remplacer par la complétion d’une cloture algébrique). Ceci permettra d’identifier les points fermés aux
points k-rationnels. On pose A = I'(X, &) et B = I'(Y, 0). Alors B est une A-algébre finie munie d’une action de
G = Aut(Y/X)° = Gal(Frac(B)/Frac(A)). La A-algébre B est finie et I'extension Frac(A) C Frac(B%) est purement
inséparable. Comme 'anneau A est normal, la A-algébre B est radicielle. Or, le morphisme Spec(B%) —— Spec(A)
est fini et surjectif. C’est donc un homéomorphisme universel. En particulier, les idéaux premiers de A sont en bijection
avec ceux de BY. Par ailleurs, d’aprés [Bou64, Chapitre V, §2, n° 2, Théoréme 2], si p est un idéal premier de B¢, le
groupe G opére transitivement sur I’ensemble des idéaux premiers q C B tels que p = q N B“. En se restreignant aux
idéaux premiers maximaux, on obtient la premiére partie du lemme.

On passe a la seconde partie du lemme. On montre d’abord que G permute transitivement les composantes irré-
ductibles de Y’. Pour cela, on fixe une composante irréductible Y{ de Y’ qui domine X’. (Il y en a au moins une car
Y’ —— X' est surjectif.) Soit Y5 une autre composante irréductible de Y, distincte de Y. Nous allons montrer que
Yy est 'image de Y{ par un élément de G (ce qui suffit pour conclure). Soit y2 un point fermé de Yy appartenant
au lieu régulier de Y, ;. Comme Y] se surjecte sur X', on peut trouver un point fermé y; de Y/ admettant la méme
image que y2 dans X’. Par la premiére partie du lemme, il existe o € Aut(Y/X) tel que o(y2) = y1. En particulier, y;
appartient aussi au lieu régulier de Y ;. Comme y; € Y/ No(Y3), on a forcément Y| = o(Y3). En effet, I'intersection
de deux composantes irréductibles distinctes ne peut pas contenir de points réguliers.

Il reste a voir que f} : Yj — X' est un revétement pseudo-galoisien. Notons f’/ : Y’ —— X’ le morphisme
naturel. Notons aussi Go = Stabg(Y]) le stabilisateur dans G de la composante irréductible Y. Posons A’ = T'(X’, 0),
B'=T(Y',0) et B) =T(Yy,0). 1l existe un ouvert non vide U C Spec(A’) au-dessus duquel Spec(B’) est la somme
disjointe de ses composantes irréductibles. Si € U(l) est un point I-rationnel de U, avec I/k une extension finie, les
composantes irréductibles de Y’ induisent une partition de Y’ X x+ z. D’aprés la premiére partie du lemme, on déduit
que Gy agit transitivement sur les points fermés de Y X x+ . Ceci entraine que le morphisme Spec(BéGO) — Spec(4’)
est radiciel (alias universellement injectif, purement inséparable) au-dessus de U. L’extension Frac(A") C Frac(BY) est
donc pseudo-galoisienne de groupe de Galois Gj. C.Q.F.D.

On en déduit la proposition suivante.

PROPOSITION 2.2.4 — Soit F' un faisceau fh sur Afnd/k (resp. NorAfnd/k) & valeurs dans une catégorie
complete et cocompléte C. Soit f : Y —— X un revétement pseudo-galoisien de k-affinoides avec X normal (resp.
avec X et'Y normauzx). Alors, le morphisme évident

est inversible.

DEMONSTRATION Un faisceau fh sur NorAfnd/k est la restriction d’un faisceau fh sur Afnd/k, vue I’équivalence de

catégories Shv 5 (Afnd/k) —— Shv s, (NorAfnd/k). 11 suffit donc de traiter le cas non respé.
Considérons la famille des morphismes (id, g) : Y —— Y xx Y, indexée par g € Aut(Y/X). Le morphisme

Ugeaut(y/x)(id, g) : H Y — Y xxY
geAut(Y/X)

est fini. Il est aussi surjectif (sur les points fermés) d’apres le lemme La famille ((id,g) : Y — Y xx Y)geAut(v/x)
est donc un recouvrement fh. Il vient que le morphisme F(Y xxY) — [ eau(y/x) F(Y) est un monomorphisme.
On en déduit que la suite

FX)—FY)— [] FO)

geAUt(Y/X)
est exacte. D’ou le résultat. C.Q.F.D.
Lorsqu’on se restreint aux k-affinoides normaux, on obtient la caractérisation suivante des faisceaux fh.

COROLLAIRE 2.2.5 — Soit F' un préfaisceau d’ensembles sur NorAfnd/k. Alors, F' est un faisceau fh si et
seulement si il vérifie les deux conditions suivantes.

(i) F(D/k) = et lapplication évidente F(X1 ][] X2) — F(X1) X F(X3) est bijective (pour tous k-affinoides nor-
mauz X, et Xo).

(i) Si f:Y —— X est un revétement pseudo-galoisien de k-affinoides avec X et Y normauz, Uapplication évidente
F(X) — F(Y)AO7X) est bijective.

DEMONSTRATION Les conditions sont nécessaires par la proposition 2.2.:4] Montrons qu’elles suffisent. On note inc :
NorAfnd/k — Afnd/k le foncteur d’inclusion. Soit F' un préfaisceau sur NorAfnd/k vérifiant les conditions (i) et (ii) de
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I’énoncé. On montrera que le morphisme canonique F' —— inc,agpinc®(F) est inversible (ot 'on note inc™ le foncteur
« image inverse » sur les préfaisceaux suivant le foncteur inc), ce qui permet de conclure.

Soit X un k-affinoide normal et connexe (donc non vide). Il faut montrer que I'application
(2.21) F(X) — oy ggl‘ie{nsurjectif Eq (inc*(F)Sep(X/) 3 inc" (F)sep(X' X x X’))
est inversible (avec inc* (F)sep le préfaisceau séparé associé au préfaisceau inc*(F')). En effet, la condition (i) entraine
que le membre de droite dans (2.21)) est ’ensemble des sections au-dessus de X du faisceau associé au préfaisceau
séparé inc*(F)sep (voir [SGA 4l Exposé II, §3]). Or, tout morphisme fini et surjectif X’ —— X se raffine par un
revétement pseudo-galoisien de X de source un k-affinoide normal. On peut donc se restreindre dans aux
X’ —— X qui sont des revétements pseudo-galoisiens de source normale. En reprenant le raisonnement dans la
preuve de la proposition on voit que pour X’ —— X un revétement pseudo-galoisien, I’égalisateur dans
est simplement (inc*(F)ee,(X’))AuX/X) " Ainsi, grace a la condition (ii), on terminera la preuve du corollaire en
montrant que, pour X’ un k-affinoide normal, I'application évidente F(X') — inc*(F)sep(X') est bijective.

L’application évidente F(X’) — inc*(F)(X’) est bijective. En effet, c’est le cas pour F représentable, et cette
propriété est stable par colimites arbitraires. Il reste a voir que Papplication inc*(F)(X') —— inc*(F)sep(X’) est injec-
tive (la surjectivité étant claire). Il faut donc montrer que I'application F(X') = inc*(F)(X') — [[;c;inc*(F)(Y{)
est injective pour toute famille (f; : Y/ —— X’);er couvrante pour la topologie fh. Or, on peut raffiner une telle fa-
mille par un revétement pseudo-galoisien Y/ —— X’ avec Y’ normal. On se raméne alors a montrer que ’application
F(X') — F(Y”) est injective, ce qui découle de la condition (ii) de ’énoncé. C.Q.F.D.

Remarque 2.2.6 — Soit F' un préfaisceau sur Afnd/k et notons Fi., le préfaisceau séparé pour la topologie fh
associé a F'. La preuve du corollaire montre que

am(F)(X) = Colim Floep (V) A0t(Y/X)
fh( )( ) Y — X pseudo-galoisien sep( )
pour tout k-affinoide normal et connexe X. De plus, on peut se restreindre dans la colimite ci-dessus aux revétements
pseudo-galoisiens de X de source normale. Ce fait servira dans la preuve de la proposition [2:2.7] ci-dessous.

Soit V' une k-variété rigide. On note Z ® V' le préfaisceau sur Afnd/k qui & un k-affinoide X associe le Z-module
Z ® homy (X, V) librement engendré par les éléments de homy (X, V). On note alors Zg, (V) le faisceau fh associé a
ZRV.

PROPOSITION 2.2.7 — Soit V une k-variété rigide. Pour X un k-affinoide normal, le groupe Zs,(V)(X) =
I(X,Zysp(V)) est naturellement isomorphe au Z-module librement engendré par l’ensemble des sous-variétés rigides
intégres Z C X %3, V telles que la projection évidente Z —— X est finie et surjective au-dessus d’une composante
connexe de X .

DEMONSTRATION 11 est facile de voir que (ZQ V)(Y) ~ (Z ® V)sep(Y) pour tout k-affinoide intégre Y. Soit X un
k-affinoide normal et connexe. D’aprés la remarque [2.2.6] on a :

Zn(V)(X) = Colim (Z @ homy(Y, V))Aut(Y/X).

Y — X pseudo-galoisien

On note homy (Y, V)/Aut(Y/X) Pensemble des orbites de 'action de Aut(Y/X) sur homy (Y, V). On vérifie aisément
que ’application

hOHlk (Y V) Aut(Y
Z ’ Z @ homy (Y, V))Aut(7/X)
qui & une orbite O € homy (Y, V)/Aut(Y/X) associe la somme ., f, est bijective. On obtient donc
, homy (Y, V) . homy (Y, V)
Zin(V)(X) = Col Z — | =Z Col —_— | .
fh( )( ) VX psegdlglgaloisien ® < Aut(Y/X) ) ® (Y%X pse?ldlor?galoisien Aut(Y/X)

On note svo(X,V) l'ensemble des sous-variétés rigides de X x; V qui sont intégres, finies et surjectives sur X.
(Rappelons que X est supposé connexe.) Etant donné un revétement pseudo-galoisien ¢ : Y —— X et un morphisme
f:Y —— V, on note Z(c, f) C X x; V I'image du morphisme fini (¢, f) : ¥ — X X V. C’est un élément de
svo(X, V). Si o € Aut(Y/X), on a Z(c, f o o) = Z(c, f). Ainsi, lapplication Z(—, —) : homg (Y, V) — svo(X, V) se
factorise par homy (Y, V))/Aut(Y, X). On obtient ainsi une application

. homy (Y, V)
ol1
Y — X pseudo-galoisien Aut (Y/X)

SVO(X, V)

5. On rappelle que toutes nos variétés rigides sont supposées séparées. Le fait que V soit séparée est utilisé ici pour assurer la finitude
du morphisme (c, f).
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Nous allons montrer que cette application est bijective, ce qui terminera la preuve de la proposition.
On montre d’abord la surjectivité. Soit Z C X X V une sous-variété rigide intégre, finie et surjective sur X. Soit
Y —— X un revétement pseudo-galoisien qui domine le morphisme Z —— X. On dispose donc d’un diagramme

commutatif
\4\

zZ—>V
X.
On a alors Z = Z(c, f).

Pour 'injectivité, on considére des revétements pseudo-galoisiens ¢; : Y; —— X et des morphismes de k-variétés
rigides f; : Y; — V (pour i € {1,2}). On suppose que Z(cy, f1) = Z(ca, f2). On peut trouver un revétement pseudo-
galoisien ¢ : Y —— X qui domine ¢; et co. Soient d : Y —— Y] et do : Y —— Y5 des morphismes de X-affinoides.
Etant donné que f; et f; o d; ont méme classe dans Colim x//x homy (X', V)/Aut(X’/X), on peut supposer que
Y1 =Y, =Y. On pose Z = Z(c, f1) = Z(c, f2), et on note e; : ¥ —— Z 'unique morphisme fini et surjectif qui
factorise (c, f;). Puique Frac(T'(Z, ©)) est une extension finie de Frac(T'(X, 0)), l'action de Aut(Y/X) sur homx (Y, Z)
est transitive. Il existe donc o € Aut(Y, X) tel que ex = e3 o 0. Il s’ensuit que fo = f1 o 0. Ceci montre que f; et f5
ont méme classe dans homy (Y, V)/Aut(Y/X). L’injectivité est démontrée. C.Q.F.D.

C

Dans la suite du paragraphe, il sera pratique d’utiliser la notation suivante.
Notation 2.2.8 — Si X est un k-affinoide intégre, on pose k(X) = Frac(T'(X, 0)).

Etant donnée une extension finie de corps L/K, on note [L : K]sep et [L : K;sp le degré et Pindice de la sous-
extension séparable maximale de L/K. Ainsi, on a [L: K| = [L : Klsep - [L : Klisp-

PROPOSITION 2.2.9 — Soit F un faisceau fh de groupes abéliens sur Afnd/k. Soit f: Y —— X un morphisme
fini et surjectif entre k-affinoides intégres. On suppose que X est normal et on choisit un revétement pseudo-galoisien
g : R—— X tel que homx (R,Y) est non vide. (Par exemple, on peut prendre pour R le normalisé de X dans la
cloture pseudo-galoisienne de Uextension k(Y)/k(X).) Etant donné a € F(Y), on note Try(a) ou encore Try,x(a)
lunique élément de F(X) dont la restriction & F(R) est donnée par

(2.22) k(YY) : k(X)]isp Z F(o)(a) | € F(R)A®®R/X),
ochomx (R,Y)

L’élément Try(a) est alors indépendant du choix du revétement pseudo-galoisien g. On obtient ainsi un morphisme
canonique de groupes abéliens Try : F(Y) — F(X) qu’on appelle le morphisme trace.

DEMONSTRATION Seule I'indépendance du choix de g est & démontrer. Soit h : P —— X un deuxiéme revétement
pseudo-galoisien avec homx (P,Y) # ). On se raméne immédiatement au cas homy (P, R) # 0 et on fixet : P — R
un X-morphisme. Notons provisoirement Tr%(a) et Tr?(a) les traces de a calculées a l'aide de g et h respectivement.
Etant donné que les morphismes F(X) — F(R) et F(t) : F(R) — F(P) sont injectifs, il suffit de montrer 1’égalité
(Tr(a))|p = (Tr;?(a))‘p dans F'(P). Il s’agit donc de comparer les deux éléments

Ft) [ k(Y):k(X]isy Y Flo)(a) et k() :k(X)isp D, Flo)(a)

occhomx (R,Y) oc€homx (P,Y)

Le résultat découle maintenant du fait que 'application (=)ot : homx (R,Y) —— homx (P,Y) est bijective. C.Q.F.D.

Soit f : Y —— X un morphisme fini et surjectif de k-affinoides intégres. Soit g : R —— X un revétement pseudo-
galoisien tel que homx(R,Y) # (). Soit s : X’ —— X un morphisme quelconque de k-affinoides avec X' intégre.
Supposons de plus que X et X’ sont normaux. Par le lemme le groupe Aut(R/X) agit transitivement sur les
composantes irréductibles de R’ = R X x X’. On en fixe une, R C R’, et on note g}, : Rj) — X’ le morphisme évident.
C’est un revétement pseudo-galoisien. L’ensemble des composantes irréductible de R’ est naturellement paramétré par
Aut(R/X)/Stabauy(r/x)(Ry) via oStabaur/x)(R) ~ o(Rj). On note {Y/,i € I} I'ensemble des composantes
irréductibles de Y’ =Y X x X’. Pour i € I, le morphisme f/ : ¥/ —— X' est fini et surjectif car Y, est 'image d'une
composante irréductible de R’ (qui est nécessairement finie et surjective sur X’ par le lemme [2.2.3)).
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Considérons le carré commutatif

X' X,

Soit F' un faisceau fh de groupes abéliens sur Afnd/k. Pour a € F(Y), on a les égalités

F(g6)F(s)Te(a) = F(t)F(9)Tre(a) = [K(Y): k(X Fto) Y. Flo)(a)
ochomx (R,)Y)
(2.23)

= kY): k(X Y. Floty)(a)

o€homx (R,Y)

Considérons ’application
m : homx (R,Y) — []homx (R}, Y/)
iel

qui & 0 € homx (R,Y) associe 'unique morphisme R — Y%'((ﬂ rendant commutatif le carré

/

to
Ry——R

Jro-
’
~ S,

i(0o) = Y.

Cette application est surjective. Ses fibres forment une partition de homx (R,Y’). La derniére expression dans ([2.23))

se réécrit
[k(Y> : k(X)]isp Z Z Z F(Ut6)(a)

i€l  olchomy/(R},Y/) oem~1(c})
(2.24)
= [k(Y): k(XOlisp Y > R CAlACATAEAIOE

i€l ol€homy/(R{,Y/)
Le lemme suivant calcule les cardinaux des fibres de ’application m.

LEMME 2.2.10 — Notons | le nombre des composantes irréductibles de R'. Pour i € I, choisissons un X -
morphisme R —— Y et notons l; le nombre des composantes irréductibles de R' dont l’timage par le X'-morphisme
R’ — Y’, obtenu par changement de base du X -morphisme R —— Y, est Y. (Le nombre l; ne dépend pas du choiz
du X -morphisme R — Y'.)

Soit o} : Rl — Y/ un X’'-morphisme. Alors, on a

(2.25) Im~!(a})| =

En particulier, |m~1(a})| ne dépend que de i.

DEMONSTRATION Le groupe Staba¢(r/x)(Rp) agit sur les ensembles homy (R,Y) et [[,.; homx/(Rg,Y;) par com-
position & gauche et le morphisme m est Stabau(r/x)(R))-équivariant. De plus, I'action de Stabauy(r/x)(Rj) sur
homx (R{,Y;) est transitive. On en déduit que les fibres des éléments de homx/(Ry,Y;) ont le méme cardinal qu’on
notera m;. On a clairement

[ hom{Y (R, V)|
[ homx/(Rp, YY)

m;

oll homg?(R, Y) =m~! (homx/ (R}, Y/)) est I'ensemble des o € homy(R,Y) tels que o(R{) =Y.

On fixe un X-morphisme o : R — Y tel que o(R}) = Y;. Notons H C Aut(R/X) le sous-ensemble des 7 tels que
o(1(Rp)) = Y{. On a bien str Stabauy(r/x)(Ry) C H et H est stable par multiplication a droite (i.e., composition a
gauche) par les éléments de Stab s (r/x)(R). Le quotient H/Stabau(r)x)(Rp) s’identifie & 'ensemble de composantes
irréductibles de R’ qui s’envoient sur Y}’ par o via I'association 7Stabau(r,x)(Ry) ~ 7(1p). On a donc

o om
|Stabaut(r/x) (1))

I
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Par ailleurs, H est stable par multiplication & gauche par le sous-groupe Aut(R/Y) C Aut(R/X) (ou R est considéré
comme un Y-affinoide via le morphisme o). De plus, on a une bijection o o H ~ Aut(R/Y)\H. Il s’ensuit que le
sous-ensemble o o H C homyx (R,Y) est de cardinal

[H| _ [Stabawr/x)(Bo)l -l [Awt(R/X)| 1 [k(Y) : b(X)]sep - L

[Aut(R/Y)] [Aut(R/Y)| T Aw(R/Y)[ 1 l

Etant donné que Aut(R/X) agit transitivement sur homx (R,Y’), on voit que homg?(R, Y) = 0o H. On déduit en fin
de compte que

Le lemme est démontré. C.Q.F.D.

Grace au lemme [2.2.10] la derniére expression dans (2.24)) peut s’écrire

K S R 2 PR
i€ o} €hom x/(R{,Y/)

[R(Y7) : B(X)isp > F(o;)F(s7)(a)

ol €hom y/ (R),Y,)

= S SR kX Y F(0DF(s))(a)

o} €homy/ (R(,Y/)

—F@Y o e (FE@).
E(Y) : K] -
[F(Y7) < (X

de k. Ainsi, I’égalité ci-dessus n’a de sens qu’aprés multiplication par le p.p.c.m. des dénominateurs des repésentants
irréductibles des rationnels n;. Etant donné que F(g()) est injectif, on obtient le résultat suivant.

On fera attention que les coefficients n; = sont & priori dans Z[1/p] avec p Pexposant caractéristique

THEOREME 2.2.11 — Supposons donné un carré cartésien de k-affinoides

’
S

Y ——
L
X —5X
avec f fini et surjectif, Y intégre, et X et X' normauz et connexes. On note {Y;,i € I} l'ensemble des composantes

irréductibles de Y', et f! et s les restrictions de f' et s' a Y. Il existe alors une unique famille (n;)icr € (Z[1/p])!
telle que, pour tout faisceau fh de groupes abéliens F', on a

p'F(s)oTry = Z(prni)Trfi/ o F(s})
icl
avec r € N le plus petit entier tel que les p"n; sont tous dans 7Z.

DEMONSTRATION L’existence est claire par le calcul précédent. Pour 'unicité, on prend F = Zg,(Y) et I'élément
idy € Zgpn(Y)(Y). On a alors p"(Try,x (idy))|x» = > ;e (0"n:) Tryr x/(s;). 1l suffit alors de montrer que les élé-
ments Trys/x;(s;) sont linéairement indépendants dans Zz,(Y)(X'). Modulo I'identification de la proposition
Try,/x:(s}) est un multiple non nul de Y; vue comme sous-variété rigide de X’ X, Y. Mais Zy,(Y)(X') est librement
engendré par les sous-variétés rigides de X’ x, Y intégres, finies et surjectives sur X’. C.Q.F.D.

DEFINITION 2.2.12 — Le nombre n; défini ci-dessus est appelé la multiplicité galoisienne de la composante Y.
On le notera aussi n(Yy), ng(Y;) ou ny,x(Y{) selon le contexte.

COROLLAIRE 2.2.13 — On suppose donné un diagramme commutatif de k-affinoides a carrés cartésiens

Y//%Y/%Y

T

X' — X' —X
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avec Y integre, X, X' et X" normauzx et connezxes. Soit Yy une composante irréductible de Y. On note {Y/; i € Iy}

’ensemble des composantes irréductibles de Y' telles que Yy’ C Y/ xx+ X". On a alors l’égalité

nyx(Yy') Z nyx (Y )y x/(Yy').
i€lp

DEMONSTRATION Ceci découle immédiatement de I'unicité dans le théoréme C.Q.F.D.

Lorsque X est lisse, les multiplicités galoisiennes coincident avec les multiplicités de Serre (voir [Ser65]). Plus
précisément, on a le résultat suivant.

PROPOSITION 2.2.14 — On garde les notations et les hypothéses du théoreme[2.2.11. On suppose de plus que le
k-affinoide X est lisse. Notons A=1(X,0), B=T(Y,0), A =T'(X',0), B =T(Y',0) et p; C B’ l'idéal premier
(minimal) définissant Y. On a alors la formule

oo

(2.26) nyyx (V) =Y (- ) g, ( (Tor (A, B) ®p' B}) .

r=0
En particulier, ny,x(Y{) est un entier (strictement positif).

DEMONSTRATION On note provisoirement nj = n{, / (Y/) les nombres donnés par le membre de droite dans I'égalité
(2-26). On procéde en deux étapes.

Etape 1 : Le but de cette étape est de se ramener au cas o Y/ est irréductible. Soit ¢ : X/ —— X’ un morphisme
dominant de k-affinoides avec X" intégre et k(X') C k(X") une extension séparable mais non nécessairement algébrique
(c’est la cas, par exemple, si X" est un ouvert affinoide connexe de X’). Reprenons les notations du corollaire
L’ensemble Iy est un singleton; il correspond en effet a l'unique composante irréductible Yy de Y’ dominée par le
morphisme Yj" —— Y. (On utilise ici le fait que le morphisme Y —— Y’ est dominant.) Le corollaire fournit
donc I'égalité ny, x (Yy') = ny,x (Yg). Par ailleurs, il est immédiat que ny,  (Yy') = ny, y (Yg). 1l suffit donc de montrer
la proposition en remplagant X’ par X”'. En prenant pour X’ un X’-affinoide étale suffisamment fin, on peut supposer
que X’ est régulier et que Y’ est une somme disjointe de ses composantes irréductibles qui sont réguliéres et purement
inséparables au-dessus de X’. On peut aussi supposer qu’il existe un carré cartésien

X ——F

|

X — X

tel que :
— F est un k-affinoide connexe et e est un morphisme étale,
— E xx Y est une somme disjointe [[;.; F; telle que (F; X g X')rea = X/.
En utilisant une deuxiéme fois le corollaire on se rameéne a traiter le cas du carré cartésien (3 nil-immersion
prés)
Y;/ E— F‘z

|

X' — E.
On peut donc supposer que I est un singleton.

FEtape 2 : Par I'étape précédente, on peut supposer que Y est irréductible. Avec les notations du lemme [2.2.10] on a
donc I; =1 et la multiplicité galoisienne de Y’ est simplement

[F(Y) : k(X)]

") = ) k)

Soit P, —— B une résolution projective du A-module de type fini B. Comme 'anneau A est régulier, on peut
supposer que le complexe P, est borné. La caractéristique d’Euler-Poincaré de P, ®4 [, avec [ un corps muni d’un
morphisme A —— [, ne dépend que de B. En prenant [ = k(A) et [ = k(A’), on obtient les égalités suivantes

oo

[k(Y) =Y (=1)"lgyary (Tor} (A, B) @ By) = [k(Y') : k(X")]n'(Y')

r=0



124 Motifs des variétés rigides analytiques II

avec p le nilradical de B’. La proposition est démontrée. C.Q.F.D.

On aura besoin de généraliser le théoréme a des changements de base par des morphismes d’affinoides définis
sur des corps valués complets différents. Notons Afnd//k la catégorie dont les objets sont les couples (X, K) avec K/k
une extension de corps valués complets et X un K-affinoide. Un morphisme (Y,L) — (X, K) est la donnée d'un
morphisme isométrique d’extensions K < L et d’un morphisme de L-affinoides Y —— X @ L. Cette catégorie est
munie de la topologie fh de la maniére évidente; un préfaisceau F' sur Afnd//k est un faisceau fh si la restriction
de F' a Afnd/K est un faisceau fh pour toute extension de corps valués complets K /k. En particulier, on dispose de
morphismes traces pour les faisceaux fh de groupes abéliens.

THEOREME 2.2.15 — Supposons donné un carré cartésien dans Afnd//k

/

(Y, L) —— (V,K)

A

(X', L) —— (X, K)

avec f fini et surjectif, Y intégre, et X et X' normaux et connexes. On note {Y;,i € I} Uensemble des composantes
irréductibles de Y', et f! et s les restrictions de f' et s' a Y. Il existe alors une unique famille (n;);cr € (Z[1/p])*
telle que, pour tout faisceau fh de groupes abéliens F sur Afnd//k, on a

p"F(s)oTry = Z(prni)Trfix o F(s})
iel

avec r € N le plus petit entier tel que les p"n; sont tous dans 7Z.
Le nombre n; est appelé la multiplicité galoisienne de la composante Y{ et on le notera n(Y]) (ou ny,;x(Y{)).
Ces multiplicités galoisiennes vérifient une formule d’associativité comme dans le corollaire|2.2.18. De plus, si X est

régulier, les n; sont des entiers naturels qui sont donnés par la formule de Serre comme dans la proposition [2.2.17)

DEMONSTRATION La preuve du théoréme[2.2.11]se transporte sans modifications au cas des faisceaux fh sur Afnd//k.
Il en est de méme de la preuve du corollaire 2.2.13] et de la proposition 2:2.14] C.Q.F.D.

2.2.2 Correspondances finies et préfaisceaux avec transferts sur SmAfnd/k

Soit V une k-variété rigide. Etant donné un k-affinoide normal et connexe X, on note Zq.(V)(X) C Z(V)(X)
le sous-groupe engendré par les éléments de la forme Try(a) avec f : X’ —— X un morphisme fini surjectif, X’ un
k-affinoide intégre et a € hom (X', V). Lorsque X est normal mais non nécessairement connexe, on pose Z,.(V)(X) =
Dic; Zer(V)(X;) ot (Xi)ier est la famille des composantes connexes de X. Notons Z(f,a) 'image dans X X5 V du
morphisme fini (f,a) : X’ —— X X, V. Par la définition du morphisme trace (voir la proposition et modulo
l'identification fournie par la proposition 2.2.7} on a

Try(a) = [R(X') : K(Z(f, a)][k(Z(f, ) : K(X)]isp Z(f, @)-

Il s’ensuit que Z, (V)(X) ®z Z[1/p] = Z#1,(V)(X) ®z Z[1/p] avec p 'exposant caractéristique de k. On en déduit aussi
le résultat suivant.

LEMME 2.2.16 — Soit X un k-affinoide normal. Le groupe Z-(V)(X) est librement engendré par les éléments
Try:/x(a) avec X" une sous-variété fermée de X X1V, intégre, finie et surjective sur une composante connexe de X,
et a: X' —— V la restriction o X' de la projection pro: X X, V — V.

Soit Y —— X un morphisme de k-affinoides avec X lisse. Par la proposition [2.2.14] le morphisme de restriction

Zin(V)(X) — Zysp(V)(Y) envoie Zg, (V)(X) dans Z,. (V) (Y). On obtient ainsi un préfaisceau Zy, (V) sur la catégorie
SmAfnd/k qui est un sous-préfaisceau de la restriction de Z (V) & SmAfnd/k.

Remarque 2.2.17 — Par la proposition et le lemme [2.2.16] les groupes Z;,(V)(X) et Z (V)(X) sont
abstraitement isomorphes puisqu’ils admettent des bases en bijection. Toutefois, si la caractéristique de k£ est non
nulle, cet isomorphisme est différent de I'inclusion évidente et il n’est pas fonctoriel en X lisse.

On considére la catégorie Shv s, (Afnd/k,Z) des faisceaux fh de Z-modules. On note Z ¢, (Afnd/k) la sous-catégorie
pleine de Shv s, (Afnd/k,Z) ayant pour objets les Z ¢, (X) pour X un k-affinoide.

LEMME 2.2.18 — On obtient une sous-catégorie de Zg,(Afnd/k) en prenant pour objets les Zsp(X) avec X des
k-affinoides lisses et pour fleches de Zgn(X) vers Zsp(Y) les éléments du sous-groupe Zyy (Y )(X) C Zpn(Y)(X).
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DEMONSTRATION Il s’agit de montrer que les sous-groupes Z,(Y)(X) C Z#p(Y)(X) = hom(Zn(X), Zsp(Y)) sont
stables par composition. On prend trois k-affinoides lisses et connexes X, Y et Z. On considére un diagramme de
k-affinoides

NN,

avec X' et Y’ intégres, et f et g finis et surjectifs. Il s’agit de montrer que Try(b) o Trs(a) est dans Z(Z)(X). On
peut pour cela supposer que X’ et Y’ sont normaux.

On a Try(b) o Tryp(a) = Try(a*Try (b)), ot a* désigne le morphisme de restriction suivant a sur les préfaisceaux. Par
le théoréme et la proposition a*Try(b) est une combinaison linéaire & coefficients entiers de Try, (b o a;)
o (T;);cr est la famille des composantes irréductibles de X’ Xy Y’, g; la projection de T; sur X’ et a; celle de T} sur
Y’. Le résultat découle maintenant de la formule Try o Try, = Tryo4, qui est facile a vérifier. C.Q.F.D.

DEFINITION 2.2.19 — On note AfndCor(k) la sous-catégorie (non pleine si la caractéristique de k est non
nulle) de Zgn(Afnd/k) ayant pour objets les Zsp(X) avec X des k-affinoides lisses et pour fleches de Zysp(X) vers
Zsn(Y) les éléments du sous-groupe Zy (Y )(X) C Zgp(Y)(X). Pour X un k-affinoide lisse, on notera Z,(X) (au lieu
de Zn (X)) Uobjet correspondant dans AfndCor(k).

La catégorie AfndCor(k) est clairement additive. La somme directe est donnée par Ly (X)BZy(Y) = Zer (X []Y).
C’est aussi une catégorie monoidale symétrique et unitaire pour le produit tensoriel défini par Zi(X) @ Zy(Y) =
Ly (X >A<k Y)

Etant donnée une catégorie abélienne A, on notera AfndPST(k, A) la catégorie des foncteurs additifs contrava-
riants de AfndCor(k) a valeurs dans A. Les objets de cette catégorie seront appelés des préfaisceaux avec transfers
sur SmAfnd/k & valeurs dans A. Lorsque A est la catégorie des groupes abéliens on écrit simplement AfndPST (k).

Notation 2.2.20 — Soient X un k-affinoide lisse et V une k-variété rigide. A partir de maintenant, on utilisera
le lemme pour identifier le groupe Z;,-(V)(X) avec le groupe Cor(X, V) librement engendré par I’ensemble des
sous-variétés intégres de X x;, V finies et surjectives sur une composante connexe de X. Les éléments de Cor(X, V)
sont appelés les correspondances finies de X dans V.

Soit Z C X X, V une sous-variété fermée réduite telle que toute composante irréductible de Z est finie et surjective
sur une composante connexe de X. Alors Z définit une correspondance finie [Z] € Cor(X, V) égale a la somme des
composantes irréductibles de Z.

Une correspondance finie élémentaire de X dans V est un élément [Z] € Cor(X,V) comme ci-dessus avec Z
irréductible. Les correspondances finies élémentaires forment une base du Z-module Cor(X, V). Une correspondance
finie est dite effective si elle peut s’écrire comme une combinaison linéaire & coefficients dans N de correspondances
finies élémentaires. On note Cor™ (X, V) le monoide des correspondances finies effectives de X dans V.

Remarque 2.2.21 — La catégorie AfndCor(k) admet la description plus concréte suivante. Les objets de
AfndCor(k) sont les k-affinoides lisses X qu’on notera Z:(X), et méme simplement X si le contexte s’y préte.
Pour X et Y deux k-affinoides lisses, le groupe de morphismes homa gnacor (k) (Ztr(X), Zs(Y')) est le groupe abélien
Cor(X,Y) librement engendré par les sous-affinoides intégres de X X Y qui sont finis et surjectifs sur une compo-
sante connexe de X . La composition est donnée par la formule de Serre. La construction de AfndCor(k) comme une
sous-catégorie de Zp(Afnd/k) nous dispense de la vérification de l'associativité de la composition.

PROPOSITION 2.2.22 — Soitl/k une extension de corps valués complets. Le foncteur « image inverse » suivant le
morphisme de sites (Afnd/l, fh) — (Afnd/k, fh) fournit un foncteur Z g, (Afnd/k) —— Zy,(Afnd/1) qui se restreint
en un foncteur

(2.27) AfndCor(k) — AfndCor(l).

De plus, si Uextension l/k est algébrique et purement inséparable et si les degrés sur k des éléments de | sont unifor-
mément bornés, alors le foncteur (2.27)) induit une équivalence de catégories

AfndCor(k)[1/p] —— AfndCor(l)[1/p]

avec p l’exposant caractéristique de k.

DEMONSTRATION Cette proposition est un cas particulier de la proposition Ici, on démontre seulement la
premiére partie de 1’énoncé qui servira a justifier la premiére partie de la proposition La seconde partie de
I’énoncé sera démontrée, dans un cas plus général, dans la preuve de la proposition 2.2.37]

Il est clair que le foncteur « image inverse » envoie les objets de AfndCor(k) dans ceux de AfndCor(l); en effet
le foncteur — @y, [ préserve la lissité. Considérons maintenant une fléche Try(a) dans AfndCor(k) avec f: X' — X
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fini surjectif, X’ intégre et a : X’ —— Y. Soient Z une composante connexe de X @l et Z' = Z&x X'. Notons
{Z}; i € I} Pensemble des composantes irréductibles de Z’. Par le théoréme [2.2.15| I'image de Tr(a) dans

homy ,,, (amayi)(Zsn(Z), Zn(Y Q1)) = homg,, (amay /i) (Zsn(Z,1), Zyn (Y, k))

est donnée par ) ;o nx//x(Z])  Trz z(ao (Z; — X')). Comme X est régulier, les nx.,x(Z;) sont des entiers. La
proposition est démontrée. C.Q.F.D.

PROPOSITION 2.2.23 — Soit V une k-variété rigide. Le préfaisceau Z(V), défini sur SmAfnd/k, est un faisceau
pour la topologie étale.

DEMONSTRATION Rappelons que la topologie étale sur SmAfnd/k est engendrée par la prétopologie formée des familles
finies de morphismes étales de k-affinoides (f; : U; —— X);er telles que U, f; : ]_[ZEI U; — X est surjectif (sur les
points fermés). On procéde en plusieurs étapes.

Etape 1 : Ici on montre que le préfaisceau Zi, (V) est séparé pour la topologie étale. Puisque Z;, (V) transforme les
coproduits finis en sommes directes, il suffit de montrer que le morphisme Z, (V)(X) — Z-(V)(U) est injectif pour
tout morphisme étale u : U —— X entre k-affinoides lisses et connexes. (On ne demande pas que u soit surjectif; la
connexité de U et X entraine que u est dominant, ce qui sera suffisant pour I'injectivité de Z, (V)(X) — Zy(V)(U).)

Soit a € Zy,(V)(X) = Cor(X, V) une correspondance finie. Ecrivons a = a, —a_ avec a; et a_ des correspondances
finies effectives de support Z; et Z_ n’ayant aucune composante irréductible en commun. (Rappelons que le support
d’une correspondance finie est I'union des sous-variétés fermées intégres de X X, V qui apparaissent avec des coefficients
non nuls lorsqu’on écrit cette correspondance finie dans la base des correspondances finies élémentaires.)

Supposons que la correspondance finie a est non nulle et montrons que a o u est non nulle. Pour fixer les idées,
supposons que a4 est non nulle, i.e., que Z, est non vide. Puisque u : U —— X est dominant et étale, la sous-variété
fermée (u x idy) 71 (Zy) C U X3, V, qui est isomorphe au k-affinoide U X x Z, est non vide et n’a aucune composante
irréductible en commun avec la sous-variété fermée (u x idy )~ (Z_) C U x; V. Comme (u x idy) "1 (Z4) est le support
de a4 o u, on voit que a4 o u # a_ o u, ce qui permet de conclure.

Etape 2 : Soit u : U — X un morphisme étale surjectif entre k-affinoides lisses. On se donne une correspondance
finie b € Cor(U, V) telle que bopr; = bo pry ot pry : Uxx U — U, pour i € {1,2}, sont les deux projections
évidentes. On cherche & montrer qu'il existe une correspondance finie a € Cor(X, V) telle que b = a o u.

Le but de cette étape est de se ramener au cas ol tous les coefficients non nuls qui apparaissent dans ’écriture de
b dans la base des correspondances finies élémentaires sont égaux a 1. En effet, on peut écrire

b= > n- Y [T

neZ—{0}  a€A,

avec A =]],cz_ (0} A,, un ensemble fini d’indices, T, C U x; V des sous-variétés fermées, intégres, finies et surjectives
sur une composante connexe de U et tel que T, # T pour o # 3 dans A.
Pour i € {1,2}, notons (T ;)¢ si la famille des composantes irréductibles de I'image inverse de T}, par le morphisme
étale '
pri xidy 1 (Uxx U)xx V. — U x3 V.

Il est clair que T;;’S #+ Té,t si (a, 8) # (B,t). (Bien entendu, o, B € A, s € S!, et t € S’;;) Or, l'égalité bo pr; = bo pro

équivaut a
PREED D DI NEND DR DI D) (-

n€Z—{0} a€An s€S} nezZ—{0} a€An s€S2

(En effet, les multiplicités galoisiennes n(TO’;’S) sont égales a 1 car le morphisme pr; est étale.) Ceci entraine que

Do D M=) Y ]

aEA, s€8} a€A, s€52

pour tout n € Z — {0}. Autrement dit, les correspondances finies b, = A, [T,] vérifient aussi b, o pry = b, o pra.
Ceci permet d’obtenir la réduction souhaitée.

Etape 3 : On suppose maintenant que la correspondance finie b est réduite, i.e., qu'elle s’écrit b = 3 aecalla] avec
To # Tp si a # 8 dans A. Notons T le support de b, ie., T = [J,c 4 Ta, que 'on munit de sa structure de sous-
variété fermée réduite de U XV ; ainsi b est la correspondance finie [T'] associée a la sous-variété fermée réduite
T. Puisque le morphisme pr; x idy est étale, la k-variété rigide T >2U, or; (U xx U ) est aussi réduite. De plus, elle
s’identifie canoniquement & la sous-variété fermée réduite (pr; x idy ) ~1(T) de (U x x U) X3, V qui est aussi le support
de la correspondance finie b o pr;. Ainsi, I'égalité b o pry = b o pro entraine I’égalité des sous-variétés fermées de
(U >A<X U) >A<k V.
T %0, oy (U Sx U) = T %5 pra (U 5 x U).
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Par la descente fidélement plate en géométrie rigide [BG98|, Theorem 3.1] (appliquée a 1'idéal de définition de la
sous-variété fermée T C U x;, V), il existe une sous-variété fermée Z C X x; V telle que Z xx U = T. Puisque le
morphisme u est étale et surjectif, Z est réduite et toutes ses composantes irréductibles sont finies et surjectives sur
une composante connexe de X. Clairement, la correspondance finie a = [Z] vérifie b = a o w. C.Q.F.D.

Remarque 2.2.24 — On a une équivalence de catégories Shvg(SmRig/k) ~ Shve (SmAfnd/k). Grace a la
proposition [2.2.23] on peut donc prolonger d’une maniére unique Z-(V) en un faisceau étale sur SmRig/k. On note
encore Z¢, (V) ce prolongement.

L’énoncé ci-dessous devient faux si on y remplace la topologie de Nisnevich par la topologie des recouvrements
admissibles.[f]

PROPOSITION 2.2.25 — Soient V une k-variété rigide et (V; — V);er un recouvrement Nisnevich de V' par
des morphismes étales. Alors, le complexe de Cech

— P Wi xv v V) — o — P (Vi) — Zun (V) — 0
(i1,eeeyin)EI™ iel

est acyclique en tant que complexe de faisceauzr pour la topologie de Nisnevich (i.e., en tant que complexe dans la
catégorie abélienne Shvyis(SmAfnd/k)).

DEMONSTRATION Puisque Zy,.(—) transforme un coproduit de k-variétés rigides en une somme directe de faisceaux
Nisnevich, il suffit de traiter le cas d’un recouvrement Nisnevich constitué par un seul morphisme étale V! —— V.
Dans ce cas, le complexe qui nous intéresse s’écrit plus simplement

D T (R V) —— o — Ty (V) — Zp (V) — 0.

D’aprés la proposition [[.2.15] il s’agit de montrer que le complexe de groupes abéliens
(2.28)

. ——  Coli Ziy (X VYU) — -+ ——  Coli Zir(VYU) —  Coli Zir(VY(U) — 0
(U eFltns (2) Xy V() (U u)eFltane (2) w(V)(U) (Uu)eFltans (2) w(V)(U)

est acyclique pour tout k-affinoide lisse X et tout point z € P(X). On rappelle que Fltyis(z) est la catégorie dont les
objets sont les couples (U, u) ott U est dans (Et/X);, et u € P(U) est un point au-dessus de x tel que le morphisme
k°(x) < k°(u) induit un isomorphisme k(z) ~ k(u) (voir la définition [1.2.14)). On divise la preuve en trois parties.

Partie A : Soit (U,u) € Fltnis(z). Etant donnés une k-variété rigide W et un point w € P(W), on note ZE.(W)(U)
le sous-groupe de Z.(W)(U) engendré par les sous-variétés (d,g) : T — U x, W intégres, finies et surjectives sur
une composante connexe de U et telles que, pour tout t € d~*(u), on a g(t) = w. Lorsque U est connexe, on a une
inclusion @, cpar) Zir(W)(U) C Zyy(W)(U). Dans cette partie on montre qu’en passant & la colimite on obtient un
isomorphisme

2.2 hm 7 N im 7, .
220 we@w)(U,u%%%gﬁs($) (W) = | Solim (o Zer(W)U)

Les colimites filtrantes préservent les inclusions ; il reste donc & démontrer la surjectivité dans . On ne restreint
pas la généralité en considérant seulement la classe (dans le membre de droite de ) d’une correspondance finie
élémentaire [Z] € Cor(X,W). (Bien entendu, (¢, f) : Z < X x;, W est une sous-variété intégre, finie et surjective
au-dessus d’une composante connexe de X.)

Notons ¢~ !(x) = {z;; j € J} 'ensemble des points de P(Z) au-dessus de z. C’est un ensemble fini : son cardinal
est majoré par le degré générique de ¢: Z —— X (car le k-affinoide X est lisse et donc normal). L’anneau

= Coli U, o°
@ (U,u)eomltrﬁs(x) (v,6%)

est local hensélien. (En effet, il coincide aussi avec la colimite des hensélisés de I'(U, 0°) en I'idéal premier égal au
noyau du morphisme I'(U, 6°) — k(u).) De plus, Panneau

R= Colim T(UxxZ,0°)
(U,u)€€Fltnis ()

6. L’énoncé en question reste vrai si on y remplace la topologie de Nisnevich par la topologie étale. On ne démontrera pas cette variante
car on n’en aura pas besoin. Toutefois, notons a I'intention du lecteur intéressé qu’il est possible d’adapter la preuve de la propositon [2.2.25]
au cas de la topologie étale.
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est entier sur Q. Il se décompose donc en un produit direct fini d’anneaux locaux henséliens R = []
pour j € J, il existe un triangle commutatif

jed R; tel que,

0(Z,0°) — k(z).

|

R;

Il s’ensuit que pour (U,u) suffisamment fin dans Fltnis(z), T = Z xx U se décompose en une somme disjointe
T =[1;e; Tj telle que :

— sid; : T; — U est la projection évidente, (d;)~"(u) est réduit a un seul point t; € P(T});

— (Tj,tj) € FltNiS(Zj).
Notons w; 'image de z; par le morphisme f : Z —— W ; c’est aussi l'image de t; par le morphisme g; : T — W.
Considérons immersion fermée (dj, g;) : T; < U x; W. On a clairement [T}] € Z,,) (W)(U) et [Z] o (U — X) =
>_jeslTj]. Ceci permet de conclure.
Partie B : Gardons les notations de la partie A. Pour (W', w’) € Fltnis(w), on dispose d’un morphisme canonique
7 (W (U) — ZE.(W)(U). Dans cette partie, on montre qu’en passant a la colimite on obtient un isomorphisme

Colim  ZY (W')(U)~  Colim ZX(W)(U).
(U,u)e%llg}l,s(w) tr( )( ) (U,u)e%lltlnms(z) tr( )( )

On ne restreint pas la généralité en remplacant W et W’ par des voisinages ouverts de w et w’. Ainsi, on peut supposer
que W et W’ sont des k-affinoides. On fixe un morphisme étale W —— W de k°-schémas formels essentiels induisant
W' —— W. (Ceci est possible puisque W' est dans (Et/W)y,.)

On expliquera seulement comment construire 'image inverse de la classe d’une correspondance finie élémentaire
[Z] € Z2(W)(X). (Comme dans la partie A de la preuve, (c, f) : Z < X X, W est une sous-variété intégre, finie et
surjective au-dessus d’'une composante connexe de X.)

On reprend les anneaux @ et R = []..; R; de la partie A de la preuve. Pour j € J, on a un triangle commutatif

jEJ
(W, 0) (w) k(z5)
]lj /

ou la fleche verticale est déduite de f : Z —— W. Puisque le k°/(7)-schéma W’'/(7) est un voisinage Nisnevich
du point Spec(k(w)) — W/(x), le morphisme T'(W, &) /() — R/(r) se factorise d’une maniére unique par un
morphisme I'(W', €)/(r) —— R/(w). Puisque les k°/(m)-algébres T'(W, &) /(w) et T(W’', &) /(7) sont de présentation
finie, pour (U,u) € Fltnis(x) suffisamment fin, le morphisme I'(W', &) /(7) — R/(7) provient d’un morphisme de
L'(W, &)/ (r)-algebres

T(W,0)/(r) — T(U xxZ,0°)/(r).

Puisque T' (W', &) /() est étale sur T'(W, &) / (), le morphisme ci-dessus s’étend d’une maniére unique en un morphisme
de T'(W, 0)-algebres formelles

LW, 0) — T(U %xZ, 6°)
grace & [EGA TV.4, Théoréme 18.1.2]. Ainsi, en posant T = U X x Z, on a construit un morphisme ¢’ : T — W’.

L’immersion fermée (d, g') : T < U x; W' fournit une correspondance finie [T telle que (W’ — W)o[T] = [Z]o (U —
X). Ceci permet de conclure.

Partie C : Pour v € P(V) et n € N, posons
A4,V = P Colim  ZY.(Xy, V') (U)

N (U,u)€€FltNis(z)
v ePXL V) /v °

avec 5P(>A<7‘; V') /v Tensemble des points de >A<7‘; V' au-dessus de v. (Lorsque n = 0, cet ensemble est réduit a {v}.)
D’aprés la partie A de la preuve, le complexe s’identifie & @Ue?(v) Al (V,v). 1l suffit donc de montrer que
chaque complexe A, (V,v) est acyclique.

On fixe v € P(V). Soit (W, w) € Fltyis(v) et notons W' = W xy V. Les applications évidentes

Py W) Jw — P(Xy V) Jv
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sont bijectives. De plus, pour w’ € fP()ZZV W’)/w d’image v’ € fP(>A<7‘; V")/v, on a (>A<7V1V W’ w') € Fltnis(v'). D’aprés la
partie B de la preuve, le morphisme
Colim  Z¥ (Xy W) (U) —  Colim  ZU.(Xy, V') (U
O v Xy W) e i Xy V)(U)
est donc un isomorphisme. Ceci montre que A. (W, w) ~ A. (V,v) et il est donc suffisant de traiter le cas du morphisme
W' —— W et du point w € P(W). Or, en prenant (W, w) € Fltnis(v) suffisamment fin, on peut supposer que le
morphisme W' —— W admet une section. L’acyclicité de A. (W, w) est immédiate dans ce cas. C.Q.F.D.

COROLLAIRE 2.2.26 — Soit F' un préfaisceau avec transferts sur SmAfnd/k (i.e., un objet de AfndPST(k)). Il
existe alors une unique structure de préfaisceau avec transferts sur le faisceau Nisnevich anis(F) associé a F telle que
le morphisme évident F —— anis(F') est un morphisme de préfaisceaur avec transferts.

DEMONSTRATION L’unicité est facile et sera laissée au lecteur. Soit F' un préfaisceau avec transferts sur SmAfnd/k.
On note comme de coutume Fi.,, (resp. anis(F)) le préfaisceau séparé (resp. le faisceau) associé a F relativement a la
topologie de Nisnevich. Ces préfaisceaux sont additifs ; nous allons munir les sections de Fi., et anis(F) d’une action
naturelle des correspondances finies. On divise la preuve en deux étapes.

Etape 1 : On montre d’abord que Fsep admet des transferts. Il suffit pour cela de montrer que le noyau de F' —— Fj,
est un sous-préfaisceau avec transferts de F, i.e., stable par 'action des correpondances finies.

Soient f : U —— V une correspondance finie entre deux k-affinoides lisses et @ € F'(V') une section qui devient nulle
dans Fyep(a). Il s’agit de montrer que f*(a) est nulle dans Fie,(U). Soit (V; — V)jecs un recouvrement Nisnevich
fini de V' par des k-affinoides tel que ajy, = 0 pour tout j € J. Par la proposition il existe un recouvrement
Nisnevich fini (U; — U);er de U par des k-affinoides, et des correspondances finies f;; : Uy —— V; telles que le
carré

Zi,j fij
Hiel Ui HjeJ Vj

U ! v
commute. Pour i € I, on a f*(a)jy, = 3, fij(apy;) = 0. Dot le résultat.

Etape 2 : On traite maintenant le cas qui nous intéresse, i.e., celui de anis(F'). Pour cela, nous allons donner une
deuxiéme construction du faisceau associé & F qui sera automatiquement un préfaisceau avec transferts.

Soient U un k-affinoide lisse et # = (U; —— U);cr un recouvrement Nisnevich de U par des k-affinoides. A un
tel recouvrement, on associe un morphisme de préfaisceaux avec transferts :

ag : S(#) = Coker | @ Zu(Us %v U;) = P Zin(Ui) | — Zip(U) = B(%).
(i,9)€l? i€l

Etant donné un préfaisceau avec transferts F', on note ®(F) le préfaisceau séparé associé a la somme amalgamée

Dz sw)ysrS(%#) ——F

D2 WZJ,

D, s —r BZ).

On dipose d’un morphisme évident de préfaisceaux avec transferts F —— ®(F’). On note alors ®>°(F') la colimite de
la N-suite
F— ®(F) — ®*(F) — -+ — " (F) — ---

Comme S(Z) est un préfaisceau avec transferts de présentation finie, le préfaisceau avec transferts ®°(F') posséde la
propriété de relévement & droite par rapport aux morphismes ag. De plus, il est séparé puisqu’une colimite filtrante
de préfaisceaux séparés est un préfaisceau séparé. On a donc montré que ®(F') est un faisceau pour la topologie de
Nisnevich. Pour voir que ®(F') est bien le faisceau associé a F, il suffit de montrer que ag induit des isomorphismes
sur les faisceaux Nisnevich associés ce qui découle de la proposition [2.2.25 C.Q.F.D.

DEFINITION 2.2.27 — La sous-catégorie pleine de AfndPST (k) formée des préfaisceauzr avec transferts F' dont
la restriction & SmAfnd/k est un faisceau pour la topologie de Nisnevich sera notée AfndStryis(k). Les objets de cette
catégorie seront appelés les faisceaux Nisnevich avec transferts.

Lorsque V est une k-variété rigide séparée, la proposition [2.2.23| montre que Z;,. (V') est un objet de AfndStryis(k).
Le corollaire [2.2.26| montre que l'inclusion évidente AfndStryis(k) — AfndPST(k) posséde un adjoint & gauche

all. : AfndPST(k) — AfndStryis (k).
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2.2.3 Préfaisceaux avec transferts sur SmRig/k et compléments

D’aprés la remarque [2.2.24] le préfaisceau Z:(Y), pour Y une k-variété rigide, admet une extension naturelle a
SmRig/k. Le résultat suivant donne une interprétation du groupe des sections de Z.(Y") au-dessus d’une k-variété
rigide lisse (non nécessairement affinoide).

PROPOSITION 2.2.28 — Soient X et Y deux k-variétés rigides, et supposons que X est lisse. Alors le groupe
Zir(Y)(X) s’identifie au groupe hom agnapstk)(Zir(X), Zir(Y)).

DEMONSTRATION Lorsque X est un k-affinoide, ’assertion découle du lemme de Yoneda. Soit (X;);c; un recouvrement
de X par des ouverts affinoides. Comme X est supposée séparée (c’est par convention le cas pour toutes nos k-variétés
rigides), X; N X est un ouvert affinoide pour tout (4,5) € I?. Par la proposition [2.2.25] Z;,.(X) s’identifie au conoyau
de

@ Zip(XiN X)) — @Zt,.(Xi)

ijel iel

dans la catégorie des faisceaux Nisnevich avec transferts. Par la proposition [2.2.23] Z.(Y") est un faisceau Nisnevich
avec transferts. Le groupe homa gapst(k)(Zir(X), Z¢r(Y')) s’identifie alors a 1'égalisateur de la double fléche

HhomAfndPST(k)(Ztr(Xi)aZtr(Y)> — H homa gnaps (k) (Zer (Xi N X;), Zer (Y)).
icl ijel

Cette double fleche n’est autre que

[Tze)x) == [] o)X X)).

il ijel
11 suffit d’utiliser une deuxiéme fois la proposition [2.2.23| pour conclure. C.Q.F.D.

DEFINITION 2.2.29 — La catégorie RigCor(k) est la sous-catégorie pleine de AfndPST (k) dont les objets sont
les Zir(X) avec X une k-variété rigide lisse. Pour X etY deux k-variétés rigides lisses, les morphismes de Z.(X) dans
Z-(Y) sont les éléments du groupe Z,.(Y)(X) qui sera aussi noté Cor(X,Y). La catégorie RigCor(k) est additive et
monoidale symétrique. En fait, elle admet les sommes directs au plus dénombmblesm et le produit tensoriel y commute.

Etant donnée une catégorie abélienne A admettant les produits directs au plus dénombrables, on note RigPST(k,A)
la catégorie des foncteurs contravariants de RigCor(k) & valeurs dans A qui transforment les sommes directes au
plus dénombrables en produits directs. Les objets de cette catégorie seront appelés des préfaisceaux avec transfers sur
SmRig/k a valeurs dans A. Lorsque A est la catégorie des groupes abéliens on écrit simplement RigPST (k).

Remarque 2.2.30 — Soit F' un préfaisceau sur SmRig/k a valeurs dans une catégorie admettant les produits directs
au plus dénombrables. Dire que F transforme les coproduits directs au plus dénombrables en produits directs revient &
dire que F' est un faisceau pour la topologie engendrée par les familles (X; < [],c; Xi)jer, ot (X;)icr est une famille
au plus dénombrable d’objets de SmRig/k. En particulier, on dispose d’un foncteur « faisceau associé » qui transforme
un préfaisceau quelconque sur SmRig/k en un préfaisceau transformant les coproduits directs au plus dénombrables
en produits directs. En utilisant ceci, on montre facilement que la catégorie RigPST (k, A) est abélienne. De plus, elle
est de Grothendieck si A est.

Remarque 2.2.31 — La sous-catégorie pleine de RigPST(k) formée des préfaisceaux avec transferts dont la
restriction & SmRig/k est un faisceau pour la topologie de Nisnevich, est notée RigStry; (k). Cette catégorie est
équivalente & AfndStry;s(k). On a le diagramme de catégories

SmAfnd/k —— AfndCor(k) —— AfndPST (k) & AfndStry (k)

| | I Il

SmRig/k —— RigCor(k) —— RigPST (k) &——— RigStry;, (k).

Lorsque X est un k-affinoide lisse, le lemme [2.2.16| (voir aussi la notation fournit une description des
groupes de correspondances finies Cor(X,Y) en termes de sous-variétés fermées de X x;, Y. Une description similaire
est encore valable pour toute k-variété rigide lisse ayant un nombre fini de composantes connexes. C’est ’objet de la
proposition ci-dessous. Pour énoncer cette proposition, nous aurons besoin de la définition suivante.

7. On rappelle que, par convention, nos k-variétés rigides admettent des recouvrements admissibles au plus dénombrables par des ouverts
affinoides. Ceci n’exclut pas les variétés rigides possédant un nombre infini dénombrable de composantes connexes.
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DEFINITION 2.2.32 — Soit f : Z —— X un morphisme fini de k-variétés rigides. On dit que f est équidimen-
sionnel (de dimension relative nulle), ou que Z est équidimensionnelle sur X, si pour tout morphisme U — X, avec
U un k-affinoide intégre, toute composante irréductible du k-affinoide Z x x U est surjective sur U.

Remarque 2.2.33 — Lorsque la k-variété rigide X est normale et affinoide, on sait (grace au lemme qu’un
morphisme fini f : Y —— X est équidimensionnel si et seulement si chaque composante irréductible de Y est surjective
sur une composante connexe de X. Il est plausible que ceci reste vrai pour toute k-variété rigide normale, mais nous
n’avons pas tenté de le prouver.

LEMME 2.2.34 — Soient X etY deux k-variétés rigides, et supposons que X est lisse. Soit oo € Cor(X,Y) une
correspondance finie. Il existe alors une unique sous-variété fermée et réduite Z C X x4, Y telle que, pour tout ouvert
affinoide U C X, le support de la correspondance finie ao (U < X) est égal & Z x x U. De plus, la sous-variété Z est
finie et équidimensionnelle sur X ; elle est appelée le support de c.

DEMONSTRATION Pour chaque ouvert affinoide U C X, notons Zy C U X Y le support de la correspondance finie
ao (U < X). 1l est clair que Zyny = Zy N Zy. Les sous-variétés réduites Zy se recollent donc en une sous-variété
fermée et réduite Z C X x;Y qui est clairement finie sur X.

Pour montrer que Z est équidimensionnel au-dessus de X, on se donne un morphisme W —— X, avec W un
k-affinoide intégre, et on cherche 4 montrer que toutes les composantes irréductibles de Z x x W sont surjectives sur
W. La question est locale (pour la topologie des récouvrements admissibles) sur W. On peut donc supposer que W
se factorise par un ouvert affinoide U C X. Ceci permet de remplacer X par U et a par a o (U — X). Le résultat
recherché est alors clair (voir la remarque . C.Q.F.D.

Pour la notion d’irréductibilité pour les k-variétés rigides non nécessairement affinoides, on renvoie le lecteur &
[Con99].

PROPOSITION 2.2.35 — Soient X et Y deux k-variétés rigides, et supposons que X est lisse et admet un
nombre fini de composantes connexes. Alors Cor(X,Y) = Z(Y)(X) est canoniquement isomorphe au Z-module
librement engendré par les sous-variétés rigides fermées, réduites et irréductibles Z C X X3, Y, qui sont finies et
équidimensionnelles sur X.

DEMONSTRATION Fixons la k-variété rigide lisse X et considérons le préfaisceau F' sur Ouv(X) défini de la maniére
suivante. Pour U C X un ouvert admissible connexe, F(U) est le Z-module librement engendré par les sous-variétés
rigides fermées, réduites et irréductibles Z C U x; Y, qui sont finies et équidimensionnelles sur U. Pour U C X un
ouvert admissible non nécessairement connexe, F(U) est le produit direct [],.; F(U;), ott (Us)ier est la famille des
composantes connexes de U. Si V. C U C X sont des ouverts admissibles connexes, le morphisme F(U) — F(V)
envoie le générateur Z C U X, Y sur la somme des composantes irréductibles de Z <y V C V x; Y. (Ceci a un sens
car la variété rigide Z Xy V posséde un nombre fini de composantes irréductibles ; ce nombre est en effet majoré par le
degré générique du morphisme fini et surjectif Z —— U.) Il est immédiat de voir que ceci définit bien un préfaisceau
sur Ouv(X). De plus, il est clair que la restriction de F' a Ouv™(X) coincide avec la restriction de Cor(—,Y’). Par
l'unicité de I'extension & (Ouv(X),ad) d’un faisceau sur (Ouv® (X),ad), il est donc suffisant de vérifier que F' est un
faisceau pour la topologie des recouvrements admissibles. La preuve de cela repose sur les mémes arguments utilisés
dans la preuve de la proposition 2:2:23] On laisse les détails au lecteur. C.Q.F.D.

Dans le reste du paragraphe, nous allons étendre au cas relatif une partie des notions introduites au paragraphe
2:2.2] Soit B une k-variété rigide, et soient X et Y deux B-variétés rigides. On suppose que X et Y sont lisses
sur k. On note Corg(X,Y) le sous-groupe de Cor(X,Y) formé des correspondances finies o dont le support est
contenu dans X XpY (qui est un fermé de X X, Y). Etant donnée une troisiéme B-variété rigide Z lisse sur k, la
composition des correspondances finies Cor(X,Y) ® Cor(Y,Z) — Cor(X, Z) envoie Corg(X,Y) ® Corg(Y, Z)
dans Corp(X, Z). En effet, étant données deux correspondances finies « : X — Y et 8 : Y —— Z de support
TCXxpYetSCY xpZ, lesupport de 8o« est contenu dans I'image de T xy S dans X x; Z. Or, le morphisme
T xy S — X X3, Z se factorise comme suit :

On peut donc faire la définition suivante.

DEFINITION 2.2.36 — Soit B une k-variété rigide. On note RigCor'(B) (resp. AfndCor’(B)) la catégorie
ayant pour objets les B-variétés rigides (resp. les B—aﬁnoi’desﬂ) qui sont lisses sur k et ou les groupes de morphismes
sont donnés par Corg(—,—). Lorsque B est lisse, on note aussi RigCor(B) (resp. AfndCor(B)) la sous-catégorie
pleine de RigCor’(B) (resp. AfndCor’(B)) formée des B-variétés rigides lisses.

8. Par « B-affinoide » on entend un k-affinoide X muni d’un morphisme de k-variétés rigides f : X —— B. A ne pas confondre avec
la notion (moins restrictive sous ’hypothése que B est séparée) de morphisme affinoide qui demande plutét que f~1(U) soit un ouvert
affinoide pour tout ouvert affinoide U C B.
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Pour une référence future, on note le résultat suivant (qu’on n’a pas cherché a énoncer dans une généralité maxi-
male).

PROPOSITION 2.2.37 — Soitl/k une extension de corps valués complets. Soit e : (D,l) — (B, k) un morphisme
dans Afnd//k avec B et D des affinoides lisses sur k et . Alors, il existe un foncteur

(2.30) D xp —: AfndCor(B) — AfndCor(D)

rendant commutatif le carré

SmAfud/B —2" SmAfnd/D

| \

DXp—
AfndCor(B) —— AfndCor(D).

De plus, silextensionl/k est algébrique et purement inséparable, siles degrés sur k des éléments del sont uniformément
bornés, et si le morphisme e : D —— B ®y 1 est fini, surjectif et radiciel, alors le foncteur

(2.31) D xp — : AfndCor(B)[1/p] — AfndCor(D)[1/p]

est une équivalence de catégories (avec p l’exposant caractéristique de k).

DEMONSTRATION Notons B’ = B ®;[. Le foncteur en question se factorise :

— @l —®pr D
AfndCor(B) O, AfndCor(B') 5 AfndCor(D).
Le premier foncteur est celui défini dans la proposition [2.2.22] (Plus précisément, il s’agit de la variante relative de ce
foncteur qui s’en déduit facilement). Le second foncteur envoie une correspondance finie a € Corp/ (X,Y), avec X et
Y des B’-affinoides lisses, sur la correspondance finie a o (D x5/ X — X) modulo I'identification

COI’D(D >A<B/ X,D >A<B/ Y) ~ COI‘B/(D >A<B/ X, Y)

On se concentre maintenant sur la derniére partie de I’énoncé. Ainsi, dans la suite, {/k sera supposée purement
inséparable, et e : D —— B’ sera supposé fini, surjectif et radiciel. On suppose aussi que les degrés sur k des éléments
de [ sont uniformément bornés, i.e., qu’il existe une puissance ¢ de p telle que a? € k pour tout a € [. Ceci entraine
que f4 € I'(f,0) pour tout f € I'(f @[, O) pour tout k-affinoide f. (En effet, il suffit de vérifier cela pour une boule
de Tate, ce qui est alors immédiat.) En particulier, le Spec(I'(f, €))-schéma Spec(I'(1 @4 1, ©)) est entier, surjectif et
radiciel.

Montrons d’abord que le foncteur est pleinement fidéle. Il s’agit de montrer que le morphisme de groupes

(2.32) Corp(X,Y)[1/p] — Corp(Z,T)[1/p)
est un isomorphisme avec Z = X xg D et T =Y X D. Le morphisme de schémas
Spec(I'(Z xp T, 0)) — Spec(['(X xp Y, 0))

est entier, surjectif et radiciel. Il induit donc une bijection entre les ensembles des fermés irréductibles finis et surjectifs
sur les premiers facteurs dans Z xp T et X xp Y. Les bases canoniques des deux Z[1/p]-modules Corg(X,Y)[1/p] et
Corp(Z,T)[1/p], i.e., celles données par les correspondances finies élémentaires, sont donc en bijection. Dans ces bases,
I’homomorphisme est donné par une matrice diagonale (infinie); les entiers qui apparaissent sur la diagonale
sont des multiplicités galoisiennes qui, dans le cas présent, sont des puissances de p. Ceci permet de conclure.

Il reste & voir que le foncteur est essentiellement surjectif. Quitte & remplacer ¢ par une puissance plus grande
de p, on peut supposer que le g-iéme morphisme de Frobenius absolu de T'( B, &) se factorise par I'( B, ) — T'(D, 0).
Il existe donc un morphisme f : (B,k) — (D,l) dans Afnd//k tel que eo f : (B,k) — (B, k) est le ¢g-iéme
morphisme de Frobenius absolu, i.e., correspond a 1’élévation a la puissance ¢ dans I'(B, 0) et kﬂ D’aprés la pleine
fidelité pour le foncteur induit par f : (B, k) — (D, ), il est suffisant de montrer que le foncteur

B X¥rob,, B — : AfndCor(B)[1/p] — AfndCor(B)[1/p],

induit par Frobg : (B, k) — (B, k), est essentiellement surjectif. Or, pour X un B-affinoide lisse, le Frobenius relatif
X — B Xprob,, B X est inversible dans AfndCor(B)[1/p]. Ceci permet de conclure. C.Q.F.D.

9. On fera attention que le « k » dans le morphisme (B, k) —— (D, 1) désigne réellement 'extension de k donnée par Froby : k — k;
pour que ceci soit une extension de corps valués complets, il faut remplacer la norme dans le second k par la racine g-iéme de la norme
orignelle de k. On laissera ce genre de subtilité aux soins du lecteur.
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Soit B une k-variété rigide lisse. On fixe une sous-catégorie pleine ¥ C SmRig/B stable par coproduits finis et par
passage aux composantes connexes. On note Cor (%) la sous-catégorie pleine de RigCor(B) dont les objets sont ceux
de 7. C’est une sous-catégorie additive.

DEFINITION 2.2.38 — Un préfaisceau avec transferts F' sur ¥ a valeurs dans une catégorie abélienne A admettant
les produits directs pertinents est un foncteur

F:Cor(¥)® — A

qui transforme les coproduits directs de ¥ en produits directs. (En particulier, un tel F est additif.) La catégorie des
préfaisceaus avec transferts sur ¥ a valeurs dans A est notée PreStr(¥', A). Lorsque A est la catégorie des groupes
abéliens, on notera simplement PreStr(¥).

On reservera la notation RigPST(B,A) (resp. AfndPST(B,A)) pour la catégorie PreStr(SmRig/B,A) (resp.
PreStr(SmAfnd/B, A)). (Bien entendu, « A » sera omis de la notation lorsque A est la catégorie des groupes abéliens.)
On a le lemme facile suivant.

LEMME 2.2.39 — La catégorie PreStr(¥, A) est abélienne. Elle est de Grothendieck lorsque A U’est.

2.2.4 Préfaisceaux avec transferts B'-invariants : propriétés élémentaires
Soit B une k-variété rigide. Suivant [VSF00]|, on fait la définition suivante.

DEFINITION 2.2.40 — Soient X et Y deux B-variétés rigides lisses sur k, et soient a, 8 € Corg(X,Y) des
correspondances finies. On dit que o est Bl-homotope (ou simplement homotope) a 8 s’il existe v € Corp(BL,Y)
telle que a« = yo sy et B =y o s avec sg,81 : X — BY les sections nulle et unité. La correspondance finie v est
appelée une homotopie de o @ B. On écrira o ~g1 8 lorsque o est B -homotope & .

On a le lemme facile suivant.

LEMME 2.2.41 — La relation de B'-homotopie est une relation d’équivalence compatible a l’addition et & la
composition des correspondances finies.

DEMONSTRATION On garde les notations de la définition [2:2:40] On a clairement o ~p1 «. En effet, il suffit de prendre
v =poa avec p: BY —— X la projection évidente. Si v est une homotopie de « & 3, on obtient une homotopie de
B & « en prenant vy o 7 avec 7 : BY —— BY un endomorphisme qui échange les sections nulle et unité (par exemple
I'involution de X {t} qui envoie ¢t sur 1 —¢). Enfin, si v est une homotopie de « vers § et 1) une homotopie de /5 vers 9,
on obtient une homotopie de « vers § en prenant v + 1) — 3 o p. La compatibilité avec ’addition des correspondances
finies et leur composition est claire. C.Q.F.D.

DEFINITION 2.2.42 — Pour X etY deux B-variétés rigides lisses sur k, le quotient Corp(X,Y)/~p1 sera
noté moCorp(X,Y). C’est le groupe des correspondances finies & homotopie pres. La catégorie obtenue de RigCor(B)
(resp. AfndCor(B), RigCor’(B) et AfndCor’(B)) par passage au quotient par la relation de B'-homotopie sera
notée moRigCor(B) (resp. mpAfndCor(B), etc.).

On peut également définir des groupes supérieurs de correspondances finies 7m;Cor g (X, Y") en utilisant le k-affinoide

cosimplicial A, donné en degré n € N par
k{to,...,tn} >
rig = Spm <n .
g (1 - Zi:o tl)

DEFINITION 2.2.43 — Soient X etY deux B-variétés rigides lisses sur k. On note Corg(X,Y) le compleze associé
au groupe simplicial Corp (A, X X,Y). Les groupes d’homologie H;(Cor5(X,Y')) seront notés m;Corp(X,Y).

Il est clair que le myCor(—, —) de la définition est le méme que celui de la définition Le produit
direct de groupes abéliens étant exact, on a m;Corp([[,c; Xa,Y) = [[oc; miCorp(Xs,Y) pour toute famille au plus
dénombrable (X, )aer de k-variétés rigides lisses.

La proposition ci-dessous est un cas particulier de la proposition ou l'on prend K le préfaisceau Zy,.(Y) =
Cor(—,Y) placé en degré zéro.

rig

PROPOSITION 2.2.44 — Soient X etY des B-variétés rigides lisses sur k. Pour tout i € N, le morphisme
7;Corp(X,Y) — m;Corp(BL,Y),

induit par la projection évidente BY, —— X, est inversible.
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Dans la suite, on fixe une sous-catégorie pleine ¥ C SmRig/B stable par coproduits finis et par passage aux
composantes connexes. On suppose de plus que ¥ contient la boule de Tate BL et qu’elle est stable par produits
directs finis (i.e., produits fibrés au-dessus de B).

DEFINITION 2.2.45 — Soit F' un préfaisceau avec transferts sur ¥ a valeurs dans une catégorie abélienne A
(admettant les produits directs pertinents). On dit que F est invariant par homotopie (ou simplement B! -invariant) si
pour tout X € Ob(¥), le morphisme

F(X) — F(B),

induit par la projection évidente BY, —— X, est inversible. On notera PreStrg: (¥, A) la sous-catégorie pleine de
PreStr(¥,A) dont les objets sont les préfaisceaus avec transferts invariants par homotopie. (Comme d’habitude,
« A » sera omis de la notation lorsque A est la catégorie des groupes abéliens.)

La définition 2:2.45] garde un sens pour des préfaisceaux sans transferts sur #. On parlera alors de préfaisceaux
invariants par homotopie (ou simplement B!-invariants) . Tous les résultats démontrés dans la suite de ce paragraphe
sont encore valables pour les préfaisceaux de groupes abéliens sur 7.

PROPOSITION 2.2.46 — Pour une k-variété rigide X € Ob(¥), notons so et s1 les sections nulle et unité de
la boule de Tate relative p : By, —— X. Soit F un préfaisceau avec transferts sur ¥ a valeurs dans une catégorie
abélienne A. Les deux conditions ci-dessous sont équivalentes.

(i) F est invariant par homotopie.
(ii) Pour tout X € Ob(¥), les deux fleches F(sg), F(s1) : F(BY) — F(X) sont égales.
DEMONSTRATION Les deux fleches F'(sg) et F(s1) sont des sections de la fleche F'(p). Lorsque F' est invariant par
homotopie, F(p) est inversible et F(sg) = F(p)~! = F(s1). Ceci prouve l'implication (i) = (ii).
Pour montrer implication réciproque, on utilsera la structure d’objet en anneau sur B;. Notons en effet
p:Br %y Br — B}

la multiplication de Bj. Pour X € Ob(¥), considérons le diagramme commutatif

id
\
w

/
~ S0Op

BlchkX

Bl %) X

La condition (ii) appliquée a la variété rigide B} x; X montre que l'identité de F (B} x; X) est égale a F(sgop) =
F(p) o F(sg). Etant donné que po sy = idx, on trouve que F(so) est un inverse & droite et & gauche de F(p). C.Q.F.D.

Soit F' un préfaisceau avec transferts sur ¥ a valeurs dans une catégorie abélienne A. Pour une variété rigide X
dans ¥, on notera hom(X, F') le préfaisceau avec transferts sur ¥ défini par

hom(X, F)(U) = F(X %5 U)
pour tout U € Ob(¥). Pour f: X —— Y un morphisme de variétés rigides dans ¥, on notera
f* :hom(Y, F) — hom(X, F)

le morphisme de préfaisceaux avec transferts déduit de f.

DEFINITION 2.2.47 — Soit F un préfaisceau avec transferts sur ¥ a valeurs dans une catégorie abélienne A
(admettant les produits directs pertinents). On pose

h]gl (F) = Coker (s} — s} : hom(BL, F) — F).

On obtient ainsi un endofoncteur h]gl de PreStr(¥,A). Le préfaisceau avec transferts hlgl (F) est appelé, vu le corollaire
ci-dessous, le préfaisceau avec transferts B'-invariant associé ¢ F.
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COROLLAIRE 2.2.48 — On garde les hypothéses et notations de la définition [2.27]7 Le préfaisceau avec transferts
hE (F) est B'-invariant. De plus, le foncteur

h]gl(—) : PreStr(¥,A) — PreStrp: (¥, A)

est un adjoint o gauche du foncteur d’inclusion.

DEMONSTRATION L’invariance par homotopie de hlgl (F) est un cas particulier de la proposition [2.2.52| ot 'on prend
n =0 et K le préfaisceau F' placé en degré zéro. On peut aussi 'obtenir directement en vérifiant la condition (ii) de

la proposition [2.2.46| pour hlgl (F). Le reste de I’énoncé est laissé au lecteur. C.Q.F.D.
On notera moCor(¥') la sous-catégorie pleine de moRigCor(B) admettant Ob(¥’) pour objets.

PROPOSITION 2.2.49 — Soit F' un préfaisceau avec transferts sur ¥ a valeurs dans une catégorie abélienne A
(admettant les produits directs pertinents). Les deux conditions suivantes sont équivalentes.

(i) F est invariant par homotopie.

(ii) Le foncteur F se factorise a travers moCor(¥), i.e., il existe un foncteur additif F' : moCor(¥)°P —— A et un

isomorphisme F ~ F’ o (Cor(¥) — myCor(¥)).

Ainsi, PreStrg: (7)) est canoniquement isomorphe a la catégorie HOM® (roCor(#)°P, A) des foncteurs contravariants

de moCor(¥) dans A qui transforme les coproduits directs de ¥ en produits directs.

DEMONSTRATION Supposons que F est invariant par homotopie et montrons que I’action des correspondances finies
Corp(X,Y) — hom4(F(Y), F(X))

se factorise par moCorp(X,Y) pour X et Y dans ¥. Soient a, 3 € Corp(X,Y) et v € Corp(B%,Y) une homotopie
de a a 5. On a alors les égalités

F(a) = F(yoso) = F(so) o F(7) = F(s1) o F(y) = F(y o s1) = F(f).

D’ou limplication (i) = (i).

Réciproquement, supposons que F se factorise par moCor(¥'). Soit U une B-variété rigide dans ¥. Il suffit, compte
tenu de la proposition [2.2.46 de montrer que F(so) = F(s1) avec sg, s1 : U — B{; les sections nulle et unité. Mais,
les deux correspondances finies so, s1 € Corg(U,B};) sont homotopes; une homotopie est donnée par I'identité de
B C.Q.F.D.

La définition ci-dessous généralise la construction du préfaisceau B'-invariant aux complexes de préfaisceaux.

DEFINITION 2.2.50 — Soit K = K. un complexe de préfaisceauzr avec transferts sur ¥ a wvaleurs dans une
catégorie abélienne A (admettant les coproduits directs et produits directs pertinents). Le complexe simple associé a

lobjet simplicial en compleze hom(A ) sera noté Sing]l331 (K). C’est le complexe de chaines rigides a valeurs dans

K.

r1g?

Remarque 2.2.51 — Soit n € A ~» K, (n) un objet simplicial & valeurs dans la catégorie des complexes d’une
catégorie abélienne admettant des coproduits dénombrables. Le complexe simple S(K) associé a K. (—) est le complexe
simple associé au bicomplexe K.. obtenu en prenant la somme alternée des faces simpliciales. Ainsi, on a :

S(K), = &y K, (s).

(r,s)€ZXN, r+s=n

En particulier, le foncteur S(—) commute aux colimites.

PROPOSITION 2.2.52 — Soit K = K. un complexe de préfaisceaux avec transferts sur ¥ a valeurs dans une
catégorie abélienne A (admettant les coproduits directs et produits directs pertinents). Pour tout n € N, le préfaisceau
1
d’homologie H, (Sing® (K)) est invariant par homotopie.
DEMONSTRATION La preuve de I’énoncé correspondant en géométrie algébrique (voir par exemple [VSFO00]) s’étend

sans changement au cadre de la géométrie rigide. On la reprend pour la commodité du lecteur. On montrera que les
deux morphismes d’objets simpliciaux

(2.33) sp, 7 : hom(Bj, hom (A )) — hom(A,; )

g7 rig?
sont simplicialement homotopes. Ceci suffit par la proposition [2.2.46] On peut réécrire les deux morphismes (2.33))

(2.34) s5, 57 hom (B} x5 A ) — hom(A; ).

g7 g7
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11 suffit donc de montrer que les deux morphismes de k-affinoides cosimpliciaux

(2.35) s0, 811 AN, — By XAy,

sont cosimplicialement cohomotopes. Pour cela, on identifiera B}, avec Aiig. Une telle cohomotopie est la donnée pour

tout a : n — 1 d’un morphisme h(a) : A7, —— Al x A% tel que :
— h(0:n—1)=spet h(l:n— 1) =sq,
— pour ¢: m — n, le carré suivant commute :
m h(aoc) 1 - m
Arig B Arig Xk Arig
Cl Jidxc
n h(a) , 1 n
A1“ig Arig Xk A1“z'g'

On construira un tel h avec h(a) des applications affines. Par le lemme [2.2.53| ci-dessous, une application affine

h(a) : ALy — Al Xk AT , est uniquement déterminée par les images des n + 1 sommets de A7, . Les sommets de
A7,, sont les images des morphismes Arig(e : 0 — n), pour 0 < e < n. On prendra alors pour h(a) I'application affine

qui & I'image de A,;4(e : 0 — n) associe I'image de

(Arig(ace),Arig(e))

0 12
Arig AM’g Xk A;’}zg
Il est clair que A définit une cohomotopie. C.Q.F.D.

Un k-affinoide X muni d’une action simplement transitive de B} (considéré comme un k-affinoide en groupe pour
la loi d’addition) est appelé un espace affine rigide. Le choix d’un point de X définit un isomorphisme X ~ B}
Etant donnés deux espaces affines rigides (X,B}") et (Y,B}), on appelle application affine (4 ne pas confondre avec
« morphisme affine ») la donnée d’un morphisme de IB%,lc—modules [ : B — B} et d’'un morphisme B}’-équivariant
f: X — Y. On vérifie facilement que [ est uniquement déterminé par f. On dira donc que f est un morphisme
affine, s’il existe [ comme ci-dessus.

LEMME 2.2.53 — Soient (X,B}") et (Y,B}) deuz espaces affines rigides. On suppose donnés des points k-
rationnels o, ..., Tm de X et yo,...,Ym de Y. On suppose que la famille (Zox;)1<i<m est une base du k°-module libre

B (k) = (k°)™. Il existe alors une unique application affine f : X — Y telle que f(x;) = y; pour 0 <i < m.

DEMONSTRATION La preuve est laissée au lecteur. C.Q.F.D.

2.2.5 Fibres d’un préfaisceau avec transferts B'-invariant

Soit F' un préfaisceau avec transferts invariant par homotopie au-dessus d’une k-variété rigide lisse B. Soit p €
M(B) un point maximal. Si Pextension k(p)/k(p) est séparable (voir ci-dessous pour la signification de k(p)) ou si la
multiplication par I'exposant caractéristique de k est inversible dans F', nous construirons un préfaisceau avec transferts
F; sur une sous-catégorie pleine des l%(p)—afﬁno'ides lisses (voir le théoréme . Le préfaisceau Fj sera appelé la
fibre de F' en p; son existence dépend crucialement de l'invariance par homotopie de F'. Toutefois, les transferts ne
joueront qu’un roéle accessoire dans la construction de Fj (voir notamment la remarque ; ils n’interviennent que
pour inverser les morphismes finis, surjectifs et radiciels qui apparaitront dans la preuve du théoréme lorsque
Dextension k(p)/k(p) n'est pas séparable. En particulier, si k est de caractéristique nulle, le théoréme admet
une variante pour les préfaisceaux de groupes abéliens sans transferts; il en est de méme du lemme

DEFINITION 2.2.54 — Soit B une k-variété rigide lisse et soit p € P(B) un point de B. On appelle AfndCor(B, p)
(resp. SmAfnd/(B, p)) la 2-colimite des catégories AfndCor(U) (resp. SmAfnd/U ) suivant U € Flt'(p). (On rappelle
que FIt' (p) est le sous-ensemble de Flt(p) formé des voisinages affinoides de p.) Concrétement, les objets de cette
catégorie sont des couples (X,U) avec U € Flt'(p) et X un U-affinoide lisse. Un tel objet sera simplement noté
Zer(X/U) (resp. X/U). Etant donnés deuz tels objets Z(X/U) et L, (Y/V) (resp. (X/U) et (Y/V)), on a

homAfndCor(B,p) (ZtT(X/U)v Zt7(Y/V)) = WGFlt/((jz%h%CUﬁVCOI.W (X >A<U WY >A<V W)

(resp. homgmasmd/(B,p) (X/U,Y/V) = WeFlt%o)l,lrWncUnV homgmafma,w (X xu W, Y xy W)).
On notera simplement Corpg ,(X/U,Y/V) le groupe ci-dessus. Un foncteur additif F' : AfndCor(B,p)°® — Ab (avec
Ab la catégorie des groupes abéliens) est appelé un préfaisceau avec transferts sur SmAfnd/(B,p). Ces préfaisceaux
avec transferts forment une catégorie abélienne qu’on notera AfndPST (B, p).
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Remarque 2.2.55 — Gardons les notations de la définition précédente et supposons que la k-variété rigide B est
affinoide (ce qui ne restreint pas la généralité). Alors, I'identité de X induit un isomorphisme entre X/U et X/B dans
SmAfnd/(B,p). Ainsi, dans la suite on identifiera SmAfnd/(B, p) et AfndCor(B, p) avec leurs sous-catégories pleines
formées des objets de la forme X/B. Par ailleurs, si X/B et Y/B sont deux objets de SmAfnd/(B,p), on dispose d'un
isomorphisme évident

Corp ,(X/B,Y/B) = choFllig(r;))COI‘B(X xgW,Y).

En effet, on a une identification
Cory (X xgW,Y xgW) = Corp(X xgW,Y)
qui découle du fait que (X xg W) xyw (Y xg W) = (X xg W) xpY.
Le résultat suivant est une évidence. Il admet bien entendu une version sans transferts.
LEMME 2.2.56 — Soit B un k-affinoide lisse et soit p € P(B). Soit F' un préfaiceau avec transferts sur SmAfnd/B.

On définit un préfaisceau avec transferts F(p ) sur SmAfnd/(B,p) en posant

Fo.p(X/B) = Colim F(X xpU)

pour X un B-affinoide lisse. Le préfaisceau avec transferts Fp , est appelé la préfibre de F' en p.
Soient X/B et Y/B des B-affinoides lisses. On définit moCorp ,(X/B,Y/B) comme étant le coégalisateur de la
double fléeche

Corp,(By/B,Y/B) == Corp,(X/B,Y/B).
s

(Bien entendu, s§ et s} sont les morphismes induits par les sections nulle et unité.) On a des identifications évidentes

moCorg ,(X/B,Y/B) = Colim myCory (X xpU,Y xgU) = Colim mCorg(X xpU,Y).
UE€eFlt(p) U€F1t(p)

De plus, les éléments de moCorp ,(—, —) sont les fleches de la catégorie additive mpAfndCor(B, p) égale a la 2-colimite
des mpAfndCor(U) suivant U € FIt'(p).

Le groupe moCorp ,(X/B,Y/B) est le premier groupe d’homologie du complexe Corp (X/B,Y/B) associé
au groupe simplicial Corp ,(A;;, Xx X/B,Y/B). Le i-éme groupe d’homologie du complexe Cory ,(X/B,Y/B)
est noté m;Corp ,(X/B,Y/B). Il est clair que Corg (X/B,Y/B) (resp. m;Corp ,(X/B,Y/B)) est la colimite des
Corg(X xgU,Y) (resp. m;Corg(X x5 U,Y)) suivant U € Flt(p).

Par la proposition on dispose d’une valuation naturelle |||, sur le corps résiduel k(p) = Op,/m,. On
note k(p) le complété de k(p) pour cette norme et p = Spm(k(p)). On dispose d’un foncteur de changement de base
SmAfnd/(B,p) — SmAfnd/p qui & X/B associe le k(p)-affinoide lisse X; = X X p (égal par définition au spectre
maximal de la fc(p)—algébre affinoide T'(X, 0) ®p( B,6) l%(p)) Ce foncteur s’étend aux catégories des correspondances
finies comme le montre la proposition suivante.

PROPOSITION 2.2.57 — Pour tout k-affinoide B et tout point p € P(B), il existe un foncteur
¢B,p : AfndCor(B,p) — AfndCor(p)

qui envoie Zy(X/B) sur Zy (Xp) et qui rend commutatif le carré

SmAfnd/(B,p) —— SmAfnd/p

|

AfndCor(B, p) 2%+ AfndCor(p).

Les foncteurs ¢p p, sont caractérisés par les deux propriétés suivantes.

(i) Soit k C k' une extension de corps valués complets. Notons B' = B X, k' et soit p' € P(B’) au-dessus de p. Alors
le carré

9B,
AfndCor(B, p) —=— AfndCor(p)
J bp/ p! J ~
AfndCor(B’,p') —— AfndCor(p’)

commute modulo les isomorphismes d’associativité du produit fibré (les foncteurs verticaux étant ceuxr déduits de

la proposition .
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(i1) Soit D —— B un morphisme de k-affinoides lisses et soit ¢ € P(D) au-dessus de p. Alors le carré

B,
AfndCor(B, p) —2 AfndCor(p)

| |

¢p,
AfndCor(D, ¢) —~ AfndCor(q)

commute modulo les isomorphismes d’associativité du produit fibré (les foncteurs verticaux étant ceux déduits des

propositions et .

DEMONSTRATION En utilisant la propriété (i) avec k' = l%(p), on peut ramener la construction du foncteur ¢p , au
cas ol p est un point fermé. Dans ce cas, le foncteur ¢p ) est déterminé par la propriété (ii). C.Q.F.D.

De la proposition précédente, on déduit un morphisme de complexes
(2.36) Cory ,(X/B,Y/B) — Cor;(X;,Y})

pour X/B et Y/B dans SmAfnd/(B, p). Dans la suite, il sera commode de fixer un sous-anneau A C Q et de considérer
le morphisme de complexes de A-modules :

(2.37) Cory ,(X/B,Y/B)® A — Cor,(X;,Y;) @ A.

(On ne perdra rien a supposer que A = Z ou A = Z[1/ec(k)] avec ec(k) Pexposant caractéristique de klﬂ) Le résultat
principal de ce paragraphe affirme que (2.37) est un quasi-isomorphisme si p est un point maximal (et si certaines
conditions techniques sont satisfaites).

THEOREME 2.2.58 — Soit B un k-affinoide lisse et soit p € M(B) un point mazimal. Soient X/B et Y/B
deuzx B-affinoides lisses. On suppose qu’il existe des morphismes étales de B-affinoides X —— B et Y —— B%. On
suppose aussi que l'une des deuz alternatives suivantes est satisfaite :

— les extensions k(p)/k et k(p)/k(p) sont séparables ;
— exposant caractéristique de k est inversible dans A.
Alors, le morphisme de complezxes est un quasi-isomorphisme.

DEMONSTRATION On divise la preuve en deux parties. Dans la premiére, on se raméne au cas ot mpg, = 0. Ce cas
sera traité dans la deuxiéme partie.
Partie A : Réduction au cas ot mp , = 0.
Puisque l'anneau local &g, est noethérien, son idéal maximal mp, est de type fini. Il est donc engendré par
des germes d’éléments de T'(U, &) pour un U € Flt(p) suffisamment petit. Quitte a remplacer B par un voisinage
affinoide de p, on peut donc supposer qu’il existe des éléments a1, ...,a, € I'(B, 0) tels que mp, = > ._, a;- Op,p. Le
sous-affinoide fermé et réduit C' = B/\/(aq,...,a,) contient alors un unique point maximal ¢ € M(C) au-dessus de
p. De plus, on a m¢, = 0. (Bien entendu, en identifiant M(C) & un sous-ensemble de M(B), on a p = ¢; on a préféré
noter ¢ le point p vu comme élément de M(C') pour plus de clarté.)
Puisque C est réduit, son lieu non régulier Cy,; C C' est un sous-affinoide fermé partout de codimension non nulle.
(En effet, 'anneau I'(C, 0) est excellent d’aprés [Kie69|.) La propriété mc , = 0 entraine alors que ¢ ¢ Cy,. Ainsi,
quitte a remplacer une nouvelle fois B par un voisinage affinoide de p, on peut supposer que C est régulier et intégre.
On veut se ramener au cas ou C est lisse sur k; pour cela, on distingue deux cas.
— Supposons d’abord que lextension k(g)/k est séparable. Puisque m¢c 4 = 0, k(C)/k est une sous-extension de
k(q)/k. Tl s’ensuit que lextension k(C)/k est séparable, ce qui entraine que C' est génériquement lisse sur k.
Le méme raisonnement utilisé ci-dessus (avec le lieu singulier & la place du lieu non régulier) permet alors de
supposer que C' est lisse sur k.

— Supposons maintenant que l’exposant caractéristique de k est inversible dans A. (C’est le cas, par hypothése,
lorsque Pextension k(q)/k est inséparable.)
On peut trouver une extension finie purement inséparable k’/k telle que (C @y, k')eq est génériquement lisse.
(L’existence de k'/k découle du fait que k(C)/k contient une sous-extension séparable d’indice fini que 'on
peut obtenir en appliquant le lemme de normalisation de Noether en géométrie rigide.) Le méme raisonnement
utilisé ci-dessus (avec le lieu singulier & la place du lieu non régulier) permet alors de supposer que (C @y k')req
est lisse sur k. Par ailleurs, d’aprés la proposition il suffit de montrer que le morphisme

Corp, ,(X'/B,)Y'/B") ® A — Cor, (X}, Yy) ® A,

avec T/ = @ k' et p’ € M(B’) 'unique point au-dessus de p, est un quasi-isomorphisme. Ceci nous raméne au
cas ou C est lisse sur k.

10. Dans ce paragraphe, on évitera de noter p ’exposant caractéristique de k pour ne pas le confondre avec le point p € P(B).
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A ce stade, nous disposons d'un sous-affinoide fermé C' C B, lisse sur k, et d’un point ¢ € M(C) au-dessus de
p avec mc,, = 0. Quitte & remplacer une nouvelle fois B par un voisinage affinoide de p, on peut trouver un carré
cartésien
C—B

|

c c & d
B —— BS X, BY

ou les fleches verticales sont étales et la fleche horizontale inférieure est déduite de la section nulle de Bg.
Par le lemme [2.2.60| ci-dessous, il existe € € |k*| et un carré cartésien

C %1 B(0,¢) —* B

| |

Bz %k]Bg(O,G) 4)132 %kBg

D’autre part, grace a la condition sur les B-affinoides X et Y, on dispose de carrés commutatifs

X— B Y — B
B;n+c>2sz4)Bz>A<kBﬁ BZ+C>A<de4)Bi>A<kB%
ot les morphismes verticaux sont étales. On note Xg = X xpC et Yy = Y x5 C. En utilisant la propriété de

fonctorialité dans le lemme [2.2.60] ci-dessous, on obtient deux carrés cartésiens

Xo %kIBg(O,E)g)X Yy Qk]Bg(O,E)*)Y
C x,B¢(o,e) —— B C %1 B¢(0,e) —— B.

Etant donné qu’on peut remplacer B par n’importe quel voisinage affinoide de p, on se raméne grace a la discussion
précédente a traiter le cas ou B = B‘é, X = Bg(o, Y = IB%‘{,07 et p = 0 X q avec o le zéro de Bg et ¢ € M(C) un point
maximal vérifiant mg 4 = 0. On a dans ce cas un isomorphisme

Corp ,(X,Y) ~ VCe(I)?llitI(r;) gg‘lknxrll Corgy (5,5 (BY, 5.1 (0:A), BY, (0, 1))

En effet, le lemme [2.2.61] ci-dessous affirme que les ouverts de la forme B¢ (0, \), avec V € Flt(q) et A € ||, forment
un sous-ensemble cofinal de Flt(p). Le morphisme (2.36) se factorise de la maniére suivante :

. . d d . ~
vce%lllcr(%) geo‘l,iirf Corgg (,,2) (BXO o v(0,A), By, (0,A)) — V(je(%llltla)icorc (Xo xc V,Yy) — Cory((Xo)g, (Yo)q)-

Pour se ramener au cas mp, = 0 (remarquer que Xo/C et Yy/C vérifient I’hypothése technique de 1'énonceé), il est
donc suffisant de montrer que les morphismes de complexes

(2.38) @Bg(o,,\)(ﬁfgo %o V(o, A)s IB%gl/O(o, A)) — Cor(Xo xc V,Yo)

sont des quasi-isomorphismes pour tout V' € Flt(q) et A € |k*|. Remarquons pour cela que
CorB‘é(O7/\)(B§(O o v(0A), B{lfo (0,N)) = CorC(IBgl(O o v(0,A),Y)) =~ Corc(]B%io SV Yo)

(la derniére identification provient du fait que A € [k*|). De plus, modulo ces identifications, le morphisme ([2.38) est
celui induit par la section nulle de Bg. Le résultat découle maintenant de la proposition [2.2.44

Partie B : Le cas ot mp, = 0.

A partir de maintenant, on travaille sous ’hypothése supplémentaire que m B,p = 0; puisque B est lisse, I'extension
k(p)/k est séparable. (Le morphisme étale X —— B’} qui a servi dans la partie A de la preuve ne jouera plus aucun
role dans la suite. Nous aurons besoin toutefois du morphisme étale Y —— B% pour construire I'immersion ouverte
Y < P?" ci-dessous.)
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On note A = I'(B,0) et D = I'(Y,0). Le morphisme étale Y —— B’ correspond a un morphisme étale de
k-algebres affinoides A{r,...,7,} —— D. Par le lemme [1.1.52] il existe une présentation

D~ A{r1, .. Tnar}
(fh"'vfr)
avec f; € AlT1,...,Tpqr] pour 1 < j <r. On pose
AlTr, ooy Totr)
F=—F— et P = Spec(E).
(fi,oes fr) (&)

Alors P est un A-schéma affine de type fini et il existe une immersion ouverte canonique ¥ < P?". (Dans la suite
dans la preuve, le morphisme étale Y —— B’ ne servira plus; nous utiliserons uniquement I'immersion ouverte de Y’
dans I'analytifié du A-schéma de type fini P.)

Pour un anneau L et un entier n € N, rappelons que A7} désigne le schéma Spec(Ll[to,...,tn]/(1 — Y iy ti))-
Introduisons quelques notations supplémentaires.

— On pose

T(X,0){to,... ta} [(X;, 6){to, ... tn}
(1->ots) A-3ot)

Les anneaux C™ et C™ sont des algébres affinoides sur k et I;:(p) respectivement. D’aprés le lemme [2.2.62

ci-dessous, la O(AZ( )) -algébre C™ est réguliere. Grace au théoréme de Popescu [Pop85| [Pop86| (voir aussi

[Spi99]), C™ est une colimite filtrante de O(A% )-algebres lisses de type fini avec L C k(p) des sous-A-algébres
de type fini. L’hypothése mp , = 0 assure que Spec(L) —— Spec(A) est dominant. Ainsi, quitte & raffiner L

C" =T(AL, %1 X, 0) = et O =T((A", X1 X)p, O) =

rig

(dans ’ensemble des sous-A-algébres de type fini de I%(p)), on peut supposer qu’il existe un B-affinoide fini,
surjectif et radiciel B’ = Spm(A’) tel que la A’-algébre (L ®4 A’)1eq est lisse. (Bien entendu, lorsque lextension
k(p)/k(p) est séparable, on peut prendre B’ = B, i.e., on peut supposer que la A-algébre L est lisse.)

— Identifions Y & son image par immersion ouverte Y < P?*. Etant donné un B-affinoide lisse Q, on notera
Cork(Q, P) le sous-groupe de Corgpec(a)(Spec(I'(Q, ﬁ)),P) librement engendré par les correspondances
finies élémentaires [Z] avec Z C Spec(I'(Q, €)) Xgpec(a) P intégre, fini et surjectif sur une composante connexe
de Spec(T'(Q, 0)), et veérifiant la condition supplémentaire suivante :
la A-algébre I'(Z, 0) est affinoide puisque finie sur I'(Q, &). On note Z*" le B-affinoide Spm(I'(Z, 0)).
Par la proposition [[.1.21] le morphisme de A-schémas Z —— P équivaut a la donnée d’un morphisme de
B-variétés rigides Z*" —— P*". Alors, [Z] est dans Cor}(Q, P) si et seulement si 'image de Z*" dans P*"
est contenue dans Y.

Il est clair que l'association [Z] ~» [Z?"] fournit un isomorphisme

(2.39) Cor}(Q, P) ~ Corp(Q,Y).

— Etant donné un k(p)-affinoide lisse R, on notera Corg(R, P) le sous-groupe de Corgpec(a)(Spec(I'(R, 0)), P)
librement engendré par les correspondances finies élémentaires [Z] avec Z C Spec(I'(R, €)) Xgpec(a) P intégre,
fini et surjectif sur une composante connexe de Spec(I'(R, €)), et vérifiant la condition supplémentaire suivante :
la k(p)-algebre I'(Z, €) est affinoide puisque finie sur I'(R, &). On note Z*" le k(p)-affinoide Spm(T'(Z, 6)).
Par la proposition [[.1.21] le morphlsme de A-schémas Z — P equ1vaut a la donnée d’un morphisme de
k(p)-variétés rigides Z*"* — po" & k(p). Alors, [Z] est dans Cor (R, P) si et seulement si 'image de Z2"
dans P &y, k(p) est contenue dans Y &y, k(p).

Il est clair que l'association [Z] ~» [Z?"] fournit un isomorphisme

(2.40) Cory(R, P) ~ Cory(R,Yp).
Les isomorphismes (2.39) et (2.40) sont naturels en @ et R (ou pour Cor};(—7 P) on utilise le « pull-back » des

cycles relatifs suivant des morphismes entre schémas noethériens réguliers). Avec ces notations, on doit prouver que

(2.41) W(é%llltn(lp) Cory((Ar,, %k X) X W, P) — Corp((Ar, Xk X);5,P)

est un quasi-isomorphisme (aprés application de — ® A). On divise la preuve en deux sous-parties : dans la premiére
on traite la surjectivité en homologie et dans la seconde on traite 'injectivité. Etant donné que les preuves de la

11. 1l s’agit du groupe de correspondances finies algébriques au-dessus de Spec(A) entre Spec(I'(Q, 0)) et P.
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surjectivité et de l'injectivité se ressemblent, nous donnerons beaucoup plus de détails dans la premiére sous-partie
que dans la seconde.
Sous-partie B.1 : On montre ici que induit des morphismes surjectifs en homologie. Soit n € N un entier naturel
et soit a € Corg((A”- Xt X)p,P) ® A une correspondance finie (a coefficients dans A) définissant un cycle dans le
complexe normalisé associé au groupe simplicial CorB((A;lg Xk X)p, P) ® A, ie., telle que a od,,; = 0 pour tout
0 <1< n, avec

. (A:ngl XkX) (Aﬁig %kX)ﬁ
I'inclusion de la face d’équation ¢; = 0. Nous allons construire successivement des correspondances finies, o/, o’ et o’”
et nous montrerons que o’ fournit un antécédent a o. L’argument étant long, on le divise en trois étapes.
FEtape B.1.1 : Puisque P est un A-schéma de type fini, il existe par le théoréme de Popescu [Pop85| P0p86| une sous-
A-algebre de type fini L C k( ), un A7-schéma affine et lisse Hp, un morphisme de A% -schémas Spec(C") —— Hy,
et une correspondance finie &, € CorspeC(A)(Ho, P) ® A telle que « est égale a la comp051t10n de

Spec(C™) — Hy SN -]
Quitte a raffiner L et Hy, on peut supposer aussi que Qg o (Ho/(t;) = Hy) =0 pour 0 < i < n.

Quitte a raffiner L, on peut supposer qu'il existe un B-affinoide fini, surjectif et radiciel B’ = Spm(A’) tel que la
A’-algeébre (L ®4 A')req est lisse. Soit ¢ une puissance de 'exposant caractéristique de k telle que le g-iéme morphisme
de Frobenius absolu de A se factorise par le morphisme A —— A’. Par le choix de A’, la A-algébre (L ® 4, Frob, A)red
est lisse. Il s’ensuit aussitét que le A’j-schéma

Ho = (Ho X A7, Frob, A% )red

est également lisse. (Ci-dessus, le changement de base est suivant le g-iéme morphisme de Frobenius absolu de A% qui
se factorise par le morphisme ida» x Frobg : A™ x Spec(A) —— A" x Spec(A).) Par ailleurs, le g-iéme morphisme de
Frobenius absolu de Hy fournit un morphisme de "i-schémas Hy, — Hy. Ce dernier morphisme étant fini, surjectif
et radiciel, il admet un inverse v € Coran (Ho, Hy) ® A. On pose alors af = ag o .

On a ainsi trouvé un A”-schéma affine et lisse Hy, un morphisme de A’-schémas Spec(é”) —— Hy, et une
correspondance finie ofy € Corgpec(a)(Ho, P) ® A telle que a est égale a la composition de

Spec(C™) — H, S, p.

De plus, on a af o (Hy/(t;) < Hy) =0 pour 0 < i < n.
Pour la suite, on pose H = Hy Xar Spec(C™) et on note o’ la composition de af avec la projection H —— Hy.

On dispose également d’un morphisme canonique de C"-schémas Spec(é”) —— H et la composition de
Spec(C") — H 2 P

est égale & a. Bien entendu, on a encore o’ o (H/(t;) < H) =0 pour 0 < i < n.
FEtape B.1.2 : Notons Z' ¢ H X spec(A) P le support de o'. C’est un schéma réduit, fini et surjectif sur H. On pose

= (Spec(é’”) X7 2 )red-

Alors F(Z 0) est une Cm-algebre affinoide finie et Z2" = Spm(I'(Z, €)) est le support de la correspondance finie a de
(A7, Xk X)p dans (P*");. Par construction, on a un carré cartésien (a nil-immersion prés)

Zal’l (Z/a,ﬂ)z3

| J

(A", %k X)p = Spm(C") —— (H™)j.

rig

La fleche horizontale inférieure est une section au morphisme (H*"); — (A}, X X)p déduit du morphisme évident
H*™ — AT X X. En particulier, les fleches horizontales dans le carré ci-dessus sont des immersions fermées.
Puisque « est dans Coré((Afig Xk X)p, P), le morphisme Z*» —— (Pa"); se factorise par ouvert affinoide Yj.
On a donc un carré commutatif
Zan 3 (Z/an)ﬁ

| ]

Yﬁ —_— (Pan)ﬁ.
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Ainsi, Z*" est contenu dans (Z'*" X pan Y');. Puisque Z*" est un affinoide (et donc quasi-compact) et que la k-variété
rigide Z/®" X pan Y peut s’écrire comme une union croissante d’une suite d’ouverts affinoides, on peut trouver un ouvert
affinoide R C Z'*" tel que :

— l'image de R par le morphisme Z'2" —— P2" est contenue dans Y C P?";

— Rj contient le fermé Z2" — (Z'*");.
On définit alors un sous-ensemble T C H*" en posant T = (Z'** — H*")5(R) avec les notations du lemme [2.2.63
ci-dessous. (Le lemme en question suppose qu’on travaille avec des k-affinoides; on se rameéne a ce cas en rempla(;ant
H®" par un ouvert affinoide dont I'image inverse par Z’*" —— H®" contient R.) Toujours d’aprés le lemme
ci-dessus, 1" est un ouvert affinoide et 7} contient le fermé (A7, Xk X)p <= (H™);. (En effet, 1’1mage inverse de
ce fermé par (Z*"); —— (H®"); est égale & Z*" qui est bien contenu dans Rj.) On note alors o la composition
de o avec Spec(T (T 0)) — H. Par construction, o/ est un élément de Cork (T, P) = Corp(T,Y). De plus les
compositions de o’ avec les inclusions T'/(¢;) < T' sont nulles pour 0 < ¢ < n.

Etape B.1.3 : A ce stade, nous avons construit un AL, X X-affinoide lisse 7', muni d'une section
5: (AL Xk X)p — T

définie aprés extension des scalaires a k(p), ainsi qu’une correspondance finie o/ € Cor(T,Y)®A telle que (o’ )p0s =«
et a”O(T/( ;) = T) = 0pour 0 < i < n. Par le lemme|2.2.64|ci-dessous, on peut supposer que 7' = B¢ xk (ATig X X) =
AT, x5, B % (quitte a remplacer B par un voisinage affinoide de p). Dans ce cas, on peut considérer & comme un cycle

dans le complexe Cor;(B%,Y) ® A. Appelons 7 : B% —— X la projection évidente. D’aprés la proposition [2.2.44] il

existe une correspondance finie o’ € Corg(A7;, Xk X Y) ® A, qui est un cycle dans le complexe normalisé associé au

groupe simplicial Corp (A}, X1 X,Y)®A, et telle que o’ est homologue & o/ orr. Soit 3 € Corp (Af;gl Xk B, Y)®A
une homologie entre o’ et o’ o 7. Ainsi, § vérifie fodpt10=0a" —a" omet fodpt1;, =0pour 1 <i<n —|— 1.
Appelons
(An—H XkX) (An+lkad)

rig T1g

le morphisme obtenu du morphisme de (A", X X)z-affinoides s : (ATig XpX)p — Ty = (AL X B%);s par change-

rig

ment de base suivant le morphisme de dégénérescence (Afjg' Xk X)p — (AL xxX)p correspondant a

(to, . 7tn+1) ~> (to —|— tl,tg, P 7tﬂ+1)'

On a donc un carré cartésien
(An+1 XkX) *) (An+1 Xde )

rig rig

J |

(AFy X6 X)p — (A%, Xk B )5
et h est un morphisme de (Afj;l ka)A—afﬁnmdes En particulier, pour tout 0 < ¢ < n 4+ 1, on dispose de carrés
cartésiens

~ h; ~
(A7 Xk X)p — (A%, X6 BY)p

ern+1,i J{dnﬁ—l,i

h
(ATE X X)p —— (AT X BE )
De plus, hg = s de sorte que hod,110 = dpt1,0 0 5. (Cette egalite est aussi vraie pour ¢ = 1, mais nous n’en aurons
pas besoin.) Ainsi, la correspondance finie () 0 h € Corﬁ((Af;g Xk X)p, Yp) @ A vérifie les identités suivantes
(@)pos—(a")pomsos si i =0,
(ﬁ)ﬁ oho d7z+1,z‘ =
0 si 1<i<n+1.

Puisque a = (/)05 et que s est une section a la projection 7 : (A%, X, B% ) — (A7, Xx X);, la correspondance
finie (8)p o h fournit une homologie entre « et ( " ) Ceci termine la preuve de la surjectivité.

Sous-partie B.2 : On montre maintenant que induit des morphismes injectifs en homologie. Soit n € N un entier

naturel et soit a € Corg (A% . X X, P)® A une correspondance finie définissant un cycle dans le complexe normalisé

associé au groupe simplicial CorB(A' Xk X,P)® A, ie., telle que a o dy,,; = 0 pour tout 0 < i < n. On suppose

rig
qu'il existe une correspondance finie 8 € COI'B((A:ng'1 Xk X) P)® A telle que Bod,41,0 = ap et Bod,41,; =0 pour
1<:<n+1.
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Puisque P est un A-schéma de type fini, on peut appliquer le théoréme de Popescu [Pop85] [Pop86| et le rai-
sonnement de I’étape B.1.1 pour obtenir un C"™t!-schéma affine, lisse et de type fini H, muni d’'un morphisme de
C"*1-schémas Spec(C™t1) —— H, et une correspondance finie 8/ € Corgpec(a)(H, P) ® A telle que 8 est égale a la
composition de

Spec(C™tY) — H P
En raffinant L et Hy (voir le début de Pétape B.1.1), on peut aussi garantir que ' o (H/(to) < H) = a o (H/(to) —
Spec(C™)) et B/ o (H/(t;) =< H)=0pour 1 <i<n+1.

En raisonnant comme dans ’étape B.1.2, on peut construire un ouvert affinoide 7' C H®" tel que T contient le
fermé (A:,‘Z;l X X)p — (H™); et tel que la restriction de ()" a T se factorise par Y. On note 3” € Corg(7,Y)® A
la correspondance finie ainsi obtenue. Par construction, on a

(2.42) 8" o (T/(to) = T) = ao (T (to) = ATy, %1 X)

et "o (T/(t;) > T)=0pour 1 <i<n-+1.

D’aprés le lemme|2.2.64) ci-dessus, on peut supposer que 7' = B¢ x, (Af;;l X X) = Afg;l % B% (quitte a remplacer
B par un voisiage affinoide de p). Notons sg la section nulle de B% et posons 8" = 3" o so. Alors 8" od,,41; = 0 pour
1 <i <n+1. D’autre part, la relation (2.42) entraine que 8" o d,41,0 = . Ceci montre que « est homologue & zéro.

Le théoréme est démontré. C.Q.F.D.

Remarque 2.2.59 — Dans le cas o les extensions k(p)/k et k(p)/k(p) sont séparables (ce qui est automatique si k
est de caractéristique nulle), la preuve du théoréme [2.2.58| fonctionne encore en remplacant partout « correspondances
finies » par « combinaisons linéaires de morphismes ». Ainsi, le morphisme de groupes simpliciaux

Z @ hom ) (B,p) (Drig Xk X/B,Y/B) — 7 @ homagma/p(Ari, Xk X5, Y3)

induit un quasi-isomorphisme sur les complexes simples associés (en supposant bien entendu que X et Y admettent
des morphismes étales vers des boules de Tate relatives).

Dans la preuve du théoréme [2.2.58 nous avons utilisé quelques lemmes de géométrie rigide. Il s’agit des lemmes
[2.2.60] [2.2.61] [2.2.62] [2.2.63] et [2.2.64] ci-dessous (que nous avons ordonnés par ordre d’utilisation).

LEMME 2.2.60 — Soient U et V des k-variétés rigides quasi-compactes. On suppose donné un morphisme étale
e:V—0U %sz. On note o le centre de B}, Z =V %BZ o etey: Z — U le morphisme évident. Pour € € |k*|
suffisamment petit, il existe un unique morphisme je : Z X, B} (0,€) — V rendant commutatif le carré

(2.43) Z %p Bl (0,€) — 2V

eo XidJr Jre

U X B2 (o,e) —— U X1, BY
et tel que (je)|z %o 0 £ — V est Uinclusion évidente de Z dans V. De plus, le morphisme je est une immersion

ouverte et le carré ci-dessus est cartésien.
Le morphisme je est fonctoriel au sens swivant. Supposons donné un carré commutatif

vi—2 v

1.k

Y n fxid > n
U XkBk %UXkBk

avec e et € étales. Notons j. : Z' X, Bjt(0,€) —— V' le morphisme associé a € comme ci-dessus. Alors, le carré
sutvant commute

~ id N
(2.44) Z' %, B (0, €) 255 Z % B0, €)

/| |

v’ V.
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DEMONSTRATION On construit d’abord le morphisme j.. On pose W = V Xy Z. On a un morphisme diagonal
7z —— W. Le diagramme
Z

Ve——W —— Z x; B}

commute et ses fleches horizontales sont étales. Par le corollaire [I.1.56] et le lemme ci-dessous, il existe pour
€ € |k*| suffisamment petit un morphisme Z x; B} (0,€) — W rendant commutatif le diagramme

w

|

Z*)Z%kBZ(O,E)g)ZQkBZ

Considérons la composition de
je: ZXp B (o,€) — W — V.

Z%kBZL(O,E);)Z%kBZ \%

eg deJr eg deJr /

U%k]BZ(O,E) 4’U>A<k]BZ

Par construction, le diagramme

commute. Il vient que j. rend commutatif le carré .

Remarquons & présent que jo est un morphisme de U xj BP-variétés rigides étales. Or, un tel morphisme est
uniquement déterminé par son changement de base suivant I'inclusion U X 0 < U X, B" car Z X o rencontre toutes
les composantes connexes de Z X, BZ (o, €). Ainsi, la condition que (je)‘z %, o €st I'inclusion évidente force I'unicité du
morphisme j..

Montrons maintenant que j. est une immersion ouverte (quitte peut-étre a prendre un e plus petit). Etant donné
que le triangle

Z >A<k BZ(Q 6)

/

Z—V

commute et que le morphisme vertical est étale, une deuxiéme application du corollaire montre qu’il existe un
voisinage quasi-compact Q C Z Xy, B} (0,€) de Z tel que la composition de

Q — Z %, Bl (o,6) — V

est une immersion ouverte. Par le lemme ci-dessous, on peut trouver 0 < € < ¢, avec € € |k*|, tel que
Z X, B (0,€') est contenu dans Q. D’out le résultat.

On montre maintenant que est cartésien (quitte peut-étre a prendre un e plus petit). On dispose d’une
immersion ouverte Z X B (0,€) < V Xgp B} (0,€). Or, la famille des V xgn B (0, €) est cofinale parmi les voisinages
ouverts de Z dans V. On peut donc trouver 0 < ¢’ < ¢, avec ¢ € |k*|, tel que V >A<Bg B} (0,€’) est contenu dans
Je(Z %1, B} (0,€)). On a alors nécessairement Z X By (0,€') ~ V xgn B} (0, €).

Pour terminer, il reste & voir que le carré commute. Comme est cartésien, la fonctorialité du produit
fibré fournit un morphisme a : Z’ x5, B (0,6) — Z x; B} (0, €) faisant commuter le diagramme

U’ 54 B} (0, €) —— Z' 54 B (0,6) —— V'
U X B2 (o, €) «—— Z X1, Bl (0,¢) —— V.
Comme Z' x;, B (0,€) et Z x;, B (0, €) sont étales sur U’ X B (0,€) et U x; B} (0, €) respectivement, il existe au plus

un morphisme a induisant le morphisme gy : Z' —— Z. Comme go x id convient, on a forcément a = gg x id. Ceci
termine la preuve du lemme. C.Q.F.D.
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LEMME 2.2.61 — Soit X une k-variété rigide quasi-compacte. Soit U C X Xy, BE un ouvert quasi-compact et
notons Z = U N (X X, 0) C X. Pour € € |k*| suffisamment petit, on a Z x;, B2 (0,€) C U.

DEMONSTRATION La question est locale en X et U. On peut donc supposer que X est un k-affinoide et que U est
un domaine rationnel Dgr (folf1,. .., fr) défini par des éléments fo,..., f. engendrant T'(X, &){t1,...,t,} en tant
qu'idéal. Ecrivons, pour 0 < i < r,

fo= Yo et

v=(v1,...,vn ) EN"

avec ! € T'(X,0). On fixe M € |k*| tel que |f/|ooc < M pour tout ¢ et v comme ci-dessus, et €1 € |k*| tel que
€1 < maxo<i<n|fi(x)| pour tout z € B'.
Montrons que € convient dés que ¢ < min(1,e;/M). Pour simplifier, on note f) = fgo,...,o)

. Pour tout x €
1
X X1 B} (0,¢€), on a les inégalités

[fi(e) = R (@) <er, e <maxocicnlfi(z)] et e <maxocicnlf(2)].

(La deuxiéme inégalité est mise pour mémoire ; la troisiéme inégalité s’obtient a partir de la deuxiéme en se restreignant
aux points de X X 0.) On en déduit aussitét que

DIB’)’/((O,e)(fO|f1a cey fn) = DB}(O,&)(f(ﬂflov cey fr(y),) = DX(f00|f{)a cey froy,) >A<k BZ(Oa 6)'
Le lemme est démontré. C.Q.F.D.

LEMME 2.2.62 — Soit A une k-algébre affinoide. Alors, la Alt1, ..., tn]-algébre A{ty,... t,} est réquliere. En
particulier, si le k-affinoide Spm(A) est lisse, Uanneau A{t1,...,tn} est aussi régulier au-dessus de klt1,. .., tn].

DEMONSTRATION Les anneaux A et A{ty,...,t,} sont excellents d’aprés [Kie69]. Il en est de méme de Alty, ..., t,].
Or, pour tout point fermé z € Spec(A{ti,...,t,}) d'image y € Spec(A[t1,...,ts]), le morphisme induit sur les
complétions (relativement aux idéaux maximaux) des anneaux locaux en y et z est inversible. Ceci montre que la
Alty, ..., t,]-algébre A{t1,...,t,} est réguliere. La derniére assertion découle immédiatement du fait que la k-algébre
A est réguliére lorsque le k-affinoide Spm(A) est lisse. C.Q.F.D.

LEMME 2.2.63 — Soit f : Y —— X un morphisme de k-affinoides et soit V. C Y un ouvert quasi-compact.
Considérons le sous-ensemble fo (V) C X donné par :

foV)={z e X; fH(x) C V}.

(a) Supposons que X est normal et que toute composante irréductible de Y est finie et surjective sur une composante
connexe de X (en particulier, f est fini). Alors fo (V) est un ouvert quasi-compact de X. De plus, pourp € P(X),
on a léquivalence p € P(fo(V)) & f~Y(p) C P(V). Enfin, si V est affinoide, il en est de méme de fo, (V).

(b) Supposons donné un carré cartésien de k-affinoides

/

vy —2 5y

"t

x 2. x.

Alors fL(g'"1 (V) =g~ (fo(V)).

(¢) Supposons que les conditions de la partie (a) sont satisfaites. Alors, la formation de foV est compatible aux
extensions de corps valués complets k' /k. Plus précisément, on a (f Op k' )o(V &r k') = fo (V) &r k.

DEMONSTRATION La partie (b) de 'énoncé est immédiate. En effet, pour 2’ € X', on a f~1(g(z')) = ¢'(f'~1(2'))
de sorte que f~1(g(z')) C V si et seulement si f'~1(z') C ¢’~1 (V). Autrement dit, g(z') € fo(V) si et seulement si
z' € fb(g"(V)). Remarquons aussi que (c) découle de (a) et plus précisément de I'équivalence p € M(fo(V)) <
F~Y(p) ¢ M(V). (Interpréter les points fermés de X x, k' et Y X k’ comme des points maximaux de X et Y.)

On se concentre maintenant sur la partie (a) de I’énoncé. Si (e; : Y; — Y);er est une famille de morphismes
de k-affinoides avec [[;c; Y — Y surjectif, on a fo (V) = ;¢ (f o ei)o(e; (V). En prenant un recouvrement fh
bien choisi, on se rameéne & démontrer (a) dans le cas ou X est connexe, Y normal et connexe, et f : ¥ — X
un revétement pseudo-galoisien de groupe de Galois G. Puisque le morphisme Y/G —— X est radiciel, il induit une
bijection entre les ouverts quasi-compacts de Y/G et ceux de X ; cette bijection et son inverse préservent les ouverts
affinoides. Ainsi, on peut remplacer X par Y/G et supposer que X = Y/G.

Soient X et Y des modéles formels essentiels de X et Y. Quitte & raffiner ces modéles on peut supposer les propriétés
suivantes.
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— Le morphisme f provient d’un morphisme fini de k°-schémas formels f : Y —— X.

— Il existe un ouvert V C Y tel que V,, = V.

— L’action de GG sur Y s’étend en une action sur Y.

— Le groupe G agit transitivement sur les fibres du morphisme fg Y, — Xy
Seule la derniére propriété demande un argument ; expliquons comment on peut la garantir. Considérons Oy comme
un faisceau quasi-cohérent de Ox-algébres finies. Considérons le sous-faisceau quasi-cohérent (0y)% C Oy. 1l s’écrit
comme une union filtrante de sous-Oy-algébres finies. En passant aux spectres formels, on obtient ainsi un systéme
projectif de X-schémas formels finis (X;);er tel que (0y)¢ = Colim;e;Ox,. Il s’ensuit que G agit transitivement sur
les fibres du morphisme

ga — LimiGI(xi)cr~

(Pour vérifier cela, on peut supposer que X est affine; il suffit alors d’appliquer [Bou64, Chapitre V, §2, n° 2,
Théoréme 2| a T'(Y, O) pour conclure.) Puisque Y, est un k-schéma de type fini, il existe un indice i € I tel que G agit
transitivement sur les fibres du morphisme Y, — (X;),. De plus, il est clair que X; est encore un modéle formel de
X. Ceci permet de conclure.

Revenons 4 la preuve de (a). On note T =Y, — V,, Z = f,(T) et U = X — Z. Nous allons vérifier que U = U,
coincide avec fo (V). Ceci montrera que fo (V) est un ouvert quasi-compact. Pour € X, on a une inclusion

red(f~!(2)) C f5 ! (red()).

(Rappelons que red(x) est 'image du morphisme canonique Spf(k°(x)) — X et de méme pour les points fermés de
Y.) Or G agit transitivement sur 'ensemble f, ! (red(x)) d’apreés le choix des modéles formels et 'ensemble red(f~(z))
est non vide car f est surjectif. L’inclusion ci-dessus est donc une égalité : red(f~1(z)) = f, !(red(z)). On en déduit
les équivalences

fUz) CcV & red(fH2) C Vs & fl(red(z)) CVy < red(z) €U, < z € U.

Ceci permet de conclure.

Remarquons aussi que les équivalences ci-dessus sont encore valables pour tout point p € P(X) (avec red(p)
'image du morphisme Spec(k(p)) — X, et de méme pour les points dans P(Y)). Ceci permet d’obtenir I'équivalence
71 (p) € P(V) 5 p e P(fo (V).

Pour terminer la preuve du lemme, il reste & voir que f (V) est affinoide si V est affinoide (toujours sous ’hypotheése
que f est un revétement pseudo-galoisien tel que X = Y/G). Puisque G agit transitivement sur les fibres du morphisme

[ (par le lemme[2.2.3), on a
F (V)= g7 (V).

geG
En particulier, 'ouvert W = f~1 fo (V) est un affinoide. Puisque fo (V) = W/G, ceci montre que f (V) est isomorphe
au spectre maximal de la k-algébre affinoide T'(W, 0)¢. C.Q.F.D.
LEMME 2.2.64 — Soit B un k-affinoide lisse et soit p € M(B) un point mazimal tel que mp, = 0. Soient X un

B-affinoide lisse et T un X -affinoide lisse. On suppose que T' admet une section s : Xp —— T au-dessus de p :

= =

XﬁéTﬁ‘)Xﬁ.

Il existe alors U € Flt'(p) et des diagrammes commutatifs

T

B}%BU%T /B?{'ﬁ\
\\”‘X X, ——T; X;

avec r lisse et ou les morphismes non nommés sont les morphismes évidents.

DEMONSTRATION Le Or-module Q7 x est un facteur direct d’'un Or-module libre car T est un X-affinoide lisse. Il
existe donc un I'(T, &)-module projectif N tel que

Qp/x & N =~ OF,

avec ./ le Op-module cohérent associé & N. Quitte & remplacer le couple (7', s) par (71,0 o s) avec T; un voisinage
affinoide de la section nulle de 'analytifié du fibré vectoriel Spec(@;-; Sym'N), on peut supposer que Q7 x est libre
de rang n.
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Choisissons une présentation I'(X, O){t1, ..., tn4m} —» (T, €) et notons I son noyau. On a une suite exacte
courte de I'(T, &)-modules projectifs
n+m
0— I/I* — P T(T,0) dt; —— I(T,Qr/x) — 0.
i=1

Comme Q7 x est supposé libre, il existe une famille (w;);=1,..., dans @?jlm (T, 0) - dt; dont I'image par 6 forme

une base de Q7 x. Ecrivons
n+m

wi= Y fidt;,  fi; €T(T,0).
=1

Soient fi; € I'(Xp, O) les restrictions des f;; & X, suivant la section s. Pour tout réel € > 0, on choisit gi; €
Colimyepi () T'(X X U, O) tel que |g; — fijloo < € (01 || désigne la norme infinie relativement a X et ott 'on note
par le méme symbole un élément de Colimy epyy () I'(X xp U, 0) et son image dans I'(X;, 0)). L'existence des gs; est
assurée par le fait que I'image de Colimyepiy(py I'(X x g U, 0) dans I'(X;, 0) est dense. On choisit enfin U, € Flt'(p)

tel que les g;; soient définis sur X x g U..

On considére I'élément w§ = S-" " ge.dt; € @I T(X xpUe, @) - dt; et on note encore w$ l'image de cet
élement dans @)1 (T x5 U, 0) - dt;. Puisque (8(w;))1<j<n est une base de Q7 y, il existe une unique matrice
M, € Mat,, ,(I'(T x g Ue, 0)) telle que ME(Q(ij)) = 0(w§) pour 1 < j < n. Pour n € \/|k*|, on considére le domaine
rationnel T, = Dy g ¢ (det(Mc)|n), de T x g U.. Clairement, M, est inversible au-dessus de T¢ ,, ce qui revient a
dire que (9(w§))1§ j<n forme une base de Q /X au-dessus de T, ,,. Par ailleurs, pour € et 7 suffisament petits, la section
s se factorise & travers (7t ,)s. En effet, en notant M, I'image de M. dans Mat,, ,(I'(Xp, €)), on a clairement :

id, = Lim M..
e—0t

Ainsi, on peut trouver e suffisamment petit de sorte que |det(M,) — 1| < 1. Avec un tel €, le couple (e,n) convient
dés que n < 1.
A présent, on remplace X et T par X xg U, et Te ., (avec € et 7 suffisamment petit). On dispose alors :
— d’un morphisme de T'(X, &)-algébres affinoides I'(X, O){t1,...,tntm} — [(T,0) (qui n’est plus a priori
surjectif),
— d’éléments wj = S gi;dt; € @I T(X, 0) - dt; (les w considérés ci-dessus) tels que (0(w)))1<j<n est une
base de Qr/x.
Quitte & multiplier les w; par un élément non nul de k de norme suffisamment petite, on peut supposer que |g; j|oo <1
pour tout 1 <i<n+met1l<j<n (oulanorme infinie || est relativement a X).
Considérons le morphisme de I'(X, &)-algébres affinoides I'(X, O){t1,...,tn} — T'(X, O){t1,... ,tntm} donné

par Dassociation t; ~ > ™ gijti pour 1 < j < n. D’aprés ce qui précede, la composition de

F(X7 ﬁ){tly R tn} — F(Xa ﬁ){tla s atn-‘rm} E— F(Tv ﬁ)
envoie (dt;)1<j<n sur une base de Q7 x. Ainsi, le X-morphisme e : T — B = X{t1,...,¢,}, déduit de la compo-
sition des morphismes de k-algebres ci-dessus, est étale. (On utilise ici la variante analytique rigide de [EGA TV.4,

Corollaire 17.11.3].)
Considérons maintenant le morphisme e; o5 : X3 — BSL(,;' On note a; € I'(Xj, 0) la restriction de t; suivant le

morphisme e o s. Par le corollaire |1.1.56] il existe, pour A € |k*| suffisamment petit, un relévement ¢ :

S

Xp 15

(al,...,an)Jr Jeﬁ

B_lx (al,)\) >A<Xza %XPB})( (a”’A)C—>B7)1(ﬁ

P P

t

Quitte & remplacer X par X xpU avec U € Flt'(p) suffisamment petit, on peut trouver by,...,b, € ['(X, 0) tels
que |b; — ajloeo < A pour tout 1 < j < m (ol |-|s est la norme infinie relativement & X;). Il est alors clair que
B (ai,\) = By (bi,\) = (Bx(bi;A))p. On applique maintenant le lemme [2.2.65] ci-dessous au morphisme étale
obtenu par changement de base de e suivant I'inclusion BY (b1, A\) X x ... X x B (bn, A) — B%. Il s’ensuit que, quitte
a remplacer X par X x gU avec U € FIt/(p) suffisamment petit, il existe un morphisme s’ faisant commuter le triangle

]

B}X(bl,)\) >A<X %XB‘%((Z)»,L,/\)(—)B}
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et tel que s}, = t. Ceci termine la preuve du lemme. C.Q.F.D.

LEMME 2.2.65 — Soit B un k-affinoide lisse et soit p € M(B) un point mazimal tel que mp, = 0. Soit
e : E —— X un morphisme étale de B-affinoides lisses. On suppose que ep; admet une section t. Il existe alors
U € Flt'(p) et une section s a e xpgU telle que s = t.

DEMONSTRATION Par le théoréme [I.1.49] on peut trouver une présentation

X{ty,.. ot}
E= (flv"'7fn)

8(f17~"7fn)

avec Jac(f1,..., fn) = det (8(151"”7%)

algebres affinoides

> inversible sur E. Le morphisme ¢ correspond & un morphisme de I'(X;, 0)-

D(Xp, O){t1,...,tn}
(fl?"'afn)

Pour € > 0, on choisit Ue € Flt'(p) et af € T(X xp U, ) avec |(a5)|x, — 6(ti)|oc < € (01 |-|o désigne la norme

infinie relativement a X;). En particulier, on a |(af)|x,|ec <1 dés que € < 1. Par le lemme [2.2.66| ci-dessous, il existe

0:

I'(X;,0).

alors W € FIt(p) suffisamment petit et contenu dans U, tel que 1(a5)|x 5, wle < 1. Par ailleurs, quitte & raffiner e et
W, on peut rendre les normes

|fi(a’i7'-~7a%)|X X B W|OO € IR>0

aussi petites que l'on veut. Par la premiére partie de la preuve du lemme [1.1.52] on sait alors que la suite récur-
rente de Newton appliquée a (a$,...,aS) converge dans I'(X x g W, €) vers une solution au systéme d’équations

(fit1, ..., tn) = 0)1<i<n. Il est également facile de se convaincre que la limite de cette suite dans I'(X;, €) n’est autre
que (6(t1),...,0(tn)). Ceci termine la preuve du lemme. C.Q.F.D.

Le lemme qui suit est 'unique endroit ot I’hypothése que p est maximal est explicitement utilisée (et d’une
maniére cruciale) dans la preuve du théoréme Bien entendu, cette hypothése est essentielle pour la validité
dudit théoréme. En effet, sa preuve repose sur le lemme 2:2:64] qui dépend du lemme [2:2.65] qui & son tour dépend du
lemme

LEMME 2.2.66 — Soit B un k-affinoide et soit p € M(B) un point mazimal. (On ne fait pas d’hypothése sur
mpp.) Soit X une B-variété rigide lisse et quasi-compacte, et soit f € I'(X, 0). On suppose que |fix,loc < 1. Alors,
il existe W € Flt'(p) tel que |fix spwle < 1.

DEMONSTRATION L’hypothése de lissité sur la B-variété rigide X est probablement superflue. Toutefois, elle permettra
de simplifier la démonstration. Elle sera utilisée pour traiter la cas ou |[f| Xﬁ|<>o < 1. En effet, dans ce cas on a
Dx(f]1)p = 0. Comme X est lisse (plat aurait suffit) sur B, 'image de Dx(f|1) dans B est un ouvert quasi-compact
U tel que p ¢ P(U). Comme p est maximal, on peut trouver W € FIt'(p) tel que W NU =  (voir le corollaire .
On a alors X xg W N Dx(f|1) = 0. Ceci montre que f est de norme strictement plus petite que 1 en tout point de
X xgW.

Revenons au cas général. Soit B un modéle formel essentiel de B et X un modéle formel essentiel de X au-dessus
de B. La question étant locale en X et B, on peut supposer que X et B sont des k°-schémas formels affines. Rappelons
que k(p) contient un anneau de valuation k°(p) donné par

k°(p) = (Colimy s 1, crre (p) T (U, O)) /my,.

Considérons la k°(p)-algébre
R = (Colimy 3 1, eriv(p) D((X x5 U), O)) /my,.

Etant donné que p est maximal, le lemme affirme que k°(p) est I'anneau de valuation de la norme ||-||,. Il vient
que Panneau de valuation du corps k(p) est le complété formel k°(p)//(7) = k°(p). On déduit immédiatement que
X, = Spf(R//()) est un modele formel du k(p)-affinoide Xj.

Rappelons que par hypothése, |f/xs|oeo = 1. On déduit du lemme que f est entier sur I'(X;, €). 1l existe

donc une relation
't anaf" ™t ag =0

avec a; € Rj/(r) = T'(Xs, @). On munit la k(p)-algebre affinoide (R/(w))[1/n] de la norme |-| déduite de la norme
adique de R/ (). Soit N € N tel que |7V fi| < 1 pour 0 < i < n — 1. On peut trouver b; € R, ¢; € R//(7) tel que
a; = b; + 1V¢;. 1l vient que

|(f" +bn_1fn71 + "'+bo)|xﬁ| = ‘Cn_lﬂ'Nflg(_ﬁl + "'+Co7TN| < 1.
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Par la discussion du début de la preuve, on peut trouver un B-schéma formel affine W, tel que W = W,, est dans
Flt'(p), et des relévements b, € I'(X x5 W, &) des b; telles que la norme infinie de ™ +¥/, _; f*~1+- - +bf) relativement
a X xp W est strictement inférieure a 1. 11 vient que f™ + b/, _;f"~1 +--- + b)) est entier sur ['(X x5 W, &) (par le
lemme et donc f est entier sur I'(X x5 W, @). Ceci entraine que f est de norme plus petite que 1 en tout
point fermé z de X xp W. (En effet, f(z) est dans k°(z) puisqu’il est entier sur k°(z) et que ce dernier est normal.)
C.Q.F.D.

Pour énoncer le prochain résultat, nous aurons besoin d’introduire quelques notations.

Notation 2.2.67 — Etant donné un B-affinoide lisse, on notera SmAfnd’ /B (resp. AfndCor’ (B)) la sous-catégorie
pleine de SmAfnd/B (resp. AfndCor(B)) formée des B-affinoides X tels que toute composante connexe Xy de X
admet un morphisme étale Xo — Bj° (avec mg la dimension relative de Xj). On définit alors SmAfnd’/(B, p)

(resp. AfndCorb(B,p)) par passage & la 2-colimite suivant F1t'(p) ; c’est une catégorie pleine de SmAfnd/(B, p) (resp.
AfndCor(B,p)). Le théoréme [2.2.58/ admet la conséquence suivante.

COROLLAIRE 2.2.68 — Soit B un k-affinoide lisse et soit p € M(B) un point mazimal. On suppose que l’une
des deuz alternatives suiantes est satisfaite :
— les extensions k(p)/k et k(p)/k(p) sont séparables ;
— exposant caractéristique de k est inversible dans A.
Alors, le foncteur
To¢Bp @ A : mgAfndCor’ (B, p) ©® A — moAfndCor’ (k(p)) ® A

est une équivalence de catégories.

DEMONSTRATION  Le théoréme [2.2.58 montre que ce foncteur est pleinement fidéle. Montrons qu’il est essentiellement
surjectif. Soit Y un k(p)-affinoide admettant un morphisme étale e : ¥ — Bg(p). Par le lemme [1.1.52| on peut
supposer que

¥ = Spm <1%<p>{t17 . ,tw})

(fr,-os fr)
Ofry--s fr
avec f1,...,fr dans k(p)[t1,...,tner] et Jac(f1,..., fr) = det( EATERREY )
a(tn—i-ly B tn-‘r’r‘)
1 < <, on fixe un relévement g; € O plt1,...,thtr] de fi. Soit U € Flt'(p) un ouvert affinoide sur lequel tous les
gi sont définis. On pose alors X = U{t1,... ,tnir}/(91,---,9r).
(g1, 9r
Par construction, on a Y = X;. Notons h la classe de Jac(gi,...,g,) = det (6(15 (91, ’f ) )) dans I'(X, 0).
n+ly---ybntr
L’image de h dans T'(Y, &) est inversible. Il existe donc A € |k*| telle que |h(y)| > A pour tout y € Y ; posons
X" =Dx/(h|A). I sensuit que X =Y. De plus, le morphisme X' —— B{t1,...,t,} est étale ce qui entraine que X'
est dans SmAfndb/B. Le corollaire est démontré. C.Q.F.D.

) inversible dans I'(Y, €). Pour

Mise a part la derniére assertion, le théoréme suivant est une conséquence immédiate du corollaire [2.2.68]

THEOREME 2.2.69 — Soit B un k-affinoide lisse et soit p € M(B) un point mazimal. Soit F un préfaisceau
avec transferts invariant par homotopie sur SmAfndb/B. On suppose que l'une des deux alternatives suivantes est
satisfaite :

— les extensions k(p)/k et k(p)/k(p) sont séparables ;

— la multiplication par l’exposant caractéristique de k est inversible dans F.

Alors, il existe un préfaisceau avec transferts invariant par homotopie F5 sur SmAfnd’ / lAc(p) et un isomorphisme naturel
Fppy ~ Fs0¢p, (avec ¢pyp - AfndCorb(B,p) — AfndCorb(l;:(p)) le foncteur de la proposition ,

De plus, le préfaisceau Fy est caractérisé par la propriété universelle suivante. Pour tout préfaisceau avec transferts

invariant par homotopie G sur SmAfndb//;(p) (qui satisfait o la seconde alternative ci-dessus si l'une des extensions
k(p)/k ou k(p)/k(p) est inséparable), on a hom(Fp, G) = hom(F(p,),G o ¢B,p).
DEMONSTRATION Comme le préfaisceau avec transferts F{p ;) est invariant par homotopie, c’est un foncteur contrava-
riant et additif de woAfndCorb(B ,p) dans la catégorie des groupes abéliens. Vu alternative sur F', on peut supposer
que F(p p) s’étend a WOAfndCorb(B,p) ® A pour un anneau A comme ci-dessus. Par le corollaire To¢Bp ® A
est une équivalence de catégories. On définit alors Fjy = Fp ) o (mo¢p,, @ A) ™! avec (modp,, ® A)~T un quasi-inverse
amoppp ® A. L'existence d’un isomorphisme Fp ;) >~ Fj o ¢, naturel en F est claire.

Le fait que mo¢p,p, ® A est une équivalence de catégories entraine que 'association (¢p ). : G ~ G o ¢p , définit
une équivalence de catégories de PreStr® (SmAfnd’/(B,p),A) dans PreStr® (SmAfd’ /k(p), A). Ceci entraine en
particulier la propriété universelle de Fj. C.Q.F.D.

1
12. La notation PreStr®? (=, A) désigne la catégorie des préfaisceaux avec transferts invariants par homotopie a valeurs dans la catégorie
des A-modules.
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DEFINITION 2.2.70 — Awvec les notations et les hypothéses du théoréme le préfaisceau avec transferts F
est appelé la fibre de F' en p € M(B).

On termine avec un résultat technique qui jouera un réle important dans I’étude cohomologique des préfaisceaux
avec transferts invariants par homotopie effectuée dans la section 2:4] La version Nisnevich de ce résultat est encore
vraie, mais nous n’en aurons pas besoin.

LEMME 2.2.71 — Soit B un k-affinoide lisse et soit p € M(B) un point mazimal. Soient F' un préfaisceau avec
transferts invariant par homotopie sur SmAfndb/B et X un B-affinoide lisse dans SmAfndb/B. On suppose que l'une
des deuz alternatives suivantes est satisfaite :

— les extensions k(p)/k et k(p)/k(p) sont séparables ;
— la multiplication par l’exposant caractéristique de k est inversible dans F.
Alors, pour tout i € N, il existe un isomorphisme canonique

Colim H: (X xg U, F) ~ H! (X5, F3).
oot ad(X xp U, F) =~ Hy(Xp, Fp)

DEMONSTRATION La topologie des recouvrements admissibles devient quasi-compacte quand on la restreint aux k-
variétés rigides quasi-compactes. Grace a [SGA 4l Exposé VII, Théoréme 5.7], on en déduit que le morphisme évident

Colim H! (X xgU, F) — Colim H' (X xgU, F,
Ueglé’r?n) ad( *B U, ) UEglt];’Ig)) ad( XU, (BJ’))

est inversible. (Ci-dessus, on voit F(p ;) comme un préfaisceau sur le petit site des ouverts affinoides de X xpU en
posant Fip ) (Y) = F(pp)(Y/B).) Il s’agit donc de construire un isomorphisme naturel

Colim H' (X xp U, F ~H! (X5, F5).
Loolim, ad(X XU, Fipp) ad (X5, Fp)

Rappelons que R
¢, : SmAMd’/(B,p) — SmAfmd’ /k(p)

est le foncteur qui & X/B associe X;. On note (¢p )« le foncteur image directe sur les préfaisceaux. Par le théoréme
2.2.69, on a F(p p) ~ (¢B,p)«F}p. Il est donc plus général de montrer que le morphisme évident

Hoa(X X5 U, (¢8,)+G) — Hu(X5,G)

est inversible pour tout ty-faisceau de groupes abéliens G sur SmAfnd’ / l%(p) Rappelons que la topologie ty est la
topologie engendrée par le recouvrement vide de la variété rigide vide ; un ty-faisceau G est simplement un préfaisceau
tel que G() = 0.

Quitte a remplacer X par X x g U, on peut supposer que U = B. Le probléme dépend uniquement des petits sites
des domaines rationnels de X et X;;. Notons donc

¢ : Rat(X) — Rat(Xj;)
le foncteur qui & un domaine rationnel ¥ C X associe Y. Il est plus général de montrer que le morphisme canonique
(X, 0.G) — H;d(XﬁvG)

est inversible pour tout ty-faisceau de groupes abéliens G sur Rat(X;). Soit G —— I une équivalence ad-locale avec
I un complexe projectivement ad-fibrant de préfaisceaux de groupes abéliens sur Rat(X;). On peut supposer que I
est un tg-faisceau quitte & le remplacer par son ty-faisceau associé. On a H! j(X;, G) = H(I(X)). Etant donné que ¢
définit un morphisme de sites

¢ : (Rat(Xp),ad) — (Rat(X), ad),

le foncteur ¢, est un foncteur de Quillen & droite relativement aux structures projectives ad-locales (voir par exemple
[Ayo07bl, Théoréme 4.4.50]). Il vient que ¢,(I) est un complexe projectivement ad-fibrant de ty-faisceaux. Pour
conclure, il reste a voir que le morphisme

$+(G) — ¢«(I)

est encore une équivalence ad-locale. Pour cela, il suffira de montrer que ¢, commute aux foncteurs de faisceautisation
restreints aux tg-faisceaux, i.e., que le morphisme évident

aad¢* (E) — ¢*aad(E)
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est inversible pour tout ¢p-faisceau E sur Rat(X;). Rappelons (voir [SGA 4l Exposé II, §3|) que le foncteur a,q
s’obtient comme le carré d’un foncteur L, i.e., a,q = LoL. Il est donc suffisant de montrer que le morphisme canonique

(2.45) L(¢+(E)) — ¢«(L(E))

est un isomorphisme.

Soit Y C X un ouvert rationnel. Montrons que induit un isomorphisme sur les sections au-dessus de Y.
Supposons d’abord que Y; = (). On a alors ¢.(E)(Y) = E(0) = 0 car E est un ¢p-faisceau. Ceci étant également vrai
pour tout ouvert affinoide de Y, il vient que L(¢.(E))(Y) = 0. De méme, on a ¢.(L(E))(Y) = L(E)(0) = 0 car L(E)
est séparé pour la topologie des recouvrements admissibles. Le résultat est donc clair dans ce cas.

Supposons maintenant que Y; # @. On montre d’abord que tout recouvrement admissible de Y se raffine par la
fibre en p d'un recouvrement admissible de Y. Tout recouvrement admissible de Y; se raffine par un recouvrement
standard Z = (Dy, (fi|f1,. .., fn))1<i<n avec fi1,..., f, engendrant I'(Y;, &) en tant qu’idéal. On peut remplacer les
fonctions f; par des fonctions g; sans changer le recouvrement % si les normes infinies |f; — gi|oo sont suffisamment
petites. Etant donné que 'image du morphisme

Colim T'(Y X5 U, 0) — I(Y;, 0)
UEFIt (p)

est dense, on peut supposer que les f; sont les images dans I'(Y}, ) de fi € I'(Y xgU, 0) avec U € Flt'(p) un domaine
rationnel. Quitte & raffiner U, on peut méme supposer que fi, ..., f, engendrent I'(Y x g U, &) en tant qu’idéal. Soient
V1,...,V, des domaines rationnels de B tels que p & iP(VJ) et B=UUVU---UV,. Notons Z’ le recouvrement de Y

par les ouverts
DY;BU(ﬂ\fh...,fn) pour 1<i<n et Y>A<BVj pour 1<j5<r.

Il est clair que % raffine %Z. En effet, pour 1 < j <, on a (Y xpV;)p = 0 et la fleche ) — Y} se factorise par
toutes les fleches de Z (et il y en a au moins une puisque Y est non vide).

La discussion précédente et la construction explicite du foncteur L fournissent un isomorphisme L(¢.(E))(Y) ~
¢« (L(E)(Y)). Pour plus de détails, le lecteur peut consulter la preuve du lemme [1.4.19 C.Q.F.D.

2.3 Invariance par homotopie et groupe de Picard relatif

On fixe un corps valué complet k& dont la valuation n’est pas supposée non triviale. (Comme d’habitude, sauf
mention explicite du contraire, les énoncés restent valables dans le cas ou la valuation de & est triviale ; toutefois, dans
les preuves, on supposera implicitement que la valuation est non triviale et on laisse au lecteur le soin de dégager
Pargument dans le cas de la valuation triviale.)

Etant données une k-variété rigide B, et deux B-variétés rigides X et Y lisses sur k, nous avons défini dans la
section précédente le groupe Corp(X,Y). On s’intéresse dans cette section au cas ou B est un k-affinoide lisse et
Y une B-courbe affinoide admettant une bonne compactification. Comme en géométrie algébrique (voir [VSF00]),
on verra dans cette situation que mpCorpg(X,Y) admet une description faisant intervenir des fibrés en droites munis
d’une trivialisation & l'infini.

2.3.1 Groupe de Picard relatif et correspondances finies & homotopie prés

Soit B un k-affinoide. Dans la suite, I’expression « B-schéma » sera synonyme de « Spec(I'(B, &))-schéma ». Si
X est un B-schéma et si B” —— B est un morphisme de k-affinoides, on note X xp B’ le B’-schéma donné par
X Xgpee(r(B,6)) Spec(I'(B’, 0)). Nous aurons besoin d’introduire la propriété suivante.

DEFINITION 2.3.1 — Soient B un k-affinoide et X un B-schéma de type fini. Soit U C X" un ouvert affinoide.
On dit que U est un ouvert presque rationnel s’l existe un ouwvert Zariski affine Xo C X tel que X§* contient U et
I'(Xo,0) — T'(U, 0) est d’image dense.

Le lemme suivant fournit quelques propriétés de permanence des domaines presque rationnels.

LEMME 2.3.2 — Soient B un k-affinoide, X un B-schéma de type fini (séparé) et U, U' C X** deuz ouverts
affinoides presque rationnels. Alors UNU’ est également presque rationnel. De méme, si B —— B est un morphisme
de k-affinoides, U x g B’ est un ouvert presque rationnel de (X xp B')*™ = X** X B'.

DEMONSTRATION Si X, X{; C X sont des ouverts Zariski vérifiant les propriétés requises pour U et U’, alors XN X
vérifie les propriétés requises pour U N U’. La seconde assertion est tout aussi facile. C.Q.F.D.
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Etant donné un schéma noethérien S, on appelle S-courbe un S-schéma plat dont les fibres sont des schémas
partout de dimension 1. De méme, étant donnée une k-variété rigide B, on appelle B-courbe rigide une B-variété
rigide plate dont les fibres sont partout de dimension 1.

DEFINITION 2.3.3 — Soient B un k-affinoide lisse et X une B-courbe affinoide lisse (sur B). Une immersion
owverte j : X —— X® avec X un B-schéma projectif et réduit est une bonne compactification de X si l’image de j
est dense pour la topologie de Zariski (i.e., il n’existe pas de sous-schémas fermés stricts de X dont l’analytifié contient
limage de j) et s’il existe un ouvert affinoide presque rationnel U de X tel que X* = j(X)UU. On dira aussi, par
abus de langage, que X est une bonne compactification de X.

On pensera a Uouvert U de la définition précédente comme étant un voisinage affinoide de X — 5(X) (munie de
sa structure de sous-variété rigide ouverte de X?"). On a le lemme suivant.

LEMME 2.3.4 — Soient B un k-affinoide lisse, X une B-courbe lisse et X une bonne compactification de X .

1- Soit b € B un point fermé. Alors X, est partout de dimension 1 et U, C )_(ban est demnse pour la topologie de
Zariski.

2- Supposons donné un morphisme de k-affinoides B’ —— B avec B’ lisse sur k. Alors, le B'-schéma projectif
X' = (X x5 B')1eq est une bonne compactification de la B'-courbe lisse X' = X x5 B'.

DEMONSTRATION La variété rigide X;n est recouverte par deux ouverts affinoides X, et Up. Soit P une composante
irréductible de X,. Comme X est Zariski dense dans X", le B-schéma X est génériquement une courbe. Par la semi-
continuité de la dimension des fibres (et plus précisément [EGA TV.3| Lemme 13.1.1]), P est de dimension supérieure
ou égale a 1. Il s’ensuit que P*" N X}, # (. (En effet, dans le cas contraire, on aurait P*" C U, ce qui entrainerait que
P> est un k(b)-affinoide. Or, ceci est impossible puisque P est projectif de dimension non nulle.) De plus, comme
Xy N P2 est un ouvert affinoide non vide de P?", il s’ensuit que X N P?" est Zariski dense dans P qui est alors de
dimension 1. Ceci démontre la premiére partie du lemme.

La seconde partie du lemme est maintenant claire. En effet, X’ C X’" est Zariski dense, puisqu’il est Zariski dense
dans les fibres. Soit U un voisinage affinoide presque rationnel de X® — X. Alors U’ = U xg B’ est un voisinage
affinoide de X’ — X’. Il est aussi presque rationnel par la deuxiéme assertion du lemme [2.3.2) C.Q.F.D.

DEFINITION 2.3.5 — Soient B un k-affinoide lisse, X une B-courbe affinoide lisse et X une bonne compactification
de X. On définit un groupoide PICx(X) de la maniére suivante. Les objets de PIC ¢ (X) sont les triplets (£, U,t)

avec £ un O -module inversible, U C X un voisinage affinoide presque rationnel de X** — X et t: Oy —— Lu
une trivialisation. Une fleche (£, U,t) — (&', U’,t') est un isomorphisme & —— &' tel que, pour un voisinage

presque rationnel suffisamment petit U"” de X — X contenu dans U N U, le carré de modules cohérents

t\U”
ﬁU// ?) ZU”

tlyr J

ﬁU” ~ ‘%Il]//

commute. La catégorie PIC5(X) est naturellement une catégorie monoidale symmétrique et unitaire pour le produit
tensoriel

(2.46) (Z, U)o (LU t)=(ZLeZL UnU o @ tyap)-
Le triplet (O%,U,id), avec U n’importe quel voisinage affinoide presque rationnel de Xan _ X est un objet unité pour
ce produit tensoriel. On appellera PICx(X) le groupoide de Picard relatif (4 X ) de X.

DEFINITION 2.3.6 — Gardons les hypothéses de la définition précédente. On appelle Picg (X) ensemble des
composantes connezes (ou encore des classes d’isomorphismes) du groupoide PICx(X). Le produit tensoriel (2.46)
définit une structure de groupe commutatif sur Picg (X). Le groupe ainsi obtenu est appelé le groupe de Picard relatif
(0 X) de X.

Nous aurons besoin de dégager quelques propriétés de fonctorialité des groupes de Picard relatifs.

Supposons donné un morphisme de k-affinoides e : B —— B avec B’ lisse. La B’-courbe lisse X’ = X X 3 B’ admet
une bonne compactification donnée par X’ = (X x g B')req. On définit un foncteur e* : PIC ¢ (X) — PIC/(X’) en
associant a (£, U, t) le triplet

(Z'=Z®0; Ox,U = (U xpB)rea,t' =tj).
Ce foncteur est monoidal symmétrique et unitaire. Il induit donc un morphisme de groupes abéliens

e* : Picg (X) — Picg/ (X).
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On vérifie immédiatement que Passociation B’ ~~ Pic g, (X’) définit un foncteur contravariant (i.e., un préfaisceau) sur
la catégorie des B-affinoides lisses sur k.

D’autre part, soit Y C X®" un ouvert affinoide lisse sur B et contenant X. On note j : X < Y 'inclusion évidente.
Alors, Y est aussi une B-courbe affinoide lisse et X est une bonne compactification de Y. Tout objet (£, U,t) de
PIC%(X) est aussi un objet de PIC¢(Y'). On déduit alors un morphisme évident

Jxt PiCX(X) — PiCX(Y).

Remarquons enfin, que pour B’ comme ci-dessus, on a un diagramme commutatif

Picg (X) —=— Picg (V)

§

Picg/ (X') —— Picg/(Y)

avec Y/ =Y xp B’ et j' le changement de base de j suivant e.

DEFINITION 2.3.7 — Soient B un k-affinoide lisse, X une B-courbe affinoide lisse et X une bonne compactification
1
de X. On définit le groupe Pic])Bl( (X) comme étant le coégalisateur de la double fleche

Picx . a1, (X %5 Bl) —=3 Picg(X),
So

avec s et s1 les sections nulle et unité de BL. Le groupe Pic])Bi(1 (X) est le groupe de Picard relatif rendu B!-invariant
de X.

Soit Y C X®" un ouvert affinoide lisse sur B et contenant X, et notons j : X < Y I'inclusion évidente. Il est clair
que le morphisme j, sur les groupes de Picard relatifs induit un morphisme

j. : Pick (X) — Pick (V)

sur les groupes de Picard relatifs rendus B'-invariants. L’étape suivante consiste 4 établir un lien entre les groupes de
Picard relatifs et les groupes de correspondances finies. On a la proposition suivante.

PROPOSITION 2.3.8 — Soient B un k-affinoide lisse, X une B-courbe affinoide lisse et X une bonne compacti-
fication de X. Il existe un unique morphisme de groupes abéliens

(2.47) el : Corp(B,X) — Picg(X)

tel que, pour Z C X = B xp X une correspondance finie élémentaire (i.e., un sous-affinoide intégre, fermé, fini et
surjectif sur une composante conneze de B), cl([Z]) est la classe de (&,U,t) ou :

1. U est un voisinage affinoide presque rationnel de X* — X ne rencontrant pas Z,
2. I C Ox est un idéal inversible vérifiant I x = I (Z) (avec S (Z) l'idéal de définition de Z) et Sy = Oy,
3. t est linverse de l'identification 9y = Oy (induite par linclusion de l'idéal .9 dans Ox ).

DEMONSTRATION L’unicité de ¢l est claire. En effet, si (£, U’,t") est un autre triplet vérifiant les conditions de
I’énoncé, alors .# = ¢’ puisque ces deux idéaux coincident sur les ouverts affinoides X et U N U’ qui forment un
recouvrement admissible de X", De plus, les trivialisations ¢ et ¢’ sont clairement égales sur U N U’.

Montrons ’existence d’un tel morphisme. Etant donné que Corg(B, X) est librement engendré par les corres-
pondances finies élémentaires Z C X, il suffit de montrer I'existence d'un triplet (.#,U,t) vérifiant les conditions
de I'énoncé. Comme Z est fini sur B, c’est I'analytifié du B-schéma fini Z22 = Spec(I'(Z, 0)). 1l s’ensuit que la
composition de

Z— X 2 X

est analytifiée d’un unique morphisme de B-schémas Z*% —— X (voir la proposition ; ce morphisme est une
immersion fermée. On identifiera alors Z*# & un sous-schéma fermé de X. Notons .7 (Z*8) C 0'¢ 'idéal de définition
de Z*8. Etant donné que Z*8 est de codimension 1 et contenu dans le lieu régulier de X, on déduit que .#(Z28) C O
est un idéal inversible. On a clairement, .#(Z alg)| x = J(Z). Pour terminer, il reste & construire un voisinage affinoide
presque rationnel U de X' — X ne rencontrant pas Z. En effet, on prendra alors (.#(Z2#),U, 1) avec 1 la section
unité de I'(U, #(Z%8)) = I'(U, &). On construira 'ouvert U dans la proposition ci-dessous. C.Q.F.D.
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PROPOSITION 2.3.9 — Soient B un k-affinoide lisse, X une B-courbe affinoide lisse et X une bonne compacti-
fication de X. Soit Z C X =B >A<]§ X une correspondance finie élémentaire de B dans X . Il existe alors un voisinage
affinoide presque rationnel U de X® — X tel que UN Z = ().

DEMONSTRATION Soit V' n’importe quel voisinage affinoide presque rationnel de X" — X ; il en existe puisque X est
une bonne compactification de X. Notons A = I'(V, &) et I C A l'idéal de définition du fermé V N Z. L’idéal T est
inversible car V' N Z est contenu dans le lieu lisse de V. Considérons la A-algébre de type fini F' = J, oy I~" C Frac(A).
(Précisons que Frac(—) désigne la localisation d’un anneau par rapport a ’ensemble de ses éléments réguliers.) Il est
clair que Spec(F') = Spec(A) — Spec(A/I) est un ouvert affine de Spec(A). De plus, Spec(F)** =V — (VN Z) contient
Xan — X et est disjoint de Z. Toutefois, Spec(F)*® n’est pas un affinoide (a4 moins que V N Z ne soit vide).

Soient a1, ..., a, des générateurs de I'idéal fractionnaire 1! C Frac(A). Pour « € |k*|, on définit une norme sur
F' en posant pour x € F

(2.48) |Z]o = min max [Me; e, |ooa T e T = E Mey .., A5 ay™ 5,
(e1,...,en)EN?
(e1,...,en)ENT

ol le minimum est pris sur toutes les représentations de x comme polynéme en (ai,...,a,) & coeflicients dans A.
(Ci-dessus, la norme infinie est relativement & V.) On note F, le complétion de F par rapport a la norme |-|,. Il est
clair que F, est une k-algébre affinoide; elle admet une présentation A{a~1ty,...,a 't} —>» F, qui envoie t; sur
a;. De plus, la norme ||, sur F, est simplement la norme résiduelle déduite de cette présentation (lorsqu’on munit
A{a™y,...,a71t,} de la norme de Gauss déduite de la norme infinie sur A).

Etant donné que Spec(F)* N Z = (), on a aussi Spm(F,) N Z = (). Pour terminer, il reste & vérifier les deux points
suivants.

1. Le k-affinoide Spm(F,) est un domaine presque rationnel de X"
2. Pour a suffisament grand, Spm(F,) est un voisinage de X** — X =V — (V N X).

Pour voir que Spm(F,) est un domaine presque rationnel, on choisit ¥ C X un ouvert Zariski affine tel que V C Y2»
et I'(Y, 0) dense dans T'(V, €). Avec les notations de la preuve de la proposition l'idéal J = (Y, .7 (Z*#)) est
inversible et JI'(V, &) = I. On pose Xy = Spec(Jre,J™"); c’est un ouvert affine de Y dont I’analytifié contient
Spm(F,). De plus, il est clair que (J;—,J " est dense dans |J;, ™" qui, a son tour, est dense dans Fy,.

Pour vérifier la deuxiéme propriété, a savoir que Spm(F,) contient V — (V N X) pour « suffisamment grand,
on peut raisonner localement sur V. Autrement dit, il suffit de montrer que Spm(F,) N W contient W — (W N X)
(pour « suffisamment grand) pour des ouverts affinoides W C V formant un recouvrement admissible de V. On peut
supposer que idéal I est principal au-dessus de l'ouvert W. On dispose donc d’un générateur ¢ € I-T'(W, 0) de
l'idéal fractionnaire I~*I'(W, &). Soient b; € T'(W, &) les éléments tels que a; = b;c. Les b; engendrent I'(W, &) comme
idéal. Puisque W = (J;_; (Dw (bs|b1, ..., bn))1<i<n, on peut remplacer W par I'un des Dy (b;|b1, ..., b,) et supposer,
quitte a réindexer les générateurs de I, que |by(w)| > |b;(w)| pour tout w € W. Il s’ensuit que by est inversible et que
|b;/b1]oo <1 (ou la norme infinie est relativement a W).

On pose A" = I'(W,0), I' = TA" et F' = |J,cyI'"". On dispose d'une norme |- |, sur A’ définie comme dans
avec la seule différence que le minimum est pris sur sur toutes les représentations de x comme polyndéme en
(a1,...,ay) a coefficients dans A’ (au lieu de A). Par construction, la complétion F), de F' par rapport a la norme ||,
est la k-algébre affinoide F, @4 A’ dont le spectre maximal est Spm(F,) N W.

c 12 212 _ el e / — h.p — p—1 AeTl
Considérons un élément x = Z(el,...,en)eN” Mey.. e, 05" - -agr de F'. Vu que a; = b;c = (b;b] “)a1, on peut écrire

b‘ € b €
x = Z Me, e (bl) a§ e = Z ( Z Mey..e,, (b2> as.
(e1,...,en)ENP 1 eeN \e14-fen=e !
Puisque |b;/b1]s0 < 1, on trouve que

b \ “
£ e (2)

e1+-tep=e

<  max [, e oo

e1+--tep,=e

1l s’ensuit aussitot que le minimum dans (2.48]) est atteint sur le sous-ensemble des représentations de x comme
polynoéme en a; a coefficients dans A’. Autrement dit, on a

|z|o = min {rgeal\)f || o ® ‘ x = Zmeaf } .
eeN

On déduit aussitot que F/, ~ A'{a~'t}/(ft — 1) avec f = a;’, un générateur de I'idéal I’. Autrement dit, on a
Spm(F,) NW = Dw (fla™t).
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Rappelons que nous devons montrer que Spm(F,) NW contient W — (W N X) pour « suffisamment grand. D’aprés
le calcul précédent, ceci équivaut a dire que Dy (f|a™!) contient W — (W N X). Vu que W = Dy (fla™ ) UDw (o™ f),
il est donc suffisant de montrer que Dy (a™t|f) € W N X pour « suffisamment grand. Or, on a W/(f) C W N X car

W/(f)=WnNZet ZC X.On peut maintenant appliquer le lemme [2.3.10| ci-dessous pour conclure. C.Q.F.D.
LEMME 2.3.10 — Soient X = Spm(A) un k-affinoide, a € A et U C Spm(A) un ouvert admissible contenant

Z = Spm(A/(a)). Alors, pour € € |k*| suffisamment petit, on a Dx(ela) C U.

DEMONSTRATION La question est locale sur X dans le sens que, si (X4 )aes est un recouvrement admissible de X par
des ouverts affinoides (avec I un ensemble fini), il suffit de démontrer le lemme pour les U, = UN X, et Z, = ZNX,,.
En effet, si on trouve des €, € |k*| tels que Dx_(€eq]a) C Uy, alors € = minges(€,) convient pour X. Ce principe sera
utilisé & plusieurs reprises dans la preuve.

Puisque Z est quasi-compact (car affinoide), on ne restreint pas la généralité en supposant que l'ouvert U est
quasi-compact. On peut alors écrire U comme une réunion finie de domaines rationnels de X

(2.49) U=JDx(1AH", - 1)
i=1
avec ( éi), ey 7%)) des systémes de générateurs de A en tant qu’idéal. (Le fait qu’on puisse supposer m indépendant

de 7 est clair : en effet, on ne change par un domaine rationnel en répétant I'un des générateurs utilisés pour le définir.)
On raisonnera par récurrence sur ’entier n. Il n’y a rien & démontrer lorsque n = 0 car, dans ce cas, U = Z = ). On
peut donc supposer que n > 1. On divise 'argument en deux étapes.

FEtape 1 : Le but de cette étape est de se ramener au cas ou les domaines rationnels qui apparaissent dans ont
une forme trés simple. Plus précisément, on se raménera au cas o m = 1 et foi) =1 pour tout 1 < < n.

Soit n € |k*| tel que 0 < 1 < mingex(Maxo<;<m |fj(1)(:17)|) et considérons le recouvrement admissible X =
DX(n\fél)) U Dx(fél)m). On a clairement Dx(n|f(§1)) N DX(f(gl)|f1(1), ce 7(711)) = (). 1 vient que DX(n|f(§l)) NU est
une réunion de n — 1 domaines rationnels. Grace a 'hypothése de récurrence il suffit de traiter le cas de D x ( fél) In).
Ainsi, en remplagant X par Dx( f[g )|77) on peut supposer que f (1) est inversible. Le méme raisonnement permet de

supposer que tous les fo 9 sont inversibles. Posons gJ( )= ) / fo @) On a alors
U=|JDx(g”.....d% = ﬂDX (119"
i=1 i=1 \j=

Vérifions 1’égalité suivante :

n
(2.50) m <U Dx ( 1|gT( i) ) U ﬂ Dx ( 1|g]z
r:[1,n]—[1,m] i=1 \j=1
En effet, soit z un point fermé de X qui n’est pas dans l’ouvert a droite dans . Ceci revient a dire que pour tout
1 < i <m, il existe un entier 1 < e; < m tel que z ¢ DX(1|g(> ). On c0n51dere alors Papplication 7 : [1,n] — [1,m]
donnée par 79(i) = e;. Par construction, x n’est pas dans (J!__, DX(1|970)(1'))' 1l n’est donc pas non plus dans 1’ouvert
a gauche dans (2.50). Réciproquement, soit  un point fermé de X qui n’est pas dans 'ouvert a gauche dans .
11 existe donc une application 7 : [1,n] — [1,m] telle que = ¢ DX(HQZ)@)) pour tout 1 < ¢ < n. On a donc aussi

T ¢ ﬂ;"zl Dx(l\g§i)) pour tout 1 < < n. Ceci montre que = n’est pas dans 'ouvert a droite dans (2.50).

D’aprés ce qui précéde, on a
v=" N (U DX<1|g£Z'(>i)>) :
i=1

7:[1,n]—=[1,m]
Pour démontrer le lemme, il est clairement suffisant de traiter séparément chacun des ouverts U, = |J!_; Dx (1] gT( ))

Ceci nous raméne au cas ott U = [J;_; Dx(1]g"), avec g € A, comme souhaité.

Etape 2 : Ici, on termine la preuve en supposant que U = U, Dx(1]g:), avec g; € A.

En considérant le recouvrement admissible X = Dx(1]g1) N Dx(g1]1) et en remarquant que U N Dx(1]g1) =
Dx(1]|g1), on voit qu’on peut remplacer X par Dx(g1|1) ce qui permet de supposer que |g; ()| > 1 pour tout z € X.
En répétant ceci pour les autres g;, on peut aussi supposer que |g;(x)| > 1 pour tout x € X et tout 1 < i < n. Il
s’ensuit que g; est inversible et que son inverse h; = g; ! est dans A°. On a donc

U:U x(hi]1) = U{weX hi(z)| = 1}.

i=1
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Considérons a présent le recouvrement admissible (Dx (h;|h1, ..., hy))1<i<n de X. Etant donné que

on se rameéne a supposer que U = Dx (h|1) avec h € A° inversible dans A. (En particulier, on s’est ramené & un cas
particulier du cas n = 1 de la récurrence.)

Notons h la classe de h dans A/(a). Puisque Z C U, on a |h(z)| = 1 pour tout z € Z. Il s’ensuit que h~* € (4/(a))°.
On peut supposer que a € A° quitte a remplacer X par Dy (1]|a). Le morphisme évident A°/(a) — (A4/(a))° est
alors entier (comme il découle facilement du lemme . En particulier, h~! € (A/(a))° satisfait & une équation
polynomiale & coefficients dans A°/(a). 1l existe donc un polynéme unitaire P € A°/(a)[T] tel que P(h~!) = 0. Soit
P € A°[T] un polynéme unitaire qui reléve P. Il s’ensuit que P(h™1) = al avec | € A. Quitte a remplacer X par
Dx (ela) avec 0 < € < ||}, on peut supposer que |al|o, < 1. Il s’ensuit que P(h~!) € A°. Etant donné que A° est
normal dans A, on déduit que h~' € A°. Dans ce cas, X = U et la conclusion du lemme est claire. C.Q.F.D.

On a la propriété suivante de naturalité du morphisme ¢/ défini dans la proposition [2.3.8

LEMME 2.3.11 — Soit e : B' —— B un morphisme de k-affinoides lisses sur k. On note X' = X X g B' munie
de sa bonne compactification X' = (X X g B')yeq. Le diagramme

cl

Corp(B, X) Picg(X)
Corp(B', X) == Corp (B, X') —% Picg/ (X')

est commutatif.

DEMONSTRATION Soit Z C X = B xp X une correspondance finie élémentaire et montrons que les images de [Z] par
les deux compositions possibles dans le carré ci-dessus coincident. Soit (&, U, t) un triplet associé a [Z] comme dans
I’énoncé de la proposition Alors, 'image de [Z] par la composition de

Corp(B, X) =5 Picg(X) — Picg (X)

est la classe d’isomorphisme de (&', U’,t') avec 5" = I ®¢, Ox/, U' = (U X5 B')req et t' la trivialisation évidente
donnée par 'inverse de 1’égalité f"U, = Oy:. Remarquons aussi que .#’ est naturellement un idéal inversible de O'x.
En effet, le morphisme évident

B4 ®ﬁ}—( ﬁj(/ E— ﬁj(/

est non nul au-dessus d’un ouvert dense de X’ car Z*8 est partout de codimension non nulle dans les fibres du B-
schéma X (ou Z#% = Spec(I'(Z, 0)) est I'unique sous-schéma fermé de X tel que (Z*18)2" = Z; voir la preuve de la
proposition . Le morphisme ci-dessus est donc injectif.

Par ailleurs, I'image de [Z] par le morphisme Corp(B,X) — Corp(B’, X) est donnée par la formule de Serre.
Notons (Z/)aer la famille des composantes irréductibles (munies de leurs structures de k-affinoides intégres) de Z' =
Z X B’ (qui n’est pas nécessairement réduit). On pose A = ['(B,0), A' =T(B',0), E=1(Z,0) et E' =T(Z', 0).
(Remarquons que B/ = A’ @4 E = A’©4 E.) On note p, C E’ I'idéal premier minimal qui définit Z/,. D’aprés la

proposition [2.:2.14] on a :

(2.51) (Z]oe=)_ <Z(—1)ilgE;aTor;4(A’, E)®p E,;a> [Z!).

acl \i=0

Notons C =T'(X,0) et J =T'(X,.#) C C l'idéal de définition du sous-k-affinoide fermé Z C X. De méme, notons
C'=T(X",0)et JJ=T(X', #") ~ JC' I'idéal de définition du sous-k-affinoide fermé Z’ C X’. En appliquant A'®4 —
a la suite exacte courte

0 J C E 0,

on obtient une suite exacte longue

. —— Tor{ (4", E) J' c’ E 0.

Etant donné que J et C sont des A-modules plats (car X = Spm(C) est lisse sur B = Spm(A) et J est un idéal
inversible de C), on a Tori' (A’,.J) = Tor{'(4’,C) = 0 pour i > 0. On en déduit que Tor; (4’, E) = 0 pour i > 0
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(lorsque ¢ = 1, on utilise le fait que le morphisme J' = A’ ®4 J — C' = A’ ® 4 C est injectif). La formule (2.51)) se
simplifie alors pour donner

(2.52) [Z]oe=Y" <lgE§aE;a) 1Z.).

acl

B Etant donné que Z’ N U’ = (), on déduit que Z/, N U’ = (). Ainsi U’ est un voisinage affinoide presque rationnel de
X' — X’ qui ne rencontre pas Z.,. Il s’ensuit que I'image de [Z] par la composition de

Corp(B,X) — Corp/(B', X") — Picg/(X')

est donnée par la somme

> (g By ) (22,0, t0)]

acl
avec ., C Ox, un idéal inversible, dont la restriction & X’ est I'idéal de définition de Z}, et qui vérifie (7)) = Oy ;
la trivialisation t/, est alors l'inverse de cette égalité. Pour conclure, il suffit donc de montrer qu’on a 1'égalité des
idéaux inversibles

I = ®(,ﬂ6’¥)“"‘ avec  flo = 1gE{,aEl/3a'
acl

On peut vérifier cette égalité aprés restriction a X’ puisque tous les idéaux ci-dessus sont a cosupport dans X’. Cette
égalité se déduit alors de la décomposition J' = () (J,)*> de idéal divisoriel J" en produit d’idéaux premiers de
codimension 1 dans 'anneau régulier C’. (Bien entendu, J/, est I'idéal de définition du fermé intégre Z;, C X'.) Le
lemme est démontré. C.Q.F.D.

Du lemme [2.3.11} on déduit un morphisme naturel ¢/ : 7Corp(B, X) — Pic@%1 (X) induit par le morphisme de
double fléches

. 51
Coryp, (Bp, X xpBp) —— Corp(B, X)
So

CZJ JVCZ
o

~ 1 .
Picg . pm, (X x g BL) — 3 Picg(X).
So

Le théoréme suivant est le résultat principal de ce paragraphe.

THEOREME 2.3.12 — Soient B un k-affinoide lisse, X une B-courbe affinoide lisse et X une bonne compactifi-
1
cation de X . L’homomorphisme cf : myCorp(B, X) — Pick (X) est un isomorphisme.

DEMONSTRATION On procéde en quatre étapes.

Etape 1 : Dans cette étape et la prochaine, nous allons définir un morphisme Pic ¢ (X) — moCorp(B, X). Pour cela,
on fixe un objet (&£, U,t) de PIC % (X).

Soit V un ouvert affine de X tel que U C V" et I'(V, ) C I'(U, O) est dense. Un tel ouvert existe puisque U est
un ouvert presque rationnel de X**. Soit (g1,...,gn) € I'(V,£)™ un systéme de générateurs du &y -module Ly et
munissons I'(U, .Z) de la norme résiduelle ||.|| déduite de la norme infinie sur I'(U, €) via la présentation

(915 gn) : D(U, 0)2" — T(U, £).

Par définition, on a
|h|| = inf {l_nfaxn |ai] oo | h = z;aigi } pour hel(U,2).
1=

Pour voir que ||.|| est une norme (et pas seulement une semi-norme), considérons h € T'(U,.%) — {0} et fixons un
point fermé x € U avec h(z) # 0. On pose n = max;=1, . |g:(x)/h(z)|. (Puisque .Z est localement libre de rang 1,
Ly = £ ®oy k(x) est un k(x)-espace vectoriel de dimension 1. Les vecteurs g;(x), h(z) € £, sont donc colinéaires
et, par définition, g;(z)/h(z) € k(x) est le facteur de colinéarité.) Puisque les g; engendrent T'(U,.Z), on a np > 0. De
plus, on a nécessairement ||h|| > n~1. En effet, dans le cas contraire on aurait |a;(z)| < n~!, pour tout 1 < i < n, ce
qui contredirait Pégalité 1 = """ | a;(z)(g;(z)/h(z)).

Le morphisme I'(V, .Z) — T'(U,.%) est d’image dense (relativement & la norme ||.||). La trivialisation ¢ correspond
a un générateur t € I['(U,Z) de Zjy. On pose m = max;=1,...n |gi/t|cc, Ol g;/t est I'unique élément de I'(U, O) tel

.....
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que g; = (gi/t)t. Soit s € T(V,.Z) tel que ||t — s|| < m™'. Alors s est un générateur de Zjy;. En effet, on peut écrire
t—s=>"a;g; avec m|a;| < 1. Pour tout z € U, on a donc

t—s t—s -
)= | =[] < e (el <1
- P Ll
ce qui entraine que
t— t—
)‘j(x)\zl—‘ * (@) 21—‘ | >o,
o0

montrant bien que s/t est un élément inversible de I'(U, 0).

Notons Vo C V' le plus grand ouvert Zariski au-dessus duquel s est inversible. Comme £}y est un Oy -module
inversible, Vj est encore affine. La discussion précédente montre que V@™ contient U. On définit une correspondance
finie Cycl(s) de la maniére suivante. Soit (Z;);c; la famille des composantes irréductibles du B-schéma X — V;. Puisque
X est un B-schéma propre, il en est de méme des B-schémas Z;. Par ailleurs, les fermés Z2" C X2 sont contenus dans
I'ouvert affinoide X, ce qui entraine que les B-schémas Z; sont aussi affines. Ce sont donc des B-schémas finis. Enfin,
la dimension de chaque Z; est égale a celle de la composante connexe de B au-dessus de laquelle il se trouve. (En effet,
Spec(I'(X, 0)) est un schéma affine régulier et les Z; s’identifient aux composantes irréductibles du complémentaire
de louvert affine Spec(I'(X, €)) x ¢ Vp. Or, il est bien connu que le complémentaire d’un ouvert affine dense dans
un schéma affine régulier est partout de codimension 1. L’assertion recherchée découle maintenant du fait que X est
une B-courbe affinoide.) Il s’ensuit que les schémas Z;, qui sont intégres et finis sur B, sont aussi surjectifs sur une
composante connexe de B. Ils déterminent donc des correspondances finies élémentaires dans X = B X g X. On pose
maintenant

Cycl(s) = Y ni[Z{"] € Corp(B, X)
iel
avec n; lordre du pole de s au point générique de Z;. Plus précisément, si (77, = 0) est une équation locale de Z;,
Pentier relatif n; est tel que 77}15 s’étend en un générateur de .Z au voisinage du point générique de Z;.

Etape 2 : On garde les notations de I’étape précédente. Vérifions maintenant que la classe de Cycl(s) dans mpCorp (B, X)
ne dépend pas du choix de I'approximation s € I'(V,.Z) de la trivialisation ¢ € I'(U,.Z). En effet, soit s’ € I'(V,.Z)
une autre section telle que ||s’ — ¢|| < m™!. Notons 7 la coordonnée de B} et considérons la section 78’ + (1 — 7)s €
[(V xp BL,.#). (Par abus de notation, on note encore £ le 0% x pp1,-module obtenu de £ par « pull-back ».)

Clairement, on a encore ||(7s' + (1 — 7)s) — t|| < m~!. En raisonnant comme dans 1’étape précédente, on obtient que

7'8’—|—(tl —T)s(x) 50

pour tout z € U X p B};. On peut donc considérer la correspondance finie
Cycl(rs’ — (1 — 1)s) € Corgy (Bp, X xpB').

Cette correspondance finie fournit une homotopie de Cycl(s) a Cycl(s’). En effet, d’aprés la preuve du lemme
la formule de Serre pour les « pull-back » des correspondances finies de CorBlB (B, X xpBL) suivant les sections
nulle et unité sg, s1 : B, —— B ne fait intervenir que les multiplicités géométriques (i.e., les longueurs des anneaux
locaux aux points génériques des composantes irréductibles du « pull-back » schématique). Le résultat découle alors
immédiatement de la définition des correspondances finies Cycl(—) en terme des poles et des zéros de sections de
modules inversibles.

L’indépendance de Cycl(s) € myCorp(B, X) du choix de V et du systéme de générateurs (g1,...,gn) est claire.
(En effet, un autre systéme de générateurs induira une norme équivalente sur I'(U, .).) On a donc associé a un objet
(Z,U,t) de PIC%(X) une classe canonique dans moCor g (B, X) que 'on notera Cycl(.Z, U, t). Cette classe ne dépend
que de la classe d’isomorphisme de Uobjet (£, U, t). On a de plus la relation

(2.53)  Cyc((&Z,U,t) @ (£, U",t')) =Cyc((ZL L', UNU  tynu @ tyny) = Cycl(ZL, U, t) + Cyc(Z', U’ t).

En effet, on peut supposer que U = U’. Gardons les notations de la construction de Cycl(Z,U,t) = Cycl(s) et
choisissons un systéme de générateurs (g, ...,g,,) € D(V,.£")". Notons ||.|" (resp. |.||") la norme résiduelle sur
U, Z") (resp. T'(U, Z ® £')) déduite du systéme de générateurs (g}, )1<ir<n’ (resp. (g; ® gl )1<i<n,1<i'<n’). Posons
m =maxy—1,_ n |gh/too €t M’ =maxi—1,  n; =1, n [(9i/t)(gi/t")]co. On note M = max(]|t]|,]|t']|"). On choisit des
sections s et s’ dans ['(V, %) et T'(V, %) telles que max(|[t — s||, ||t — §||") < min(m =1, m'~Y, M~tm/~1). Alors

et —s@s|" =t —s) @t +s@  — )" <max([ft — s - [, ] - [# = ') <m" .
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On peut donc approximer ¢ ® ¢’ par s ® s'. Or, on a clairement la relation Cycl(s ® s’) = Cycl(s) + Cycl(s’). D’ou
Iégalité (2.53)). Ceci montre que Cycl induit un homomorphisme de groupes abéliens

(2.54) Cycl : Picg(X) — mCorp(B, X).

Etape 3 : Le morphisme (2.54) est un morphisme de préfaisceaux sur les B-affinoides lisses sur k. Plus précisément, si
e: B’ —— B est un morphisme de k-affinoides avec B’ lisse sur k, on a un diagramme commutatif

Picg (X) moCorp (B, X)

PiCX/(X/) 4)7TUCOI‘B/(B/,X/) WocOI‘B(B/,XI)

(ott I'on a utilisé les notations du lemme [2.3.11). En effet, soient (£,U,t) un objet de PIC¢(X) et V C X un
ouvert Zariski tel que U C V" et T'(V,0) C T'(U, 0) est dense. On a Cycl(Z,U,t) = Cycl(s) avec s € I'(V, .¥)
une approximation suffisamment bonne de ¢ € T'(U,.Z) relativement a la norme résiduelle sur T'(U, %) induite par
un systéme de générateurs (g1, ...,g,) avec g; € ['(V,.Z) (voir la premiére étape). Notons U’ = (U X B )red, V' =
(VXpB)ea et £ = £ ®R¢, Ox, le « pull-back » de £ a X'. Le morphisme I'(U, £) — T'(U’, £”) est contractant
si on munit T'(U’, #’) de la norme résiduelle induite par le systéme de générateurs (¢4, ..., g,,) avec g I'image de g;
dans T'(V’, #"). On peut donc supposer que Cycl(Z’,U’,t') = Cycl(s’) ou s’ est 'image de s dans I'(V', .#’). 1l S’agit
alors de montrer I'égalité Cycl(s) o e = Cycl(s’) entre cycles sur X'.

On a vu au cours de la preuve du lemme que la formule de Serre pour les « pull-back » des correspon-
dances finies de Corp(B,X) ne fait intervenir que les multiplicités géométriques (i.e., les longueurs des anneaux
locaux aux points génériques des composantes irréductibles du « pull-back » schématique). Le résultat découle alors
immédiatement de la définition de Cycl(s) et Cycl(s’) en terme des poles et des zéros de sections s et s'.

Etape 4 : Grace a I'étape précédente, le morphisme Picg (X) —— moCorp(B, X), construit dans les deux premiéres
étapes, se factorise d’une maniére unique par un morphisme

Pic% (X) — mCorp(B, X).

(On utilise pour cela que I'association B’ ~ moCorp/(B’, X x g B’) est un préfaisceau invariant par homotopie.) Pour
conclure, on montrera que le morphisme ci-dessus fournit un inverse a gauche et a droite du morphisme ¢ de 1’énoncé.
Soit Z C X = B x5 X une correspondance finie élémentaire. L’élément c/([Z]) est donné par un triplet (., U, t)
comme dans la proposition m Dans ce cas, t provient d’un voisinage Zariski affine de X*" — X. Par construction,
I'éléement Cycl(cl([Z])) € moCorp(B,X) est donc donné par la classe de Cycl(t) = [Z] € Corp(B, X).
Réciproquement, partons d’un objet (£, U, t) de PIC%(X). Soit s € I'(V, %) comme dans la premiére étape de la
preuve. On a clairement cf(Cycl(s)) = (£, U, s). Il s’agit donc de montrer que (£, U,t) = (£, U, s) dans Piclg%1 (X).
Avec les notation de la deuxiéme étape, considérons la section 7s + (1 — 7)t € ['(U xp BL, #). D’aprés la premiére
étape, on peut choisir s suffisamment proche de ¢ de sorte que |(t — s)/t|oo < 1. Dans ce cas, on a pour = € U x g BL,

s+ (1—71)t

; ()| > 0.

On conclut que 75 + (1 — 7)t est une trivialisation du « pull-back » de . & U x g BL. On dispose donc d’un triplet
(L, U xpBh, 75+ (1 —7)t)

qui fournit une homotopie de (£, U,t) & (£, U, s). Ceci termine la preuve du théoréme. C.Q.F.D.

2.3.2 Construction de correspondances finies & homotopie prés

Dans ce paragraphe, on utilisera I'isomorphisme du théoréme [2:3:12] pour construire des correspondances finies a
homotopie prés entre ouverts affinoides de (]P’,lc)an. On dispose de trois points canoniques de ]P’,lg, a savoir 0 = [1 : 0],
1=[1,1] et co = [0 : 1]. On identifie A} = Spec(k[t]) avec P} — {oc} de la maniére usuelle.

Soient V' .C X C (P})™ des ouverts quasi-compacts. Lorsque V est contenu dans lintérieur de X relativement a
(P})™, on écrira simplement V' € X au lieu de V' E(pl)on X (voir la proposition [2.1.13]). On aura besoin du lemme
suivant.

LEMME 2.3.13 — Tous les ouverts quasi-compacts stricts de (]P’l,lc)an sont des ouverts affinoides presque rationnels.

DEMONSTRATION Soit U un ouvert quasi-compact strict de (P})*. On montrera que U est affinoide et presque
rationnel en deux étapes.
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Etape 1 : Soit [/k une extension finie galoisienne de groupe de Galois G. On suppose que ouvert U &y, [ de (P})™™ est
affinoide et presque rationnel. Nous allons montrer qu’il en est de méme de 'ouvert U.

Le fait que U est affinoide est clair puisque U s’identifie & (U @, [)/G qui est donné par le spectre maximal de la
k-algébre affinoide I'(U &4 [, ©)C. Il reste donc 4 montrer que U est presque rationnel. Pour cela, on se donne un ouvert
affine V/ C P} tel que V{*" contient U®plet T(V],0) — T'(U®l, 0) est d’image dense. On pose V' = Nyec 9Vi-
On a encore une inclusion U @ 1 C V2 et I'(V', 0) —— T'(U @4 [, 0) est d’image dense. Comme V' est invariant par
action de G, il existe un ouvert affine V C P} tel que V' = V @ 1. On a clairement U C V. Nous allons montrer
que I'(V, 0) — T'(U, 0) est d’image dense.

Soit f € I'(U, €). Comme l/k est une extension séparable, le morphisme trace

tr: D(U &y 1, 0) — T(U, 0),

qui & a € T'(U &y 1, 0) associe deca o g1, est surjectif. On peut donc trouver a € I'(U &1, 0) tel que f =
2 gec oY L. Pour € > 0, soit a. € I'(V &1, 0) tel que |a — ac|os < €. On pose f. = > gec@e© g Len(wv,o).
L’inégalité trlangulalre ultramétrique nous donne |f — fc|oo < €. Ceci montre que I'image de T'(V, &) est dense dans
LU, 0).

Etape 2 : Par I’étape précédente, on peut remplacer U par U @ [ pour n’'importe quelle extension finie séparable /k.
Comme U est un ouvert quasi-compact et strict, il existe des points fermés dans (]P’,lﬂ)a“ — U a corps résiduel séparable
sur k. (En effet, toute k-variété rigide lisse non vide, en I'occurrence ouvert admissible (P3)*® — U C (P:)*", posséde
des points fermés a corps résiduel séparable sur k.) Quitte a étendre les scalaires suivant une extension séparable I/k
suffisamment grande, on peut donc supposer que (P})*® — U contient des points k-rationnels. Quitte a remplacer U
par son image par un automorphisme de P;, on peut méme supposer que oo € (]P’,lf)a“ — U, ce qui revient a dire que
UC (A,lv)a“. Gréace au corollaire on peut alors supposer (quitte a étendre les scalaires encore une fois) que

U= H Bllf(oaaRa) - H Bllc(xﬁarﬁ)o

ael BEJa

ot les o, et x5 sont dans Al(k) = k et vérifient o, — 25| < Ry, si B € Ja, et |z — x| > max(rg,rg), si B # B dans
Jo. Ceci montre en particulier que U est affinoide.

Pour démontrer que U est presque rationnel, nous raisonnons par récurrence sur le nombre de composantes connexes
de U, i.e., sur le cardinal de I. On divise 'argument en sous-étapes.

Sous-étape 2.1 : On traite ici le cas ot U est connexe. Dans ce cas, on a :

U=Bi(o,R)— | [ Bi(zs,7s)°
peJ

On peut alors écrire U = (¢ ; Ug avec Ug = By (0, R) =B} (z4,75)°. Or, chacun des Up est presque rationnel. En effet,
il est contenu dans l'analytifié de Pouvert Zariski A} — {3} et la k-algébre k[t, (t — z3)™'] est dense dans I'(Ug, 0).
Le résultat recherché découle maintenant du lemme [2.3.2)

Sous-étape 2.2 : A partir de maintenant on suppose que U posséde au moins deux composantes connexes, i.e., que
card(I) > 2. Le but de cette sous-étape est de se ramener au cas ot I'enveloppe localement convexe U? (avec U vu
comme ouvert quasi-compact de (A})*) admet, elle aussi, au moins deux composantes connexes. (Pour la notion de
convexité, voir la définition )

On suppose donc que U? est connexe et on explique comment modifier U afin de rendre U? non connexe. Il est
facile de voir que U? est connexe si et seulement si il existe & € I tel que B} (04, Ra) C B} (04, Ra) pour tout « € 1.
Notons I’ = I — {a}. Alors, pour tout a € I, il existe un unique 8, € Jg tel que B} (04, Ro) C Bi(zp,,75,)°

A présent, fixons un indice § € J, tel que 'ensemble

"={a € I'; By(0a, Ra) C Bj(25,75)°}

est non vide. (Un tel 3 existe car I’ est non vide.) Puisque 'ouvert B} (w5,75)° nest pas quasi-compact, I'inclusion
Uacrr Bi(0a, Ra) C By (25,75)° est nécessairement stricte. Quitte a étendre les scalaires une nouvelle fois et ensuite
appliquer une translation a U, on peut supposer que le zéro o € (A})*™ appartient a

IB% (w5,75)° U IB%k 0a, R
aeI//

Considérons l'inversion 7 sur A} — 0 = Gy, i.e., 'automorphisme donné sur les points k-rationnels par 7(z) =
271, Remarquons que o € U. On peut donc appliquer 7 & U et obtenir un nouvel ouvert quasi-compact 7(U) de
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(A}C — 0)*". Nous allons montrer que Uenveloppe localement convexe de 7(U) n’est pas connexe. Cela établira la
réduction recherchée.
Remarquons que B} (0, Ra) — B}C(J?B, r5)° = Bi. (0, Ra) — B (o, 75)°. Ainsi, on a l'égalité

T(Bllc(otiaR@) - Bllc<x6_’r5)o) = IB%,lc(o, TEI) - Bllc(ov Rgl)o'

De plus, pour a € I”, 7 envoie Pouvert B} (04, Ra) — ses, Bi(xg,7r5)° sur un ouvert contenu dans la couronne
B (o, 7“51) — Bl (o, Rz1)°. Pour conclure, il suffit donc de montrer que 7 envoie chaque boule B} (04, Ra), avec v € I”,
-1

3 ). Or, il est facile de vérifier que

sur une boule contenue dans le complémentaire de la boule B} (o, 7

4 R
T(]Bllc(oou Ra)) = Bllc(oala ﬁ)

Le résultat découle maintenant des inégalités R, < 0| < 7. (La premiére inégalité traduit le fait que o ¢ Bi (00, Ra)
et la seconde inégalité traduit inclusion B} (04, Ra) C B (25,75)°.)

Sous-étape 2.3 : Grace a la sous-étape 2.2, il suffit de traiter le cas ot U? posséde au moins deux composantes connexes.
11 existe un sous-ensemble IT C I tel que

U = [] Bi(oa; Ra).

aclt

Les éléments de I correspondent aux boules maximales (pour l'inclusion) parmi les B}, (04, Ry ).
Soit 0 un point quelconque de Al(k) (par exemple le zéro de la droite affine) et soit R € |k*| suffisamment grand
de sorte que U? soit contenu dans B (o, R). On pose

W= Bio,R)— JI Bisrs) |I[T| I BiloaRa) = | T Bilzs.re)

aclt, Bed, acl—I+ BEJa

Il est immeédiat que U = U N W. Grace au lemme [2.3.2] il est donc suffisant de montrer que U% et W sont presque
rationnels. Or, il est clair que W posséde strictement moins de composantes connexes que U ; il est donc presque
rationnel par 'hypothése de récurrence. Pour terminer, il reste a traiter le cas ot U est localement convexe, ce qui
sera fait dans la sous-étape suivante.

Sous-étape 2.4 : Cette sous-étape est indépendante des trois précédentes. Ici, on traite le cas on U = U¥, i.e., U =
Hae I IBB,lc (0a, Ro). Pour montrer que U est presque rationnel, on vérifiera une propriété plus précise. En effet, on
montrera que k[t] est dense dans I'(U, &). On raisonne par récurrence sur le cardinal de I. (Il s’agit 1a d’une nouvelle
récurrence, indépendante de la récurrence précédente.)

Lorsque I est un singleton, il n’y a rien & montrer. On suppose donc que I contient au moins deux éléments. On
note m = Ming£a |00 — 0’| €t on fixe un couple (v,7') € I? qui réalise ce minimum.

On pose U’ = U UB}.(0,,m). L’ouvert U’ est encore localement convexe et il contient strictement moins de com-
posantes connexes que U. Par I'hypothése de récurrence, k[t] C T'(U’, @) est dense. Remarquons que U} = B}.(0,,m)
est une composante connexe de U’; c’est la composante connexe qui contient o,. On pose U] = U’ — Ujj. On a la
décomposition suivante

(U, 6) = (U}, 6) x (U}, 6).
Notons aussi U; = U/ NU pour ¢ € {0,1}. On a de méme
I'U,0) =T Uy, O) xT'(Us, 0).

Etant donné que U] = U; et que k[t] est dense dans I'(U, &), on obtient le résultat recherché si on montre que I'(U}, ©)
est dense dans I'(Up, €). Puisque k[t] est dense dans I'(Uj}, ), il revient au méme de montrer que k[t] est dense dans
Uy, 0).

Lorsque 'ouvert Uy est strictement inclus dans U, on peut utiliser ’hypothése de récurrence pour conclure. On
peut donc supposer que U = Uy. Autrement dit, il nous reste a traiter le cas ol |0, — 0o/| = m pour tout « # o’. Soit
A € /|k*| tel que Ry < XA < m pour tout o € I. On pose T' = ], .; Bi.(0a, A). Alors T est le domaine rationnel de
Bi. (0, R), avec R > m, défini par I'inéquation

< Am1=1,

H(t — 0q)

acl




162 Motifs des variétés rigides analytiques II

L’anneau I'(T, 0) s’identifie alors a la k-algebre affinoide

E{R™t, AmlI=1)=12}
Z— HaEI(t - OOt)
Il s’ensuit que k[t] ~ k[t,2]/(z — [[,c;(t — 0a)) est dense dans I'(T', &). Pour terminer, il suffit de remarquer que

(T, 0) = [1,T(B}(0a, ), O) est dense dans ['(U, 0) = [], (B (0, Ra), €) puisque, pour chaque o € I, le sous-
anneau I'(Bj (04, A), O) est dense dans I'(B}. (04, Ra), €). Le lemme est démontré. C.Q.F.D.

DEFINITION 2.3.14 — Soient Xo C X C (P})™ des ouverts affinoides. On dit que l'ouvert affinoide X est large
dans X, et on écrit Xo C X, s’il existe un ouvert affinoide V€ X tel que X = XoU V.

PROPOSITION 2.3.15 — Soit X C (P})™ un owvert affinoide et soit Xo C X un ouvert affinoide large dans X .
On suppose qu’il existe un 0-cycle dans Py, de degré 1 et a support disjoint de X. Alors, Uinclusion Xo — X admet
une section dans moRigCor(k)

AN

Plus précisément, soit V€ X tel que X = XoUV et notons 7 (A) Uidéal de définition du graphe A C X xj, (P})™"
de Uinclusion X < (P1)*. Alors, une trivialisation de .7 (A) au-dessus de X x; V détermine une telle section.

DEMONSTRATION D’apres le lemme|2.3.13] tout ouvert quasi-compact strict de (IP’}C)a“ est affinoide et presque ration-
nel. 11 vient que ]P’k est une bonne compactification de tous ses ouverts stricts non vides. Notons j 'inclusion de X
dans X. On dispose d’'un diagramme commutatif de groupes abéliens

moCor(X, Xo) =—— moCorx (X, X 4 Xo) —=— Pick,, s (X X5 Xo)

{ J J>

moCor (X, X) = myCorx (X, X X X) —=— Pick o1 (X 54 X).

Il s’agit de construire une correspondance finie a € moCorx (X, X X}, Xo) telle que j o o = [idx]. Il suffit pour cela de
construire 8 € Picﬂf}lxm}c (X X1, Xo) tel que j.(B) = cl[idx]. On fera cela en deux étapes.

Etape 1 : Soit U C (P})™ un ouvert affinoide tel que (PL)* = X UU et VN U = (). (Un tel U existe car V € X.)
Dans cette étape, nous allons construire un voisinage affinoide U’ C X x4 U de X xj ((P1)®" — X) ne rencontrant pas
la diagonale A C X X X et tel que X x; V [ U’ est presque rationnel.

On note Z = (X x;U) N A. Rappelons que l'idéal de définition de la diagonale de P} xj P} est isomorphe,
en tant que Op1 ., p1-module, au produit extérieur Op: (—1) Ky Op1 (—1). Puisque X (resp. U) est un ouvert strict,
une puissance suffisamment divisible de la restriction de Op1(—1) & X (resp. U) est libre. (En effet, on peut écrire
(ﬁp}c(—l))@k(z):k] ~ #(z) avec x un point fermé de Pj qui n’appartient pas a X (resp. U) et .#(z) son idéal
de définition.) Il s’ensuit qu’une puissance suffisasamment divisible de .#(Z) est un idéal principal. Il existe donc
g € TN(X %, U, 0) tel que Z = (X X U)/(g))rea- D’aprés le lemme pour € € |k*| suffisamment petit, on a
Dy, vlelg) € X X (X NU). 1l sensuit que U’ = Dy %, v(gle) est un voisinage affinoide de X Xk ((PL)2 — X) ne
rencontrant pas la diagonale A C X x; X.

Il reste & voir que X x; V ][] U’ est presque rationnel. D’aprés le lemme on sait que X xj (V [[ U) est
presque rationnel. On peut donc trouver un ouvert Zariski affine W C X x P} avec W2 contenant X xj (V [ U) et tel
que le morphisme T'(W, &) — T(X xj (V [[ U), O) est d’image dense. En particulier, on peut trouver h € T(W, &)
tel que [hyy 5, v — 1o <1et |hx 3, = gloo <€ Onaalors

X5, V]I[U =Dxs, v o(Ble).
(Bien entendu, pour que I'égalité ci-dessus soit vraie, il faut que € < 1.) Ceci montre que 'analytifié de ouvert affine
W' = W/[1/h] contient X x, V [[ U’ et que le morphisme T'(W', &) — T(X x;, V [[ U’, 0) est d’image dense.
Etape 2 : Puisque X X, V [] U’ est presque rationnel, il en est de méme de U’. De plus, U’ ne rencontre pas la
diagonale A C X x;, X. Il s’ensuit que cf[id x| est représentée par le triplet (.#(A),U’, 1) (voir la proposition [2.3.8)).

Etant donnée une trivialisation ¢ : & v J(A)|x %, v+ on peut considérer 'objet

(s (), XV ] U D)
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de PICy KPL (X %3 Xp). La classe B de cet objet conviendra clairement. Ainsi, pour conclure, il reste a justifier
Pexistence de telles trivialisations. Il suffit pour cela de voir que I'idéal .# (A)‘ X %, x est principal.

Comme dans I’étape précédente, on utilise le fait que I'idéal de définition de la diagonale de IP’,IC Xk IE”,lC est isomorphe,
en tant que ﬁ]pi % kpi—module, au produit extérieur ﬁp)le (—1)X ﬁ]p)lC (—1). Il est donc suffisant de montrer que la restriction

de ﬁpi(—l) a X est libre. Ceci découle de la condition que P. admet un O-cycle de degré 1 et a support disjoint de

X. En effet, si 320_,; n[z] est un 0-cycle dans Pj, tel que 350 ng[k(ws) 1 k] =1, on a Q_; S ()" =~ Op1 (~1) (o1,

bien entendu, .7 (x;) est I'idéal de définition du point fermé z;). C.Q.F.D.
Le théoréme suivant est ’analogue rigide de [MVWO06|, Lemma 22.4].

THEOREME 2.3.16 — Soit X C (P})™ un ouvert affinoide tel que P}, possede un 0-cycle de degré 1 et a support
disjoint de X. Soient Xo,Y C X des ouverts affinoides tels que X = XgUY. On pose Yo = XqgNY. On suppose que
XoC X et Yy Y. Alors le complexe de Mayer-Vietoris

(2.55) Yo — Xo®Y — X

est contractile dans moRigCor(k).

DEMONSTRATION La preuve consiste a construire une homotopie entre ’identité et le morphisme nul. Cette homotopie
aura la forme

741

Yo —>X0

7

XO@Y

(31 Jz)

(1 jz)
12

avec i1, i2, j1 et jo les inclusions évidentes, et a, b et p des correspondances finies & homotopie prés qui seront définies
ci-dessous. Les relations a vérifier sont (en notations matricielles) les suivantes :

() (3w (2)e = (58) = 605

Elles s’écrivent respectivement

. 1 — 1 jo —i10b 1 0 . .
jica=1, <GO]Z.12O;10P aoji220;)1o >:(0 1> et —pOZ1+b022=1-

On prendra pour a la section a j; construite dans la proposition [2:3.15] Rappelons la construction de a. Soit W € X
un ouvert affinoide tel que X = XoUW. Fixons U C (P})* un ouvert affinoide tel que (P})* = X UU et WNU = 0.

Soit U’ C X X, U un voisinage affinoide de X X, ((P})*® — X) ne rencontrant pas la diagonale A C X X X et tel que
X X W [ U’ est presque rationnel. (L’existence d’un tel U’ a été démontrée dans la premiére étape de la preuve de

la proposition [2.3.15]) Soit enfin ¢ : Oy 5 v - J(A)|x %, w une trivialisation locale de I'idéal .#(A) du graphe de
l'inclusion X — (IP)*". On pose alors

a:céfl(/(A),XQkWHU’,tHQ € mCorx (X, X x5 Xo).

Remarquons que Y — Yy = X — Xy C W. Par hypothése, on a Yy C Y. Ainsi, quitte a rétrécir W, on peut également
supposer que W € Y. Fixons V C (P;)* un ouvert affinoide tel que (P1)** =Y UV et WNV = 0. Soit V' CY %,V
un voisinage affinoide de Y xj ((PL)®" — Y') ne rencontrant pas la diagonale A C Y X, Y et tel que Y x, W [[ V’
est presque rationnel. (L’existence d'un tel V' a été démontrée dans la premiére étape de la preuve de la proposition

2.3.15]) On pose alors
b:cf_l (j(A)\YQk(Pi)"“‘?Y >A<kWH V/’t‘Y%kWH]') S W()Cory(Y,Y >A<kY()).

Pour ces choix de a et b, le carré
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commute. En effet, les deux compositions possibles dans ce carré sont données par
A (I Ay s, ey Y kWY 53Uty 5w [[1) € moCory (Y, 5 Xo).

On a donc les relations j; oa =1,i30b =1 et ao jy, — i3 ob = 0. Il nous reste & construire une correspondance
finie p telle que
ia0op=20, i1op=aoj;—1 et poi;=boiy— 1.

Les deux derniéres relations se traduisent par la commutation du diagramme suivant

boig—1

(2.56) Yy Yo
ill P Jil
Xo acji—1 Xo.

Pour construire un tel p, on calculera d’abord les images des correspondances finies a o j; — 1 et bois — 1 dans les
groupes de Picard relatifs rendus invariants par homotopie. On a

~ ~ . pl ~
Cf(aojl): (j(A)lXoik(P}c)a“’XO XkWHXO X x Ul7t|X0 >h<kWH1) S PIC])B(OXkIP’i(X()?XO XkXo).

Soit W’ C X x W un voisinage affinoide de X x5 (X — Xo) ne rencontrant pas la diagonale A C X, x X et tel que
W' ] Xo x5 V est presque rationnel. (L’existence d’un tel W’ a été démontrée dans la premiére étape de la preuve
de la proposition ) Remarquons que la stabilité par intersection et changement de base entraine que les ouverts
W' ] Xo xx U et Yo xy W’ ][] Yo Xy V' sont également presque rationnels. (Pour le premier ouvert, on a supposé
que U C V ce qui est clairement loisible.) Alors .#(A) admet une trivialisation canonique au-dessus de W’ et on peut
voir #y» comme une fonction inversible sur W’. On obtient donc

cﬂ(aojl — 1) = (ﬁ,W/HXO >A<X U/at|W/H]-> = (ﬁ,W/HXO >A<k U,t|W/ H].) .
Un calcul similaire montre que
clbois—1) = (ﬁ,YO o W TTYo 53 VVitiy, 5w ]_[1) - (ﬁ,YO %o W TTY0 %6 Vit 51w ]_[1) :

On prendra alors pour p la correspondance finie cf=(&, W' [ Xo X Vitjw[11). La commutation du diagramme

(2.56)) est claire ainsi que la relation iy o p = 0. C.Q.F.D.
PROPOSITION 2.3.17 — Soient X C (P})™ un ouvert quasi-compact strict. On suppose donnés des sous-affinoides

ZCcB' cBCcX

tels que les conditions suivantes sont satisfaites.
— Le sous-affinoide Z est étale au-dessus de Spm(k). (En particulier, il est fermé dans X, réduit et de dimension
nulle.) Les sous-affinoides B et B’ sont ouverts, quasi-compacts et contenus dans lintérieur de X (ce qui revient
a dire que B € X ).
— 1l existe une rétraction q : B —— Z (& Uinclusion évidente) qui fait de B et B’ des boules de Tate relatives
au-dessus de Z. On note alors B® C B et B'° C B’ les plus grandes boules ouvertes relatives de centre Z.
— Sik est d’égale caractéristique nulle, alors Py posséde un 0-cycle de degré 1 et a support disjoint de X — B°. Si
la caractéristique résiduelle de k est non nulle, alors P}, posséde un point k-rationnel n’appartenant pas a X .
Alors, Uinclusion X — B® < X — B’® induit un isomorphisme dans moRigCor(k).

DEMONSTRATION On divise la preuve en plusieurs parties. Dans la partie A, on utilisera la théoréme [2.3.16] pour se
ramener au cas ot X est contenu dans (A}C)an. La preuve dans ce cas occupe les parties B, C et D.

Partie A : Le but de cette partie est de se ramener au cas ot X C (A})*". Montrons que l'une (au moins) des
hypothéses suivantes est nécessairement satisfaite :

(a) (Pi)* — X posséde des points k-rationnels,
(b) X — B posséde des points k-rationnels,

(¢) Z posséde au moins deux points k-rationnels.
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Lorsque la caractéristique résiduelle de k est non nulle, Phypothése (a) a été imposée dans I’énoncé. On peut donc
supposer que k est d’égale caractérsitique nulle. Supposons que ni hypothése (a) ni I’hypothése (b) n’est vérifiée.
Alors, tous les points k-rationnels de P} sont dans B. En fait, on a mieux : tous les points k-rationnels de P} sont
dans ¢~ 1(Z(k)) qui est une somme disjointe de boules de Tate centrées en les points k-rationnels de Z. Pour montrer
que ’hypothése (c) est vérifiée, il suffit alors de montrer qu’il faut au moins deux boules de Tate pour contenir tous
les points k-rationnels de ]P’}v. Voici un argument : soit By C ]P’,l€ une boule de Tate et montrons que 'ouvert admissible
P} — By posséde au moins un point k-rationnel. On peut supposer que oo € By car sinon il n’y a rien a démontrer. 11
s’ensuit que PL— By est contenu dans (A} )2, De plus, il existe une extension finie galoisienne I /k telle que (P} —Bg) @ [
est une boule de Tate ouverte, i.e., (Pr — By) @ | ~ B} (20, A)°. On vérifie alors, comme dans la preuve de la proposition
2.1.5, que [l : k]! 2 geGal(i/k) 9 - 20 est encore dans B} (z0,A)° et qu’il descend en un point k-rationnel de P} — By.
(Notons que cet argument requiert que k est d’égale caractéristique nulle.)

Rappelons que le but dans cette partie consiste a se ramener au cas ot X C (A,lﬂ)a“. Si I’hypothése (a) est satisfaite,
on peut (sans altérer le contenu de 1’énoncé) remplacer X par son image par un automorphisme de P} pour avoir
oo € X comme souhaité. Dans la suite, nous allons montrer comment ramener la proposition sous ’hypothése (b) ou
(c) a la proposition sous '’hypothése (a).

On traite d’abord le cas de figure (b). Supposons donc que X — B posséde un point k-rationnel. Quitte a remplacer
X par son image par un automorphisme de ]P’}C, on peut supposer que o € X — B, avec o le zéro de A}v Pour € € |k
suffisamment petit, on a B} (0,€) €@ X — B° et B € X — B}(0,€)°. Notons Xy = X — B} (0,€')° et Y = B} (o,¢)
avec 0 < € < € suffisamment petits. Alors, les conditions d’application du théoréme sont satisfaites pour les
recouvrements

X-B°=(Xy—-B°)UY et X - B"°=(Xo—-B"°)UY.

(Noter que le complémentaire de X — B’® posséde, lui aussi, un 0-cycle de degré 1. En effet, le p.g.c.d. des degrés des
points fermés de B° est égal au p.g.c.d. des degrés des points de Z qui est aussi égal au p.g.c.d. des degrés des points
fermés de B’°.) En posant Yy = Crj.(0,€,€) = Bi.(0,€) — B} (0,€')°, on a donc un morphisme de suites exactes scindées
dans mpRigCor(k) :

0—Yy— (Xo—-B°)Y —— X —-B°——0

| \

0—Yy— (Xo—B°)®aY — X - B°——0.

Ceci montre qu’il est suffisant de démontrer la proposition dans le cas de Xj (i.e., que Xg — B® — Xy — B’ induit un
isomorphisme dans RigCor(k)). Or, par construction, on a o ¢ Xy et on peut travailler sous ’hypotheése (a).

On passe maintenant au cas de figure (c). Supposons donc Z (k) contient au moins deux éléments. Quitte a remplacer
X par son image par un automorphisme de Pi, on peut supposer que o € Z, avec o le zéro de Ak. La composante
connexe de B (resp. B’) contenant o est une boule de Tate B}, (o,u) (resp. Bj(o,u’)). On pose By = B — Bi(o,u) et
B} = B’ —Bj(0,u'). On peut alors factoriser 'inclusion X — B® < X — B’ de la maniére suivante

(X = Bi(0,u)°) = BY = (X =By (0,u)°) — B’ = (X — By (o0,0)°) — B

11 est donc suffisant de montrer que chacune des inclusions ci-dessus induit un isomorphisme dans moRigCor(k). Or,
la premiére inclusion est du méme type que celle considérée dans I'énoncé. De plus, le complémentaire de X — B} (o, u)°
dans (P})® posséde un point k-rationnel, a savoir o. L’hypothése (a) est donc satisfaite dans ce cas.

A présent, il reste a traiter I'inclusion Qo = (X — B} (0,u)°) — Bi® — Qp = (X — BL(0,u/)°) — B{°. On pose

Q= QoUBj(0o,u) = QyUBj(0,u/) = X — BY.

De I'hypothése B € X, on déduit que B}, (0,u) € Q. On peut donc trouver v € /|k*|, avec v > u, tel que B}.(0,v) € Q.
Remarquons que B} (0,v) N Qo = Cr}(0,u,v) et Bi(0,v) N Qf = Cr}.(o,u',v). Les recouvrements Q = Qo UBL(o,v) =
Q4 UB4 (0,v) vérifient les conditions d’application du théoréme (Le fait que Z(k) — o soit non vide assure que le
complémentaire de @ posséde un point k-rationnel et supporte donc un 0-cycle de degré 1.) Il s’ensuit un morphisme

de suites exactes scindées
0 —— Cr}(0,u,v) —— Qo ® Bi.(0,v) —— Q ——0
0 —— Crl(o,u/,v) —— Q) ® Bi(0,0) —— Q —— 0.

1l est donc suffisant de montrer que la premiére fleche verticale induit un isomorphisme dans myRigCor(k). Or,
Iinclusion Cry(o,u,v) < Crj(o,u’,v) est du méme type que celle considérée dans I’énoncé avec X = Bj.(o0,v), B =
Bi(0,u) et B' =B} (o,u’). Ceci permet de conclure.



166 Motifs des variétés rigides analytiques II

A partir de maintenant, on suppose que X C (A}c)an. Dans le reste de la preuve, l/k désignera une extension
finie séparable qui contient une extension galoisienne engendrée par les corps résiduels des points de Z. Pour une telle
extension l/k, on peut écrire

B®l= H IBll(z,Tz) et B' &l = H Bll(z,r;),
zeZ(l) z€Z(l)

avec r, r.. € \/|k*|. Bien évidement, on a aussi :

B &pl= ][ Bi(zr)® et Bo&l= ] Bi(xrl).
z€Z(1) zeZ(1)

Partie B : Soit U un voisinage quasi-compact de (P})** — X disjoint de B. (Un tel ouvert U existe car B € X.) On a
alors :
XUU=(X-B°U (BHU) — (X - B°)U (B’HU) — (PL)an,

D’aprés le lemme [2.3.13] les ouverts U, B][U et B'[[ U sont affinoides et presque rationnels. (En particulier, P} est
une bonne compactification de X, X — B® et X — B’°, mais on le savait déja.)
Notons j : X — B® — X — B’° I'inclusion évidente. Il s’agit de construire une correspondance finie

a € Cor(X — B, X — B°) = Corx_pn(X — B°, (X — B") ), (X — B°))

qui soit un inverse a j & homotopie prés. On dispose d’un diagramme commutatif

~ cl . B! o\ & o
moCorx _pe (X = B%, (X — B°) %4 (X — B°)) —=— Picly_ gy, (X — B°) Xx (X — B))

; Is

~ cl . o\ O o
moCorx_pre (X — B, (X = B) %5, (X — B%)) —=— Picfy i), 1 (X = B°) X (X — B°))

jo— Jv]*

moCorx_pre (X — B, (X — B”) x; (X — B")) <, f>ic1(5§(,]__3,o)Xwi (X — B") x, (X — B")).

Les homomorphismes ¢/ sont inversibles par le théoréme Dire que « est un inverse a j & homotopie prés revient
a dire que j*(«) = [idx_po| et j o a = [idx_pre]. Il suffit alors de construire

. 1 oy O o
B € Picly_proyx,m1 (X = B") Xj, (X = B°))

tel que j*(8) = cllidx—pe] et ji(8) = cllidx_pre].
Partie C : Pour B"” € {B, B'}, nous allons décrire un représentant de I'image de l'identité de X — B”° par ¢f. (Dans
cette partie, tous les objets construits seront désignés avec un «”» puisqu’ils seront relatifs & B”; dans la partie D
ci-dessous, nous spécialiserons aux cas B” = B’ et B” = B en remplagant le «”» par «’» ou par rien.)

On note A la diagonale de P} x; P} et & C ﬁ]}»ix ,p. son idéal de définition. Comme dans la premiére étape
de la preuve de la proposition on construit un ouvert affinoide V' C X x; U contenant X Xy ((P1)™ — X),
disjoint de A N (X Xy, (PL)2) et tel que V[ X Xy B” C X X, (P})™" est presque rationnel. (Remarquons que si V
convient pour B, il convient aussi pour B’ de sorte qu’on peut choisir V' indépendamment du choix de B”.) On note

W"=(X-B")xxV=(X-B")x;(P})*™)NV.
Considérons le domaine affinoide E” C (X — B"°) x;, B” donné par

E"(l) = H {(z1,22); 21 — 22| = |21 — 2] et |wg — 2] <77
z€Z(l)

pour toute extension finie [/k (comme ci-dessus) avec x; un point l-rationnel de X — B”’® et xo un point [-rationnel
de B”. Remarquons que 'égalité |z1 — z3| = |21 — 2| entraine l'inégalité |z1 — 22| > r7. (En effet, |z — z| > 7/ car a4
appartient & X — B”°.) Ceci montre que E” ne rencontre pas la diagonale A.

Vérifions & présent que E contient (X — B”°) x; B”°. Un point [-rationnel de (X — B"°) x;, B"° est un couple
(w1, 22) vérifiant |z; — z| > 77 pour tout z € Z(I) et |v2 — 2| < 7 pour au moins un z € Z(l). Or si |z — 20| < 17,
avec 2o € Z(l), on a |z1 — 29| > |r2 — 20| ce qui entraine |1 — x2| = |r1 — 20| comme souhaité.
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On déduit de ce qui précéde que W” [ E” est un voisinage affinoide de (X — B”°) xj ((P})*™ — (X — B"°)) ne
rencontrant pas A. Par ailleurs, remarquons que I'ouvert E” C (X — B"°) x;, B" coincide avec le domaine rationnel

D(x_proyx, pr(9l1) ot g € T'((X — B") x) B"; ) est la fonction qui vaut ttll;_tz"’ sur (X — B"°) x;, B} (z,rY) pour
tout z € Z(I). (Ici, on a noté ¢; et to les coordonnées canoniques de X — B”° et B”.) En utilisant le fait que
W"T](X — B"°) x}, B" est presque rationnel, on montre que W"” ] E” est aussi presque rationnel en raisonnant
comme dans la premiére étape de la preuve de la proposition Ainsi, on peut représenter 1’élément cf[idx_ |
par le triplet

(257) (%(X—B//O)kai’W/IHEII7 1)

avec 1 e T(W" [ E",.#) =T(W"]] E"”, 0) la section unité.
Partie D : Nous allons déformer a homotopie prés le représentant (2.57) de ¢f[idx_pro]. On considére pour cela le
triplet

(2.58) (']UB% 2 (x—mreyets B WO TTEZ ] 3)

avec E" C Bi X;, B le domaine affinoide défini par

E"(l) = H {(zo, 21, 22); |1 — 2 — wo(2 — 2)| = |21 — 2] et [x2 — 2] <7}
z€Z(1)

(Ci-dessus, xq et (z1,x2) sont des points I-rationnels de B,ﬁ et E” respectivement.) Notons tg, t1 et to les coordonnées
canoniques de Bi, X — B”° et B”. On prendra pour s € I'(E”, &) I'unique section dont I'image dans I'(E" X[, 0)

est donnée par
(=)
tl—Z—to(tQ—Z) zeZ(l).

La section s est bien définie sur E” puisque |z, — z — xo(zo — 2)| = |21 — 2| et que |z — 2| >/ pour z; dans X — B"°.
Il est également clair que s est un générateur de .Z - B = = Ofu, e, que s est inversible sur E". Vérifions que E"

est un voisinage affinoide de B}, xj (X — B"°) x, B”O. Un point [-rationnel de B}, X, (X — B”°) x), B"° est un triplet
(xo, 21, 22) vériﬁant |zo| < 1, \acl — z| > ) pour tout z € Z(I) et |xa — 2| < r;’ pour au moins un z € Z(l). Or si
|ze — 20| <7, avec zg € Z(1), on a |x1 — 20| > |2 — 20| > |xo(x2 — 2)| ce qui entraine |z1 — 2o — zo(x2 — 20)| = |71 — 20

z0? -~ ~ ~
comme souhaité. Il reste 4 montrer que Uouvert (B <, W”)[[ E” est presque rationnel. Or, Pouvert E” C B}, . E"

coincide avec le domaine rationnel Dgi 5 g (h]1) ot h € ['(Bi xxE", 0) est la fonction qui vaut %

B} x;(E" Xz z) pour tout z € Z(l). Sachant que W [] E” est presque rationnel, on déduit que (B}, x, W")[] E" est
aussi presque rationnel en raisonnant comme dans la premiére étape de la preuve de la proposition [2.3.15
En spécialisant en xo = 0 et xg = 1, on voit que (2.58)) fournit une homotopie entre (2.57) et

(259) (:ﬂl(X_B//o)Xk]pi,WNHEH,1]:[9)

avec g € ['(E", 0) la fonction dont I'image dans ['(E” &y, 1, 0) est donnée par

( 11 )
ZEZ(Z)
()n COnSidere maintenan‘ la, ClaSSQ 6 du lriplel

(%X—B/OMP;,W/ HF7 1 Hg)

avec F' = (X — B')° x;, B. Il s’agit bien d’un objet de PIC(x _proyx,p1 (X — B) X1 (X — B°)) puisque g est un
générateur de .#|p. On a en fin de compte les égalités suivantes : '

J*(B)=j" (=ﬂ|(x Broyx s W HF 1]_[9) ( |(X—B°)x4PL> WHE 1H9) clidx— pe]
5(8) = jo (Fix—moyeey W TTE T 9) = (Fioemporazy W T B 1T 9) = ellidx—pe]

dans les groupes de Picard relatifs rendus B'-invariants. C.Q.F.D.

sur
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2.4 Cohomologie Nisnevich d’un préfaisceau avec transferts, surconvergent
et B'-invariant

Dans cette section, on démontre le théoréme principal de ce chapitre, i.e., I'invariance par homotopie des préfais-
ceaux de cohomologie d’un préfaisceau avec transferts, faiblement surconvergent et invariant par homotopie. Malheu-
reusement, lorsque la caractéristique résiduelle de k est non nulle, on aura & supposer que ce préfaisceau est a valeurs
dans les Q-espaces vectoriels ; nous ignorons si cette hypothése est nécessaire pour la validité du théoréme. Dans toute
cette section, k désigne un corps valué complet de valuation non triviale.

2.4.1 Etude de la restriction au petit site de la boule de Tate
Précisons la notion de faible surconvergence pour les préfaisceaux sur des grands sites.

DEFINITION 2.4.1 — Soit B une k-variété rigide lisse et soit ¥ C SmAfnd/B une sous-catégorie pleine stable
par passage aux ouwverts affinoides. Soit F' un préfaisceau sur ¥ . On dit que F' est faiblement surconvergent s’il vérifie
la propriété suivante. Pour tout B-affinoide X dans ¥V et tout fo, f1,..., fn engendrant T'(X, 0) comme idéal, le
morphisme évident

(260) Colim F(Dx()\f0|f1,,fn)) — F(DX(f0|f177fn))
AEN KX, A>1

est inversible. En d’autres termes, un préfaisceau faiblement surconvergent sur ¥ est simplement un préfaisceau dont les
restrictions auz petits sites Ouvaf(X) des ouverts affinoides de X, pour X € Ob(¥), sont des préfaisceaux faiblement

surconvergents (au sens de la définition .

Dans ce paragraphe, on fixe une sous-catégorie pleine ¥ C SmAfnd/k stable par produits et coproduits directs finis
ainsi que par passage aux ouverts affinoides. On suppose aussi que ¥ contient la boule unité de Tate et les spectres
des extensions finies et séparables de k. Rappelons que Cor(¥') désigne la sous-catégorie pleine de RigCor(k) telle
que Ob(Cor(¥)) = Ob(¥). Le lecteur ne perdra rien a supposer que ¥ est égale & SmAfnd/k ou SmAfnd’ /k (voir la
notation [2.2.67). Le but de ce paragraphe est d’établir le résultat suivant.

THEOREME 2.4.2 — Soit F' un préfaisceau avec transferts, faiblement surconvergent et invariant par homotopie
sur Y. On suppose que l'une des deux hypothéses suivantes est satisfaite :
(A) k est d’égale caractéristique nulle,
(B) F est un préfaisceau de Q-espaces vectoriels.
Alors, la restriction de F' au petit site des ouverts quasi—compactslﬂ de (A})™ est un faisceau acyclique. En d’autres
termes, pour X un ouwvert quasi-compact de (A})™, on a HYy(X,F) = F(X) et H! (X, F) = 0 pour i > 0.
La preuve de ce théoréme occupera tout le paragraphe. La condition (B) sera utilisée via le lemme suivant.

LEMME 2.4.3 — Soit F' un préfaisceau avec transferts sur ¥ a valeurs dans la catégorie des Q-espaces vectoriels.
Soit l/k une extension finie galoisienne de groupe de Galois G. Pour tout X € Ob(¥), le morphisme évident

(2.61) F(X) — F(X &, 1)°
est inversible.

DEMONSTRATION Notons p : X @l — X et r = [(p,id) : X @11 < X X} (X ® )] la transposée du graphe de p
vue comme une correspondance finie de X dans X ®; [. On a alors por = |G|-idx et rop = >_gec 9 (avec G agissant
sur X &y, 1 via son action sur 1). Notons a la restriction de F(r) : F(X &) — F(X) a F(X &, 1)%. D’aprés la
discussion précédente, il est clair que

e F(X & 1)¢ — F(X)

est un inverse a droite et a gauche de (2.61)). C.Q.F.D.
Nous allons démontrer le théoréme en appliquant le théoréme [2.1.12| & la restriction de F & Ouv9®((A})").
La condition (a) du théoréme [2.1.12] étant clairement satisfaite, il reste & montrer que cette restriction est acyclique

pour les recouvrements du type I et II, et qu’elle satisfait l'invariance combinatoire (au sens de la définition [2.1.11]).
Nous allons d’abord nous occuper de I'invariance combinatoire.

1
|

13. On rappelle qu'un ouvert quasi-compact de (A}C)a“ est automatiquement affinoide.
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PROPOSITION 2.4.4 — On reprend les hypothéses du théoréme|2.4.24. Alors, la restriction de F a Ouvi®((AL)™")
satisfait invariance combinatoire. Autrement dit, étant donnés deux ouverts quasi-compacts connezes X C X' C
(A})*, le morphisme F(X') — F(X) est un isomorphisme s’il existe une extension finie séparable l/k telle que

X&pl =[] | Bl (0, R) — ] Bl(z5.75)° et X' &pl=1]] Bl (0, R)— [ Bl(z5.75)°
acl BEJT, acl peJa

avec 1y <1g < R< R, |oq — 00| > R pour a # o' et |25 — 25| > max(rg,rp) pour B # .

DEMONSTRATION Si k’/k désigne le corps des constantes de X’, on peut considérer X et X’ comme des ouverts quasi-
compacts de (A}, ). Quitte & remplacer k par k' et F par sa restriction aux k’-affinoides qui sont dans ¥, on peut
supposer que X’ est géométriquement connexe (i.e., reste connexe aprés tout changement de base suivant une extension
finie séparable de k). L’ensemble I est alors un singleton, ce qui entraine que X est également géométriquement connexe.
Dans ce cas, on peut écrire

X @rl=Bi(o,R) - [[ Bi(25.75)° et X' &xl=Bj(o,R)— []B}(z5.75)°
ped peJ

avec 1y <15 < R < R et |25 — 25| > max(rg,rp) pour 3 # '

Grace a la proposition [2.1.5] (si k est d’égale caractéristique nulle) et au lemme [2.4.3] (si la caractéristique résiduelle
de k& est non nulle), on peut supposer que o est un point k-rationnel et que le groupe G stabilise 'ensemble {zg; 8 € J}.
Sous ’hypothése (A), on supposera plus précisément que k = [ de sorte que G = {1}. On notera Z C A}C le sous-schéma
fermé tel que Z @ 1 = {z5; 8 € J}.

Pour A > 1 dans /|k*|, on note X(\) et X’()\) les ouverts quasi-compacts de (A})*" tels que

X(\)@xl =B} (0,AR) = [[ Bl (z5,A'r5)° et X'(\) &l =B (0,AR) — [ B} (25, A" 'r})°.
BelJ BseJ

Puisque F' est faiblement surconvergent, les morphismes

C)(\)ii%n F(X(\) — F(X) et C)(\)iilm F(X'(\) — F(X)

sont inversibles. Il est donc suffisant de montrer que les morphismes F'(X’(X)) — F(X(\)) sont inversibles pour
A > 1. Or, ces morphismes sont du méme type que ceux considérés dans I’énoncé. Ainsi, on peut remplacer X et X’
par X (\) et X'()), et supposer que rg < R, pour 8 € J, et que |zg — 23| > max(rg, ra ), pour § # . Dans ce cas,
nous allons montrer que 'inclusion X < X’ induit un isomorphisme dans myRigCor(k) ; ceci permettra de conclure
puisque F' est invariant par homotopie.

Pour montrer que 'inclusion X < X’ induit un isomorphisme dans moRigCor(k) nous appliquerons la proposition
a deux reprises. Plus précisément, nous raisonnons de la maniére suivante. Si J = @, il n’y a rien 4 démontrer
puisque les boules de Tate B} (o, R) et B}, (0o, R") sont isomorphes & Spm(k) dans moRigCor(k). On peut donc supposer
que J # 0.

On note By et BY (resp. Bj et B{°) les complémentaires dans (P})*" de B} (o, R)° et B} (o, R) (resp. B} (o, R')°
B (0, R')). Alors, Wi = X U B est un ouvert quasi-compact strict de (P})*". (Le fait que W est strict découle du fait
que J # ().) Les conditions d’application de la proposition sont satisfaites pour

{o0} C B} € By C W.

(La condition By € W; découle du fait que g < R, pour S € J.) Il s’ensuit que l'inclusion X = Wy — By — W; — Bf°
induit un isomorphisme dans myRigCor(k). Puisque Wi — B} C X', on peut donc remplacer X par W; — B}° et
supposer que R = R'.

Pour traiter le cas R = R/, on introduit les ouverts By et B tels que

By@pl=[]Bi(zs.m5) et  By®pl= ] B} (z575)
BeJ peJ

(Ci-dessus, on a besoin du fait que |z — zg/| > max(rg,rg), pour 8 # ', afin de s’assurer que 'union est bien
disjointe.) Les conditions d’application de la proposition sont satisfaites pour

7Z C B, C By C B}(o,R).

(La condition By € B} (o0, R) découle du fait que rg < R pour tout 3 € J.) Il s’ensuit que l'inclusion X = Bj (o, R) —
BS < X' = B} (0, R) — BY induit un isomorphisme dans moRigCor (k) comme souhaité. C.Q.F.D.
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Pour terminer la preuve du théoréme il reste & traiter l'acyclicité pour les recouvrements du type I et II.
Ceci fera l'objet des lemmes [2.4.5] et [2.4.6] a—dessous

LEMME 2.4.5 — On reprend les hypotheéses du théoréme . Alors, la restriction de F a Ouva®((A})™) est
acyclique pour les recouvrements du type I.

DEMONSTRATION On se donne un ouvert quasi-compact et connexe X C (A})*" et on cherche & montrer que F
est acyclique pour tout recouvrement du premier type ,%’)I(_mo,e de X. Si k¥'/k désigne le corps des constantes de X,

on peut considérer X comme un ouvert quasi-compact de (Af,)3"

. De plus, le recouvrement q%’)f(,xo,e est encore un
recouvrement du premier type de X considéré comme un ouvert quasi-compact de (A},)". Ainsi, on peut remplacer
k par k' et I par sa restriction aux k’-affinoides qui sont dans ¥, et supposer que X est géométriquement connexe.
(Cette réduction n’est pas nécessaire dans la suite, mais permettra de simplifier légérement les notations.)

On fixe une extension galoisienne [/k suffisamment grande de sorte que

X @l =Bj(o,R) — || B (2s,75)°
BeJ

avec 73 < R et |z — z3/| > max(rg,rg) pour 8 # . Soit z9 € X(I) un point l-rationnel et soit € € /|k*| tel que
€ < |zg — 2|, pour tout 8 € J, et € < |xg — ¢ - To|, pour tout g € G avec x¢ # ¢ - £o. On note D1 (z,€) et Da(x,€)
les ouverts quasi-compacts de (A})*" tels que

D1 (z0,€) @l = H B (x,€) et Dy (g, €) @l =B} (0, R) — H B} (z,¢)

z€G-xg z€G-xo

Avec ces notations, on a Z% = (D1(zg,€) = X, Da(x9,€) N X — X). Puisque F est faiblement surconvergent, la

suite de Mayer-Vietoris

»ZL0,€

0— F(X) — F(Dl(xm 6)) (&) F(DQ((E(), 6) N X) — F(Dl(xo, 6) n DQ({L‘(), 6)) — 0,
associée au recouvrement .%)I(,ww, coincide avec la colimite, suivant A € 1/|k*|, avec A > 1, des suites de Mayer-Vietoris
0 — F(X) — F(Di(z0, X)) ® F(Dy(z0, A\ re) N X) —— F(Dy (0, \é) N Da(z0, A" e)) — 0,

associées aux recouvrements (D (zg, \e) <= X, Da(xg,A"1e) N X < X). Dans cette colimite, on se restreint aux A
suffisamment proches de 1 afin que les Ae soient encore strictement inférieurs aux normes |xg — zg|, pour 8 € J et
|xo —g-xo|, pour g-x¢ # . Dans ce cas, il est clair que les conditions d’application du théoréme sont satisfaites
avec Xo = Da(x0, " te) N X et Y = Dj(z0, \e). Puisque F est invariant par homotopie, ceci permet de conclure.
C.Q.F.D.

LEMME 2.4.6 — On reprend les hypothéses du théoréme . Alors, la restriction de F a Ouvi®((A})™) est
acyclique pour les recouvrements du type II.

DEMONSTRATION On se donne un ouvert quasi-compact et connexe X C (A,le)an, et on cherche & montrer que F
est acyclique pour tout recouvrement du deuxiéme type f%’gg 4 de X. Si k' /k désigne le corps des constantes de X,
on peut considérer X comme un ouvert quasi-compact de (A},)**. De plus, le recouvrement %gg 4\ est encore un
recouvrement du deuxiéme type de X considéré comme un ouvert quasi-compact de (A}, )**. Ainsi, on peut remplacer
k par k' et F par sa restriction aux k’-affinoides qui sont dans ¥, et supposer que X est géométriquement connexe.
(Cette réduction n’est pas nécessaire dans la suite, mais permettra de simplifier légérement les notations.) Dans ce
cas, il existe une extension galoisienne [/k telle que

X &l =B/ (0,R) - [ B (25,75)°
seJ

avec rg < R et |25 — zg/| > max(rg,rg:) pour 5 # . On suppose que J est non vide (car sinon, X n’admet pas de
recouvrement du deuxiéme type). On fixe v € J et A € \/|k*]| tel que ry < A < R et |z, — x| # A pour tout 8 € J.
On note Dy (7, A) et Da(v, ) les ouverts quasi-compacts de (A})*" tels que

Di(v, N @kl= |J Bl(z3,A) et Dy(v,\) =B/(o,R)— |J Bji(zs,))°
BeG-y BeG-y

On doit montrer que F est acyclique pour le recouvrement %A’)I(I_A’,Y = (X ND;(v,\) = X)i=1,2. Pour i € {1,2}, on
pose X;(7,\) = X N D;(vy, N). '

On se donne des éléments i, N, 1’ € /]k*] tels que p < A < X < i/ et i/ — p suffisamment petit de sorte que les
propriétés suivantes sont satisfaites :
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Ty < p et |x’Y - !L‘g‘ g {/’67)‘7)‘/7/1’/}’

— |zy —ag| < p & |y — x| < 1’ pour tout § € J.
Ces propriétés entrainent que les inclusions X (v, p) < Xi1(7,p) et Xa(v,p") < Xa(7,p), pour p < p’ avec p,p’ €
{p, \, N, '}, vérifient les mémes conditions que les inclusions W < W’ considérées dans la définition Or,
d’apres la proposition [2.4.4] F satisfait l'invariance combinatoire. Les morphismes de restriction du préfaisceau F
fournissent donc des isomorphismes

(2.62) F(X1(v,p) — F(Xi(v,p) et F(Xa(y,p)) — F(Xa2(y,0))

On pose C(v, p, p') = D1(7, p')NDa(v, p) pour p, p’ € {u, A\, N, 1’} vérifiant p < p’. Clairement, on a C(v, p, p') € X
et C(v,p, p) = X1(7, p')NX2(7, p). En appliquant une deuxiéme fois la proposition on obtient des isomorphismes

(2.63) F(C(v, p1,01)) — F(C(v,p2,p3))

pour tout p1 < pa2 < ph < pf avec pi, pi, pa, py € {p, AN 1}
A présent, on considére les ouverts quasi—compacts

Xo=XnN(Di(y, A HD2 (1, A) = Xa (7, A HXz (7, A et Y =C(y, 1)

L’intersection Yy = Xy NY est donnée par

YO - ’77/1'7 HC ’Y, )‘/ /
OnaXoC XetYy TV (car X = XgUC(1,\, M) et Y =Yy UC(v,\ ) alors que C(y,\,\) € V). D’apres le
théoréme [2.3.16} on a donc une suite exacte scindée dans moRigCor(k) :
0 — Cly, 1 A) & C(y, N, ') =25 Cly, i) @ X1 (7,4) & Xa(7, V) =25 X — 0

avec
L 2

A= — 0 et B= ( ) )
0 —
ol le symbole « ¢ » désigne les inclusions évidentes. Grace aux isomorphismes (2.62) et (2.63)), il s’ensuit que F'
transforme
A’ B’
0— Cly, 1) & Cly, 1) — Cly, o) & Xa(y, 1) & Xa(y,1) — X — 0
en une suite exacte (de groupes abéliens). Ci-dessus, on a noté A’ et B’ les matrices
id id
A= - 0 et B=(t 1 ).

Or, on dispose d’un diagramme commutatif

A/ ’
00— C(’Ya Hy NI) D C(’Ya Hy NI) B— C(’}/, 1y MI) ® X (’yv /1‘/) S X?(’Y? /j’) L} X—>0

I |-

0——— C(’Ya/‘vﬂl) C(’Ya;uﬁﬂ’l) 0 0

avec .
i )
E:(id) et E’:(ldOO).

D’aprés la discussion précédente, on obtient un morphisme de suites exactes en appliquant F' au diagramme ci-dessus.
Les fleches E et E’ étant des épimorphismes scindés, il s’ensuit que F' transforme la suite

0 — Clyo i) 25 Xy (7, 1) ® Xa(y, ) 2 X — 0,

obtenue en prenant les noyaux des fléches verticales dans le diagramme ci-dessus, en une suite exacte (de groupes
abéliens). Ci-dessus, on a noté A” et B” les matrices

L
AH:(—L/) et B'"=(v v).
En utilisant une deuxiéme fois les isomorphismes (2.62)) et (2.63]), on déduit que F' transforme
0— C(v,\,\\) — X1(1,A) & Xa(7,A\) — X — 0

en une suite exacte (de groupes abéliens). C.Q.F.D.
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2.4.2 Invariance par homotopie de la cohomologie et applications
Précisons la notion de surconvergence pour les préfaisceaux sur des grands sites.

DEFINITION 2.4.7 — Soit B une k-variété rigide lisse et soit ¥ C SmRig/B une sous-catégorie pleine stable par
passage aux ouverts quasi-compacts. Soit F' un préfaisceau sur V. On dit que F est surconvergent si les restrictions de
F aux petits sites Ouvi®(X) des ouverts quasi-compacts de X, pour X € Ob(¥), sont des préfaisceauz surconvergents

(au sens de la définition |2.1.20)).

Remarque 2.4.8 — Soit B une k-variété rigide et soit F' un préfaisceau de groupes abéliens sur SmAfnd/B. Soit
F’ une extension de F' en un préfaisceau sur SmRig/B. (Une telle extension existe toujours; par exemple, on pourra
prendre celle donnée par

F'(X)= Colim FU),
X—-UeX\(SmAfnd/B)
pour toute B-variété rigide lisse X.) Le faisceau a,q(F") (resp. anis(F’)) associé & F’ ne dépend que de F' (et pas du
choix de l'extension). Il en est donc de méme des groupes de cohomologie H! (X, F') (resp. Hy; (X, F’)), pour i € N
et X € SmRig/B; on les notera alors H! (X, F) (resp. H;. (X, F)). Ainsi, les préfaisceaux de cohomologie H! ;(—, F)
(resp. Hi, (—, F)), définis a D'origine sur SmAfnd/B, admettent des extensions canoniques & SmRig/B ; ces extensions
seront encore notées H! ;(—, F') (resp. Hy; (—, F)).

Dans ce paragraphe, on montre le théoréme suivant qui est I’analogue en géométrie rigide d’un théoréme bien connu
de Voevodsky (voir [MVWO06], Theorem 13.8]).

THEOREME 2.4.9 — Soit B une k-variété rigide lisse, et soit F un préfaisceau avec transferts sur SmAfnd/B
faiblement surconvergent et invariant par homotopie. On suppose que l'une des deux hypothéses suivantes est satisfaite :

(A) k est d’égale caractéristique nulle,
(B) F est un préfaisceau de Q-espaces vectoriels.

Alors, pour tout i € N, H: (—, F) est un préfaisceau avec transferts sur SmRig/k, surconvergent et invariant par
homotopie. De plus, le morphisme évident H. ;(—, F') — Hj(—, F)) est un isomorphisme.

DEMONSTRATION Soit F” une extension de F' & SmRig/B. Alors, le préfaisceau F’ est faiblement surconvergent. La
proposition affirme que les préfaisceaux H;d(f, F) = gd(*’ F') sont surconvergents. Cette méme proposition
montre aussi que H! ;(—, F) — HY;,(—, F) est un isomorphisme aprés restriction & SmRig%/B. Or, une B-variété
rigide lisse X peut s’écrire comme un réunion filtrante d’une suite (X,,),ecn de sous-variétés ouvertes quasi-compactes.
(Il s’agit 1a d’une des conventions que nous avons adoptées a partir de la section ) Le résultat découle alors du
morphisme des suites exactes de MilnorE

0 —— R'Lim, ey H ;1 (X, F) —— H (X, F) — Lim,ey H 4 (X, F) —— 0

| J |

0 —— R'Limy, ey Hig (X, F) —— Hi (X, F) —— Limy, ey Hy (X, F) —— 0.

Par ailleurs, le corollaire [2.5.14] (qui sera démontré dans le paragraphe ci-dessous) et le fait que anis(F') est un
2.2.26)

faisceau avec transferts sur SmRig/B (ce qui découle du corollaire entrainent que Hi, (—, F) est naturelle-
ment un préfaisceau avec transferts sur SmRig/B. Pour terminer, il reste & montrer que Hgd(—7 F) est invariant par
homotopie, ce qui est bien entendu le contenu essentiel du théoréme.

Soit X une B-variété rigide lisse et montrons que le morphisme

(2.64) 2a(X, F) — Hiy(Bx, F)
est inversible. La projection évidente p : B}, —— X induit un morphisme de sites
p: (Ouv®®(BY ), ad) — (Ouv®(X), ad)

qui & un ouvert affinoide U de X associe p~'(U) = By Notons F|x et F/g1 les restrictions de F” a Ouv?(X) et

Ouv®(BY). Soit F llﬁﬁ( —— I un remplacement projectivement ad-fibrant, i.e., une équivalence ad-locale avec I un
complexe de préfaisceaux projectivement ad-fibrant. Puisque p, est un foncteur de Quillen & droite relativement aux

14. 1l existe un moyen plus savant pour étendre les isomorphismes Hgd(X, F) AR H%\“S(X, F) du cas des k-variétés rigides quasi-
compactes a celui des k-variétés rigides quelconques, et qui n’utilise pas de la convention que les k-variétés rigides admettent des recouvre-
ments dénombrables par des affinoides. Il suffit en effet de réinterpréter le probléme en terme de limites homotopiques.
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structures projectives ad-locales, le complexe p.(I) est encore projectivement ad-fibrant. Pour montrer que (2.64) est
inversible, il suffira donc de montrer que le morphisme de complexes de préfaisceaux sur (Ouvaf(X ), ad)

(2.65) Fx — p.(I)

est une équivalence ad-locale. Rappelons que cela signifie que (2.65]) induit des isomorphismes sur les faisceaux associés
aux préfaisceaux de cohomologie.
On sait que les préfaisceaux de cohomologie H'(I) = H;4(—, F)p1 sont surconvergents sur Ouv® (BL). 11 s’ensuit

que les H(p,(I)) sont aussi surconvergents sur Ouv?®(X). Or, rappelons-le, F”| x est faiblement surconvergent. D’aprés
le corollaire [2.1.30] pour démontrer que (2.65) est une équivalence ad-locale, il suffit de démontrer que (2.65)) induit
des quasi-isomorphismes sur les fibres en les points maximaux de X. On est donc ramené a montrer les propriétés
suivantes pour tout point maximal z € M(X) :

(i) Le morphisme Colimyepiy(z)Hog (U, F) — Colimyepig()Hog (By, F) est inversible.

(ii) Le groupe Colimy gy (z)Hiy (B, F) est nul pour i > 0.

Quitte a remplacer X par un voisinage de x, on peut supposer que X est affinoide. Comme F' est invariant par

homotopie, le lemme [2.2.71) montre que les conditions (i) et (ii) sont respectivement équivalentes a :

(i) Le morphisme H%,(%, F;) — H%, (B}, F;) est inversible.

(ii") Le groupe H;d(]Bi F3;) est nul pour ¢ > 0.

(=)’
Ci-dessus, F; est la fibre en z de la restriction de F & SmAfnd’ /X (voir le théoréme [2.2.69). C’est un préfaisceau

avec transferts invariant par homotopie sur SmAfnd’ / l;:(as) Dans le reste de la preuve, nous vérifierons que F; est
faiblement surconvergent ; ceci permettra de conclure grace au théoréme [2.4.2
Soit Z dans SmAfnd’ /k(z) et soient fo, . .., fn € I'(Z, ©) engendrant T'(Z, €) en tant qu’idéal. On note I Pintervalle

]%, %[ C R. Pour \ € 4/ |lAc(ac)X| N I, le domaine rationnel Dz(Afo|f1, ..., fn) ne change pas en remplagant les f; par
des fonctions g; telles que les normes infinies |f; — gi|co sont suffisamment petites. D’aprés la preuve du corollaire
on peut trouver un X-affinoide lisse Y tel que Yz ~ Z. Quitte a remplacer Y par Y xx U, avec U € Flt(x)
suffisamment petit, on peut trouver des fonctions fo, ..., fn € [(Y, 0), engendrant I'(Y, €) en tant qu’idéal, et telles
que les normes infinies | f; — (fi)|Z|oo sont suffisamment petites pour que Dz (Afo|f1,.. ., fn) = DZ()\fo\fl, R fn) pour

tout A\ € |l§;(a:)><| N I. Puisque F est faiblement surconvergent, on a une chaine d’isomorphismes canoniques :

Fi(DZ(f0|f177fn)) = F:%(DZ(fO|f1;7fn>>

12

Uce(%llltr(g) F(Dy s py(folfi,---s fn))

R

Colim Colim  F(Dy o.M folfis--os fn
DR e i (Dy 5 v(Afol )

~ Colim  Fy(Dz(Molfi,---, fn))
AEN|EX], A>1

1

Colim Fe(Dz(XNfolfiy---s fn))-
ey k(@) %], A> 1

Ceci prouve que F} est faiblement surconvergent. C.Q.F.D.
Faisons la définition suivante.

DEFINITION 2.4.10 — Soit B une k-variété rigide lisse. Etant donné un anneau A, considérons la catégorie
RigStry; (B, A) des faisceaur Nisnevich avec transferts sur SmRig/B & valeurs dans la catégorie des A-modules.
On note OStryis(B, A) C RigStry; (B, A) la sous-catégorie pleine formée des faisceaux qui sont surconvergents.
On note aussi OHStryis(B, A) C OStryis(B, A) la sous-catégorie pleine formée des faisceauz qui sont invariants par
homotopie. Lorsque A = Z, on note simplement OStry;s(B) et OHStryis(B) ces catégories.

Il est facile de voir que la catégorie OStry;s(B, A) est abélienne, cocompléte et qu’elle admet les limites finies. Le
foncteur d’inclusion OStry;s(B, A) — RigStry;, (B, A) commute aux petites colimites et aux limites finies.

COROLLAIRE 2.4.11 — Soit B une k-variété rigide lisse. Supposons que l'une des deux hypothéses swivantes est
satisfaite :

(A) k est d’égale caractéristique nulle,
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(B) A est une Q-algébre.

Alors, OHStryis(B, A) est une sous-catégorie abélienne de OStryis(B, A) stable par sous-objet, quotient et extension.
De plus, l'inclusion évidente admet un adjoint & gauche

all o hB' 1 OStryi(B,A) — OHStry;s(B, A)

N . . . . RPN 1
qui a F associe le faisceau Nisnevich associé a hE (F).

DEMONSTRATION Soit F' un objet de OStryis(B,A), i.e., un faisceau Nisnevich avec transferts surconvergent. Le
préfaisceau avec transferts hlgl(F ) est encore surconvergent; il est en plus invariant par homotopie. Par le théo-
réme le faisceau avec transferts af{is(h]gl (F)) est surconvergent et invariant par homotopie. C’est donc un
objet de OHStryis(B,A). De plus, il est clair que cet objet coreprésente la restriction de homoggry,. (5,a)(F, —) &
OHStryis(B, A). Ceci montre que all;, o h]gl est un adjoint & gauche a l'inclusion évidente.

La propriété d’invariance par homotopie est stable par sous-objet. Il s’ensuit que OHStry;s(B, A) est stable par
sous-objets pris dans OStryis(B,A). Pour voir que OHStry;s(B,A) est stable par quotient on utilise encore une
fois que all;, préserve l'invariance par homotopie pour les préfaisceaux avec transferts surconvergents (i.e., le cas

1 = 0 du théoréme [2.4.9). Il reste a vérifier la stabilité par extension. Supposons donnée une suite exacte courte dans
OStI‘NiS(B7 A)

0 F H G 0

avec F' et G invariants par homotopie. Pour une B-variété rigide lisse X, on a une suite exacte
0 — F(X) — H(X) — G(X) — H (X, F).

L’invariance par homotopie pour H découle alors du lemme des cinq et du théoréme [2:4.9] qui assure que le préfaisceau
Hy,.(—, F) est invariant par homotopie. C.Q.F.D.

On démontrera plus tard (voir le théoréme [2.5.37) que la catégorie abélienne OHStry;s(k, A) est le coeur d’une
t-structure sur une catégorie triangulée de motifs associés aux k-variétés rigides. On termine le paragraphe avec un
résultat technique qui servira plus tard.

PROPOSITION 2.4.12 — Soit B une k-variété rigide lisse, et soit F' un préfaisceau avec transferts sur SmAfnd/B
faiblement surconvergent et invariant par homotopie. On suppose que l'une des deux hypothéses suivantes est satisfaite :

(A) k est d’égale caractéristique nulle,

(B) F est un préfaisceau de Q-espaces vectoriels.

Soient U, ..., U, C (A}L)™ des ouverts affinoides et posons U = Uy X, - -+ Xy Uy.. Alors, le morphisme de préfaisceaux
sur SmAfnd/B :
hom(U, F) = T(U x —, F) — H2(U x4 —, F)

induit un isomorphisme sur les faisceaux associés. De plus, pour tout i > 1, le faisceau associé a H. (U xj, —, F) est
nul. (Ici, les faisceauz associés sont pris relativement a la topologie des recouvrements admissibles.)

DEMONSTRATION Soit X un B-affinoide lisse et notons p : U x; X —— X la projection sur le second facteur. Il s’agit
de montrer que le morphisme de complexes de préfaisceaux

PeFly s, x — RpeFly g, x

est inversible. Ci-dessus, F\U %, x désigne la restriction de F' au petit site des ouverts affinoides de U xj X, p. est le
foncteur « image directe » suivant le morphisme de sites

p: (Ow™ (U % X),ad) — (Ouv*(X), ad)

et Rp, est le foncteur dérivé a droite de p, relativement aux structures projectives ad-locales. La projection p est la
composition de r projections du méme type :

(Ul >A<kU2>2k >A<]€[]T)>A<k)(4)(Uv2>A<},C >A<}€UT)>A<]€X*> *)UT;(]CX%X

Une récurrence facile nous rameéne au cas ot 7 = 1, i.e., au cas ot U est un ouvert affinoide de (A} ).
Pour i € N, on note G*(—) = (Hi (U %), —, F))|x la restriction du préfaisceau Hi (U xj —, F) a Ouv™(X).
Clairement, G est le i-iéme préfaisceau de cohomologie de Rp, F| U %, X+ On doit donc démontrer que

i aad (P« Fpr & si i=0,
aad(G):{ ! dUXkX) sioi>1.
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D’aprés la proposition [2.1.35 on sait que les G* sont des préfaisceaux faiblement surconvergents. Il en est de méme de
P F U 5 X D’aprés le corollaire il est donc suffisant de vérifier que

Colimfeplt(z) F(U >A<k T) si 4= 0,
0 si i>1,

COlimTeFlt(aﬁ) H;d(U >A<]€ T,F) ~ {

pour tout point maximal z € M(X). Par le lemme [2.2.71}, Colimyepigo)Hiq (U X T, F) sidentifie a H, (U x, k(z), Fy)
ou Fj est la fibre de F en 2. Or, d’aprés la preuve du théoréme [2.4.9] on sait que le préfaisceau avec transferts invariant
par homotopie Fj; est faiblement surconvergent. Le résultat recherché découle maintenant du théoréme C.Q.F.D.

Reprenons les hypothéses du corollaire [2.4.11} La proposition [2.4.12] entraine que l’endofoncteur hom(U, —) de
OHStry;s(B, A) est exact pour tout ouvert affinoide U C (A})**. Cest la variante rigide d’'un fait bien connu en
théorie des motifs a la Voevodsky.

2.4.3 Exemples de préfaisceaux avec transferts, surconvergents et B'-invariants

Nous avons vu que les préfaisceaux avec transferts faiblement surconvergents et B'-invariants se comportent bien
par rapport & la topologie des recouvrements admissibles. Ils sont pour cela les analogues rigides des préfaisceaux avec
transferts Al-invariants, objets fondamentaux dans la théorie des motifs triangulés a la Voevodsky.

Pour obtenir des exemples de préfaisceaux avec transferts faiblement surconvergents et B'-invariants, il suffit
d’appliquer le foncteur h]gl a des préfaisceaux avec transferts faiblement surconvergents. Malheureusement, il n’est pas
facile de construire des préfaisceaux faiblement surconvergents sur SmAfnd/k; en effet, étant donnée une k-variété
rigide lisse X, le préfaisceau Z;,.(X) n’est jamais faiblement surconvergent & moins que la dimension de X ne soit
nulle. Dans ce paragraphe, on démontre le théoréme suivant qui fournit beaucoup d’exemples de préfaisceaux avec
transferts faiblement surconvergents et B!-invariants.

THEOREME 2.4.13 — Soit B un k-affinoide lisse et soit X un B-schéma lisse de type fini. Alors, le préfais-

ceau, d’homologie H, SingBl(Ztr(Xa“)) est un préfaisceau avec transferts sur SmAfnd/B faiblement surconvergent et
invariant par homotopie.

L’assertion que le préfaisceau avec transferts H, mgﬁl (Z4 (X)) est Bl-invariant est mise pour mémoire (voir
en effet la proposition . On doit seulement démontrer que ce préfaisceau est faiblement surconvergent. Pour ce
faire, on aura besoin d’un résultat d’approximation dont la preuve utilise les mémes techniques que celle du théoréme
[2:2.53); il s’agit du théoréme ci-dessous. Introduisons d’abord quelques notations.

Notation 2.4.14 — Soit B = Spm(A) un k-affinoide lisse. On suppose donné un sous-anneau Ay C A vérifiant les
conditions suivantes :

— le sous-anneau Ay C A est dense (lorsqu’on munit A de la norme infinie) ;

— lanneau Ay est noethérien et régulier ;

— la Ag-algébre A est réguliére.

En particulier, d’aprés le théoréme de Popescu [Pop85, [Pop86|, A est une colimite filtrante de Ag-algébres de type
fini et lisses.

On pose By = Spec(Ay) et on note ¥ (B/By) la catégorie des voisinages étales affines de B dans By, i.e., des By-
schémas étales affines munis d’un point a valeurs dans la Ag-algébre A. L’opposé de ’ensemble ordonné (par I'inclusion)
des sous-Ag-algebres étales de A s’identifie & une sous-catégorie pleine et cofinale de ¥ (B/By) via le foncteur « spectre
associé ». On considérera ¥ (B/By) comme un pro-By-schéma étale de la maniére évidente.

Plus généralement, pour n € N, on note

n. et A(”) _ A{to, . .7; ,tn} )
(1 - Ei:o ti) (1 - zz‘:o ti)

15. Pour voir cela, on peut supposer que X admet un point rationnel x dans une composante connexe de dimension n > 0 (quitte
a remplacer k par une extension finie séparable). Comme X est lisse, le point = posséde un voisinage ouvert isomorphe a B} . Soient

Al =

fi,..o, fn €T(BY, 0) = k{t1,...,tn} des séries convergentes telles que :
— fi= ZV:(Vl o um)END a,@t” avec ()\”1+"'+”"|a,(f)|)V€Nn non bornée pour tout A > 1.

Considérons alors le morphisme ¢ : By —— X égal a la composition de

(f1,--3fn)
B ——— B — X.
Alors, ¢ € Ztr(X)(BY) ne s’étend a aucune boule de rayon strictement plus grand que 1. En effet, supposons qu'il existe une extension
¢ : BZ‘(O, A) —— X de ¢ avec A > 1 dans /|k*|. Quitte & remplacer A par un scalaire plus proche de 1, on peut supposer que ¢’ se
factorise par B} (car I'image de ¢ est contenue dans I'intérieur de B}). Il est facile de voir que ¢’ est forcément un morphisme (et pas
seulement une correspondance finie). L’existence de ¢’ implique que f; € T'(B} (o, A), 0) ce qui contredit la seconde condition sur les f;.
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Ainsi, Spec(Aé")) = A% et Spm(A")) = Al On note aussi ¥"(B/By) = V (A}, 5/AR,) la catégorie des
voisinages étales affines de A”

vig,p dans A% . Comme ci-dessus, on consideérera ¥ (B/Bo) tantét comme une catégorie
filtrante, tantot comme un pro-Bp-schéma lisse. En faisant varier n, on obtient un objet cosimplicial ¥* (B/By) dans
la catégorie des pro-Bp-schémas lisses.

Notation 2.4.15 — Etant donné un Ag-schéma de type fini Xo, on note Corp (¥ (B/By), Xo) le groupe simplicial
donné en degré n par

wBO(“I/(B/BO), Xo)n = Corp, (¥"(B/By), Xo) = Uegg(lgr/lBo)CorBO(U, Xo).

On note aussi Corp (B, Xo) le groupe simplicial donné en degré n par
Corp (B, X¢)n = Corp, (Spec(A(")), Xo) .

Ce groupe simplicial s’identifie naturellement a Corpz(B, X*") avec X = Xy ®4, A. On dispose d’'un morphisme
évident de groupes simpliciaux

(2.66) Corg (7 (B/By), Xo) — Corg (B, Xo)

obtenu par composition & gauche avec le morphisme Spec(A*)) —— ¥*(B/By).
On a le théoréme suivant.

THEOREME 2.4.16 — Le morphisme de complezxes (2.66]) est un quasi-isomorphisme.

DEMONSTRATION D’aprés le lemme [2.2.62] 1a Aé")—algébre A™) est régulicre. Par le théoréme de Popescu [Pop85),

Pop86], A™ est une colimite filtrante de Aén)-algébres lisses et de type fini.
La preuve est divisée en deux parties. On y montre respectivement que (2.66)) induit des surjections et des injections
sur les groupes d’homologie.

Partie 1 : surjectivité. Soit o € Corp, (Spec(A(”)), X)) une correspondance finie définissant un cycle dans le complexe
normalisé associé au groupe simplicial Corp (B, Xy), i.e., aod, ; =0, pour 0 <1i < n, avec

dni: Spec(A("*l)) — Spec(A("))

la face correspondante a I’équation ¢; = 0. Par le théoréme de Popescu [Pop85], [Pop86| (et puisque Xy est un By-
schéma de type fini), il existe une Aén)—algébre lisse et de type fini Fy, un morphisme de A((Jn)—algébres Ey — A
et une correspondance finie o/ € Corp,(Spec(Ey), Xo) telle que a = o’ o (Spec(A™) — Spec(Ep)). Quitte a raffiner
Ey, on peut supposer que o’ o (Spec(FEq/(t;)) < Spec(Ep)) = 0, pour 0 < i < n.

Par le lemme ci—dessous7 il existe une Ep-algébre lisse Ej) munie d’un morphisme de Ep-algébres Ej, —— A
et d’un morphisme étale de A(()")—algébres A(()") [$1,...,8:] — E{. On pose &’ = o' o (Spec(E(;) — Spec(Ep)). On a
encore que & o (Spec(E{/(t;)) < Spec(Ey)) = 0, pour 0 < i < n.

Pour 1 < j < r, notons f; € A" I'image de s; par la composition de A(()n) [51,...,8,] — Ej — A™. Pour
€ > 0 choisissons f € A(()n) tel que |f; — ff|oo < € (la norme infinie étant celle de la k-algébre affinoide AM); ceci est

possible puisque I'anneau Aé") est dense dans A . Formons un carré cartésien

U Spec(E})
(n) (1 f7) (n)
Spec(Ay ') —————— Spec(A4y ' [s1,- -, 5¢])-

Alors U*€ est étale sur Spec(Aén)). Nous affirmons que, pour e suffisamment petit, U¢ est naturellement un voisinage
étale de A7, 5 dans A%, ie., définit un objet de ¥ (B/By).

En effet, notons ' = E6®Agn) A™)_ Ainsi, E’ est naturellement une A s, ..., s,]-algébre étale et le morphisme de
Aé")—algébres Ely —— A (voir ci-dessus) induit un morphisme de A™-algébres E' —— A tel que la composition
de AM[sy,...,s,] — E' — A™ envoie s; sur f;. Par le corollaire il existe, pour € € |k*| suffisamment
petit, un diagramme commutatif

Spm(A™) (Spec(E"))™

(.f17"~;f'r)l J’

BZ(%) (f17 6) ®A(") e ®A(”) Bi(n) (.fT7 G)C—) (SpeC(A(n) [817 RS ST]))an'
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Pour un tel ¢, on peut former le triangle commutatif

Spec(E')a»
uo(ff,...,fﬁ) JV
FEvnn ks
Spm(A™) Uiends) (Spec(A™[sy, ..., 5.]))*".
Le morphisme uo(ff, ..., f£) ci-dessus fournit une section au morphisme étale U¢ xSpCC(A(n>)Spec(A(")) —— Spec(A™M).
0

Cette section équivaut & la donnée d’un morphisme de Spec(A(()n))—schémas Spec(A(™) —— U*. Ainsi, comme affirmé
ci-dessus, U* est naturellement un voisinage étale affine de A7, 5 = Spm(A™) dans A}, = Spec(Aén)).

Notons maintenant a = o'’ o (U¢ — Spec(Ej)). La classe de a“ dans Corp (7(B/By), Xo)n est, par construction,
un cycle dans le complexe normalisé associé au groupe simplicial Corg (7 (B/By), Xo). Pour terminer, il reste & voir
que I'image de a“ dans Corp (B, Xo), qu'on notera o', est homologue a «. Pour cela, il sera utile de noter que

(2.67) o™ = (o) ouo (fi,. ., fr) et (@)™ = (o)™ ouo (ff,..., f5).

Considérons la correspondance finie & donnée par la composition de

. R . (all)an
ATy Xk By (0,€) = Bl (f1,6) ©acm -+ @ 40w By (fry€) —— Spec(E)™ —— X",
On a les deux sections o0 = (0,...,0) et s = (fi — ff,..., fr — f7) a la projection m : A%, p X B (0,€) — Al B

Les égalités se traduisent par o®® = @&oo et (a/’)* = & o s. De plus, & est un cycle dans le complexe normalisé
associé au groupe simplicial Cor (B’ (0,€), X?"). D’aprés la proposition & est homologue & o®" o 7. Soit
B e COI'B(A?;}B X B (0,€), X*) une homologie entre & et a® o wr. Ainsi, 3 vérifie Bod,410 = & —a™ o7 et
Bodyt1,;=0pourl<i<n+l.

Appelons

. n+1 n+1 r
h: A7‘ig,B A7‘ig,B Xk Bk(oa 6)

le morphisme obtenu du morphisme de A7, p-affinoides s : A%, 5 — A p X Bj(0,€) par changement de base

. . A n+1 n A
suivant le morphisme de dégénérescence A7 9B AT .5 correspondant a

(tO; s 7tn+1) ~ (tO + t17t27 s 7tn+1)~

On a donc un carré cartésien

n+1 h n+l 2 r
Ari_q,B A1"1',g,B Xk Bk (07 6)

J J

Aligp — ALy 5 Xk By (0,€)

et h est un morphisme de Af;ng—aﬁino'ides. En particulier, pour tout 0 < i < n + 1, on dispose de carrés cartésiens

hi ~
n y AP i
rig,B rig,B Xk Bk (07 6)

Jdn+l,7ﬂ Jdn-kl,i

n+1 h n+1l r
A'r‘ig,B Arig,B Xk Bk (07 6)‘
De plus, hg = s de sorte que hodpt1,0 = dpt1,0 0 5. (Cette égalité est aussi vraie pour ¢ = 1, mais nous n’en aurons
pas besoin.) Ainsi, la correspondance finie 5o h € Corpg (Af;;lB, Xam) vérifie les identités suivantes
aos—a*™omos si 1 =0,
Bohodpt1,; =
0 si 1<i1<n+1.

Puisque (o) = G o s et que s est une section a 7, la correspondance finie 3 o h fournit une homologie entre o®® et
(). Ceci termine la preuve de la surjectivité (vu lidentification Corp (B, Xo) ~ Corg(B, X*")).

Partie 2 : injectivité. On procéde de la méme maniére que pour la surjectivité. Soit o € Corp,(Uy, Xo), avec Uy €
V" (B/By), définissant un cycle dans le complexe normalisé associé¢ au groupe simplicial Corg (7 (B/Bo), Xo). On
suppose donnée une correspondance finie 3 € Corp (B, Xo)n41 telle que :



178 Motifs des variétés rigides analytiques II

(@) Bodpt1,=0pour 1 <i<n-+1,
(b) Bodni10 = ao(Spec(A™) — Up).

On cherche a montrer que I'image de a dans Corp (¥ (B/By), Xo) est homologue & zéro.

Par le théoréme de Popescu [Pop85| [Pop86] (et puisque X est un Bp-schéma de type fini), il existe une Aé"'H)—
algébre lisse et de type fini Fy, un morphisme de Aénﬂ)—algébres Ey —— A("t1) et une correspondance finie 5/ €

Corp, (Spec(Ep), Xo) telle que 3 = ' o (Spec(A™ 1)) — Spec(Ep)). Quitte a raffiner Ey, on peut supposer que
le morphisme Ey/(tg) — A" /(tg) ~ A factorise le morphisme T'(Up, @) —— A, Ainsi, on a un triangle
commutatif de A(()")—schémas

Spec(A™) —— Spec(Eo/(to))

i

Quitte a raffiner Ey d’avantage, on peut supposer que
(a") B’ o (Spec(Ey/(t;)) < Spec(Ep)) =0 pour 1 <i<n-+1,
(b") B’ o (Spec(Ey/(to)) < Spec(Ep)) = ao (Spec(Ep/(to)) — Up).

Par le lemme ci-dessous, il existe une Fy-algébre lisse £ munie d’un morphisme de Fy-algébres Ej — A+
et d’un morphisme étale de Aé"+1)—algébres A(()"H)[sl, ...,8;] — E}. On pose 3" = B’ o (Spec(E}) — Spec(Ey)).
On a par construction :

(a"”) 8" o (Spec(E}/(t:)) < Spec(E})) =0pour 1 <i<n+1,
(b”) B" o (Spec(Ep/(to)) — Spec(Ep)) = aro (Spec(Ep/(to)) — Uo).
Notons f; I'image de s; par la composition de A(()"+1)[51,...,sn] —— E) — AHD_ Pour € > 0, on choisit

fi e Aénﬂ) avec |f; — ffloo < € (la norme infinie étant celle de la k-algébre affinoide A™*1). On forme un carré
cartésien

Ve Spec(E})
(n+1) (15 f7) (n+1)
Spec(Ay ) —————— Spec(4y " [s1,- -, 8r])-

Comme dans la premiére partie de la preuve, on sait que, pour e suffisamment petit, il existe un morphisme de
Spec(AénH))—schémas Spec(A™ 1)) —— Ve qui fait de V¢ un objet de #"*+(B/By). On affirme que le diagramme

(2.68) Spec(A™ D) /(ty)) —— V¢ /(to) — Spec(E}/(to))
Spec(A™) Uy

est commutatif. En effet, si f; (resp. f;) désigne I'image de f; (resp. f5) dans A+ /(1) ~ A (resp. AS"H)/(tO) ~

A{™), Ianalytifi¢ de la composition de
Spec(A™) ~ Spec(A™ TV /(tg)) — V/(to) — Spec(E}/(to)) — Uy

est égal a la composition de

(5o D) N - 5\ v/(o) an n
(2.69) Spm(A™)) =0 B ) (fra ) Xae -+ X ae By (fr€) = Spec(E'/(to))*™™ — U™,
avec B/ = E|) Byt A U = Uy X Spec(ALM) Spec(A™) et
v B}Mwl) (f1,€) X g1+ X g4 B,l4<n+1> (fry€) — Spec(E')™

le morphisme de Spm(A(+1))-variétés rigides fourni par le corollaire [1.1.56| (voir la premiére partie de la preuve). Or,
la composition de

_ N ~ = 'U/(t ) an an
B ) (f1,€) X g -+ X400 BLn) (Frr€) ——2 Spec(E'/(to))™ — U
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est un morphisme de Spm(A(”))—variétés rigides de source géométriquement connexe et de but étale; elle se factorise
donc par la projection

Bl (f1,€) X atm) -+ X a0m Blyoo (fr,€) — Spm(A™).
1l s’ensuit aussitot que la composition de (2.69)) coincide avec celle de

(Froesfr) v/(to)
— —5

Spm(A(")) A(n)(fh €) X gty =+ X p(m) Bz(n)(ﬁ,e) Spec(E'/(to))™ — U™,

qui n’est autre que Panalytifié du morphisme Spec(A(™) —— Uy. Ceci montre bien que est commutatif.

Il est maintenant aisé de conclure. En effet, en considérant V¢ comme un objet de #"+!(B/By), la correspondance
finie 8” o (V¢ — Spec(Ej)) € Corp, (V¢ Xo) définit un élément 3" € Corpg (¥(B/By), Xo)nt+1. D'une part, on a
p" odny1,s =0, pour 1 <i < n+ 1. D'autre part, 'élément 5" o d, 11,0 € Corg (¥ (B/Bo), Xo)n est 'image de la
correspondance finie a0 (V¢/(to) — Up) € Corp,(V¢/(to), Xo). Vu la commutation du diagramme (2.68)), il s’ensuit
que élément 3" o d,41,0 est aussi égal & image de la correspondance finie o € Corp,(Up, Xo). Ceci montre que
I’image de a est homologue & zéro comme souhaité. C.Q.F.D.

Le lemme suivant est tiré de [Pop86] ; voir aussi le lemme [2.2.64] Pour la commodité du lecteur, nous reproduisons
la preuve.

LEMME 2.4.17 — On suppose donné un triangle commutatif de k-algébres
EFE— A
Ap

avec Ay une k-algébre noethérienne, E une Ag-algébre lisse de type fini, A une k-algébre affinoide réduite et Ag —— A
un morphisme injectif d’image dense (lorsqu’on munit A de la norme infinie). Il existe alors une E-algébre lisse de

type fini E' et un diagramme commutatif

81,.. ]

N

DEMONSTRATION En remplagant E par I'algébre symétrique d’un E-module projectif, on se raméne au cas ou le
E-module des différentielles relatives Qg 4, est libre de rang 7. On se donne une présentation p : Ao[ty,...,t,] —» E
et on note I = p~1(0) son noyau. On obtient alors une suite exacte courte de E-modules

avec e un morphisme étale.

0— I/I* — D E-dt; — Qpja, — 0.
i=1

Puisque Qg 4, est libre, il existe une matrice (fi;j)i1<i<n;1<j<r € E™*" telle que (0(3°;_; fijdti))1<j<r est une base
de Qp/a,. On pose w; = Y7, fi;dt;. Pour tout réel e > 0, on choisit une matrice (f;)i1<i<n;1<j<r € (Ao)™*" telle
que | I = fijloo < € (ot la norme infinie est celle de la k-algébre affinoide A et ot on a encore noté f;; son image par
le morphisme £ —— A). On pose w§ = Y1, ff;dt;.

Soit M€ € Mat,..(E) la matrlce carrée telle que

MeY(w;) = 0(w5) pour 1<j<r.

L’image de la matrice M€ dans Mat,«,.(A) tend vers la matrice identité quand e tend vers zéro. Ainsi, pour € suf-
fisamment petit, 'image de la matrice M€ dans Mat,x,(A) est inversible. Pour un tel €, le morphisme £ —— A se
factorise par la Ag-algebre lisse E[det(M€)~1]. On peut donc remplacer E par E[det(M¢)~!] et supposer que M¢ est
inversible. Autrement dit, (6(w$))1<;<, est alors une base de Qg /4,

On considére a présent le morphisme de Ag-algébres Ag[si, ..., s,] — Ag[t1,...,t,] donné par association s; ~»
Z;;l [ijti, pour 1 < j < r. D’aprés ce qui précede, la composition de

Ao[sl,...,sr] e Ao[tl,...,tn} — F
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envoie (dsj)i<j<, sur une base de Qp/4,. Cette composition est donc un morphisme étale d’aprés [EGA TV.4,
Corollaire 17.11.3]. Ceci termine la preuve du lemme. C.Q.F.D.

On termine le paragraphe en montrant comment déduire le théoréme du théoréeme Soit U un B-
affinoide lisse et soient fo, f1,..., fn des générateurs de I'(U, &) en tant qu’idéal. Il s’agit de montrer que le morphisme

c‘on‘m H,,Sing® (Zer (X)) (Do Afolfis- - fn)) — HuSing® (Zer (X*)) (Do (fol f1s - - - )
A/ kX, A>1

est inversible.

On peut remplacer B par U et X par X xgU, et supposer que U = B. Pour A > 1, notons By = Dg(Afo|f1,-- -, fn)
et Ay = I'(By, 0). Lorsque A est suffisamment proche de 1, toute composante connexe de B) rencontre By et Ay
s’identifie & une sous-algébre dense de A;. Fixons un tel Ag > 1, et posons Ag = Ay, et By = Spm(Ap). Dans la suite,
on prendra toujours 1 < A < Ag.

Par le théoréme on a des quasi-isomorphismes

Cory, (¥ (Bx/Bo), X x5 Bo) — Cory (B, X™ % By) = Sing® (Zer (X*))(By).

(Pour plus de conformité avec les notations|2.4.14] on aurait da écrire ¥'(Bx/Spec(Ap)) au lieu de ¥ (By/By).) 1l suffit
donc de montrer que le morphisme

(2.70) Colim  Corg (¥ (Bx/By), X xp By) — Corg (¥ (B1/Bo), X x5 By)
Ae/[RX ], A>1

est un quasi-isomorphisme. Le lemme ci-dessous montre que (2.70) est méme un isomorphisme de groupes simpliciaux.

LEMME 2.4.18 — On garde les notations ci-dessus. Soit E un By-schéma étale. Supposons donné un morphisme
de By-variétés rigides By —— E*". Pour 1 < X < Ao, suffisamment proche de 1, il existe un morphisme de By-variétés
rigides By —— E*" faisant commuter le triangle

By — By

N

Ean,

DEMONSTRATION On peut supposer que E = Spec(Aglt1,...,tn]/(P1,...,Py)) avec P; € Aglt1,...,tn] tel que
Jac(Py, ..., P,) est inversible sur E. Par hypotheése, on dispose d’un morphisme de Ag-algébres

9ZAo[tl,...,tn]/(Pl,...,Pn) 4)141.

Nous allons montrer que si A est suffisamment proche de 1, alors 0(¢;) € Ay pour tout 1 < i < n. Ceci prouvera le
lemme.

Quitte a remplacer les ¢; par des multiples bien choisis, on peut supposer que |6(¢;)|c < 1 (la norme infinie étant
celle de A;). Pour tout € > 0, on peut trouver A > 1 et a§ € (A,)°, pour 1 < i < n, tels que |0(¢;) — af|oc < € (les
normes infinies étant celle de By).

En prenant e suffisamment petit et A suffisamment proche de 1, on peut rendre les normes |P;(a$,...,a%)|so,
pour 1 < ¢ < n, arbitrairement petites (la norme infinie étant celle de B)). Par la premiére partie de la preuve du
lemme la suite récurrente de Newton appliquée a (a$, ..., a5) converge dans B) vers une solution du systéme
d’équations (P;(t1,...,tn) = 0)1<i<n. L'image de cette solution dans B; coincide nécessairement avec la solution
(0(t1),...,0(ts)). On en déduit que 0(t;) € By, pour 1 <4 < n, comme souhaité. C.Q.F.D.

2.5 La catégorie RigDM (k) des motifs des variétés rigides

Dans cette section, on introduit les analogues rigides analytiques des catégories des motifs mixtes DMeH(k) et
DM(k) de Voevodsky. Elles seront notées RigDM®™ (k) et RigDM(k) respectivement. La construction de ces caté-
gories est formelle et ne dépend que des propriétés élémentaires des correspondances finies et des préfaisceaux avec
transferts dévelopées dans la section 2:2] Toutefois, la description des groupes d’homomorphismes entre certains motifs
rigides en termes de complexes de cycles & la Suslin ou, d’une maniére équivalente, la description des modéles B!-locaux
de certains motifs utilise d’'une maniére essentielle les résultats plus élaborés obtenus dans la section [2.4]
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2.5.1 Construction de RigDM(k) et propriétés élémentaires

Soit k£ un corps valué complet dont la valuation n’est pas supposée non triviale. On fixe un anneau commutatif A
(que l'on appellera parfois anneau des coefficients). On commence par rappeler et étendre au cas A-linéaire certains
résultats du paragraphe [2.2.2]

PROPOSITION 2.5.1 — Soit B une k-variété rigide lisse. Etant donnée une B-variété rigide V, on note A (V)
le préfaisceau avec transferts sur SmAfnd/B qui d un B-affinoide lisse U associe le A-module Corg(U, V) ® A.

1- Pour toute B-variété rigide V, le préfaisceau Ay (V') est un faisceau étale (et donc aussi un faisceau Nisnevich)
sur SmAfnd/B.

2- Pour toute B-variété rigide V et tout recouvrement Nisnevich (V; —— V);cr de V' par des morphismes étales,
le compleze de Cech

(2.71) = P AV xv s xv V) e — P ARV —— A (V) — 0
(81 yeveyin ) EIT iel

est acyclique en tant que complexe de faisceaur Nisnevich sur SmAfnd/B.

DEMONSTRATION On considére d’abord la premiére assertion. Lorsque B = Spm(k) et A = Z, il s’agit de la proposition
[2:2:23] La preuve de ladite proposition s’étend sans modification au cas général.

De méme, la seconde assertion a été démontrée dans le paragraphe lorsque B = Spm(k) et A = Z; il s’agit
en effet de la proposition 2.2.25] La encore, la preuve de ladite proposition s’é¢tend sans modification au cas général.
Alternativement, on peut remarquer que le préfaisceau Z;-(W), pour W une B-variété rigide, est sans torsion, i.e.,
prend ses valeurs dans la catégorie des Z-modules plats. Or, le foncteur — ® A préserve les équivalences Nis-locales
entre complexes de préfaisceaux sans torsion. Ceci permet de déduire I'acyclicité du complexe de ’énoncé & partir de
Pacyclicité du complexe de la proposition (du moins lorsque B = Spm(k)). C.Q.F.D.

Notation 2.5.2 On fixe une k-variété rigide lisse B et on considére une sous-catégorie pleine ¥ C SmRig/B
vérifiant les propriétés suivantes.

(i) La catégorie ¥ contient les classes d’isomorphisme de tous ses objets. Elle est stable par coproduit direct fini,
produit direct fini et passage aux composantes connexes. (Noter que le produit direct dans SmRig/B est donné
par le produit fibré au-dessus de B.)

(ii) Si X est une B-variété rigide lisse, il existe un recouvrement admissible (X;);c; de X par des ouverts affinoides
appartenant & Ob(%).

(iii) Si X est une B-variété rigide lisse appartenant & Ob(¥) et si U C X est un ouvert affinoide de X, la B-variété
rigide U appartient & Ob(¥).

(iv) Si U C (P})™ est un ouvert quasi-compact strict (et donc nécessairement affinoide) et si X est une B-variété
rigide lisse appartenant & Ob(¥), la B-variété rigide U x;, X appartient & Ob(7).

Etant donnée une B-variété rigide V, on note encore Ay.(V) la restriction & ¥ de I'unique extension de A (V)
(comme défini dans la proposition en un faisceau étale avec transferts sur SmRig/B. Ainsi, A;.(V) est un
faisceau étale avec transferts de A-modules sur #'. La proposition [2.2.35] étendue au cas A-linéaire, montre que le
A-module A4 (V)(U), lorsque U posséde un nombre fini de composantes connexes, est librement engendré par les sous-
variétés rigides fermées, réduites et irréductibles de U x g V, qui sont finies, surjectives et équidimensionnelles sur une
composante connexe de U. Il s’ensuit que Ay, (V) = Z,- (V) ® A, ot le produit tensoriel est pris dans la catégorie des
préfaisceaux qui transforment les sommes disjointes en produits directs. Lorsque V appartient & Ob(¥’), on en déduit
que Ay (V') est un objet projectif de la catégorie des préfaisceaux avec transferts sur ¥ a valeurs dans la catégorie des
A-modules.

On appelle PreStr(7, A) la catégorie des préfaisceaux avec transferts de A-modules sur ¥". De méme, on appelle
Stryis(7, A) la catégorie des faisceaux Nisnevich avec transferts de A-modules sur ¥'. Les catégories PreStr(¥, A)
et Stryis(¥, A) sont abéliennes de Grothendieck. (Pour Stryis(?, A), ceci découle du corollaire ci-dessous.) De
plus, la catégorie Stryis(¥, A) est indépendante du choix de ¥ a équivalence prés. En effet, la restriction a ¥ fournit
une équivalence de catégories

Stryis(SmRig/B, A) ~ Stryis (¥, A).

Dans la suite et sauf mention du contraire, un préfaisceau avec transferts sera implicitement supposé défini sur ¥ et
a valeurs dans la catégorie des A-modules.

COROLLAIRE 2.5.3 — Soit F un préfaisceau avec transferts (sur ¥ et a valeurs dans la catégorie des A-modules).
Il existe une unique structure de préfaisceau avec transferts sur anis(F') tel que le morphisme évident F —— anis(F)
soit un morphisme de préfaisceaur avec transferts.
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DEMONSTRATION Lorsque B = Spm(k) et A = Z, il s’agit du corollaire [2.2.26] La preuve dudit corollaire s’étend sans
modification au cas des préfaisceaux de A-modules en utilisant la seconde assertion de la propositon m (a la place

de la proposition [2.2.25]). C.Q.F.D.

Remarque 2.5.4 — On dispose d’un foncteur
(2.72) all, : PreStr(7,A) — Stryis(7,A)

qui & un préfaisceau avec transferts ' sur ¥ associe le faisceau Nisnevich anis(F) vu comme un faisceau Nisnevich
avec transferts grace au corollaire Le foncteur all;, est un adjoint a gauche de I'inclusion évidente.

LEMME 2.5.5 — Notons W la classe des quasi-isomorphismes de complezes de préfaisceaur avec transferts.

1- Notons Fiby,.; la classe des épimorphismes de complexes de préfaisceaur avec transferts et Cof,.,; celle des
morphismes ayant la propriété de relévement & gauche par rapport aux fleches dans W N Fiby,,..;. Alors, le triplet
(W, Cof o), Fibyro;) est une structure de modéles sur Cpl(PreStr(¥,A)) appelée la structure projective.

2- Notons Cof;y,; la classe des monomorphismes de complexes de préfaisceaux avec transferts et Fibi,; celle des
morphismes ayant la propriété de relévement a droite par rapport aux fleches dans W N Cofy,;. Alors, le triplet
(W, Cof,,;,Fib,,;) est une structure de modeéles sur Cpl(PreStr(7,A)) appelée la structure injective.

DEMONSTRATION On peut prouver Pexistence de la structure projective sur PreStr(¥, A) en adaptant la preuve de
[Ayo07b| Proposition 4.4.16]. L’existence de la structure injective découle du théoréme de Joyal [Joy84] valable pour
toute catégorie abélienne de Grothendieck. C.Q.F.D.

Les catégories de modéles du lemme [2.5.5 sont Quillen équivalentes et présentables par cofibrations au sens de
[Ayo07bl Définition 4.2.39]. La catégorie homotopique Ho(Cpl(PreStr(¥, A))) relativement & ces structures est la
catégorie dérivée D(PreStr(¥,A)) de la catégorie abélienne des préfaisceaux avec transferts.

DEFINITION 2.5.6 — Soit F' un complexe de préfaisceaux avec transferts. Pour n € Z, on note H,,(F) le n-iéme
préfaisceau d’homologie de F'; ¢’est un préfaisceau avec transferts.

1- Un morphisme A —— B de complexes de préfaisceaux avec transferts est une équivalence Nis-locale, si le
morphisme all (H,(A)) — alli,(H,(B)) est inversible pour tout n € Z. On note Wyis la classe des équivalences
Nis-locales.

2- Un compleze de préfaisceaur avec transferts K est Nis-local si pour toute équivalence Nis-locale de préfaisceaux
avec transferts A —— B, ’homomorphisme

homp (preser(¥,1)) (B, K) —— hompprestr(,a)) (4, K)

est bijectif. (Un complexe de préfaisceauz avec transferts est Nis-local si et seulement si il est projectivement Nis-fibrant ;
voir ci-dessous.)

THEOREME 2.5.7 — Les localisations de Bousfield des structures de modéles projective et injective sur la caté-
gorie Cpl(PreStr(¥,A)) relativement a la classe des équivalences Nis-locales existent. De plus, Wis est exactement
la classe des équivalences faibles de ces structures de modéles localisées qu’on note (Wi, Cofproj, Fibproj_nis) et
(Wi, Cofr,j, Fibin;—nis) et qu’on appelle les structures projective et injective Nis-locales.

DEMONSTRATION Soit « un cardinal suffisamment grand. On supposera que « est plus grand que le cardinal d’une
petite catégorie équivalente & Cor(¥') et que Cpl(PreStr(¥,A)) munie de sa structure injective est a-présentable
par cofibrations. On prend alors un cardinal 8 comme dans [Ayo07b|, Proposition 4.2.41], i.e., qui est de la forme 2¥
et qui est plus grand que le cardinal d’une petite catégorie équivalente & la sous-catégorie des objets a-accessibles de
Cpl(PreStr(7,A)).

On note #Zp la classe des monomorphismes de complexes de préfaisceaux avec transferts de buts [-accessibles
qui sont des équivalences Nis-locales. La classe #g est essentiellement petite. Par le théoréme de Hirschhorn [Hir03]|
(voir aussi [Ayo07b| Théoréme 4.2.71]), les localisations de Bousfield des structures projective et injective suivant %z
existent et elles sont Quillen équivalentes. On note W4, la classe des équivalences faibles des structures % z-localisées ;
cette classe est la méme que 'ont localise la structure projective ou la structure injective. Pour démontrer le théoréme,
il suffit de vérifier que W4, = Wyis. Dans la suite de la preuve, les fleches dans W4, sont provisoirement appelées
les équivalences Zg-locales.

A partir de maintenant, on travaillera exclusivement avec les structures injectives. Montrons d’abord l'inclusion
Wz, C Wnis. Notons Locg, le foncteur de #g-localisation (voir [Ayo07b} Proposition 4.2.72]). Soit f : K — L
une équivalence #g-locale. On a un carré commutatif

K —"5 Locy, (K)

fJV JVLOC@[’,(]C)
l

L — Locg, (L),
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ot Locg, (f) est un quasi-isomorphisme de complexes de préfaisceaux avec transferts, et I et I appartiennent a
Cell(Voo (%) U (W N Cof,,;)) avec les notations de [Ayo07b| Définitions 4.2.24 et 4.2.63]. Comme W5 est stable
par colimites filtrantes et Wyis N Cof;,,; par cochangements de base (alias « push-out »), on déduit que Ik et [;, sont
dans Wys. Il s’ensuit que f est une équivalence Nis-locale puisque Wyjjs posséde la propriété « 2 de 3 ».

Montrons maintenant I'inclusion Wyis C Wg,. Soit f : K —— L une équivalence Nis-locale ; on cherche & montrer
que f est une équivalence Zg-locale. On ne restreint pas la généralité en supposant que f est un monomorphisme.
(En effet, tout morphisme de complexes de préfaisceaux avec transferts peut s’écrire comme la composition d’un
monomorphisme suivi d’un quasi-isomorphisme.) On note Sub(f) Pensemble des sous-fleches de f (i.e., des sous-objets
de la fleche f considérée comme un objet de la catégorie HOM(1, PreShv(#, A))). On notera Sub™®(f) c Sub(f)
le sous-ensemble des sous-fleches qui sont des équivalences Nis-locales. On désignera par Subg(f) et Subgis( f) les

sous-ensembles de Sub(f) et SubNiS( f) formés des sous-fleches de buts [-accessibles. On peut adapter la preuve de
[Ayo07bl Lemme 4.4.32] pour montrer que I'inclusion Subgls( f) C Subg(f) est cofinale. Remarquons que les éléments

de Subgis( f) sont des équivalences % s-locales.

Pour conclure, on choisit une sous-fléche g : K —— M de f qui est une équivalence Zg-locale et qui est maxi-
male pour cette propriété. Une telle sous-fleche existe par le lemme de Zorn. Supposons par 'absurde que M C L.
Considérons le diagramme d’ensembles ordonnés

(2.73) Subg ®(f) Subj;*(g)

| |

Subg(f) — Subg(g)

ou les fléches verticales sont les inclusions évidentes et la fléche horizontale associe a une sous-fléche fy de f, la sous-
fleche go = g N fo de g. Par [Ayo07b, Lemme 4.2.4], la limite projective de est cofinale dans Subg(f). On peut
donc trouver une sous-fleche fy de f de but S-accessible, non contenue dans g et telle que fy et go = fo N g sont des
équivalences Nis-locales et donc des équivalences #Zg-locales. On déduit que ¢’ =g U fo = g]1 9 fo est également une
équivalence Zg-locale. Ceci contredit la maximalité de g. D’oit le résultat. C.Q.F.D.

Les catégories de modéles Nis-locales du théoréme sont présentables par cofibrations (cette propriété étant
conservée par localisation de Bousfield suivant un ensemble de fléches). On notera Hoyis(Cpl(PreStr(¥7,A))) la
catégorie homotopique des structures Nis-locales. C’est une catégorie triangulée qui est indépendante (a équivalence
triangulée prés) du choix de #". Ceci découle de la proposition ci-dessous et du fait que la catégorie Stryis(¥, A)
est indépendante (& équivalence prés) du choix de ¥. Pour formuler ladite proposition, on note le résultat suivant.

LEMME 2.5.8 — Notons W la classe des quasi-isomorphismes de complezes de faisceauxr Nisnevich avec transferts
et Cof celle des monomorphismes. Notons Fib la classe des morphismes ayant la propriété de relévement a droite par
rapport auz fleches dans WNCof. Alors, le triplet (W, Cof, Fib) est une structure de modéles sur Cpl(Stryis(¥, A)).

DEMONSTRATION Ceci découle du théoréme de Joyal [Joy84] qui est valable pour toute catégorie abélienne de
Grothendieck. C.Q.F.D.

La catégorie homotopique Ho(Cpl(Stryis(¥', A))) est la catégorie dérivée D(Stryis(¥, A)) de la catégorie abélienne
des faisceaux Nisnevich avec transferts.

PROPOSITION 2.5.9 — Le foncteur alj,, : Cpl(PreStr(¥,A)) — Cpl(Stryis(¥,A)) est une équivalence de
Quillen & gauche lorsqu’on munit Cpl(PreStr(¥,A)) de l'une de ses structures Nis-locales.

DEMONSTRATION Le foncteur afl;, est exact. Il préserve donc les monomorphismes, i.e., les cofibrations injectives.
D’autre part, all,(f) est un quasi-isomorphisme si et seulement si f est une équivalence Nis-locale. Il s’ensuit que a&;
est un foncteur de Quillen & gauche, qu'’il se dérive trivialement et que son foncteur dérivé Lalj,, ~ alf;_ est conservatif.

Nous devons montrer que le foncteur Lalj,, est une équivalence de catégories. Notons inc adjoint a droite du
foncteur all,,. Etant donné que all,, se dérive trivialement, le morphisme de counité & : Lall, o Rinc — id est
inversible. D’autre part, si 'on applique La{,, au morphisme d’'unité 7 : id — Rinco La{j,, on obtient I'inverse de &
appliqué a La¥.. Comme le foncteur Lall,, est conservatif, on déduit que le morphisme d’unité est aussi inversible. La

proposition est prouvée. C.Q.F.D.

Rappelons (voir la définition [1.2.22]) qu’un carré Nisnevich

(2.74) V—Y

|,k

U——X
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est un carré cartésien de variétés rigides quasi-compactes avec u une immersion ouverte, et e un morphisme étale a
bonne réduction et induisant un isomorphisme Y —V ~ X — U (voir le lemme[1.2.23)). La propriété de Brown-Gersten
(voir la définition [1.2.29)) garde un sens dans le contexte des préfaisceaux avec transferts.

DEFINITION 2.5.10 — Soit K un complexe de préfaisceauz avec transferts sur la catégorie SmRig°/B des B-
variétés rigides lisses et quasi-compactes (au-dessus du k). On dit que K vérifie la propriété de Brown-Gersten si pour
tout carré Nisnevich (2.74) dans SmRig°/ B, le carré de complexes de A-modules

K(X)—— K(U)

|
K(Y)—— K(V)

est homotopiquement cartésien (et donc aussi homotopiquement cocartésien).lﬂ

La propriété de Brown-Gersten ne dépend que de la classe d’isomorphisme de K dans D(PreStr(SmRig?°/B, A)).
Elle est stable par les produits directs et coproduits directs arbitraires. Elle satisfait également & la propriété « 2 de
3 » dans les triangles distingués. On a le résultat suivant.

PROPOSITION 2.5.11 — Soit a : K —— L un morphisme de complexes de préfaisceaux avec transferts sur
SmRig?/B. Supposons que a est une équivalence Nis-locale, et que K et L vérifient la propriété de Brown-Gersten.
Alors, a est un quasi-isomorphisme de préfaisceaux avec transferts.

DEMONSTRATION La proposition découle directement du théoréme [1.2.30] C.Q.F.D.

THEOREME 2.5.12 — Un compleze de préfaisceaux avec transferts sur SmRig?/B est Nis-local si et seulement si
il vérifie la propriété de Brown-Gersten. En particulier, la classe des objets Nis-locauz de Cpl(PreStr(SmRigi®/B, A))
est stable par colimites filtrantes.

DEMONSTRATION Soit K un complexe de préfaisceaux avec transferts sur SmRigi°/B. Supposons d’abord que K
est Nis-local et montrons qu’il vérifie la propriété de Brown-Gersten. Donnons-nous un carré Nisnevich (2.74]) dans
SmRig?/B. Grace a la seconde partie de la proposition le carré de préfaisceaux avec transferts

(275) At'r‘(V) B— Atr(Y)

L

Aep(U) —— Ay (X)

est homotopiquement cartésien (et donc aussi homotopiquement cocartésien) relativement a la structure de modéles
projective Nis-locale. (En effet, le complexe simple associé au carré , vu comme bicomplexe, est quasi-isomorphe
au complexe de Cech du recouvrement Nisnevich (U — X,Y — X).) Il s’ensuit que le morphisme de complexes
de préfaisceaux avec transferts

(2.76) [Aer (V) = A (V)] — [Aer (U) = Ap (X))
est une équivalence Nis-locale. Comme K est un complexe Nis-local, il s’ensuit que
Cone(K(X) — K(U)) — Cone(K(Y) — K(V))

est un quasi-isomorphisme. D’ot le résultat.

On suppose maintenant que K vérifie la propriété de Brown-Gersten. On cherche & montrer que K est Nis-local.
On choisit pour cela une équivalence Nis-locale f : K —— L avec L un complexe de préfaisceaux avec transferts
projectivement Nis-fibrant. Alors L est Nis-local et, d’aprés ’argument ci-dessus, il vérifie aussi la propriété de Brown-
Gersten. Puisque f est une équivalence Nis-locale, et que K et L vérifient la propriété de Brown-Gersten, la proposition
2.5.11| entraine que f est un quasi-isomorphisme de complexes de préfaisceaux. Puisque L est Nis-local, il en est donc
de méme de K comme souhaité. C.Q.F.D.

On déduit du théoréme précédent qu'un complexe de préfaisceaux avec transferts sur SmRig?°/B est projectivement
Nis-fibrant si et seulement si il vérifie la propriété de Brown-Gersten. Voici deux autres conséquences du théoréme
2.0.12

16. Pour un complexe de préfaisceaux avec transferts K on a toujours K (@) = 0 par additivité. Il n’y a donc pas besoin d’imposer une
condition de contractibilité au-dessus de la B-variété rigide vide comme c’était le cas dans la définition [1.2.29
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COROLLAIRE 2.5.13 — Les localisations de Bousfield suivant la classe des équivalences Nis-locales des structures
de modéles projective et injective sur Cpl(PreStr(SmRig?°/B, A)) coincident avec les localistions de Bousfield suivant
la classe des morphismes Ay (Y) /Ay (V)[n] — A (X) /A (U)[n] (avec n € Z) obtenus & partir des carrés Nisnevich

(2.74) dans SmRig%/B.

COROLLAIRE 2.5.14 — Soit K un complexe de préfaisceaur avec transferts sur V. Pour X dans ¥ etn € Z, le
morphisme canonique

(2.77) Nis (X, K) — homuoy,, (cpi(Prestr(¥,a)) (Aer (X)), K[n]),

ot HY (X, K) est le n-ieme groupe d’hypercohomologie Nisnevich de X a valeurs dans K, est un isomorphisme. En
particulier, le préfaisceau d’hypercohomologie Hi (—, K) est naturellement un préfaisceau avec transferts sur ¥ .

DEMONSTRATION On peut supposer que ¥ = SmRig/B. En effet, I'hypercohomologie dépend uniquement du fais-
ceau Nisnevich associé & K et ce dernier s’étend naturellement a SmRig/B. De méme, la catégorie homotopique
Honis(Cpl(PreStr(¥,A))) ne dépend pas, a équivalence prés, du choix de 7.

Soit K —— L une équivalence Nis-locale avec L un complexe de préfaisceaux avec transferts projectivement Nis-
fibrant (i.e., Nis-local). Les deux membres de ne changent pas (& isomorphisme prés) si on y remplace K par
L. On peut donc supposer que K est Nis-local.

Pour X une B-variété rigide lisse, on note K|x la restriction de K au petit site (Et/X, Nis). Soit r : K|x —— [
un équivalence Nis-locale avec I un complexe de préfaisceaux projectivement Nis-fibrant (i.e., Nis-local) sur le petit
site Et/X. Pour démontrer le lemme, on doit prouver que r est un quasi-isomorphisme de complexes de préfaisceaux.

Montrons d’abord que la restriction de 7 : K|x —— I a Et%°/X est un quasi-isomorphisme. Par le théoréme 2.5.12L
K (ou plutot sa restriction & SmRig?®/B) vérifie la propriété de Brown-Gersten. De méme, par le corollaire [1.2.32] T
(ou plutot sa restriction a Et1°/X) vérifie la propriété de Brown-Gersten. Le résultat découle alors du théoréme

Pour conclure, considérons une X-variété rigide étale Y et montrons que le morphisme K(Y) — I(Y) est un
quasi-isomorphisme. On peut écrire ¥ comme une union croissante d’ouverts quasi-compacts ¥ = |J,cyYr. Les
Y, sont donc dans Et%°/X et, d’aprés ce qui précéde, on sait que les morphismes K(Y,.) — I(Y;.) sont des quasi-
isomorphismes. Or, on a un isomorphisme canonique dans la catégorie des faisceaux Nisnevich avec transferts Ay (Y) ~
Colim,en Ay (Y5). Puisque K est Nis-local, on en déduit un isomorphisme K(Y) ~ HoLim, ey K (Y;.) dans D(A). Un
argument similaire fournit un isomorphisme I(Y") ~ HoLim,¢en I(Y;). Ceci permet de conclure. C.Q.F.D.

La prochaine étape dans la construction des catégories triangulées des motifs rigides consiste a forcer la contracti-
bilité de la boule de Tate; c’est I’étape de la B'-localisation.

DEFINITION 2.5.15 — On note (Wg1, Cof .05, Fib,,.;_p1) et (W1, Cofyy,j, Fib,,;_g1) les structures de modéles
projective et injective B!-locales sur Cpl(PreStr(7,A)) obtenues par localisation de Bousfield suivant la classe des
morphismes Ay (BY)[n] — Ay (X)[n], avec n € Z et X € Ob(¥), a partir des structures Nis-locales du théoreme

[2.57] On pose
RigDM®® (B, A) = Cpl(PreStr(SmRig/B, A))[(Wg: )" }].

C’est la catégorie triangulée des motifs rigides effectifs (au-dessus de B).

La catégorie RigDM®T (B, A) est équivalente a la catégorie homotopique Hog: (Cpl(PreStr(¥, A))) des structures
de modeéles B'-locales sur la catégorie Cpl(PreStr(7,A)). On dispose également d'une structure de modéles B!-
locale (Wpg:, Cof, Fibg:) sur la catégorie Cpl(Stryis(¥, A)) qui est obtenue, a partir de la structure de modeéles du
lemme par localisation de Bousfield suivant la classe des morphismes A (B%)[n] — Ay (X)[n], avec n € Z et
X € Ob(¥), comme dans la définition La catégorie homotopique Hopg: (Cpl(Stryis(¥,A))) de cette structure
de modéles B'-locale est également équivalente & RigDMeH(B7 A).

DEFINITION 2.5.16 — Le motif effectif d'une B-vari¢té rigide lisse X est le préfaisceau avec transferts Ay, (X)
placé en degré zéro et considéré comme un objet de RigDM®T (B, A). On le notera M (X).

On note le lemme suivant.

LEMME 2.5.17 — Soit K un compleze de préfaisceaux avec transferts sur ¥ projectivement Nis-fibrant. Alors K
est B'-local si et seulement si K(X) — K(BY) est un quasi-isomorphisme pour tout X dans V. En particulier, la
classe d’objets projectivement B-fibrants dans Cpl(PreStr(SmRig?°/B, A)) est stable par colimite filtrantes.

DEMONSTRATION La premiére assertion est une conséquence facile des définitions (voir notamment [Ayo07b, Dé-
finition 4.2.63]) et du fait que nos catégories homotopiques sont triangulées. Pour la derniére assertion, on utilise le
théoréme 2.5.12} C.Q.F.D.



186 Motifs des variétés rigides analytiques II

Avant de passer a la derniére étape de la construction des catégories triangulées des motifs rigides (i.e., Pétape
de la stabilisation) faisons une liste de quelques adjonctions de Quillen utiles. On dispose d’un foncteur « oubli des
transferts »

(2.78) oy : PreStr(¥,A) — PreShv(¥, A).
Le résultat suivant est standard.

LEMME 2.5.18 — Le foncteur admet un adjoint & gauche

(2.79) ay - PreShv(7,A) — PreStr(7,A)

appelé le foncteur « ajout des transferts ». Ce foncteur commute auzx colimites arbitraires et envoie le préfaisceau

X @A sur Ay (X), pour tout X € Ob(¥).

DEMONSTRATION Rappelons que X ® A est le préfaisceau de A-modules qui envoie U € Ob(¥') sur le A-module
homp (U, X) ® A, i.e., le A-module librement engendré par les B-morphismes de U dans X.
Etant donné un préfaisceau de A-modules F' sur ¥, on peut trouver une résolution projective de la forme

(2.80) Py;or - PXioA— F—0
jeJ icl
avec X; et Y des objets de #'. La premiére fléche ci-dessus est donnée par une matrice
A= (aij)ielyjej S H@hom(YJ,XZ) ® A.
jed icl

On peut aussi considérer A comme une matrice dans

H @ Cor(Y;, X;) ® A.

jeJ el
Ceci permet de former la suite exacte de préfaisceaux avec transferts
A
(2.81) P () = P An(Xi) — G — 0.
jeJ iel

Etant donné un préfaisceau avec transferts H, on déduit de (2.80) un isomorphisme (naturel en H)

‘A
hompyeshv (v ,a) (F, 04 (H)) ~ Ker H hompeshv(v,a)(Xi @ A, 04 (H)) — H hompeshv(y,0)(Y; ® A, 04 (H))
il jeJ

Or, pour tout V' € Ob(¥'), on a des isomorphismes (naturels en H)
homPreShv("I/,A) (V ® A, Otr(H)) = Otr(H)(V) = H(V) = homPreStr(“I/,A) (Atr(v)a H)

1l s’ensuit donc un isomorphisme (naturel en H)

A
homPreShv(’f/,A) (F7 Otr(H)) ~ Ker H homPreStr('V,A) (Atr(Xi>7 H) — H homPreStr('V,A) (At'r‘(ij)a H)
el jeJ

Vu la suite exacte de préfaisceaux avec transferts (2.81)), ceci fournit un isomorphisme (naturel en H)
homPreShv(“I/,A) (F, Otr (H)) = homPreStr(”i/,A) (G7 H)

Ainsi, on a démontré que le foncteur hompyeghv(y,a)(F, 04-(—)) est coreprésenté par le préfaisceau avec transferts G.
Ceci termine la preuve du lemme. C.Q.F.D.

PROPOSITION 2.5.19 — Le foncteur ay : Cpl(PreShv(¥,A)) — Cpl(PreStr(¥, A)) est de Quillen & gauche
lorsqu’on munit la source et le but des structures projectives, projectives Nis-locales ou projectives B'-locales. On dispose
en particulier d’un foncteur triangulé

Las, : RigDA®T (B, A) — RigDM®(B, A)
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qu’on notera simplement as,. lorsqu’il n’y a pas de confusion possible.

DEMONSTRATION L’adjonction (ag.,0-) est de Quillen relativement aux structures projectives non localisées. En
effet, o4, préserve les épimorphismes et les quasi-isomorphismes puisqu’il est exact.

Montrons que cette adjonction passe a la localisation par les équivalences Nis-locales. Il suffit pour cela de montrer
que 04 préserve les objets projectivement Nis-fibrants, i.e., Nis-locaux. Soit K un complexe de préfaisceaux avec
transferts Nis-local. Soit u : o4 (K) —— I une équivalence Nis-locale avec I un complexe de préfaisceaux Nis-local.
Nous allons montrer que u est un quasi-isomorphisme de complexes de préfaisceaux ce qui permettra de conclure.
Soient X € Ob(¥') et ¢ € Z. Par le corollaire on dispose d'un isomorphisme naturel H;(K (X)) ~ Hyi (X, K).
De méme, on a un isomorphisme naturel H;(I(X)) ~ Hy,(X,I). (On peut justifier cet isomorphisme en utilisant
[Ayo07bl Théoréme 4.4.50] et le fait que le foncteur évident (Et/X) N (¥ /X) —— ¥ est un pseudo-morphisme
de sites au sens de [Ayo07b], Définition 4.4.49]; une autre fagon consiste & invoquer une version sans transferts du
corollaire ) Vu que Hyl (X, K) ~ Hyl(X,T), il sensuit que le morphisme H;(K (X)) — H;(I(X)) est un
isomorphisme. Le morphisme u est donc bien un quasi-isomorphisme comme souhaité.

Le passage des structures de modéles Nis-locales aux structures de modéles B'-locales est immédiat et sera laissé
au lecteur. C.Q.F.D.

Supposons que B est un k-affinoide lisse. Rappelons qu’on dispose d’un foncteur Rig : Sm/B —— SmRig/B qui &
un B-schéma lisse de type fini X associe la B-variété rigide X*". On note également Rig : Cor(B) — RigCor(B)
le foncteur additif qui, & une B-correspondance finie élémentaire Z C X xg Y entre deux B-schémas lisses X et Y,
associe la correspondance finie Z®* C X x5 V2", Le carré

Sm/B&)SmRig/B

| W]

Cor(B) — RigCor(B)

est clairement commutatif. Etant donné un préfaisceau avec transferts G sur SmRig/B, on pose Rig,(G) = G o Rig.
Le foncteur Rig, posséde un adjoint & gauche

(2.82) Rig" : PreStr(Sm/B,A) — PreStr(SmRig/B, A).

L’existence de cet adjoint s’obtient par la méme méthode que celle de la preuve du lemme [2.5.18] Le foncteur (2.82)
commute aux colimites arbitraires et envoie A4, (X), pour X un B-schéma lisse, sur A4 (X?"). Bien entendu, le foncteur
Rig, pour les préfaisceaux sans transferts posséde également un adjoint a gauche

(2.83) Rig" : PreShv(Sm/B,A) — PreShv(SmRig/B, A)

qui envoie X ® A, pour X un B-schéma lisse, sur X** ® A.

LEMME 2.5.20 — Notons inc: AfndCor(B) — RigCor(B) l'inclusion évidente et inc, le foncteur de composi-
tion & gauche par inc. Alors, le foncteur composé

inc, o Rig" : PreStr(Sm/B,A) — PreStr(SmAfnd/B, A)

est exact.

DEMONSTRATION Pour X un B-affinoide lisse, on note Z(X) la catégorie des couples (M,p) ou M est un B-
schéma affine, de type fini et lisse, et p : X —— M?" est un morphisme de B-variétés rigides. La donnée de p
équivaut a celle d’un morphisme de I'(B, &)-algebres I'(M, ) — I'(X, 0). Puisque I'( X, 0) est une I'( B, &)-algebre
réguliére, le théoréme de Popescu [Pop85], [Pop86| affirme que la catégorie .Z(X) est cofiltrante et que T'(X, ) =
Colimps pye2(x)I'(M, ). On divise la preuve du lemme en trois étapes.

FEtape 1 : Soit F un préfaisceau avec transferts sur Sm/B. On pose

(2.84) UF)(X) = Colim  F(M).

Le but de cette étape est de montrer que 6(F') est naturellement un préfaisceau avec transferts sur SmAfnd/B.
Supposons donnés une correspondance finie o € Corp(Y, X) entre B-affinoides lisses et un élément a € 0(F)(X).

Nous allons définir un élément a*(a) € 0(F)(Y'). On suppose que I’élément a est égal & la classe de ag € F(My) pour

un certain (Mo, po) € Z(X). En considérant py o & comme une B-correspondance algébrique de Spec(I'(Y, &)) dans
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My (grace a la proposition [1.1.21)) et en utilisant le fait que I'(Y, ) = Colim(y, ¢)c 2(v)['(N, &), on voit qu'il existe
(No,qo) € Z(Y) et une correspondance finie ag € Cor g (Ng, My) faisant commuter le carré

y —— X

q0 Po
ag™

Ng™ —— Mg".

On vérifie immédiatement que la classe de afj(ag) € F(Np) dans 6(F)(Y) est indépendante des choix de ag et ag ; c’est
lélément a*(a) recherché. Cette action des correspondances finies est compatible & la composition et fait de 6(F) un
préfaisceau avec transferts sur SmAfnd/B.

Etape 2 : Etant donné un préfaisceau avec transferts F' sur Sm/B, nous construisons dans cette étape un morphisme
r:0(F) — inc, o Rig"(F)

de preéfaisceaux avec transferts sur SmAfnd/B.

Soit X un B-affinoide lisse et soit a € 8(F)(X) un élément représenté par ag € F(My) pour un certain (My, pg) €
Z(X). La section ag € F(My) détermine une section ag” € Rig*(F)(M§"). (Modulo 'identification Rig*(F)(Mg™) =
Rig,Rig"(F)(Mp), ad" est I'image de ag par le morphisme d’unité F' —— Rig,Rig"(F).) On pose alors rx(a) =
pi(ad™) € Rig*(F)(X); il est immédiat que rx(a) ne dépend pas du choix de ag. On obtient ainsi un morphisme de
A-modules

rx : 0(F)(X) — Rig*"(F)(X).

On laisse au lecteur le soin de vérifier que les morphismes rx, pour X € Ob(SmAfnd/B), sont compatibles a ’action
des correspondances finies, i.e., qu’ils déterminent un morphisme de préfaisceaux avec transferts sur SmAfnd/B. Ce
morphisme est alors naturel en F' (i.e., fournit une transformation naturelle r : § — inc, o Rig").
Etape 3 : Dans cette étape nous montrons que le morphisme r construit dans 1’étape précédente est inversible. Ceci
terminera la preuve du lemme. En effet, 6 est un foncteur exact car les catégories £ (X) sont cofiltrantes.

Comme 6 et inc, o Rig* commutent aux colimites, il suffit de montrer que r est inversible pour F' = A4-(Q), avec
Q@ un B-schéma lisse. Or, pour X un B-affinoide lisse, le morphisme 7 : 0(A4-(Q))(X) — Ay (Q*)(X) s’identifie &
la composition de

Colim  Corg(M,Q) ® A ~ Corg(Spec(I'(X, 0)),Q) @ A — Corp(X,Q*)® A

(M,p)eZ(X)
qui est bijective par la proposition Ceci termine la preuve du lemme. C.Q.F.D.
Remarque 2.5.21 — La variante du lemme précédent pour les préfaisceaux sans transferts est également vraie

et se démontre de la méme maniére en identifiant inc, o Rig" avec le foncteur 6 défini par la formule (2.84]). Les
identifications 6 ~ inc, o Rig* montrent d’ailleurs que le carré

PreStr(Sm/B, A) 2 PreShv(Sm/B, A)

inc*oRig*J \inc*oRig*

PreStr(SmAfnd/B, A) —~— PreShv(SmAfnd/B, A)

commute & un isomorphisme canonique prés.

Supposons maintenant que G est un faisceau Nisnevich avec transferts sur SmRig/B. En utilisant le théoréme
[[.2.39] on voit que Rig,G est aussi un faisceau Nisnevich. On a donc un foncteur

Rig, : Stryis(SmRig/B, A) — Stryis(Sm/B, A).

Ce foncteur posséde un adjoint & gauche qui a un faisceau Nisnevich avec transferts F' associe le faisceau Nisnevich
avec transferts all (Rig"(F)). On note encore Rig" cet adjoint (sauf si le contexte ne s’y préte pas). Bien entendu, on
dispose également des variantes sans transferts de ces foncteurs.

COROLLAIRE 2.5.22 — Le foncteur Rig* : Stryis(Sm/B,A) —— Stryis(SmRig/B, A) est exact.

DEMONSTRATION Comme Rig* est un adjoint & gauche, il commute aux colimites. Il reste & montrer que Rig* commute
aux limites finies. Modulo I’équivalence de catégories Stryis(SmAfnd/B, A) ~ Stryis(SmRig/B, A), le foncteur Rig*
de I’énoncé est donné par la composition de

inc.«oRig*

Stryis(Sm/B, A) — PreStr(Sm/B, A) PreStr(SmAfnd/B, A) BN Stryis(SmAfnd/B, A).
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Le premier foncteur commute aux limites puisqu’il est adjoint & droite du foncteur a¥l;.. Le troisiéme foncteur est exact

puisqu’il en est ainsi du foncteur « faisceau Nisnevich associé ». Enfin, le foncteur inc, o Rig" est exact par le lemme
235201 D’ou le résultat. C.Q.F.D.

Les mémes considérations permettent de démontrer le résultat suivant qui toutefois ne servira pas dans la suite et
dont la preuve est laissée au lecteur.

LEMME 2.5.23 — Le couple de foncteurs adjoints (Rig*, Rig,) : Shvyis(Sm/B) — Shvyis(SmRig/B) est un
morphisme de topos (i.e., le foncteur Rig" est ezact).

On continue avec le résultat suivant.

THEOREME 2.5.24 — On suppose que B est un k-affinoide lisse. Le foncteur
(2.85) Rig" : Cpl(PreStr(Sm/B,A)) — Cpl(PreStr(SmRig/B, A))

est de Quillen a gauche lorsque les catégories ci-dessus sont munies des structures de modéles suivantes :
1. les structures projectives sur la source et le but,
2. les structures projectives Nis-locales sur la source et le but,
3. la structure projective A'-locale sur la source et la structure projective B'-locale sur le but.

Dans les cas 2 et 3 ci-dessus on a méme mieuz : le foncteur Rig* préserve les équivalences Nis-locales et envoie
une équivalence A'-locale sur une équivalence B'-locale. De plus, les variantes sans transferts de ces propriétés sont
également vraies.

DEMONSTRATION Le foncteur Rig* est un foncteur de Quillen relativement aux structures projectives non localisées.
En effet, Rig, préserve clairement les quasi-isomorphismes et les surjections entre complexes de préfaisceaux avec
transferts.

Pour montrer que Rig* est de Quillen a gauche relativement aux structures projectives Nis-locales, il suffit de
montrer que le foncteur dérivé a gauche LRig* préserve les équivalences Nis-locales. On montrera mieux : le fonc-
teur (non dérivé) Rig™ préserve les équivalences Nis-locales. En effet, soit f : A —— B une équivalence Nis-locale
de complexes de préfaisceaux avec transferts sur Sm/B. Pour montrer que Rig*(f) est une équivalence Nis-locale, il
suffit de vérifier que le morphisme anis(Rig*(f)), qu’on peut aussi identifier avec 'image de anis(f) par le foncteur
Rig" : Cpl(Stryis(Sm/B,A)) — Cpl(Stryis(SmRig/B, A)), est un quasi-isomorphisme de complexes de faisceaux
Nisnevich avec transferts. Ceci découle du corollaire et du fait que anis(f) est un quasi-isomorphisme de com-
plexes de faisceaux Nisnevich.

On considére maintenant le cas des structures de modéles A'-locale et B'-locale. Il reste & vérifier que Rig* est de
Quillen & gauche relativement a ces structures. En effet, joint au fait que Rig* préserve les équivalences Nis-locales, ceci
suffit pour déduire que Rig* transforme une équivalence A'-locale en une équivalence B'-locale. Pour montrer que Rig*
est de Quillen & gauche, il suffit de montrer que le foncteur LRig" envoie le morphisme o : Ay (X) — Ay (AL) sur
une équivalence B!-locale, pour tout B-schéma lisse X. Les objets Ay (X) et Ay-(AL) étant projectivement cofibrants,
il s’agit donc de montrer que o : Ay (X)) —— Ay, ((AL)?") est une équivalence B'-locale. Ceci est un exercice facile
qu’on laisse au lecteur. C.Q.F.D.

D’aprés le théoréme on dispose d’un couple de foncteurs adjoints
(Rig*, Rig,) : DM*T(B,A) — RigDM (B, A).

On continue dans la méme veine avec la proposition suivante qui découle immédiatement du corollaire 2.5.22]

PROPOSITION 2.5.25 — On suppose que B est un k-affinoide lisse. Le foncteur
(2.86) Rig" : Cpl(Stryis(Sm/B,A)) — Cpl(Stryis(SmRig/B, A))

est de Quillen & gauche lorsque les catégories ci-dessus sont munies des structures de modéles suivantes :
1. les structures injectives sur la source et le but,
2. la structure injective A'-locale sur la source et la structure injective B'-locale sur le but.

De plus, les variantes sans transferts de ces propriétés sont également vraies.

La catégorie PreStr(¥, A) est une catégorie monoidale symétrique, unitaire et fermée. Son produit tensoriel est
un produit tensoriel de Day. Nous le désignons par « ®'" », ou simplement par « ® » lorsqu’il n’y a pas de confusion
possible. Il commute aux colimites quelconques (en les deux variables). De plus, il existe un isomorphisme

AtT(X) ®tr Atr(Y) ~ AtT(X >A<B Y)
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binaturel en X et Y dans Cor(¥) ® A. L’objet unité est donné par le préfaisceau avec transferts Ay-(B). Notons le
lemme suivant.

LEMME 2.5.26 — La catégorie Cpl(PreStr(7,A)) munie de la structure (Wgi, Cofpyoj, Fiby,, o _p1) est une
catégorie de modéles monoidale (voir par exemple [Ayo07b, Définition 4.1.57]).

On note T9¢ (ou TA° s'il y a besoin) un remplacement projectivement cofibrant dans Cpl(PreStr(7,A)) du
préfaisceau avec transferts

(287) COker(Sl : At7'(B) — At7(6]BlB))

(avec s1 la section unité). Lorsque la B-variété rigide B est dans ¥, le préfaisceau avec transferts (2.87) est déja
projectivement cofibrant car il est isomorphe & un facteur direct de A¢.(9BL). De méme, on note 7% (ou T&" s’il y a
besoin) un remplacement projectivement cofibrant dans Cpl(PreStr(¥',A)) du préfaisceau avec transferts

(2.88) Coker(sy : Ay (B) — Ay ((AL)™ — 0p))

(avec s1 la section unité). Lorsque les B-variétés rigides B et (AL)™ — op sont dans ¥, le préfaisceau avec transferts
est déja projectivement cofibrant car il est isomorphe & un facteur direct de A, ((AL)* —op). On fixe également
un morphisme T9° —— T3 qui reléve le morphisme évident de dans . Bien entendu, le morphisme
T9° —— T est inversible dans Hop: (Cpl(PreStr(7, A))). (Ceci découle par exemple de la proposition [1.3.4])

Dans la suite, on prendra T' € {79, T?"}. On fera attention que le « T » ainsi défini différe par une désuspension
de la variante avec transferts du « 7' » donné par la formule (1.63]) et utilisé dans le paragraphe m Bien entendu,
cette différence est accessoire et sans conséquence sur la construction des catégories de motifs stables.

DEFINITION 2.5.27 — On note My (¥, A) la catégorie Spect?.(Cpl(PreStr(¥,A))) des T-spectres symétriques
de complexes de préfaisceauz avec transferts. On munit Mp (¥, A) de la structure de modeles projective stable

(W]Bl—stv COfproja Fibproj—lﬂ%l—st)
déduite de la structure projective B -locale sur Cpl(PreStr(¥,A)). On note
RigDM(B, A) = Hop: _ o (Myan (SmRig/B, A)) = Mran (SmRig/ B, A)[(W]Bl_st)fl]

ot l'on prend pour T®" le préfaisceau avec transferts (2.88)) (ce qui est possible car ce dernier est projectivement
cofibrant lorsque ¥ = SmRig/B).

La catégorie de modéles My (%, A) est encore monoidale symétrique, unitaire et fermée par [Ayo07b, Théoréme
4.3.76]. 1l s’ensuit que RigDM(B, A) est une catégorie triangulée monoidale symétrique, unitaire et fermée. On dispose
d’un foncteur de suspension infinie

Susy : Cpl(PreStr(¥,A)) — Mgp(7,A)

qui & un complexe de préfaisceaux avec transferts K associe le T-spectre symétrique ((T®tr”) & K)pen. Ce foncteur
est de Quillen & gauche relativement aux structures projectives. Il est également monoidal symétrique et unitaire. On
a donc un foncteur triangulé monoidal symétrique et unitaire

Susy : RigDMT (B, A) — RigDM(B, A).

De plus, Susi(T') est un objet inversible dans RigDM(B, A) (comme il découle de [Ayo07b], Théoréme 4.3.38)).

DEFINITION 2.5.28 — Le motif d’une B-variété rigide lisse X est le T-spectre symétrique Susy (A, (X)) considéré
comme un objet de RigDM(B, A). On le notera M(X).

Supposons que la k-variété rigide lisse B est quasi-compacte. Le foncteur homg;opner(p,4) (7, —) commute alors
au colimites filtrantes dans Cpl(PreStr(SmRig/B, A)). (En effet, T est isomorphe & un facteur direct de M (9BL)
qui est un objet compact de RigDMEH(B, A).) Par ailleurs, la permutation (123) € X3 opére par 'identité sur T®'"3
considéré dans RigDMeH(B ,\). Ceci découle de la propriété analogue en géométrie algébrique et du fait que Rig* est
un foncteur de Quillen & gauche. Par [Ayo07b| Théoréme 4.3.79], le foncteur

(- ®1 ¥) : Specty(Cpl(PreStr(SmRig/B, A))) — Spect?(Cpl(PreStr(SmRig/B, A)))

est une équivalence de Quillen & gauche relativement aux structures projectives B'-locales stables. On peut alors
appliquer [Ayo07b], Théoréme 4.3.61] pour obtenir le résultat suivant.
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PROPOSITION 2.5.29 — Supposons que la k-variété rigide lisse B est quasi-compacte. Soient M et N deuz objets
de RigDMeH(B,A), et supposons que M est un objet compact. Alors, le morphisme évident

Coelil\rln hompg;epmett (. 4y (T @ M, T®" @ N) — hompigpm(s,a) (Susy(M), Susy(N))

est tnversible.

Grace a [Ayo07b], Proposition 4.3.57], on dispose des versions stables des foncteurs de Quillen a gauche de la
proposition et du théoreme On laissera au lecteur le soin de lister ces adjonctions de Quillen. En raison

de son importance, on note tout de méme le résultat suivant.

LEMME 2.5.30 — Le foncteur Rig* : My (Sm/B,A) — My (SmRig/B,A) est de Quillen & gauche lorsqu’on
munit la source de sa structure de modéles projective Al-locale stable et le but de sa structure de modéles projective
B'-locale stable. En particulier, on dispose d’un foncteur triangulé monoidal symétrique et unitaire

Rig* : DM(B,A) — RigDMy,,(B,A)

qui envoie le motif d’un B-schéma lisse X sur le motif de la B-variété rigide X2".

2.5.2 Engendrement par les motifs rigides de variétés algébriques et ¢-structure homo-
topique

Soit & un corps valué¢ complet dont la valuation est supposée non triviale. On fixe 7 € kY — {0}. Dans ce paragraphe
et le suivant, on utilisera les résultats de la section (et notamment le théoréme pour étudier les catégories
RigDMeH(k,A) et RigDM(k, A). Plus précisément, on montrera dans ce paragraphe lexistence d’une t¢-structure
homotopique sur RigDMeH(k, A) dont le cceur est la catégorie OHStry;s(k, A) des faisceaux Nisnevich avec transferts,
surconvergents et invariants par homotopie (voir la définition . Dans le paragraphe suivant, on montrera que le
foncteur de suspension infinie Susy. : RigDM®T(k, A) —— RigDM(k, A) est pleinement fidéle; c’est la propriété de
simplification (alias « cancellation theorem ») bien connue dans la théorie de Voevodsky. Ces applications sont rendues
possibles grace a un résultat d’engendrement (voir le théoréme ci-dessous) qui affirme que les motifs rigides des
variétés algébriques forment un systéme de générateurs compacts de la catégorie RigDMeH(k, A).

On renvoie le lecteur & la définition [2.2.50| pour la construction du foncteur SingE1 (—). On note d’abord le lemme
simple suivant.

LEMME 2.5.31 — Soit B une k-variété rigide lisse et soit K un complexe de préfaisceaux avec transferts sur
1
SmRig/B. Alors, le morphisme évident K — Sing® (K) est une équivalence B'-locale.

DEMONSTRATION L’argument est standard, mais nous l'incluons pour la commodité du lecteur. Nous utiliserons libre-
ment le fait que les colimites filtrantes préservent les équivalences El—locales.m Le complexe K s’écrit canoniquement
comme une colimite filtrante de complexes bornés :

K= COlimnEN US"L(TZ—”(K))’

avec o<y la troncation béte et 7>_, la troncation canonique. Il suffit donc de traiter le cas ott K est borné. Une
récurrence facile, utilisant la propriété « 2 de 3 » dans les triangles distingués, nous rameéne au cas ou K = F[0] est
un préfaisceau avec transferts placé en degré zéro.

Le complexe F[0] est quasi-isomorphe au complexe simple F associé a l'objet simplicial constant n € A ~» F.
Rappelons que F,, = F, pour n € N, et la différentielle I, , ; —— I, est le morphisme nul si n est pair et le morphisme

identité si n est impair. Il suffit de montrer que le morphisme canonique F© —— @gﬂgl (F) est une équivalence B!-locale.
Par la stabilité des équivalences B'-locales par les colimites filtrantes, il est suffisant de montrer que les morphismes
o<n(F) — USn(SQg]B1 (F)) sont des équivalences B!-locales pour tout n € N. Une récurrence sur n, utilisant la
propriété « 2 de 3 » dans les triangles distingués, nous raméne en fin de compte & montrer que

F —— hom(A7;, g, F) ~ hom(B}, F)

17. Ceci est un exercice de catégories de modéles. En effet, étant donnée une petite catégorie I, on dispose d’un foncteur de Quillen a
gauche

Colim; : HOM(Z, Cpl(PreShv(SmRig/B, A))) —— Cpl(PreShv(SmRig/B, A))

relativement aux structures projectives B!-locales. En particulier, Colim; préserve les cofibrations projectives B!-triviales (i.e., qui sont
aussi des équivalences B'-locales). Or, toute équivalence B'-locale se factorise comme une cofibration projective B!-triviale suivie par un
quasi-isomorphisme. Par ailleurs, Colim; préserve les quasi-isomorphismes lorsque I est filtrante. Ceci permet de conclure.
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est une équivalence B!-locale pour tout n € N. Plus précisément, on montrera que p* : F —— hom(B%, F') admet un
inverse & B!-homotopie prés. Considérons le morphisme o* : hom(B%, F) —— F induit par la section nulle de B%. 11
est clair que o* o p* = id. On a par ailleurs une B'-homotopie entre p* o 0* et Iidentité. C’est le morphisme

Ay (Bp) @' hom(Bjg, F) — hom(Bj, F)
déduit par adjonction du morphisme
m* : hom (B, F) — hom(By X B, F),
induit par Paction par homothétie de BL sur B%. Le lemme est démontré. C.Q.F.D.
Voici I’énoncé sur lequel reposeront les résultats clés de ce paragraphe et du suivant.
THEOREME 2.5.32 — Supposons que k est d’égale caractéristique nulle ou que A est une Q-algébre. Soit B un
k-affinoide lisse et soit K un complexe de préfaisceaux avec transferts sur Sm/B.

1- Le morphisme Rig*(K) — Sing]E1 (Rig"(K)) est une équivalence B'-locale et le complexe de préfaisceaux avec
transferts SingIBl (Rig*(K)), considéré comme un objet de la catégorie

Honis(Cpl(PreStr(SmRig/B, A))) ~ D(Stryis(SmRig/B, A)),

est B'-local (au sens des localisations de Bousfield ; voir [Ayo07b, Définition 4.2.63]). Autrement dit, un remplacement

projectivement Nis-fibrant de Sing]Bl (Rig"(K)) fournit un remplacement projectivement B*-fibrant de Rig*(K).
2- Soient Uy,...,U, C (AL)™ des ouverts quasi-compacts (et donc nécessairement affinoides) et posons U =
Up X -+ X3 Uyn. Alors, le morphisme

hom (U %1, B, Sing® (Rig*(K))) — hom (U %1, B, (Sing® (Rig*(K)))Nis_ﬁb) ,

ot (Singﬁl(Rig*(K)))Nis_ﬁb est un remplacement projectivement Nis-fibrant de Singﬁl(Rig*(K)), est une équivalence
Nis-locale de complexes de préfaisceauxr avec transferts.

DEMONSTRATION L’assertion que Rig*(K) — mgﬁl (Rig*(K)) est une équivalence B'-locale est mise pour mémoire
(voir le lemme . On divise la preuve du théoréme en trois parties. Les deux premiéres traitent le cas particulier
ou K est un préfaisceau avec transferts représentable par un B-schéma lisse. Dans la troisiéme partie, on explique
comment obtenir le cas général de ce cas particulier.

Partie A : Ici, on établit la premiére partie de 1’énoncé pour K = Ay (X)[0], avec X un B-schéma lisse. Il s’agit

dans ce cas de montrer que le complexe de préfaisceaux avec transferts L = MBI(AM"(X an)) est Bl-local en tant
qu’objet de la catégorie homotopique de la structure de modéles Nis-locale. Puisque nos catégories homotopiques sont
triangulées, la condition dans [Ayo07bl| Définition 4.2.63] est équivalente, dans le cas qui nous intéresse, a la condition
que le morphisme

hompgoy,. (Cpl(PreShv(SmRig/B,A))) (Aer(V), L[i]) — hompey,, (Cpl(Preshv(SmRig/B,4))) (Aer (BY,), L[i])

est inversible pour tout B-affinoide lisse V' et tout entier relatif ¢ € Z. D’aprés le corollaire ceci revient &
demander que les morphismes

; i 1

&is(va L) B— HIZ\IiS(BV7 L)

sont inversibles.
Fixons un k-affinoide lisse V. Le petit site (Et/V,Nis) est de dimension cohomologique bornée (voir le corollaire

1.2.21)). Ainsi, pour i € Z fixé, le morphisme
Hyio (V. L) — Higo (Vi 7<a L)

est inversible pour n suffisamment grand. (Ceci découle par exemple de [Ayo07b], Proposition 4.5.58] appliquée a
Ts>nt+1L.) Il en est de méme pour Bi, & la place de V. 1l suffit donc de montrer que les morphismes

Hyio(Vy 7<n L) — Hygo(By, 7<n L)

sont des isomorphismes pour tous les entiers i € Z et n € N. Par une récurrence facile sur 'entier n € N, on se raméne
& montrer que les morphismes
i i 1
HNis(Vv’ F) HNisaBVv F)

sont inversibles pour le préfaisceau avec transferts F' = H, (L) = H,L(Sing]ﬂg1 (A(X?))). Le résultat découle alors des

théorémes 2.4.9 et 2.4.13]
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Partie B : Ici, on établit la deuxiéme partie de I’énoncé pour K = A4.(X)[0], avec X un B-schéma lisse. Comme dans
la partie A, on pose L = Sing® (A4 (X®)). On doit montrer que le morphisme

(289) hom(U >A<1C B7 L) — hom(U >A<1C B7 LNis—ﬁb)

est une équivalence Nis-locale (avec Lyis.fp un remplacement projectivement Nis-fibrant de L). Bien entendu, il suffit
de montrer que les restrictions de aux petits sites Et/V | avec V un B-affinoide lisse, sont des équivalences
Nis-locales.

Fixons donc un B-affinoide lisse V et notons p : W = U x; V —— V la projection sur le second facteur. La
restriction de a Et/V s’identifie au morphisme

(2.90) P*L\Et/W E— Rp*LlEt/W

ol Rp, est le foncteur dérivé de p, relativement aux structures projectives Nis-locales. On doit montrer que (2.90)) est
une équivalence Nis-locale.

Le petit site (Et/W, Nis) est de dimension cohomologique bornée (voir le corollaire [1.2.21]). Ainsi, pour i € Z fixé,
le morphisme

Hi(Rp«Ligeyw) — Hi(Rps(7<nL)|ge/w)

est inversible pour n suffisamment grand. (Ceci découle par exemple de [Ayo07b], Proposition 4.5.58] appliquée a
T>n+1L.) La méme propriété étant trivialement vraie pour le morphisme

Hi(p*L\Et/W) — Hi(p*(TSnL)\Et/W)a

il est donc suffisant de montrer que les morphismes

P+ (T<nL)meyw — Rpu(T<nl)me/w

sont des équivalences Nis-locales pour tous les entiers n € N. Par une récurrence facile, on se raméne 4 montrer que
(2.91) p«Flgyyw — RpoFleoyw

est une équivalence Nis-locale pour le préfaisceau avec transferts F' = H,, (L) = H, (@gIBgl (A(X2))).

Vu les théorémes et il sera plus général de montrer que (2.91)) est une équivalence Nis-locale pour tout
préfaisceau avec transferts F' supposé faiblement surconvergent et invariant par homotopie. D’aprés la proposition
la cohomologie pour la topologie des recouvrements admissibles et celle pour la topologie de Nisnevich coincident
pour un préfaisceau faiblement surconvergent. Il suffit donc de montrer que

(2.92) p*F]OuV(W) S— Rp*F‘\Ouv(W)

est une équivalence ad-locale ot Rp, désigne & présent le foncteur dérivé de p, relativement aux structures projectives
ad-locales. La proposition permet maintenant de conclure.

Partie C : Notons T la sous-catégorie pleine de D(PreStr(Sm/B, A)) dont les objets sont les complexes de préfaisceaux
avec transferts K qui satisfont la conclusion du théoréme, i.e., qui vérifient les deux conditions suivantes :

— ngIRig* (K) est B'-local dans Honis(Cpl(PreStr(SmRig/B, A))) ;

— hom(U xy, B,mg]BIRig* (K)) — hom(U x; B, (mgBIRig* (K))nis-fib) est une équivalence Nis-locale.
Montrons d’abord que T est une sous-catégorie triangulée. Pour cela, notons inc : SmAfnd/B < SmRig/B l'inclusion
évidente et remarquons que les deux conditions ci-dessus sont équivalentes & leurs variantes obtenues en remplacant
« Rig* » par « inc, o Rig" » (et « SmRig/B » par « SmAfnd/B »). Le résultat recherché est alors une conséquence
du lemme qui affirme que le foncteur inc, o Rig™ est exact.

La sous-catégorie T est aussi stable par sommes infinies. En effet, les foncteurs Sgg,ﬁ1 et hom(U Xy B, —) commutent
aux sommes infinies. Or, la classe des objets B!-locaux dans Hoy;s(Cpl(PreStr(SmRig/B, A))) est stable par sommes
infinies d’aprés le lemme [2.5.17]; la premiére des conditions ci-dessus est donc stable par sommes infinies. De méme, le
théoréme entraine que le foncteur « remplacement projectivement Nis-fibrant » commute aux sommes infinies
(& quasi-isomorphisme prés) aprés restriction & SmRig?°/B. Ceci suffit pour montrer que la deuxiéme des conditions
ci-dessus est stable par sommes infinies.

Par les parties A et B de la preuve, on sait que A, (X) € Ob(7T) pour tout B-schéma lisse X . La catégorie triangulée
avec sommes infinies D(PreStr(Sm/B, A)) étant compactement engendrée par les Ay, (X), pour X € Ob(Sm/B), on
déduit de ce qui précede que T = D(PreStr(Sm/B, A)). Le théoréme est démontré. C.Q.F.D.

On note la conséquence suivante du théoréme [2.5.32]
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COROLLAIRE 2.5.33 — Soit X un k-schéma lisse et soient Uq,...,U, des ouverts quasi-compacts de (A}C)"“‘. On
pose U =Uy Xy --- X3 Up. Pouri € N, le A-module

(2-93) homRigDMe“(k,A) (MGH(U) [z], MeH(Xan))

est canoniquement isomorphe o H;(Cor(U, X") ® A).

DEMONSTRATION En effet, d’aprés la premiére partie du théoréme [2.5.32] le A-module (2.93) est canoniquement
isomorphe a

H;I'(U, (mg““l (Aer (X*)))Nis-fiv) = HiT'(k, hom(U, (mgﬁl (Aer (X)) )Nis-fib) ) -

Or, d’aprés la seconde partie du théoréme [2.5.32 et puisque tout recouvrement Nisnevich de Spm(k) est scindé, le
second membre de 1’égalité ci-dessus est isomorphe a

H,T(k, hom(U, Sing® (A, (X*")))) = H,T(U, Sing® (A, (X*"))) = H;(Cor(U, X*) ® A).

Le corollaire est démontré. C.Q.F.D.

Soit X une k-variété rigide quasi-compacte. Rappelons qu’on dit que X admet bonne réduction si X posséde un
modéle formel lisse sur £°. On dit que X admet potentiellement bonne réduction s’il existe une extension finie séparable
1/k telle que X ®j [ admet bonne réduction en tant que [-variété rigide. On a le théoréme suivant.

THEOREME 2.5.34 — On suppose que A est une Q-algebre. La catégorie Hoyis(Cpl(PreStr(SmRig/k, A))) (et
done aussi RigDM®T (k, A)) est compactement engendrée (en tant que catégorie triangulée avec sommes infinies) par
les objets Ay, (X) tels que X est une k-variété rigide quasi-compacte admettant potentiellement bonne réduction.

DEMONSTRATION La catégorie triangulée avec sommes infinies Honis (Cpl(PreStr(SmRig/k, A))) est compactement
engendrée par les A4, (U) tels que U est une k-variété rigide quasi-compacte et lisse. Il s’agit de montrer qu’on peut se
restreindre aux k-variétés rigides quasi-compactes admettant potentiellement bonne réduction. On note provisoirement
T(k) la sous-catégorie triangulée avec sommes infinies engendrée par les A4 (X) tels que X est une k-variété rigide
quasi-compacte admettant potentiellement bonne réduction. Notre but est de montrer que A4-(U) € Ob(T(k)) pour
toute k-variété rigide quasi-compacte et lisse U. On divise la preuve de cela en plusieurs étapes.

Etape 1 : On suppose dans cette étape que k est de caractéristique p > 0. Soit k’/k une extension finie purement
inséparable. Par la proposition [2.2.22] le foncteur

— @ k' : AfndCor(k) ® A —— AfndCor(k') ® A
est une équivalence de catégories. On en déduit une équivalence de catégories triangulées
((K'/k)*, (K'/k).) : Honis(Cpl(PreStr(SmRig/k, A))) —— Honis(Cpl(PreStr(SmRig/k’, A))).

Nous allons vérifier que P’équivalence ci-dessus se restreint en une équivalence de catégories T(k) ~ T(k'). Seule
I’essentielle surjectivité demande une preuve.

Soit X’ une k’-variété rigide quasi-compacte admettant potentiellement bonne réduction et montrons que Ay (X’)
est dans I'image de T(k) par (k'/k)*. (Clairement, ceci suffit pour conclure.) Par hypothése, il existe une extension
finie séparable I’ /K telle que Y’ = X’ @y I’ admet bonne réduction en tant que I’-variété rigide. Considérons pourtant
Y’ comme une k’-variété rigide et notons ¢ la transposée du morphisme évident s : Y/ —— X’. Alors, on a sot = [l :
k'] -idxs, ce qui montre que A4.(X') est un facteur direct de Ay-(Y”). 1l suffit donc de montrer que A4, (Y”') est dans
I'image de T(k) par le foncteur (k'/k)*.

Soit I/k la plus grande sous-extension séparable de I’ /k. Alors, 'extension I/l est totalement inséparable et I’ ~
l ® k'. Soit ¢ une puissance de p telle que a? € [ pour tout a € I’. Il s’ensuit que a? € [° pour tout a € I’°. Le g-iéme
morphisme de Frobenius absolu de Spf(I"°) admet donc une factorisation

Frob,

Spf (1) —— Spf(1°) —=— Spf(I"°).

Soit Y un modele formel de Y lisse sur I’°. On pose Y = Y Xgpsrro), e SPE(1°). Clest un [°-schéma formel lisse.
Clairement, le [-affinoide Y = Y, admet bonne réduction. Il s’ensuit que Y, considéré comme k-affinoide, admet
potentiellement bonne réduction. On a donc A (Y) € Ob(T(k)). Par ailleurs, on dispose d’un morphisme

fiY —— Y& I° =Y Opo k°
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qui est en fait, a identification canonique prés, le g-iéme morphisme de Frobenius relatif du I’°-schéma formel Y'. Ainsi,
le morphisme f,, : Y — Y @ k' est fini, surjectif et radiciel. Il induit donc un isomorphisme

A (Y == A (Y @r k') = (K k) A (V).

Ceci permet de conclure.

Etape 2 : On fixe une k-variété rigide quasi-compacte et lisse U. Notre but est de prouver que A,.(U) € Ob(T(k)). On
raisonne par induction sur la dimension de U. Lorsque cette dimension est nulle, il n’y a rien & montrer puisque toute
variété rigide étale sur k admet potentiellement bonne réduction.

Dans cette étape, on démontre un résultat auxiliaire. C’est le suivant : soit V' C U une sous-variété fermée de U de
codimension partout non nulle. Alors, sous I’hypothése de récurrence, le préfaisceau avec transferts A4 (U/U — V) =
A (U) /Ay (U — V) appartient & Ob(T(k)).

Pour démontrer ce résultat auxiliaire, on raisonne par récurrence sur la dimension de V. Le résultat étant trivia-
lement vrai lorsque V vide, on supposera que V' # ). On peut aussi supposer que V est réduite. D’une part, lorsque
k est de caractéristique nulle, le lieu singulier de V est partout de codimension non nulle. D’autre part, lorsque k&
est de caractéristique p > 0, il existe une extension finie purement inséparable k’'/k telle que le lieu singulier de
V! = (V&1 k')req est partout de codimension non nulle. Or, d’aprés la premiére étape de la preuve, il est suffisant
de montrer que Ay (U'/U" — V') € T(K') avec U’ = U @ k'. Ainsi, dans les deux cas, on peut supposer que le lieu
singulier Vg C V est partout de codimension non nulle.

On dispose d’un triangle distingué

Atr(U - ‘/s'ing/U - V) — At'r(U/U - V) — Atr(U/U - Vsmg) — At'r‘(U - ‘/sz'ng/U - V)H_l]

Par la récurrence sur la dimension de V, on sait que Ay, (U/U — Viing) est dans T(k). Il suffira donc de montrer que le
préfaisceau avec transferts
Atr(U - VYSing)

F - Atr((U - ‘/sing) - (V - Vsing))

est dans T(k). Or, on peut écrire la k-variété rigide U — Vg comme I'union d’une suite croissante d’ouverts quasi-
compacts : U —Viing = U, ey Un (avec, bien entendu, (U, )nen un recouvrement admissible de U). On pose V,, = U,NV
et B, = Ay (U /U, — Vi). Alors, on dispose d’un morphisme canonique Colim, ¢y F,, —— F' qui est une équivalence
Nis-locale. Il est donc suffisant de montrer que les Ay (Uy, /U, — V,,) sont dans Ob(T(k)). Ceci nous rameéne a traiter
le cas ou la sous-variété V' est lisse (tout en conservant la quasi-compacité de U).

Soit (U;)ser un recouvrement admissible fini de U par des ouverts quasi-compacts. Il est facile de voir, grace a la
proposition 2.5.1] que F est dans la sous-catégorie triangulée avec sommes infinies engendrée par les préfaisceaux avec
transferts A (Uy/Uj — V), avec J C I fini et non vide, Uy = ;. Ui et V; = VN Uj;. Il est donc suffisant de traiter
le cas des Uy et V. Ainsi, en choisissant un recouvrement (U;);c; suffisamment fin, on peut supposer que U est un
k-affinoide et qu’il existe un carré cartésien

Ve——U

Jr Je
BS x 0 —— BT
avec e étale et o la section nulle de IB%%. Par le lemme [2.2.60} il existe un triangle commutatif

d
By,
o
s
V—U
avec j une immersion ouverte. Le morphisme

§ Ay (B /BL — V) — A (U/U = V)

est alors une équivalence Nis-locale. Il suffit donc de traiter le cas de U = IB%?,.

Remarquons que Ay (BE /BE —V) ~ Ay (BE /BE —0) L@ Ay, (V). De plus, on a Ay, (V) € Ob(T(k)) par la récurrence
sur la dimension de U. Or, T(k) est stable par le produit tensoriel dérivé — @' — car la classe des k-variétés rigides
quasi-compactes admettant potentiellement bonne réduction est stable par produit direct. Il reste donc a vérifier que
A (BY/BE — o) est dans T(k). Comme B¢ admet bonne réduction, il nous reste & montrer que A, (BE —0) € Ob(T(k)).
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La k-variété rigide Bz — o0 est recouverte par les ouverts qu X e (IB}c —0) X Iﬁ%zfr avec 1 < r < d. Les intersections
multiples de ces ouverts sont isomorphes & des produits de s copies de B} et de d — s copies de B}, — 0. On se raméne
ainsi & montrer que A4, (B}, — 0) € Ob(T(k)). Or, le morphisme évident

Aer(BL/B, — 0) — Aur((PR)™/(PL)™ — 0)

est une équivalence Nis-locale. Mais A4 ((P})™) € Ob(T(k)) puisque (Pi)*® admet bonne réduction. De méme
A (PL)™ — 0) =~ Ay ((A})™) est dans T(k) puisque le morphisme évident

Colimye x| Aer (B (0, X)) — Ay ((Af)™)

est une équivalence Nis-locale et que B} (0, ) ~ B}, admet bonne réduction. D’oti le résultat recherché.

Etape 8 : Rappelons une derniére fois qu’on cherche & montrer que Ay,.(U) est dans T(k), avec U une k-variété rigide
quasi-compacte et lisse, et qu’on raisonne par récurrence sur la dimension de U.

Etant donné un recouvrement admissible (U;);c; de U avec I fini et U; des ouverts quasi-compacts, la proposition
montre que Ay-(U) est dans la sous-catégorie triangulée engendrée par les Ay (Uy) avec § # J C I et Uy =
N et U;. Par le corollaire on peut donc supposer qu’il existe un k°-schéma de présentation finie X tel que U
est un ouvert affinoide de [XJ(7)],. On peut méme supposer que U = [X//()],. En effet, il existe un idéal de type
fini # C Ox contenant une puissance de 7 et tel que U est la fibre générique d’un ouvert Zariski U C X' //(7) avec X'
léclatement de .# dans X. Il suffit alors de remplacer X par X' — (X! — U, ) avec X! = (X'/(7))req la fibre spéciale
réduite du k°-schéma X'.

Puisque U est réduit, on peut supposer que X est réduit quitte & le remplacer par X,.q. Quitte & remplacer X
par 'adhérence de X[1/7], on peut le supposer plat sur k°. (Ainsi, le k°-schéma formel X/ (7) devient un modéle
essentiel de U.) On ne restreint pas la généralité en supposant que U est connexe; il s’ensuit que X, = (X/(7))req €st
lui aussi connexe. De méme, en remplacant X par sa composante connexe contenant X,, on peut aussi supposer que
X est connexe. Puisque U est lisse, le lieu singulier (X[1/7])sing de X[1/7] est nécessairement fermé dans X. En effet,
dans le cas contraire, on aurait U N ((X[1/7])sing)*" # @ (I'intersection étant prise dans (X[1/7])*") ce qui contredit
la lissité de U. Ainsi, quitte a remplacer X par X — (X[1/7])sing, on peut supposer que X [1/7] est lisse. Résumons la
situation : on doit montrer que A¢.(U) € Ob(T) pour U = [X//()],, avec X un k°-schéma plat, de présentation finie
et tel que les schémas X[1/7] et X, sont connexes et le k-schéma X[1/7] est lisse.

Par [Ber99, Lemma 9.2],@ il existe un carré commutatif de k°-schémas plats de présentation finie

y ———— X

|

Spec(l°) — Spec(k°)

avec [/k une extension finie et tel que les conditions ci-dessous sont vérifiées.
1. Le schéma Y est intégre et le l-schéma Y[1/7] est lisse.
2. Le morphisme e est projectif et dominant. De plus, il est fini au-dessus d’un ouvert dense de X.

3. Le morphisme f admet une factorisation

(2.94) y=v, Iy, v P ¥ = Spec(l®)

ot les morphismes f, : Y,..; —— Y, sont, localement pour la topologie de Zariski (sur Y;. et Y., 1), la composition
de deux morphismes de schémas affines

Spec(B) BN Spec(Afu, v]/uv — a) — Spec(A)

avec (%) étale, a € A, et u et v des indéterminées.

Par la premiére étape de la preuve, il suffit de montrer que Ay,.(U @y k') € Ob(T(k')) avec k’/k une extension finie
totalement inséparable. En remplacant X par X Qo k’° et Y par (Y ®po k'°)req avec k' /k bien choisie, on peut supposer
que lextension [/k ci-dessus est séparable. En particulier, [Y/(7)], est alors une k-variété rigide quasi-compacte et
lisse.

18. Dans I’énoncé de [Ber99), Lemma 9.2|, le k°-schéma X est supposé propre mais cette condition est superflue. En effet, le cas général
se déduit du cas propre en 'appliquant & une compactification de X.
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Soit Z C X un fermé partout de codimension non nulle tel que Y — e~1(Z) est fini au-dessus de X — Z. On pose
T = e ' (Z). Par étape précédente, Ay, (U) = Ay ([X//(7)],;) appartient & Ob(T(k)) si et seulement si Ay, ([X /) (7)], —
[Z)(m)],,) appartient & Ob(T(k)). Or, le morphisme

e [Y)(m)y = [T)(m)]y — X))y = 2] (7))

est fini surjectif. Il s’ensuit que Ay, ([X//(7)], — [Z/(7)],) est un facteur direct de A ([Y )/ ()], — [T/ (7)],). (En effet,
si ‘e’ est la transposée de €/, on a e’ oe’ = deg(e’) -id.) Or, toujours par l'étape précédente, Ay, ([Y/ (7)), — [T (7)]y)
appartient & Ob(T(k)) si et seulement si A, ([Y/(7)],) appartient & Ob(T(k)).

Pour terminer la démonstration, il nous reste donc a prouver que Ay ([Y/(7)],) € Ob(T(k)). On raisonne par
récurrence sur le cardinal du sous-ensemble S C [0, d — 1] des entiers s tels que f, n’est pas lisse. Lorsque S est vide, YV’
est lisse sur [° et la k-variété rigide [Y/ ()], admet potentiellement bonne réduction ; on a donc bien A4, ([Y/(7)],) €
Ob(T(k)) dans ce cas. Dans la suite, on suppose que S est non vide.

Notons m = max(S) de sorte que Y = Y3 —— Vi, 11 est lisse. Si (V;);er est un recouvrement Zariski de Y, la
proposition 2.5. 1 montre que A¢.([Y//(m)],) est dans la sous-catégorie triangulée engendrée par les Ay, ([Y ]/ ()], avec
0£JCletY;= ﬂjeJ Y;. On peut donc supposer qu’il existe un triangle commutatif

d—1—-m
Yin41

J

Ym+1

Y — A

ot la fleche horizontale est étale. En remplagant la suite (2.94) par

Y — AP —— AT . Y Yoy — ... — Yo,

on se raméne au cas ou m = d — 1. Autrement dit, on peut supposer que fy_1 : Y =Y; — Y; 1 est non lisse. En
utilisant encore une fois la proposition 2.5.1] on peut supposer qu'’il existe un triangle commutatif

Y —— Yi1[u,v]/(uv — a)

g

Yi1
avec a € I'(Yy_1, 0) et ou la fleche horizontale est étale. On peut aussi supposer que Y et Y;_1 sont affines. On pose

Z =Y4-1/(a) ~ (Yy_1[u,v]/(uv — a))/(u,v).

Formons le carré cartésien
E——Y

| |

Z —— Y _1[u,v]/(uv — a).

Alors, FE est étale sur Z. Puisque Z et E sont affines, on peut relever les équations d’une présentation du Z-schéma E
avec autant d’équations que d’inconnues pour obtenir un Y;_j-schéma étale F' qui s’insére dans un carré cartésien

EF——F

|

7 — Yd—1~

On pose alors Y/ = Flu,v]/(uv —a) et Y = (Y xy,_, F) — C ou C est le complémentaire de la diagonale dans
Exz E~FExy, , FCY Xy, , F. On obtient alors deux carrés Nisnevich

Y _ E v Y _ E Yy

| ] |

Y - E—Y, Y - FE——Y'.



198 Motifs des variétés rigides analytiques II

Etant donné que Y — E, Y’ — E et Y” — E sont lisses sur Y;_1, 'hypothése de récurrence (sur la cardinalité de S)
assure que Ay, ([(Y — E)J(m)]y), Aer([(Y' — E)J/(7)]y) et Aer([(Y" — E)J(7)];;) sont dans T(k). Or, les morphismes

A (Y] ()]) Awr (Y ()]) o A (Y] ()]) Awr (Y ()])
A ([(Y" = E) [ (m)]) A ([(Y = E) [ (7)]) A (Y = E) [ (m)]5) A ([(Y" = E) [ (m)]5)

sont des équivalences Nis-locales. On voit donc qu'il suffit de montrer que A4, ([Y'/(7)],) appartient & Ob(T(k)). Ceci
fera I'objet de la quatriéme étape.

Etape 4 : Grace a la troisiéme étape ci-dessus, il nous reste a traiter le cas ot U = P{u,v}/(uv — a) avec P un
k-affinoide lisse et a € T'(P, 0°). Remarquons que d’aprés 'hypothése de récurrence sur la dimension de U, on sait
que Ay-(P) € Ob(T(k)).

On se raméne d’abord au cas o a est inversible. Pour cela, on note Z = P/(a) et V = U/(a). Par la deuxiéme
étape de la preuve, il suffit de montrer que Ay (U — V') est dans T(k). Soit (P;);c; un recouvrement admissible de
P — Z par des ouverts affinoides. En utilisant la proposition m (comme on 'a fait dans la deuxiéme étape de
la preuve), on montre que A (U — V') est dans la sous-catégorie triangulée avec sommes infinies engendrée par les
Atr(Pr{u,v}/(uv — a)) avec J C I fini, non vide et Py = ;. ; ;. D’ott la réduction recherchée.

On suppose donc dans la suite que a est inversible. Le k-affinoide U = P{u,v}/(uv —a) s’identifie alors au domaine
rationnel Dpgy(tla) C P{t}. De plus, le morphisme

Ay (Dpgy (tla)) Ay (P{t})
Aty (Dpyey (alt]a)) Atr(Dpy(alt))

est une équivalence Nis-locale.

Rappelons que T(k) est stable par le produit tensoriel dérivé. Puisque Ay, (P{t}) ~ Ay (B}) @ Ay (P) et que B}
admet bonne réduction, on déduit que Ag.(P{t}) € Ob(T(k)). De méme, vu I'isomorphisme D p 4 (alt) ~ P{t} donné
sur les fonctions par ¢ ~» a~'t, on a également Ay (Dpygyy(alt)) € Ob(T(k)). Enfin, on dispose d’un isomorphisme
Dpyn(altja) ~ Dppy (1]t[1) = OBL donné sur les fonctions par ¢ ~ a~'t. Puisque OB}, admet bonne réduction, on
déduit que Ay (OBL) ~ A4, (0B}) @' Ay, (P) appartient & Ob(T(k)). Ceci achéve la preuve du théoréme. C.Q.F.D.

Le théoréme suivant nous permettra de déduire du théoreme [2.5.32) des informations sur tous les objets de
RigDM ™ (k).

THEOREME 2.5.35 — On suppose que l'une des deux conditions suivantes est satisfaite :

(a) k est d’égale caractéristique nulle et sa valuation est discréte,
(b) A est une Q-algebre.

Alors, la catégorie RigDMEHC(k7 A) est compactement engendrée (en tant que catégorie triangulée avec sommes infinies)
par les motifs M (X2 tels que X est un k-schéma projectif et lisse.

DEMONSTRATION Si X est un k-schéma projectif et lisse, la k-variété rigide X?" est quasi-compacte ce qui entraine
que le motif M (X" est un objet compact de RigDMeH(k:, A). Tl reste & prouver que les motifs M (X)) pour X
projectif lisse, engendrent la catégorie triangulée avec sommes infinies RigDMCﬁ(k, A).

Supposons d’abord que k est d’égale caractéristique nulle et que sa valuation est discréte (i.e., que la condition
(a) de I'énoncé est satisfaite). La catégorie triangulée avec sommes infinies RigDMCH(k, A) est alors engendrée par
les motifs M (X?") avec X des k-schémas lisses. Ceci découle immédiatement des théorémes et et de
Pexistence d’un foncteur triangulé

Las, : RigDAT (k, A) — RigDM" (k, A)

qui envoie le motif sans transferts d’une k-variété rigide lisse sur le motif avec transferts de la méme k-variété rigide.
Pour obtenir le théoréme sous la condition (a), il reste & voir qu’on peut se restreindre aux k-schémas X qui sont
projectifs. Ceci découle du fait bien connu que DMeH(k,A) est engendrée (en tant que catégorie triangulée avec
sommes infinies) par les motifs des k-variétés projectives et lisses (voir par exemple [MVWO06, Definition 14.1]); ce
fait est d’ailleurs encore valable, sans hypothése sur la caractéristique de k, lorsque A est une Q-algéebre.

On supposera donc dans le suite que A est une Q-algébre (i.e., on travaillera sous la condition (b) de I’énoncé).
On note provisoirement 8(k) € RigDM°®™ (k, A) la sous-catégorie triangulée avec sommes infinies engendrée par les
Mef (X3 tels que X est un k-schéma projectif et lisse. C’est donc aussi la sous-catégorie triangulée avec sommes
infinies engendrée par 'image du foncteur Rig* : DM (k, A) — RigDM°®" (k, A). Grace au théoréme il suffit
de montrer que M (U) est dans §(k) pour toute k-variété rigide quasi-compacte et lisse U admettant potentiellement
bonne réduction. On raisonnera par récurrence sur la dimension de U qu’on supposera connexe.
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Soit I/k une extension finie séparable. Etant donné que A est une Q-algébre, A4.(U) est un facteur direct de
A4 (U @ ). 11 suffit donc de montrer que M (U @y, 1) € Ob(8(k)). Par ailleurs, le foncteur (I/k)* posséde un adjoint
a gauche

(1/k); : RigDM®™ (1, A) — RigDM* (k, A).

Le foncteur ({/k); envoie le motif effectif d’une I-variété rigide lisse Y sur le motif de ¥ vue comme k-variété rigide.
On en déduit que ce foncteur envoie 8(1) dans 8(k). Il est donc suffisant de montrer que le motif effectif de U @ [, vue
comme [-variété rigide, est dans 8(I).

De méme, soit k' /k une extension finie purement inséparable. On dispose d’un carré commutatif & un isomorphisme
naturel prés

DM (k, A) —= RigDMT (£, A)

(k’/k)*J J(k'/k)*

DM (1, A) —=, RigDM® (1, A),

ot les foncteurs verticaux sont des équivalences de catégories. Etant donné que 8(k) et S(k’) sont engendrées par les
images de DM®® (k, A) et DM (k/, A), on déduit que (k'/k)* induit une équivalence de catégories entre 8(k) et S(k').
1l suffit donc de montrer que M (U &, k') € Ob(S(K")).

Par la discussion précédente, il est loisible de remplacer la k-variété rigide U par la [-variété rigide U &y, | pour
toute extension finie /k. Ceci servira a plusieurs reprises tout au long de la preuve. Comme premiére application de ce
principe, on peut supposer que U admet bonne réduction et qu’il est géométriquement connexe. Pour la suite, on fixe
U un modéle formel lisse (sur k°) de U. On divise la preuve de M*(U) € Ob(8(k)) en plusieurs étapes. La premiére
étape est une réduction au cas ou la valuation de k est discréte.

Etape 1 : Etant donné un recouvrement ouvert (U;)ie; de U, avec I fini, le motif M (U) est dans la sous-catégorie
triangulée de RigDM®® (k, A) engendrée par M ((U,),) avec 0 # J C I et Uy = Njes Ws- 11 suffit donc de traiter
le cas des (Uy),, ce qui nous permet de supposer que U est affine et qu'il existe un morphisme étale de k°-schémas
formels

e: U — Spf(k°{t1,...,tn})

avec n la dimension de U. ) }

Soit ky C k un sous-corps fermé de k tel que kg est un anneau de valuation discréte et ko ~ k. Par [EGA TV.4]
Théoréme 18.1.2|, le morphisme étale e, : U, — Spec(kl[ty, ..., t,]) s’étend d’une maniére unique en un morphisme
étale

€o - uO — Spf(k‘g{tl, e ,tn}).

De plus, U est canoniquement isomorphe a Uy ®7€8 k° (en tant que Spf(k°{ti,...,t,})-schéma formel).
On dispose d’un foncteur (k/ko)* : RigDM®" (ko, A) — RigDMT(k, A) qui envoie 8(ko) dans $(k). Il suffit
donc de montrer que M ((Up),)) est dans 8(ko). Ceci nous raméne au cas ou la valuation de k est discréte.

Etape 2 : A partir de maintenant et jusqu’a la fin de la preuve, nous supposerons que la valuation de k est discréte.
Soit Z C U, un sous-schéma fermé, partout de codimension non nulle. Dans cette étape, on montrera (sous 'hypothése
de récurrence sur la dimension de U) que l'objet M°T (U, /(U — Z),)) = Ay (U, /(U — Z),,) est dans $(k). On raisonne
par récurrence sur la dimension de Z, le résultat étant évident lorsque Z est vide.

Supposons que Z est non vide. Il existe une extension finie et séparable I/k telle que ] / k est purement inséparable
et le lieu singulier du l-schéma (Z ®j Z)red est partout de codimension non nulle. Il est facile de voir que le motif
M (U, /(U — Z),) est un facteur direct de

*\ reff un _ eff (u®kolo)n
U/k)s(0/%)"M <<u_2)> = (/R)M <(u Bl — (2 z>red>n> |

Quitte & faire un changement de base suivant {/k, on peut donc supposer que le lieu singulier Zy;,, C Z est partout
de codimension non nulle dans Z. Le triangle distingué

Meﬂ((u = Zsing)n/ (W = Z)p) — Meff((u)n/(u —Z)y) — Meff((u)n/(u — Zsing)n) —

et I’hypothése de récurrence sur la dimension de Z nous rameénent au cas ot Z est lisse. Etant donné un recouvrement
ouvert fini (U;);e de U, le motif M°T (U, /(U—2),) est dans la sous-catégorie triangulée de RigDM® (k, A) engendrée
par M (W), /(Uy — Zs),) avec 0 # J C I, Uy = NjesWj et Z; = ZN (Uy)o. On peut donc supposer qu’il existe
un morphisme étale

e: U — Spf(k°{t1,...,tn})
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tel que Z = e;(Spec(klti,. .. tn]/(tnds1,---,tn))). On pose alors Z = e (Spf(k°{t1,....tn}/(tndsis---tn)))-
On obtient ainsi un carré cartésien de k°-schémas formels

Z U

| \

Spf(ko{tl, Ce 7tn7d}) E— Spf(ko{tl, Ce 7tn})

ou la fleche horizontale inférieure est I'immersion fermée donnée par le morphisme de k°-algébres qui envoie ¢;, pour
1 <i<n-—d, surlui-méme et t;, pour n —d+1 <14 < n, sur 0.

Soit V; le produit fibré U X e {t1,0rtn_a} % OU l'on considére U comme un Spf(k°{t1,...,t,_a})-schéma formel via
la composition de

U — Spf(k°{t1,. .. tn}) —— Spf(k°{t1,... tn_q})
avec p le morphisme induit par 'inclusion évidente k°{t1,...,tn—a} < k°{t1,...,tn}. Le k°-schéma formel V; contient

le sous-schéma formel fermé Z §<k°{t1,...,tn_ a2~ AJ[€ avec A ~ Z la diagonale et € son complémentaire. On pose
alors V =V, — £,. On obtient ainsi deux carrés Nisnevich de k°-schémas formels

V—-—2,—V V-2, v
U - Z:a- E— u, Z >A<ko (Spf(ko{tn,dJrl, PN ,tn}) — O) —Z >A<ko Spf(ko{tn,dJrl, e ,tn}).

On en déduit un isomorphisme dans RigDM®T (k, A)

Or, M (B /BY — o) ~ Mef((A{)2" /(A — 0)21) est clairement dans S(k). La conclusion recherchée découle alors de
I’hypotheése de récurrence sur la dimension de U et de la stabilité de §(k) par le produit tensoriel dérive.

Etape 3 : Rappelons qu'on cherche a démontrer que M°f(U,)) € Ob(8(k)) avec U un k°-schéma formel lisse. Une
hypothése qui servira dans cette étape est le fait que U est supposé géométriquement connexe (voir la discussion juste
avant la premiére étape de la preuve).

Comme dans la premiére étape de la preuve, on peut supposer qu’il existe un morphisme étale

e: U — Spf(k°{t1,...,tn}).

Grace a [EGA TV.4, Théoréme 18.1.2], on peut trouver une présentation

U ~ Spf (k:o{tl,...,tn,ul,...,ur})
(.fh LR f?”)
o : . : a(fh'"?f?") . .
avec f; € k°[t1,...,tn,u1,...,u,] et telle que la matrice jacobienne ﬁ est invesible sur U. On note X, le
ULy e ooy Up
plus grand ouvert de
ko[tl tn Uy, ... ur])
Spec < ) ) b ) )
(f17 R f’r‘)
qui est étale sur A}, = Spec(k°[t1,...,t,]). On note X le normalisé de X dans P}, (ot X est considéré comme un

P?,-schéma via la composition de Xg — A}, — P}, ). Par construction, X est un k°-schéma projectif, normal et U
s’identifie & un ouvert du schéma formel X/ (). Quitte a le remplacer par sa composante connexe contenant U, on peut
supposer X intégre. Puisque U est géométriquement connexe, il s’ensuit que X[1/7] est également géométriquement
connexe. (Puisque le k°-schéma X est projectif, ceci entraine aussi que X, est géométriquement connexe, mais nous
n’aurons pas besoin de cela.)

Par le théoréme de de Jong [dJon96l Theorem 6.5, on peut trouver :

1. une extension finie I/k,

2. un [°-schéma projectif et intégre Y a réduction semi-stable de type (1,...,1) (i.e., localement pour la topologie
de Zariski, Y est étale au-dessus de Spec(I°[to, ..., tn]/(to - tn — 0)) avec 6 € V),

3. un morphisme projectif et dominant f : Y —— X qui est fini au-dessus d’un ouvert dense de X.
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Le morphisme f induit un morphisme de [°-schémas f' : Y —— X ®po [°. Puisque X[1/7] est géométriquement
connexe, le morphisme f’ est encore dominant. Ainsi, il est possible de remplacer k, U et X par I, U @0 I° et X @po [°
afin de supposer que [ = k. Autrement dit, dans la suite Y sera un k°-schéma semi-stable de type (1,...,1) (au-dessus
de k°). Bien entendu, on notera 7 au lieu de # 'uniformisante de k°.

Notons D la composante irréductible de X, contenant U,. Soit E une composante irréductible de Y, telle que
D = f(E). Le morphisme E —— D est alors dominant et fini au-dessus d’un ouvert non vide de D. Soit D1 C D un
ouvert non vide tel que f; : By = f~1(D1) —— D; est fini. Quitte & rétrécir Dq, on peut supposer que Dy C U, et
que E7 est contenu dans I'ouvert de lissité du k°-schéma Y. Notons &7 et D; les complétés formels de Y et X en les
sous-schémas localement fermés Fq et Dq. Notons encore f; : £, —— D1 le morphisme évident. C’est un morphisme
fini et surjectif entre deux k°-schémas formels lisses et intégres.

Par la deuxiéme étape de la preuve, M (U,) € Ob(8(k)) si et seulement si M**((Dy),)) € Ob(8(k)). D’autre part,
M ((Dy),) est un facteur direct de M ((&;),)). (En effet, on a (f1), o *(f1), = deg(f1) -id.) Il suffit donc de montrer
que M°T((&1),) € 8(k).

La discussion précédente, nous raméne au cas ou U est un ouvert lisse du complété m-adique X/ (7) d'un k°-
schéma projectif X & réduction semi-stable de type (1,...,1). Notons X° le lieu lisse de X. Alors, U est un ouvert
dense d’une composante connexe de X°/(r). Par la deuxiéme étape de la preuve, il est suffisant de montrer que
M (X0 /(7)],) € Ob(8(k)). Dans I'étape qui suit, on montrera que

(X)),
W (o) < OME,

Ceci terminera la preuve du théoréme puisque [ X/ (7)], ~ (X[1/x])*" par la proposition [1.1.31

Etape 4 : Soit X un k°-schéma formel de dimension n = dim(U) et & réduction semi-stable de type (1,...,1), i.e.,
localement pour la topologie de Zariski, X est étale au-dessus de Spf(k°{to,...,tn}/(to - t, —m)). On note X° le lieu
lisse de X. On montrera dans cette derniére étape que M (X, / X9) est dans 8(k). On raisonne par récurrence sur le
nombre maximal de branches passant par un point de X,. Ce nombre sera noté s(X). Rappelons que pour z € X,, le
nombre de branches passants par x est le plus petit entier 1 < s < n + 1 tel que x admet un voisinage ouvert étale

au-dessus de Spf(k°{to,...,tn}/(to--ts—1 —m)). L’ouvert X° est exactement le lieu des points par lesquels passe une
seule branche. Ainsi, lorsque s(X) =1, on a X = X° de sorte qu’il n’y a rien & démontrer. On supposera dans la suite
que s(X) > 2.

La question étant locale pour la topologie de Zariski sur X, on peut supposer qu’il existe un morphisme étale
e: X — Spf(k°{to,...,tn}/(to-"ta—m))

avec d = s(X) — 1 > 1. Notons Z le sous-schéma fermé de X, défini par les équations tg = --- = t4 = 0; il est étale
au-dessus de Spec(k[tgy1,. .. tn]). Par [EGA IV.4, Théoréme 18.1.2], Z est donc la fibre spéciale d'un k°-schéma
formel Z qui est étale au-dessus de Spf(k°{tg41,...,tn}).

La discussion qui suit la preuve du lemme (dans le cas particulier de la réduction semi-stable stricte) fournit

une équivalence Nis-locale

Xy, N o Spf(k°{to,... . ta}/(to---ta—m))y
Atr ((x_ Z)q) =~ Atr(z’n) L® Atr ((Spf(ko{to,(.). . ,td}d/(to 0 1 i ﬂ_)) — O)n> .

Ceci montre que M (X, /(X — Z),,) est dans 8(k). En effet, 'hypothése de récurrence sur la dimension de U assure
que M°(2,)) € Ob(8(k)). Il reste donc a voir que

N ( Spf(k°{to, .. ta}/(to - ta —m))y
(Spf(k°{to, ... ta}/(to- - ta—m)) — o)y

Le lemme [1.2.38| (valable pour k non nécessairement d’égale caractéristique nulle) et 'existence du foncteur triangulé
La, : RigDA®™ (k, A) — RigDM®®(k, A) nous rameéne a montrer que

) € Ob(8(k)).

M (Spm(k{t1,... tn,t7 ..., ts1})) € Ob(8(k))

pour 0 < s < n. Or, M*T (0B x; B} ~*) est isomorphe & M°T(((A} — 0)*)®"). D’out notre assertion.
Il est maintenant facile de conclure. En effet, on a un triangle distingué dans RigDM®T(k, A) :

M (X = Z)/25) —— M(X, /X)) — M, /(X = Z)) — MEF((X = Z),/25)[+1].

Comme M (X, /(X—2),)) € Ob(8(k)), il suffit de montrer que MEH((DCfZ)n/DC%) est dans 8(k). Or, s(X—Z2) = s(X)—1.
L’hypotheése de récurrence sur s(X) permet donc de conclure. La preuve du théoréme est terminée. C.Q.F.D.
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On déduit du théoréme précédent une caractérisation sympathique des objets B!-locaux dans la catégorie dérivée
des faisceaux Nisnevich avec transferts.

COROLLAIRE 2.5.36 — On garde les hypothéses du théoréme [2.5.535, Un compleze de faisceauz Nisnevich
avec transferts K sur SmRig/k est B'-local en tant qu’objet de D(Stryis(SmRig/k,A)) si et seulement si ses fais-
ceauzr d’homologie sont surconvergents et invariants par homotopie, i.e., H,(K) € OHStryis(k, A). En particulier,
RigDMeH(k, A) est équivalente a la sous-catégorie pleine de D(Stryis(SmRig/k, A)) dont les objets sont les complexes
de faisceaur Nisnevich avec transferts ayant leurs faisceaux d’homologie surconvergents et invariants par homotopie.

DEMONSTRATION Montrons d’abord que la condition est suffisante. On suppose donc que les faisceaux d’homologie
de K sont surconvergents et invariants par homotopie, et on cherche & montrer que K est B'-local. Il suffit de vérifier
que les morphismes

%\Iis(Va K) — Hf\lis(B%h K)

sont inversibles pour tous les k-affinoides V' et tous les entiers relatifs i € Z.
Fixons le k-affinoide V. Comme dans la partie A de la preuve du théoréme [2.5.32] on exploite le fait que les
dimensions cohomologiques des petits sites Nisnevich sont bornées pour se ramener a montrer que les morphismes

le\hs(vv TSTLK) E— H%\Iis (B%/v TSHK)

sont inversibles pour tout n € N et ¢ € Z. (Bien entendu, 7<,, désigne la troncation canonique pour les complexes de
faisceaux Nisnevich avec transferts.) Par ailleurs, le morphisme

H%\Tis(_’ T>—mT<nK) — HiNis(_’ T<nK)
est inversible dés que m > 4. Il est donc suffisant de montrer que les morphismes
H7N1§(Vra TZ—mTSTLK) — H%\Iis (B%/v TZ—mTSnK)

sont inversibles pour tout m, n € N et ¢ € Z. Une récurrence facile (sur le nombre de faisceaux d’homologie non nuls)
nous rameéne en fin de compte a vérifier que les morphismes Hi, (V, F') — H&;.(Bi,, F) sont inversibles pour F un
faisceau d’homologie de K. Ceci découle du théoréme 2:4.9

Montrons que la condition est nécessaire. On sait que RigDMeH(k, A) est équivalente a la sous-catégorie triangulée
Tp1 C D(Stryis(SmRig/k, A)) formée des objets B'-locaux. Notons T, C D(Strnis(SmRig/k, A)) la sous-catégorie
pleine dont les objets sont les complexes de faisceaux Nisnevich avec transferts ayant leurs faisceaux d’homologie
surconvergents et invariants par homotopie. D’aprés ce qui précéde, on sait que T, C Tpi. On doit montrer I'inclusion
inverse : Tg1 C Tp;.

La sous-catégorie T, est stable par sommes infinies. Elle est aussi une sous-catégorie triangulée. En effet, elle est
clairement stable par les foncteurs de suspension et cosuspension. Par ailleurs, étant donné un triangle distingué dans
D(Stryis(SmRig/k, A))

A’ A A" A'[+1]

avec A" et A” dans Tp,, Uobjet A est aussi dans Tp,. Pour montrer cela, on considére la suite exacte de faisceaux
Nisnevich

(2.95) g1 (A”) —5 Hy (A') —— H,y (A) —— Hy (A7) —— H,, 1 (A)

induite par le triangle distingué ci-dessus. Le faisceau H,,(A) est alors surconvergent car c’est une extension de deux
faisceaux surconvergents, & savoir le conoyau de a et le noyau de b. Il vient que est une suite exacte dans
OStryis(k, A). Par le corollaire on en déduit que H,,(4) € OHStryis(k, A) comme souhaité.

On note Locg: le foncteur de B!-localisation (voir [Ayo07bl Proposition 4.2.72]). Par le théoréme JTp1 est
la sous-catégorie triangulée avec sommes infinies engendrée par les objets de la forme Locg: (A (X)), avec X un
k-schéma projectif et lisse. Il est donc suffisant de prouver que Locg: (As(X*)) € Ob(T%,). Par le théoréme

Locg: (A (X3")) est quasi-isomorphe (en tant que complexe de faisceaux Nisnevich avec transferts) a SingIB%1 (Agr (X2M)).
Par le théoréme|2.4.13| les faisceaux d’homologie de Sing;]Bl (A4 (X2™)) sont surconvergents et invariants par homotopie.

Ceci termine la preuve du corollaire. C.Q.F.D.

Le corollaire précédent entraine que la propriété d’étre Bl-local est préservée par les foncteurs de troncation
relativement & la ¢-structure usuelle sur la catégorie dérivée des faisceaux Nisnevich avec transferts. On déduit alors
le résultat suivant.

THEOREME 2.5.37 — On suppose que l'une des deux conditions suivantes est satisfaite :

(a) k est d’égale caractéristique nulle et sa valuation est discréte,
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(b) A est une Q-algebre.

1l existe une unique t-structure sur RigDMeH(k‘, A) qui rend t-exact le foncteur (pleinement fidéle) de B*-localisation
Locg: : RigDM®® (k, A) —— D(Stryis(SmRig/k, A)).

Cette t-structure sera appelée la t-structure homotopique. Elle est engendrée (au sens de [Ayo07d, Définition 2.1.71])
par les motifs MY (U) avec U des k-affinoides lisses. Son ceeur est équivalent & la catégorie OHStryis(k, A) des
faisceaux Nisnevich avec transferts surconvergents et invariants par homotopie.

DEMONSTRATION Seul I'engendrement de la t-structure homotopique par les M°f(U) nécessite une preuve. Soit K
un complexe de faisceaux Nisnevich avec transferts B!-fibrant. Il s’agit de montrer que les deux assertions suivantes
sont équivalentes.

(i) K est dans RigDM®™ (k, A) .o = RigDM®" (k, A) N D ((Stryis(SmRig/k, A)).

(ii) homRigDMeff(k’A)(MEH(U)[n], K) =0 pour tout n € N et tout k-affinoide lisse U.

Comme K est B'-fibrant, on a
homRigDMCff(kA,A) (MGH(U) [n], K) ~ Hp(K(U)).

Or, H,,(K) est le faisceau Nisnevich associé au préfaisceau U ~» H,, (K (U)). Ceci montre 'implication (ii) = (i).

Réciproquement, supposons que la condition (i) est vérifiée. Alors, le morphisme K —— 7<_1 K est un quasi-
isomorphisme. Soit 7<_1K —— I une résolution injective dans la catégorie des faisceaux Nisnevich avec transferts.
On a alors un isomorphisme K ~ I dans D(Stryis(SmRig/k, A)) et I est un complexe d’injectifs tel que I,, = 0 pour
n > 0. Comme I est encore B'-fibrant, on a homg;epnerr (s ) (M (U)[n], K) ~ H,(I(U)) = 0 pour n > 0. Ceci
montre Pimplication (i) = (ii). C.Q.F.D.

2.5.3 Théoréme de simplification ou le « cancellation theorem »

Soit k& un corps valué complet dont la valuation est supposée non triviale. Dans ce paragraphe, on démontre le
théoréme de simplification (alias « cancellation theorem ») dont la version algébrique, due & Voevodsky, est bien
connue (voir [VSF00, [Voe02]). On pose T = Ay-((A} — 0)™,1); c’est le préfaisceau avec transferts (2.88)) que nous
avons noté 72" auparavant. Le théoréme de simplification s’énonce comme suit.

THEOREME 2.5.38 — On suppose que l'une des deuz conditions suivantes est satisfaite :
(a) k est d’égale caractéristique nulle et sa valuation est discréte,
(b) A est une Q-algebre.

Soient M et N deuz objets de RigDMeﬁ(kz, A). Alors, homomorphisme évident

(296) homRigDMe“(k,‘,A) (M, N) — homRigDMe“(k,‘,A) (T ®t7" ]\47 T ®f,7’ N)
est bijectif.

On note RHom(—, —) le bifoncteur « hom interne » dans la catégorie monoidale symétrique RigDMeH(k,A).
Il s’agit de la variante dérivée du bifoncteur « hom interne » FHom(—,—) dans la catégorie monoidale symétrique

des préfaisceaux avec transferts : pour K et L des complexes de préfaisceaux avec transferts, RHom(K, L) s’iden-
tifie & FHom (K cop, Lp1_fip) 00 Koo est un remplacement projectivement cofibrant de K et Lgi_g, un remplacement
projectivement B!-fibrant de L.

Revenons a la situation du théoréme Par adjonction, on a

homRigDMeff(k,A) (T ®tr M, T ®t7‘ N) ~ homRigDMeff(k,,A) (M, R%Om(T, T ®tr N))

et, modulo cette identification, le morphisme ([2.96)) est induit par le morphisme d’unité N —— RHom(T,T ®'" N).

Grace au lemme de Yoneda, le théoréme [2.5.38] équivaut & I’énoncé suivant.

THEOREME 2.5.39 — On garde les hypothéses du théoreme [2.5.38, Pour tout objet K de RigDM®™ (k, A), le
morphisme d’unité K —— RHom(T,T @' K) est inversible.

Pour démontrer le théoréme nous allons adapter la méthode de [Voe02] & la géométrie rigide. Etant donné
A € /]kX] avec A > 1, on note Crg()) Pouvert affinoide de (A} — 0)® dont les points rationnels a valeurs dans une
extension finie [/k sont les a € [* avec A™! < |a| < A. C’est donc la couronne de grand rayon \ et de petit rayon A =1
(que nous avons notée Cri(o, \™1, \) auparavant). Pour une k-variété rigide lisse B, on pose Crp()\) = Cry(\) X1 B.
Comme d’habitude, on note A4 (Crp(N), 1) le conoyau du morphisme Ay-(B) — Ay (Crp())) induit par la section
unité. On obtiendra le théoreme [2.5.39] comme conséquence de la proposition suivante.
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PROPOSITION 2.5.40 — Soient B une k-variété rigide lisse, X une B-variété rigide lisse et \,v € \/|k*]| avec
v > A > 1. Considérons le morphisme de préfaisceauz avec transferts sur SmAfnd/B

(2.97) §: A (X) — Hom (A (Crp(N), 1), Ay (Crp(v),1) @ Ay (X)),
qui & une correspondance finie « € Corg(U, X) ® A associe le morphisme de préfaisceauz avec transferts
t®@a: Ay (Crp(N),1) @7 A (U) — Ay (Crp(v), 1) @ Ay (X)

avec v : Crp(X) — Crp(v) Uinclusion évidente. Alors, on obtient un quasi-isomorphisme de préfaisceaux avec transferts
1
sur SmAfnd/B en appliquant le foncteur Sing” 4 (2.97).

On obtiendra la proposition [2.5.40] & la suite de plusieurs lemmes. Nous allons d’abord construire une rétraction
au morphisme (2.97)). On utilisera pour cela le résultat suivant.

LEMME 2.5.41 — Soitn € N tel que A™ > v. Considérons le morphisme e, : Cri(A) —— Cri(A\") d’élévation d la
puissance n et notons G, C Crp()\) xx Cri(A\") son graphe. Soit U un B-affinoide lisse et soit Z C Cry()\) x g Crx (v)
un sous-affinoide, intégre, fini et surjectif sur une composante connexe de Cry(N). Notons

p: Cry(A\) xg Crx(v) — Cri(N) X Cr(A")

le morphisme évident. Alors, toutes les composantes irréductibles de lintersection ZNp~1(G,,) sont finies et surjectives
sur U.

DEMONSTRATION On ne restreint pas la généralité en supposant que U est connexe. Le fermé G,, est défini par
I'annulation de la fonction ¢; — 7 avec t; et ta les coordonnées de Cri(A) et Cri(A™) respectivement. Il s’ensuit que
ZNp~YG,) est partout de dimension supérieure ou égale & dim(U). Il est donc suffisant de montrer que ZNp~1(G,,)
est fini sur U (ce qui entrainera en particulier qu’il est partout de dimension égale a dim(U)).

Etant donné que Z est fini sur Cry()\), on déduit que Z N p~(G,) est également fini sur Cry()\). Appelons T
I'image de Z Np~1(G,) dans Cryy()); il est suffisant de montrer que le k-affinoide T est fini sur U. Remarquons pour
cela que

p 1 (Gn) = p7 ' ((Cri(N) X5 Cri(v)) N Gy) € p~H(Cryp (/™) X4 Cry(v)) = Cry (V™) X Crx (v).

Ainsi, on a Z N p~Y(G,) C Cry(vY/") x5 Crx(v), ce qui entraine que T est contenu dans Cry(vY/"). Puisque T est
fermé dans Cry (), on peut appliquer le lemme [2.5.42f ci-dessous pour conclure. C.Q.F.D.

LEMME 2.5.42 — Soient \, N € \/|k*] avec1 < X < X. Soit U un k-affinoide et soit T C Cry(N) un sous-affinoide
fermé. On suppose que T est contenu dans Cry(N'). Alors, T est fini sur U.

DEMONSTRATION On identifie Crg()\) & un ouvert affinoide de (P})®" de la maniére usuelle. On a un recouvrement
admissible
(Pr)* = Cri(A) UBL(0,A™") UBj(c0, A1)

avec o = [1: 0] et oo = [0 : 1]. (Ci-dessus, Bj. (0o, A™!) désigne le complémentaire dans (P4 )" de B4 (0, A)°.) Remarquons
que Cri(N) N (Bi(o, "1 [IB}(c0,A71)) = 0. Identifions T avec son image dans (Pf;)*". L’hypothése de 'énoncé
entraine que 7N (B} (0, A=) [ B} (00, A71)) = 0. 1 vient que T est un fermé de (Pf;)*". La projection T — U est
donc l'analytifié d’un morphisme projectif. Comme T est un U-affinoide, il est nécessairement fini sur U.  C.Q.F.D.

Soit Z = Spm(A) un k-affinoide intégre et soit f € k(A). (On rappelle que k(A) désigne le corps des fractions
rationnelles de A.) On note Div(f) le diviseur associé a f. C’est une combinaison linéaire de sous-affinoides fermes et
intégres de Z. Lorsque f € A, ce diviseur est effectif.

DEFINITION 2.5.43 — Gardons les notations de la proposition[2.5.40. Soit U un B-affinoide lisse et soit n € N
tel que \™ > v. On définit un homomorphisme

¢n : Corp(Cry(A),Crx(v)) — Corp(U, X)

en spécifiant les images des correspondances finies élémentaires de la maniére suivante. Notons t1 et ty les coordonnées
de Cri(\) et Cr(v) respectivement. Soit Z C Cry()\) xp Crx (v) un sous-affinoide intégre, fini et surjectif sur une
composante conneze de Cry (N). Par le lemme toutes les composantes irréductibles du support du cycle Div((ta—
t7)|z) sont finies et surjectives sur U. On définit donc une correspondance finie ¢,([Z]) € Corp(U, X) en posant

On([2]) = q«(Div((t2 — 17) 2))
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avec q : Cry(\) xgCrx (v) — U xp X la projection évidente et q. lapplication « image directe » des cycles a
support propre relativement o U X X .

LEMME 2.5.44 — Gardons les notations de la définition [2.5.]3 Le morphisme ¢, définit un morphisme de
préfaisceauz avec transferts sur SmAfnd/B

(2.98) ¢n : Hom(Asr(Crp(A)), Air(Crx (v))) — Asr(X).

DEMONSTRATION Il faut vérifier que ¢, est compatible & l'action des correspondances finies. Soient U, V deux
B-affinoides lisses, a € Corg(U, V) et 5 € Corp(Cry(N), Crx(v)). Il faut prouver I’égalité

(rbn(ﬂ) o= ¢n(ﬂ © (id(Crk(/\) ® a))

On peut supposer que « = [T] et 8 = [Z] sont des correspondances finies élémentaires. On considére le diagramme
commutatif

R Z Crx(v)

| ]

Crp ()\) — Cry ()\)

J

Cry (M)

ouR=27 >A<(CTV(,\) Crr()\) = Z xy T. Notons (R;);cr la famille des composantes irréductibles de R et m; la multiplicité
de Serre de R;. Notons f = (to — 1)z et g; = fir,. Dans le groupe abélien librement engendré par les fermés
irréductibles de R, on a :

(T = V)"Div(f) = (Crr(A) = Cry (V)" Div(f) = > mDiv(g;)
il

avec (T — V)* et (Crp(A) = Cry(A))* les « pull-back » des cycles. On en déduit que

on([Z]) o [T) = (R — U x5 X).((T — V)*Div(f)) = Zmi(Ri — U xp X).Div(g;) = ¢n([Z] o [Crr(N)]).
i€l

Le lemme est démontré. C.Q.F.D.

Soit 1 € 4/|k*| avec p > 1. On note ¢ la composition de Cry(u) — Spm(k) 5, Cri(p). On a clairement
coc = ¢, de sorte que ¢ : Ay (Cry(p)) — Apr(Cry (1)) est un projecteur dans la catégorie des préfaisceaux avec
transferts sur SmAfnd/B pour toute B-variété rigide lisse Y. Le préfaisceau avec transferts Ay, (Cry (1), 1y) s’identifie
a 'image du projecteur complémentaire d = id — ¢ : A4 (Cry (1)) — A4 (Cry (u)). Le projecteur d se factorise alors
de la maniére suivante

Arr(Cry () == Aur(Cry (), 1y) —= A (Cry (p)).
On notera 6 : Ay (X) — Hom (A (Crp(N)), Ay (Cry (v))) le morphisme évident déduit de I'unité de I'adjonction

et de l'inclusion ¢ : Crg(A\) < Crg(v). Ce morphisme est lié au morphisme ¢ de la proposition [2.5.40 par les deux
diagrammes commutatifs

Atr(X) M(Atr(ch()‘)v 1B)7Atr(crx(’/)7 ]-X))

SJ Jﬂfom(ayid)
Ftom(Ar(Crp(N), A (Crx (1)) — 2 Gom (A (Crp(A), Aw(Crx (v), 1x)),

A (X)

SJ J?Com(id,b)
FHom(b,id)
Hom (A (Crp(N)), Ar(Crx (v)) ——————— Hom (A4 (Crp(A), 15), At (Crx (v))).

Hom (A4 (Crp(A), 1), Ay (Crx (v), 1x))

On dispose également de deux morphismes canoniques

Hom(a,b) : Hom(Asr (Crp(A), 18), Ar(Crx (v), 1x)) — Hom(Ayr (Crp(N)), A (Crx (v))),
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FHom(b,a) : Hom (A (Crp(N)), Aer(Crx (v))) — Hom(Ay-(Crp(N), 15), At (Crx (v), 1x)).

On a les formules
Hom(a,b) = Hom(id, b) o Hom(a,id) = Hom(a,id) o Hom(id, b),

Hom(b, a) = Hom(id, a) o Hom(b,id) = Hom(b,id) o Hom(id, a).

De plus, le morphisme composé Hom(b, a) o Hom(a,b) est 'identité de Hom(Ay-(Crp(A),15), Ay (Crx (v), 1x)) alors
que le morphisme composé Hom(a,b) o Hom(b,a) = Hom(d, d) est un projecteur de Hom(Ay-(Crg(A)), Ay (Crx (v)))
dont I'image est donnée par Jom(As-(Crp(A),15), Ay (Crx(v),1x)).

LEMME 2.5.45 — On a les égalités ¢, o Hom(id,d) o § = ¢,, o Hom(d,id) 0 6 = ¢,, o Hom(d,d) o § = —id.

DEMONSTRATION Soit U un B-affinoide lisse et soit Z C U X 3 X un sous-affinoide fermé, intégre, fini et surjectif sur
U. 1l s’agit de calculer la correspondance finie

(2.99) én([Graph(t) X1, Z]) — ¢n([Graph(co 1) Xi Z]) = ¢, ([Graph(s) X, Z]) — ¢, ([Graph(c o ¢) X Z]).

Notons comme ci-dessus t; et t2 les coordonnées de Cry(A) et Cry(A™). La restriction de (t2 — t}') suivant 'immersion
diagonale (id, ¢) : Crg()\) < Cr(A) xj Cri(A") est égale a t; — 7. La restriction de la méme fonction suivant (id,¢oc)
est égale a 1 — t7. Or, Div(t; — t7) = [Cri(N)/(t1 — t7)] @ [Z] et Div(1 — t7) = [Crr(N)/(1 — t7)] @ [Z]. 11 vient que la
correspondance finie est égale a

(2.100) dimy, (T(Cri(A), €)/(t1 = 17)) - [2] = dimy(T(Cry(X), €) /(1 = 1)) - [Z].

D’une part, la dimension (en tant que k-espace vectoriel) de la k-algebre finie I'(Cri(A), €)/(t1 — t7) est n — 1 car ¢4
est inversible. D’autre part, la dimension de la k-algébre finie I'(Crg(X), €)/(1 — t7) est n. On en déduit que (2.100)
est égale & (n — 1) - [Z] — n - [Z] = —[Z]. Le lemme est démontré. C.Q.F.D.

COROLLAIRE 2.5.46 — On a la relation ¢, o Hom(a,b) o d = —id.

DEMONSTRATION Ceci découle immédiatement des égalités

Hom(a,b) o § = Hom(id, b) o Hom(a,id) o § = Hom(id, b) o Hom(id, a) o § = Hom(id, d) o &

et du lemme 2.5.45] C.Q.F.D.

Vu le corollaire [2.5.46) on prouvera de la proposition [2.5.40, en montrant que le morphisme de complexes de
préfaisceaux avec transferts

SingB1 (6 0 ¢y, 0o Hom(a, b))
est homotope & —id. Par (la preuve de) la proposition [2.2.52| il suffira de construire une B!-homotopie (& droite)

Hom(Aer (Crp (), 18), Atr(Crx (v),1x)) — Hom(Ae(Bp) @ Aer(Crp(N), 1), A (Crx (v), 1x))

entre 6 o ¢,, 0 Hom(a,b) et —id. Etant donné que Hom(b,a) (resp. Hom(a,b)) est un épimorphisme (resp. monomor-
phisme) scindé, il suffira de construire une B!-homotopie (& droite)

(2.101) h 2 Hom(Aw (Crp(\)), A (Crx (V) —— FHom(Ay (BY %5 Cri (M), Aw(Crx (M)

entre

FHom(a,b) o (8 0 ¢y, 0 Hom(a,b)) o Hom(b,a) = Hom(id,d) o 6 o ¢,, o Hom(d, d)
et Hom(a,b) o (—id) o Hom(b,a) = —Hom(d, d).

Notons Cr2 (i) = Cr(p) x5, Cry(p) et Cri(n) = Cri(p) X, T. Appelons 7 la permutation des facteurs de Cr(u).
On dispose des projecteurs d = d ®@id et d’ = id ® d de Ay.(Cri(p)) = Ay (Crp(p)) @ Ay (Crp(p)). On a la relation
d’ = tod or. On notera aussir = d' od” = d”"od’ = d®d. On dispose d’un morphisme de préfaisceaux avec transferts

0" : Hom(Aer(Crp(N)), Aer(Crx (1)) — Hom(Ae (Cr(N)), Aer(Crk (1))

qui & une correspondance finie v € Corg(Cry (), Crx (v)) associe t ® v avec ¢ : Crg(\) < Crg(v) Uinclusion évidente.
On dispose également d’un morphisme de préfaisceaux avec transferts

¢+ Hom(Ar (Cr(N)), A (Crk (v))) — Hom(Aw (Crp(N)), Aer (Crx (1))
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qui & une correspondance finie v € Corp(Crf (A), Cr (v)) = Corp(Creyy, (1) (A), Creey (1) () associe ¢p, (7). Le lemme
2.5.45| montre que ¢/, o Hom(d',d') o &' = —id. On en déduit que

¢ o Hom(r,r) 08 = ¢!, o Hom(d d')o Hom(d",d")od
= ¢y, 0 Hom(d',d') 0 8" o Hom(d, d)
= —Hom(d,d).
On a par ailleurs le lemme suivant.
LEMME 2.5.47 — On a la relation ¢, o Hom(t,7) o Hom(r,r) 0 &' = Hom(id,d) o 6 o ¢,, o Hom(d, d).
DEMONSTRATION Soit U un B-affinoide lisse et soit a € Corp(Cry (M), Crx (v)) une correspondance finie. On a
Hom(r,r)od' (a)=(t—cot)®(a—coa—aoc+coaoc).
Etant données des correspondances finies v € Cor(Cry()), Crg(v)) et 3 € Corpg(Cry (M), Crx (v)), on a la formule

¢, © Hom(r,7)(v ® B) =7 @ 6n(B).
Il vient que
¢!, o Hom(r,7) o Hom(r,r) 0 d'(a) = (t —cot) ® (pp(a —coa—aoc+coaoc))
= Hom(id, d) 0 6 o ¢y, o Hom(d, d)(cx).
Le lemme est démontré. C.Q.F.D.

Par la discussion précédente, la proposition [2.5.40| découlera de I’existence d’une B'-homotopie & droite (2.101))
entre ~ ~
¢, oHom(r,r)od et ¢, o Hom(r, 7)o Hom(r,r)od .

Etant donné que ro7 = 7or, il suffit de montrer que Hom(ror, roT) et Hom(r,r) sont B-homotopes. Ceci découlera
du lemme ci-dessous.

LEMME 2.5.48 — Les correspondances finies r o 7 et —r dans Corg(Cr?(u), Cri(u)) sont B-homotopes (pour
w>1 dans \/|k*|).

DEMONSTRATION Pour u' > p, Uinclusion ¢ : Cri(p) < Crg(x') induit un isomorphisme dans moRigCor(k). Ceci
découle de la proposition 2.3.17| qu’on applique aux inclusions de couronnes

Cri(pu) = Cri(o,u™ 1) = Cri(o, " ") et Cri(o,u'™", p) = Crg(o,p' ™", ') = Crp (i)

Il suffit donc de montrer que les correspondances finies r o v o7 : Cri(u) — Cri(u') et —r o : Cr2(u) — Cri (/)
sont B'-homotopes.
Considérons la correspondance finie o : Cr? (1) —— Cri (u®) donnée sur les points k-rationnels par

OZ({Ly) = (x,y) + (yvx) - (acy, 1) - (ny)

On vérifie immédiatement que roa = rot+rovor (avec /' = pb). Il est donc suffisant de montrer que « est
B!-homotope & zéro. Pour ce faire, on considére le diagramme de k-affinoides

Cry () xi Bi(0,p*)[z]  w
(22 — 52 +p)

J@

f ~
Cr3 (u*) — Cry(u*) %3 By (0, %)

Cr (1)

tel que :
— p (pour produit), s (pour somme) et (t1,t2) désignent les coordonnées de Cry(u?), B} (o, u?) et Crz(u®),
— z est une indéterminée,
— e est le morphisme évident,
— f est le morphisme défini par f(z,y) = (zy,z + y),
— u correspond au morphisme de k-algébres affinoides donné par t; ~» z et ty ~» s — 2 = pz L.
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11 est clair que e est fini et surjectif; on peut donc considérer la correspondance finie transposée ‘e. Un calcul facile
montre que u o ‘e o f est la correspondance finie B : Cri(u?) —— Cri(u®) donnée par B(z,y) = (z,y) + (y,).
(Autrement dit, 3 = v o (id + 7) avec ¢ : Crz(u?) < Cr? (%) I'inclusion évidente.)

A présent, considérons le morphisme g : Cr2(u) — Cr?(p?) donné par g(z,y) = (zy, 1). Puisque la projection
Cry(u?) x5 Bl (0, u?) — Crg(u) est un isomorphisme dans moRigCor(k), on déduit que le carré

Cr} (12) L Cri(u) %1, BL (o, u?)
commute & B'-homotopie prés. Il s’ensuit que la correspondance finie
Bo(t—g)=uo'eofo(t—g)
est B'-homotope & zéro. Or, on a clairement o = B o (1 — g). Ceci termine la preuve du lemme. C.Q.F.D.

Expliquons & présent comment déduire le théoréme [2.5.39| de la proposition [2.5.40 L’inclusion évidente Cry(\) —
(A} — 0)™™ induit un isomorphisme A (Cry(N),1) >~ A ((Af — 0)*,1) = T dans RigDM® (k, A). 11 suffira donc de

montrer que le morphisme
(2.102) K —— RHom (A (Crip(N), 1), A (A}, — 0)*", 1) " @' K)

est inversible. La sous-catégorie pleine de RigDMEH(k,A) formée des objets K rendant (2.102)) inversible est une
sous-catégorie triangulée stable par sommes infinies. Ainsi, grace au théoréme [2.5.35] il suffit de montrer que (2.102)
est inversible pour K = A4, (X?)[0], ot X est un k-schéma lisse. Dans ce cas, le morphisme (2.102)) s’écrit

(2.103) Apr(X*) — Hom (A (Cre(N), 1), (A (Ak — 0x)™,1x))B1-fib) -

Par la premiére partie du théoréme [2.5.32) un remplacement B!-fibrant de A.((AY — 0x)®", 1xan) est donné par

un remplacement Nis-fibrant de Sing]Bg1 (At (A — 0x)™, 1xan)). De plus, par la deuxiéme partie du théoréme [2.5.32]
le morphisme

3om (Aer(Cry(N), 1), Sing® (A (A = 0x)™, Lxon)))

|

o (Aor(Con() 1), (S0 (A (A o)™ L)) )
est une équivalence Nis-locale. Il est donc suffisant de prouver que
Apr (X*) — Hom (A”(crk(x), 1), Sing® (A (A — 0x)™, 1Xm,)))
est une équivalence B'-locale. Or, on dispose d'un carré commutatif

Ap (X)) —— Hom (Atr((Crk()\), 1), Sing® (A (AL — ox)™, 1Xa,,)))

o] |

. 1 (2) . B! ¢
Sing® (Agr (X)) —— Sing” (Hom(As (Cri(N), 1), A (Al — 0x), 1xan))) .

D’aprés le lemme [2.5.31} la fleche (1) est une équivalence B!-locale. Par ailleurs, la fléche (2) est la colimite filtrante,
quand v € /|kX| tend vers I'infini, des morphismes

Sing™ (Apr (X)) — Sing® (Hom(Ae (Cri(N), 1), Agy(Crxan (v), Lxar))

qui sont des quasi-isomorphismes par la proposition Ceci termine la preuve du théoréme
Le corollaire suivant est une conséquence immeédiate du théoréme de simplification (i.e., le théoréme [2.5.38) et de

la proposition [2.5.29]
COROLLAIRE 2.5.49 — On suppose que l'une des deux conditions suivantes est satisfaite :
(a) k est d’égale caractéristique nulle et sa valuation est discrete,
(b) A est une Q-algebre.
Alors, le foncteur de suspension infinie Susy. : RigDMEH(k, A) — RigDM(k, A) est pleinement fidéle.
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2.5.4 Description en termes de motifs algébriques

Soit k un corps valué complet dont la valuation est supposée non triviale. On fixe m € kY —{0}. Dans ce paragraphe,
on identifie, & équivalence prés, certaines sous-catégories triangulées de RigDMEH(k, A) avec des sous-catégories tri-
angulées de motifs algébriques relatifs au-dessus de certains k-schémas simples (et plus précisément, des produits de
Guj)- Le résultat le plus complet dans cette direction est I’analogue avec transferts de la premiére partie de la scholie
(voir le théoréme ci-dessous). Ici encore, la validité de ce résultat nécessite 'hypothése que k est d’égale
caractéristique nulle et que sa valuation est discréte. Un résultat partiel, mais valable pour certains corps k d’égale
caractéristique quelconque, sera également établi dans ce paragraphe (voir le théoréme ci-dessous).

La définition suivante est la variante avec transferts de la définition (En effet, on peut se restreindre ci-
dessous aux entiers n négatifs; on a alors M(—)(n)[n] = Sus;" (A (—)).)

DEFINITION 2.5.50 — Supposons que k est un corps de caractéristique nulle. On appelle QUDM(I::,A) la sous-
catégorie triangulée avec sommes infinies de DM(Gyy, A) engendrée par les motifs M(QI™ (X, f))(n) avec n € Z,
r € N—{0}, X un k-schéma lisse et f € T(X, 0%). (On rappelle que QU™ (X, f) est le Gy = Spec(k[T, T~'])-schéma
X[T, T~Y,V]/(V" = fT) ; voir la notation ) Les objets de QUDM(I:;, A) sont appelés les motifs quasi-unipotents
de DM(Gpy 7, A).

Voici le premier théoréme de ce paragraphe.

THEOREME 2.5.51 — Supposons que k = ];7((7‘()) est le corps des séries de Laurent en 7 a4 coefficients dans un
corps de caractéristique nulle k. Le foncteur composé

(2.104) 5 QUDM(I%,A) — DM(Gpz, A) -, DM(k, A) Ri*g: RigDM(k, A)
est une équivalence de catégories.

DEMONSTRATION On prouvera le théoréme en se ramenant a la premiére partie de la scholie On utilisera pour
cela le couple de foncteurs adjoints (a4, 04-) d’ajout et d’oubli des transferts. Rappelons que DA (S, A), pour un schéma
noethérien S, désigne la catégorie homotopique stable des motifs de S-schémas lisses & coefficients dans la catégorie
des complexes de A-modules. Rappelons aussi que QUDA(E,A) désigne la sous-catégorie triangulée avec sommes
infinies de DA(Gyj, A) engendrée par les M(QI™ (X, f))(—p) =~ Sush(Q4™ (X, f) @ A)[p] avec p e N, r e N— {0}, X
un k-schéma lisse et f € I'(X, 0*). La scholie affirme que le foncteur composé

(2.105) §: QUDA(E, A) <5 DA(Gpz, A) —— DA(k, A) % RigDA(k, A)

est une équivalence de catégories.
On dispose d’un carré commutatif & un isomorphisme canonique prés

QUDA (i, A) —— RigDA(k, A)

LatrJ \Lat,,

QUDM(E, A) —— RigDM(k, A).

Le foncteur La; de gauche (resp. de droite) envoie un systéme de générateurs compacts de QUDA(/%,A) (resp.
RigDA (k, A)) sur un systéme de générateurs compacts de QUDM(k, A) (resp. RigDM(k, A)). Comme (2.105]) est
une équivalence de catégories, on déduit que envoie un systéme de générateurs compacts de QUDM/(k, A)
sur un systéme de générateurs compacts de RigDM(k, A). Par le lemme il est donc suffisant de prouver que
I’homomorphisme

hompm(g,, ;,4)(4; B) — homgigpm(k,a) (§(A), §(B))

est bijectif pour A = Lay,.(Ag) et B = Lay,(By) avec Ay et By des objets compacts de QUDA (k, A).

Par le corollaire tout objet compact K de QUDA(I%, A) admet un dual fort KV. Etant donné que Lay, et
§ sont des foncteurs monoidaux symétriques et unitaires, Lag-(B) est un dual fort de Lay.(Bo) et § o Lag-(BY) est
un dual fort de § o Lay,(Bp). En prenant Co = Ay ® By, on voit qu’il est suffisant de prouver que 'homomorphisme

hompm(g,,;.4)(Cs 1) — homgignpm(k,a) (§(C), F(1))
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est bijectif pour tout C = Lay-(Cp) avec Cy un objet compact de QUDA(I;:7 A). (Ci-dessus, on a préféré noter 1 au
lieu de A(0) I'objet unité de DM(Gj, A).) Pour ce faire, considérons le diagramme commutatif

hompnmg,,;,a)(C; 1) ————— homgigpm(k,a) (F(C), F(1))

%

~ homgigpa (k,1)(§(Co), Ro-(F(1)))

I(b)
(a)

hompa (G,,;.A)(Co; Rog (1)) — homgigpa (r,a) (F(Co), F(Roy-1)).

Les isomorphismes verticaux sont déduits de I'adjonction (La., Rog,). L’homomorphisme (b) est induit par la transfor-
mation naturelle § o Ro;,. —— Roy,- o § obtenue par adjonction de I’isomorphisme de commutation § o Las,. >~ Lag-0F.
Vu que § est la restriction de LRig" oL7* aux motifs quasi-unipotents au-dessus de G, cette transformation naturelle
est inversible d’aprés les propositions et ci-dessous.

Pour terminer, il reste donc & montrer que ’homomorphisme (a) est inversible. Compte tenu de la scholie
il suffit de vérifier que Roy,-(1) est dans QUDA(I%7 A). Or, grace a la proposition ci-dessous, on dispose d’une
chaine d’isomorphismes

Rog- (1) =~ Rog. o Lg™ (1) ~ Lg* o Roy, (1)

ot q: Gy — Spec(l;) est la projection évidente. Ceci permet de conclure puisque 'image de opération Lg* :
DA(k,A) — DA(Guj,A) est contenue dans la sous-catégorie QUDA (K, A). C.Q.F.D.

Les propositions [2.5.52] et [2.5.55] ci-dessous ont servi dans la preuve du théoréme précédent.

PROPOSITION 2.5.52 — Soit f : Y —— X un morphisme régulier (i.c., plat a fibres géométriques réguliéres)
entre schémas noethériens réguliers et de dimension de Krull ﬁm‘e.ﬁ Alors, la transformation naturelle

Lf* [¢) ROtr — Rotr ] Lf*,

entre foncteurs de DM(X, A) dans DA(Y, A), est inversible.

DEMONSTRATION Supposons d’abord que f est de type fini. C’est donc un morphisme lisse. Les foncteurs Lf*
admettent alors des adjoints & gauche Lfy. (Voir [Ayo07bl Section 4.5] pour les motifs sans transferts; le cas des
motifs avec transferts se traite de la méme maniére.) Le foncteur Lf; envoie le motif sans (resp. avec) transferts d'un
Y-schéma lisse Y’ sur le motif sans (resp. avec) transferts de Y’ considéré comme un X-schéma lisse. Ainsi, les foncteurs
Lf; commutent & I'ajout des transferts, i.e., on a un isomorphisme canonique L fj o La;,. ~ Lay, o Lf;. Par adjonction,
on obtient un isomorphisme Lf* o Ros. ~ Roy,. o Lf*. On vérifie aisément que cet isomorphisme est la transformation
naturelle de I’énoncé (i.e., celle déduite de I'isomorphisme Lf* o Lay, ~ Lay. o Lf*).

Revenons au cas général. En utilisant le cas des morphismes lisses et plus précisément celui des immersions ouvertes,
on déduit que la question est locale pour la topologie de Zariski sur X et Y. On peut donc supposer que X et Y sont
des schémas affines. Par le théoréme de Popescu [Pop85| [Pop86], Y est la limite d’un systéme projectif cofiltrant de
X-schémas affines et lisses (Y;);cs. Soit K un objet de DM(X, A). Pour montrer que Lf*oRoy,.(K) — Roy.oLf*(K)
est un isomorphisme, il suffit de vérifier que I’homomorphisme

hompa (v,4) (A4, Lf* 0o Ro(K)) —— hompa (yv,a) (A, Rog o Lf*(K))

est bijectif pour tout objet compact A de DA(Y,A). D’aprés le corollaire un tel objet est de la forme A =
L(Y — Y;)*(4;) pour un indice ¢ € T et un objet compact A; de DA(Y;, A). Pour j € I /i, on a un carré commutatif

hOHlDA(yj,A)(L(Y} — Y;)*A“ L(}/J — X)*ROtTK) —/ homDA(Yj,A)(L(}/j — }/Z)*AZ, ROtrL(Y} — X)*K)

| |

hOHlDA(Y7A)(L(Y — Y;)*Al, L(Y — X)*ROWK) E— hOIHDA(KA)(L(Y — Y;)*AZ, ROWL(Y — X)*K)

ot la fleche horizontale supérieure est inversible puisque le X-schéma Y est lisse.

19. L’hypothése que X et Y sont réguliers est probablement superflue. Nous la supposerons pour avoir une description explicite des
correspondances finies au-dessus de X et Y en termes de sous-schémas intégres, finis et surjectifs au-dessus d’une composante connexe du
schéma source. Cette description servira implicitement a la fin de la preuve ot 'on affirme que la variante avec transferts de la proposition
est vraie et qu’elle se démontre de la méme maniére.
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Par la proposition I’homomorphisme évident

Colim;er/; hompa (v, a)(L(Y; — Yi)* A, L(Y; — X)*Rog K)

|

hompa(y,a) (LY = ¥;)*A;, LY — X)*Roy, K)
est bijectif. Pour terminer la preuve de la proposition, il est donc suffisant de montrer que ’homomorphisme

Colim;er/; hompa (v, a)(L(Y; — Yi)* A, Roy, L(Y; — X)*K)

|

hOIHDA(Y’A)(L(Y — Y;)*A“ ROtrL(Y — X)*K)
est lui aussi bijectif. Grace a Padjonction (Lay,., Roy-) cet homomorphisme s’identifie

Colimjef/i hOIIlDM(y],A)(L(Y; — Y;')*Latr(Ai), L(Y} — X)*K)

hOI’HDM(Y,A)(L(Y — K)*Latr(Ai), L(Y — X)*K)

Le résultat recherché découle alors de la variante avec transferts de la proposition [[.AZ1] Cette variante se démontre
en adaptant la preuve de ladite proposition. Les détails sont laissés au lecteur. C.Q.F.D.

Pour établir la deuxiéme proposition qui a servi dans la preuve du théoréme [2.5.51 (i.e., la proposition [2.5.55
ci-dessous), nous aurons besoin du lemme [2.5.54] ci-dessous qui est la version stable du lemme [2.5.53| suivant que nous
devons établir au préalable.

LEMME 2.5.53 —
(a) Le foncteur oy, : Cpl(PreStr(Sm/k, A)) — Cpl(PreShv(Sm/k, A)) préserve les équivalences Al-locales.
(b) Le foncteur oy, : Cpl(PreStr(SmRig/k, A)) — Cpl(PreShv(SmRig/k, A)) préserve les équivalences B -locales.

DEMONSTRATION On traite uniquement le cas analytique rigide. (L’argument s’adapte sans difficulté au cas algé-
brique; alternativement, on peut considérer le cas algébrique comme étant le cas particulier oit k£ est muni de la
valuation triviale.) On note Wyjs et W1 les classes des équivalences Nis-locales et B!-locales respectivement. Il s’agit
de montrer que Wg1 C o;,'(Wg1). Par [Ayo07b| Proposition 4.2.74], il suffit de voir que la classe 2 = o;,}(Wg1)
satisfait aux conditions suivantes :

(1) 2 contient Wy et les fleches A4 (BY,) — A4 (X) pour tout X € Ob(SmRig/k);

(2) 2 vérifie la propriété « 2 de 3 » ;

(3) 2N Cof)p,,; est stable par « push-out » et composition transfinie.
La condition (2) est claire. Pour vérifier (3), on utilise la structure injective B!-locale sur Cpl(PreShv(SmRig/k, A)).
Rappelons que la classe Cof;,,; des cofibrations injectives est la classe des monomorphismes. Puisque les cofibrations
projectives sont en particulier des monomorphismes et puisque o4 est exact & gauche, on a 04(Z N Cof),p;) C
Wig: N Cof,,j. Or, la classe Wgi N Cof,,; est stable par « push-out » et composition transfinie (ceci étant vrai
dans toute catégorie de modéles). On obtient maintenant la condition (3) en remarquant que o commute aux co-
limites. Par ailleurs, oy, préserve les équivalences Nis-locales. Ainsi, pour terminer, il reste a vérifier que oy, envoie

Ay (BY) — A4 (X) sur une équivalence B!-locale. Ceci peut se faire a 1'aide d’une B'-homotopie explicite entre
I'identité et I’endomorphisme nul de la boule de Tate relative BY. C.Q.F.D.

Exceptionnellement, nous noterons ci-dessous 7" le préfaisceau avec transferts Aq.((A} —o), 1) afin de le distinguer
de T = ((A} — 0),1) ® A. L’énoncé ci-dessous porte sur les spectres non symétriques.

LEMME 2.5.54 —
(a) Le foncteur oy : Specti. (Cpl(PreStr(Sm/k,A))) — Spect(Cpl(PreShv(Sm/k, A))) préserve les équiva-
lences Al-locales stables.

(b) Le foncteur oy, : Specty..(Cpl(PreStr(SmRig/k, A))) — Spect;(Cpl(PreShv(SmRig/k, A))) préserve les
équivalences B! -locales stables.
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DEMONSTRATION On traite uniquement le cas analytique rigide. Comme pour le lemme [2.5.53] on utilise [Ayo07bl
Proposition 4.2.74] et la construction de la structure B'-locale stable comme la localisation de Bousfield de la structure
B!-locale instable (alias niveau par niveau) relativement aux fléches de la forme

Susipi, (A (X)) — Sush, (T @' A (X))

pour p € N et X une k-variété rigide lisse. Vu que oy, présérve les équivalences B!-locales niveau par niveau (grace au
lemme [2.5.53]), on se raméne & vérifier que

0t (Sustt! (A (X)) — 04 (Sush,, (TP @' Ay, (X))

est une équivalence B!-locale stable. Or, ce morphisme est un isomorphisme & partir du niveau p+ 1. (C’est exactement
pour cette raison que nous travaillons avec les spectres non symétriques!) On applique maintenant [Ayo07b, Lemme
4.3.59] pour conclure. C.Q.F.D.

PROPOSITION 2.5.55 — La transformation naturelle
LRig"* o Ro;, — Roy, o LRig™,

entre foncteurs de DM(k, A) dans RigDA(k, A), est inversible.

DEMONSTRATION On peut travailler avec les catégories de spectres non symétriques (voir la discussion qui précéde
la proposition [2.5.29). Considérons la face carrée

Spect . (Cpl(PreStr(Sm/k, A))) L Spect .. (Cpl(PreStr(SmRig/k, A)))

OM‘[ = JVO”

Spect(Cpl(PreShv(Sm/k, A))) ——=— Spect(Cpl(PreShv(SmRig/k, A))).

D’une part, le théoréme entaine (grace a la propriété universelle des localisations de Bousfield) que les foncteurs
Rig* ci-dessus transforment les équivalences A'-locales stables en des équivalences B'-locales stables. D’autre part,
le lemme affirme que le foncteur o, de gauche (resp. de droite) préserve les équivalences Al-locales (resp. B!-
locales) stables. Ainsi, tous les foncteurs du carré ci-dessus se dérivent trivialement. Il est donc suffisant de montrer
que le morphisme

Rig" 0 04-(E) — 04, o Rig*(E)

est une équivalence Bl-locale stable pour tout T -spectre E de complexes de préfaisceaux avec transferts sur Sm/k.
Or, d’aprés la remarque [2.5.21] le morphisme en question est une équivalence Nis-locale niveau par niveau. C.Q.F.D.

Pour continuer, on aura besoin d’introduire quelques nouvelles sous-catégories.

DEFINITION 2.5.56 — 1- On note RigDM®"Y (k A) la sous-catégorie triangulée avec sommes infinies de
RigDMeH(k‘,A) engendrée par les motifs effectifs des k-affinoides lisses admettant bonne réduction. On note aussi
RigDMbT(k,A) la sous-catégorie triangulée avec sommes infinies de RigDM(k, A) engendrée par les motifs des k-
affinoides lisses admettant bonne réduction ainsi que leurs twists de Tate négatifs.

2- On note UDM®(k, A) la sous-catégorie triangulée avec sommes infinies de DMeH(G&,;, A) engendrée par les
motifs effectifs des G, ;. -schémas constants, i.c., isomorphes & une projection X X;Gp ;. —— Gp 7 avec X un k-schéma
lisse. On note aussi U“DM(.’%,A) la sous-catégorie triangulée avec sommes infinies de DM(G”,;

"o \) engendrée par
les motifs des G, ;,-schémas constants ainsi que leurs twists de Tate négatifs.

Voici le deuxiéme théoréme principal de ce paragraphe.

THEOREME 2.5.57 — On suppose que les deuzx conditions suivantes sont satisfaites :
(i) k est d’égale caractéristique et |k*| est un groupe abélien libre de rang fini,
(i) A est une Q-algébre.

On fize une section k — k° a la surjection évidente et on choisit des éléments mq,...,m, € k dont les normes
|71l ..., |7n| forment une base du Z-module |k*|. Lorsque la caractéristique de k n’est pas nulle, on suppose que la
condition supplémentaire suivante est satisfaite :

(iii) le sous-anneau k[my, 7yt ... 7, Y] C k est dense.
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Alors, les foncteurs composés

) (71 ,e3Tn)

(2.106) §: U"DM (i, A) — DM (G ., A DM (k, A) 2% RigDM®" (k, A)

mk?

) (T15eeey )™

(2.107) et §:UDM(k,A) < DM(G" DM(k, A) 255 RigDM(k, A)

mk>’
sont pleinement fideéles et induisent des équivalences de catégories

UDM (i, A) ~ RigDM*™"(k,A) et UDM(k, A) ~ RigDM" (k, A).

La condition (iii) ci-dessus est automatique lorsque la valuation de k est discréte. La preuve du théoréme
occupera ’essentiel du reste de ce paragraphe. Ainsi, jusqu’a la fin du paragraphe, A sera une Q-algébre.

On note 7 le n-uplet (1, ..., m,). Soit X un k-schéma lisse. Le GJ.7-schéma constant X x;GJ,; sera noté Q" (X); la
k-variété rigide quasi-compacte [(X x; k°) // ()], sera notée Q™9(X); la k-variété rigide (X x; k)*" sera notée Q™ (X).
On dispose d’une immersion ouverte canonique Q"9 (X) < Q%*(X). On commence par noter quelques lemmes simples
qui serviront dans la preuve.

LEMME 2.5.58 — La sous-catégorie triangulée avec sommes infinies RigDMeH’br(k,A) est compactement en-
gendrée par les motifs effectifs des k-variétés rigides Q"9(X), pour X un k-schéma lisse. De méme, la sous-catégorie
triangulée avec sommes infinies RigDMbr(k:,A) est compactement engendrée par les motifs des k-variétés rigides
Qm9(X), pour X un k-schéma lisse, ainsi que leurs twists de Tate négatifs.

DEMONSTRATION 1l suffit de traiter le cas effectif. Notons T la sous-catégorie triangulée avec sommes infinies de
RigDMeH(k, A) engendrée par les M (Q79(X)) pour X un k-schéma lisse. Il est clair que la k-variété rigide quasi-
compacte Q" (X) admet bonne réduction. On a donc Pinclusion T ¢ RigDM®®*"(k, A). Pour montrer I'inclusion
réciproque, il faut vérifier que M*®(U) € Ob(T) pour toute k-variété rigide quasi-compacte & bonne réduction U.
Or, une telle k-variété rigide admet un modeéle formel U qui est lisse sur k°. De plus, si (U;);cs est un recouvrement
ouvert fini de U, M*#(U) appartient & la sous-catégorie triangulée engendrée par les M°f((U;),) avec ) # J C I
et Uy = (N;c; Wy. Quitte a remplacer U par I'un des (Uy;), avec (U;)ier un recouvrement ouvert suffisamment fin,
on peut alors supposer qu’il existe un morphisme étale de k°-schémas formels W — Spf(k°{t1,...,tq}). Notons
V = U,. On dispose d’un morphisme étale de k-schémas V' —— Spec(k[t1,...,t4]) qui induit un morphisme étale de
k°-schémas formels (V ®; k°) /(7) — Spf(k°{t1,...,tq}). D’aprés [EGA IV.4] Théoréme 18.1.2], il existe un unique
isomorphisme de Spf(k°{t1,...,tq})-schémas formels U ~ (V ®; k°)/ () induisant I'identité sur la fibre spéciale. En
particulier, il existe un isomorphisme de k-variétés rigides U ~ Q"9 (V), ce qui permet de conclure. C.Q.F.D.

LEMME 2.5.59 — Soit X un k-schéma lisse. Le morphisme Ay (Q79(X)) — Ay (Q (X)), induit par linclusion
évidente, est une équivalence B'-locale.

DEMONSTRATION On dispose de deux foncteurs triangulés 61, 6, : DM®T(k, A) — RigDMT (k, A) tels que
01(Aer(X)) = Aer(Q(X)) et O2(Aer(X)) = Aer(Q" (X))

pour tout k-schéma lisse X. (On laissera au lecteur le soin de construire ces foncteurs.) Les immersions ouvertes
Q"9(—) — Q(—) induisent une transformation naturelle §; —— 6. 1l suffit alors de voir que cette transformation
naturelle est inversible. Or, DMeH(];, A) est compactement engendrée par les motifs des k-schémas projectifs et lisses
(puisque A est une Q-algébre). De plus, pour de tels k-schémas X, 'immersion ouverte Q"% (X) = Q*(X) est un
isomorphisme. Ceci permet de conclure. C.Q.F.D.

LEMME 2.5.60 — Le foncteur Susy : UPDM®™ (i, A) — UPDM(k, A) est pleinement fidéle.

DEMONSTRATION En effet, le foncteur Susy. : DM (k, A) — DM(k, A) est pleinement fidéle grace au « cancellation
theorem » de Voevodsky [Voe02]. Or, on a des isomorphismes canoniques

homppgerr (g, a) MT(Q™ (X)), M (Q™(Y))[i]) = hompygere 7, 4y (M (X x Gp), M (V) [1])

et hOIIlDM(Gn

mk>’

&) (M(Q"(X)), M(Q™(Y))[i]) = hompg i o) (M(X % Gyiz), M(Y)[d])

pour tous k-schémas lisses X et Y, et tout ¢ € Z. 1l s’ensuit que les homomorphismes

homDMeff(Gg,,;,A)(MeH(Qn(X))vMeH(Qn(Y))[i]) — hompm(en ; A (M(Q" (X)), M(Q™(Y)[il)

m k?
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sont bijectifs. On en déduit la pleine fidélité de Susy. : UPDM®? (k, A) —— UPDM(k, A) en reprenant le raisonnement
utilisé dans la preuve du lemme C.Q.F.D.

Si X est un k-schéma lisse, le foncteur § envoie le motif de Q™ (X)) sur le motif de Q**(X) qui, par le lemme[2.5.59
est isomorphe au motif de Q"*9(X). On en déduit que (2.106) et (2.107) se factorisent par des foncteurs
F : UDM(k,A) — RigDM*®" (k. A) et F : UDM(k,A) — RigDM" (k, A).

Il s’agit de montrer que ces foncteurs sont des équivalences de catégories. Les lemmes [2.5.58 et montrent
que les images des foncteurs ¥ engendrent les catégories triangulées avec sommes infinies RigDM®" " (k, A) et
RigDMbT(k,A). Il est donc suffisant de prouver que les foncteurs § sont pleinement fideles. Or, on dispose d’un
carré commutatif & un isomorphisme canonique prés

(2.108) UPDM (£, A) —— RigDM"" (k, A)

SUS%JV JSUS%

U"DM(E, A) —— RigDM"" (k, A).

Par le corollaire |2.5.49} le foncteur S}lsoT : RigDMeH’br(]aA) —— RigDM"" (k, A) est pleinement fidéle. Il en est de
méme du foncteur Susy : UPDMT (£, A) — UDM(k, A) par le lemme[2.5.60} Il est donc suffisant de traiter le cas
stable. Par le lemme [1.3.32] il est méme suffisant de vérifier que ’homomorphisme

hompmcy ;. .a) (07 (A), ¢ (B)) — homgigpmr,a) (§(q*(4)), §(¢"(B))),

avec q : Gz — Spec(l;:) la projection structurale, est bijectif pour tous objets compacts A et B de DM(I;:, A). Etant
donné que les objets compacts de DM(k, A) sont fortement dualisables, on se raméne & montrer que I’homomorphisme

hompm(cy, ;,a)(1,¢°C) — homgigpm(k,a) (1, F(g"C))

est bijectif pour tout objet compact C' de DM(I%A). Or, on peut trouver un entier r € N tel que le motif C(r) est
effectif, i.e., isomorphe & un objet de la forme Sust-(K) avec K un objet compact de DM (&, A). Puisque 1(r)[r] est
un facteur direct du motif de G, 7, on déduit (en utilisant une deuxiéme fois la pleine fidélité des foncteurs verticaux

ml;a
dans le carré (2.108) ainsi que le lemme [2.5.59) que le théoréme |2.5.57| découle de I’énoncé suivant.

PROPOSITION 2.5.61 — Reprenons les hypotheses du théoreme|(2.5.57. Soit K un complexe de préfaisceaur avec
transferts sur Sm/k. Alors, pour tout r € N, ’homomorphisme évident

homDMeff(G ,%,A)(MCH(Q”(G:H;;)),q*(K)) E— homRigDMeff(k,A)(MCH(QT@(G;;}))’S(q*(K)))

est bijectif.

L’énoncé ci-dessus ne dépend que de la classe d’isomorphisme de K dans DMEH(k,A). On peut donc supposer
que K est projectivement cofibrant et projectivement Al-fibrant. Vu Iadjonction (g4, q*), on déduit alors la chaine
d’isomorphismes

homprert g, o) (M (Q™(C17)), 4" (K)) = hompges .y (M (Q™(Gl1)), K) = HoT(Q™(Clag), K.

(Ci-dessus, Q™ (G}, ;) est considéré tantot comme un G}, ;-schéma, tantot comme un k-schéma.) Par ailleurs, puisque

K est projectivement A'-fibrant, le morphisme K —— SingAl (K) est un quasi-isomorphisme de complexes de pré-
faisceaux avec transferts. En particulier, le morphisme

L(Q"(Chi). K) — T(Q"(Gz). Sing® (K))
est un quasi-isomorphisme. Au total, on obtient un isomorphisme canonique
Hol(Q" (Glyz), Sing™ (K)) = homppger gy, . 2y (M (Q™(Gl7), ¢ (K)).
Remarquons par ailleurs que Q" (G, ;) = 9By Le corollaire fournit donc un isomorphisme canonique
Hol'(Q"(Gl,), Sing® (Rig*r*¢" K)) > hompigpngeri,n) (M Q7 (G,1)), §(a* (K)))-

Ainsi, la proposition [2.5.61] équivaut a 1’énoncé suivant.
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PROPOSITION 2.5.62 — Reprenons les hypotheses du théoreme . Soit X un k-schéma affine et lisse, et
soit K un compleze de préfaisceaur avec transferts sur Sm/k projectivement Nis-fibrant. Alors, le morphisme

(2.109) T'(Q"(X),Sing" (K)) — I(Q"(X), Sing® (Rig*r*¢" (K)))
est un quasi-isomorphisme.

Nous allons d’abord démontrer la proposition en admettant la condition (iii) du théoréme On expli-
quera plus tard comment se débarasser de cette condition lorsque k est de caractéristique nulle (voir la proposition
ci—dessous). Ainsi, jusqu’a l’'énoncé de la proposition ci-dessous, nous supposerons que les trois conditions
(i), (ii) et (iii) du théoreme[2.5.57 sont satisfaites.

Pour Y un k-schéma affine et lisse, on note ¥ (Q"(Y)/Q™(Y)) la catégorie cofiltrante des voisinages étales affines
de Q" (Y) dans Q™(Y). (Comparer a la notation ot I'on prend B = Q" (Y) et By = Q"(Y).) Ainsi, un
objet de 7 (Q™(Y)/Q™(Y)) est un couple (U, j) formé d'un Q"(Y)-schéma affine étale U muni d’un morphisme de
Q" (Y)-variétés rigides j : Q"9 (Y) — (U XGn . Spec(k))™™. Etant donné un préfaisceau F' sur Sm/k, on pose

FO(Q™MY)/Q"(Y))) = (Ud)eﬂgg}}(rg)/Qn(y))F(U)-

Comme d’habitude, on note Ay = A% le X-schéma cosimplicial donné en degré d par A% = X[to, . .. ,td]/(l—ZfZO t;).
Etant donné un complexe de préfaisceaux avec transferts K, on dispose d’'un morphisme évident

(2.110) Tot(K (¥ (Q"(Ax)/Q"(Ax)))) — Tot((Rig"n"¢" (K))(Q""(Ax))),
out Tot désigne le « complexe total » associé & un objet simplicial en complexes.

LEMME 2.5.63 — Le morphisme (2.110)) est un quasi-isomorphisme.

DEMONSTRATION Considérons la sous-catégorie pleine T C D(PreStr(Sm/k, A)) dont les objets sont les complexes
de préfaisceaux avec transferts K pour lesquels est un quasi-isomorphisme. Grace au lemme la propriété
d’appartenir & Ob(T) dépend uniquement de la classe d’isomorphisme de K dans D(PreStr(Sm/k, A)). De plus, il
est immédiat que T est stable par suspension, désuspension, cone et somme infinie; c’est donc une sous-catégorie
triangulée avec sommes infinies de D(PreStr(Sm/k, A)).

Notre but est de montrer I'égalité T = D(PreStr(Sm/k,A)). Or, la catégorie triangulée D(PreStr(Sm/k, A)) est
compactement engendrée par les objets de la forme Ay (W), avec W un k-schéma lisse. D’aprés ce qui précéde, il est
suffisant de montrer que Ay (W) € Ob(T) pour tout W € Ob(Sm/k). Autrement dit, il est suffisant de démontrer le
lemme pour K = A;-(W). Dans ce cas, le morphisme s’identifie &

Corgn(x) (7 (Q™(Ax)/Q™(Ax)), Q"(X x; W)) © A — Corgris(x)(Q"(Ax), Q" (X) X Q¥ (W)) ® A.

Ce morphisme est un quasi-isomorphisme d’aprés le théoréme [2.4.16| (oit 'on prend Q"(X), Q" (X) et Q" (X x; W)
pour By, B et Xj). En effet, les conditions d’application du théoréme [2.4.16| sont bien réunies (voir la notation
2.4.14) : d’une part, le sous-anneau €(Q"(Y)) est dense dans O(Q"9(Y)) puisqu’il en est ainsi du sous-anneau
E[my, mt, ... e, w0 Y] C K (est la condition (iii) du théoréme. D’autre part, la (Q"(Y))-algébre 0(Q"9(Y))
est réguliére. Pour voir cela, il suffit de vérifier que I’extension k(m) C k est séparable. Puisque le Z-module |k*| est
librement engendré par les normes |m|,...,|m,|, pour toute extension finie I/ k et toute puissance g de Pexposant

caractéristique de k, Pextension (k Rz l)(ﬂ/q7 Ll

) de k est de degré ¢"[ : k]. Il s’ensuit que le produit tensoriel
k ®j(x) l(w}/q, . ,ml/q) est réduit. Ceci permet de conclure. C.Q.F.D.

Le lemme [2.5.63| montre que la proposition [2.5.62| (sous la condition (iii) du théoréme [2.5.57)) découle de I’énoncé

suivant.

PROPOSITION 2.5.64 — Soit X un k-schéma affine et lisse, et soit K un compleze de préfaisceaux avec transferts
sur Sm/k projectivement Nis-fibrant. Alors, le morphisme

(2.111) Tot(K(Q"(Ax))) — Tot(K(¥(Q"(Ax)/Q"(Ax))))

est un quasi-isomorphisme.

Pour établir la proposition nous aurons besoin d’une courte digression. Notons I' = In |k* | que l'on considére
comme un sous-groupe de type fini de R. Le n-uplet = = (71, ..., m,) fournit une base (In|mr|,...,In|m,|) du Z-module
libre " qu’on utilisera pour identifier " & Z™. Pour v € I, on note 77 'unique élément du sous-groupe de k* engendré
par les 71,...,m, tel que In|xY| = 7. L’association v ~» 77 s’étend un morphisme de l;—algébres ]NC[IH — k. Par
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ailleurs, 'identification I' = Z™ fournit une identification l%[I[‘] = I;:[tl, tfl, oy tnyty 1] un élément v € T correspond
par cette identification & un monéme qu’on notera t”. Par construction, le triangle

Spec(k) . G

>~ |

Spec(k[I))

est commutatif.

On pose T'y = T'NR, (avec Ry l'ensemble des réels positifs) ; ¢’est un sous-monoide de I'. On a clairement
Ty Nn(-I';) = {0} et 'y U(-'y) = . En particulier, on peut trouver une base du Z-module libre I' formées
d’éléments de I';.. Un sous-monoide F C 'y est dit de type fini s’il est engendré par un nombre fini d’éléments
Yiyeooyyr € Ty, ie., E=N-7; 4+ .-+ 4+ N-~,. On s’intéresse a ’ensemble € des sous-monoides £ C 'y engendrés
par une base de II' (i.e., pour lesquels il existe une base (y1,...,7,) de II', formée d’éléments de 'y, telle que
E=N-7;+---+N-7,). Cet ensemble est non vide et on 'ordonne par la relation d’inclusion. Le lemme suivant est
classique.

LEMME 2.5.65 — Soit F C '} un sous-monoide de type fini. Il existe alors E € € tel que F' C E. En particulier,
Uensemble & est filtrant et Ty = Jpee E.

DEMONSTRATION Quitte a élargir F', on peut supposer qu’il contient une base du Z-module II'. On raisonne par
récurrence sur le nombre d’éléments qu’il faut rajouter & une base de II' pour engendrer F. Notons r ce nombre; il
existe donc des éléments 01, ...,d,4, € 'y tel que (d1,...,0,) est une base de " et F =Ny -1+ -+ + N 4.

Sir =0, il n’y a rien & démontrer. Lorsque r = 1, on peut appliquer [Zar40l §B, Theorem 1], qui est basé sur
I’algorithme de Perron, pour obtenir des éléments v, ...,v, € I'; tels que le sous-monoide £ =N-~v; +---+ N-,
contient ¥ = N-d; +--- 4+ N J,41. Puisque F engendre le Z-module II', il en est de méme de E. Il s’ensuit que
(Y1, -+ ,7n) est une base du Z-module T.

Sir > 1, on peut appliquer ’hypothése de récurrence a F/ = Ny 61+ -+ +N-§,,1,_1 pour obtenir un sous-monoide
E’' C Ty contenant F’ et engendré par une base 71, ...,7, du Z-module I'. On applique ensuite le cas r = 1 de la
récurrence au sous-monoide E' + N - 4,1, pour conclure. C.Q.F.D.

La k-algebre l%[lf;] s’identifie & une sous-algébre dense de k°. (On rappelle qu’'on travaille sous la condition (iii)
du théoréme [2.5.57}) Plus précisément, on a

k0] ~ k[m, 7m0t o, RS,

n

Par le lemme précédent, Speg(/%[IFJr]) est la limite projective filtrante des k-schémas Spec(k[E]), pour E € &. Remar-
quons que, pour E € &, le k-schéma Spec(k(FE)) est isomorphe non canoniquement a Ag et admet une immersion
ouverte canonique

Gni = Spec(k[Il]) < Spec(k[E])

qui en fait une variété torique au sens de [MumT3]|.

Notation 2.5.66 — Pour E € &, on note QF = Spec(lzz[E]) et HE le complémentaire de Q™ = G”,; dans QF. Etant

- mk
donné un k-schéma lisse Y, on pose QF(Y) = QF x; Y et HE(Y) = H¥ x; Y. Ainsi, Q"(Y) s’identifie & un ouvert
dense de Q¥ (Y') dont le fermé complémentaire est H(Y").

Soit Y un k-schéma affine lisse et soit £ € & On note ¥z(Y) la catégorie cofiltrante des voisinages affines étales
de HE(Y) dans Q¥ (Y'). Nous allons construire un foncteur

(2.112) Vp(Y) — 7(Q(Y)/Q"(Y))
de la maniére suivante. Soit V' un voisinage affine é¢tale de H”(Y) dans Q¥(Y'). Ainsi, V est un Q¥ (Y)-schéma affine
étale et le k-schéma V xqe H¥ ~ V xgeyy H¥(Y) admet une décomposition V xge H¥ = C][H®(Y); on note
V' =V — C. Par construction, le morphisme de k°-schémas

V' @ K — QF(Y) ®pyp k° =Y @1 k°

est étale et induit un isomorphisme sur les fibres spéciales. Ainsi, en complétant m-adiquement le morphisme ci-dessus,
on obtient un isomorphisme de k°-schémas formels

(2.113) (V' @y K () = (¥ @ k%) J ()
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qui induit, par passage aux fibres génériques, un isomorphisme de k-affinoides

(V! @y K (1)) —— QT4(Y).
L’'image de V' par le foncteur (2.112) est donnée par le couple (V xgr Q™, j) ott j est la composition de
(2.114) QIY) = (V! @y k(M) = (V! Sy W)™ = (V @y B)™

modulo l’identiﬁcabtion~ évidente V (8] k= (V xge Q™) xgn Spec(k). (On rappelle que Q™ désigne GJ; ou, plus
canoniquement, Spec(k[Il']).)
Les foncteurs (2.112)), pour E € &, induisent un foncteur
(2.115) Colimpee V5(Y) — 7(Q™(Y)/Q™(Y))
ot Colimgee ¥E(Y) est la 2-colimite des ¥ (Y), i.e., la catégorie dont les objets sont les couples (E, V) avec E € € et
LEMME 2.5.67 — Gardons les notations et les hypothéses ci-dessus. (En particulier, nous supposons que la
condition (i) du théoréme est satisfaite.) Alors, le foncteur (2.115)) est cofinal.

DEMONSTRATION On fixe un objet (U, j) de ¥ (Q"(Y)/Q"(Y)). Notre but est de raffiner (U,j) par un objet dans
I'image du foncteur (2.115)). On divise la preuve en deux étapes.

Etape 1 : Etant donné que le Q™(Y)-schéma étale U est affine, on peut trouver une présentation

_ Q"(Y)[uh...,um]

U )
(Pla-”apm)
. . . . a(P17...,Pm) .. .
avec P; € T(Q™(Y), O)[uq,. .., uy] pour 1 <i < m, telle que la matrice jacobienne ﬁ soit inversible sur
ULy oy Um
U. Le morphisme j : Q"9 (Y) — (U xgn Spec(k))™™ correspond & une solution (fi,..., fn) € T(Q"(Y), 0)™ au
systéme d’équations (P;(u1,...,Um) = 0)1<i<m. De plus, la matrice

oF;
(8U] (flaafm)>

admet un inverse N € Mat,,xm (T(Q"9(Y), 0)). Etant donné que le sous-anneau I'(Q"(Y), &) C T'(Q"(Y), O) est
dense, on peut trouver, pour tout réel € > 0, des éléments f5 € T'(Q"(Y), 0), pour 1 < j < m, tels que :

(i) |f] _f;‘oo <€

(ii) |P(f5, - s fS)|oo < € pour tout 1 <i < m;

(iii) la matrice (ZR (fr,--, ffn)> est inversible dans Mat,, ., (T(Q"(Y), ©)).
U

1<ij<m

1<i,j<m

(Ci-dessus et dans le reste de la preuve, ||, désigne la norme infinie relativement au k-affinoide Q"9(Y).) On pose
Pf = P(u1 + f5,.. . um + ff,). Alors, les Pf sont encore dans I'(Q"(Y'), O)[u1, . .., uy] et on a un isomorphisme

L QMM)[u, - um)
U= (Pf,...,Ps)

m

Des propriétés précédentes, on déduit les variantes suivantes :
(ii") |P£(0,...,0)|co < e€pour 1l <i<m;

€

P, ,
(iit’) la matrice (5‘1; (o,..., 0)) est inversible dans Mat,, xm (T(Q™(Y), 0)).
j 1<i,j<m

En utilisant encore une fois le fait que le sous-anneau I'(Q"(Y), &) C I'(Q"9(Y), O) est dense, on peut trouver une
matrice N¢ € Mat, xm (D(Q™(Y), 0)) telle que

‘(api (0 ,0)) o N° —id,,
1,J

<e.
auj b) g

o0
(Ci-dessus, la norme infinie d’une matrice est le supremum des normes infinies de ses coefficients.) On note g¢ = det(N€)
et on pose RS = Pf o N€. Alors les RS sont dans I'(Q™(Y'), O)[uz, . . . , uy]. Considérons le Q™ (Y)-schéma

e — QT(Y)[u1, ..., Um, |
(RS,...,Rs,, 59 — 1)
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Clairement, U€ s’identifie & Pouvert U[(g¢)~!] de U. Or, g¢ est inversible dans I'(Q"(Y'), &) dés que € < 1. Dans ce
cas, le morphisme j se factorise donc a travers de (U€ xgn k)*" induisant ainsi un morphisme

JQUIY) —— (U xgn )™

Le morphisme j¢ correspond & une solution (I§,...,15,) € T(Q™(Y), &)™ au systéme d’équations (RS(uy, ..., um) =
0)1<i<m. Par construction, on a en notation matricielle : (I5,...,15,) 0 *N¢ = (fi — ff,.., fm — f5)-

Pour conclure, il suffit de montrer que (U€, j¢) est dans I'image essentielle de pour € suffisamment petit.
Ceci fera l'objet de ’étape suivante.

Etape 2 : Lorsque € tend vers zéro, le polynoéme RS tend vers

Pi(ui + f1,.. ., um+ fm)o N = u; mod (ul,...7um)2

ou, rappelons-le, N est l'inverse de la matrice jacobienne évaluée en (fi,..., fn). De méme, lorsque € tend vers zéro,
la solution (I§,...,I5,) tend vers le m-uplet nul.

On peut écrire RS = u; + AS + Bf avec AS, Bf e T(Q™(Y), O)[uq, - . ., un], AS affine (i.e., de degré au plus 1) et Bf
n’ayant que des monodmes de degré au moins 2. D’apreés ce que 'on vient de dire, les normes infinies des coefficients de A§
tendent vers zéro et les normes infinies des coeflicients de B restent bornées lorsqu’on fait tendre e vers zéro. Soit A > 0
un reéel tel que |Bf|o < A pour e suffisamment petit. (Bien entendu, la norme infinie d’un polynéme est le supremum
des normes infinies de ses coefficients.) On fixe un entier r tel que |77| < A~! et on pose L = 7y "R (7l uy, ..., Tum).
Clairement, les L¢ sont dans I'(Q™(Y'), O)[u1, . .., um] et on a encore

Ue — Qn(Y)[uh vy Umy, 3]
(LS,...,LS,,sgc— 1)

D’aprés ce qui précéde, en prenant e suffisamment petit, on peut s’assurer que les coeflicients du polynéme L§ — u; €
rQ™Y),0)u,...,un,] sont de norme infinie strictement plus petite que 1. On peut aussi s’assurer que la solution
(my TS, ...,y TIE) au systéme d’équations (LS (uq, ..., um) = 0)1<i<m appartient a D(Q™9(Y), 0°)™.

Fixons pour le reste de la preuve un réel € avec les propriétés ci-dessus. Ainsi, les polynémes L§, pour 1 < i < m,
sont a coefficients dans .

L(Q™(Y),0)NT(Q™(Y), 0°) =T(Y,0) @3 k[I+].

Gréace au lemme on peut donc trouver E; € & tel que les LS sont a coefficients dans T'(QF*(Y), &). Plus
précisément, les coefficients du polynéme LS — u; sont méme dans 1'idéal de I'(QF*(Y'), €) engendré par les t” pour

ve F — {0}
Puisque Q"9(Y") admet bonne réduction, la norme infinie sur I'(Q"%(Y’), &) est multiplicative et prend ses valeurs
dans I'y. On pose o = —Ing¢|s (qui est donc un élément de II') et h¢ = 7% - g¢. Ainsi, h¢ est un élément

de T'(Q™(Y), 0) de norme infinie égale & 1. Puisque h¢ est inversible dans T'(Q"9(Y'), &) et que la norme infinie
relativement & Q"% (Y') est multiplicative, il s’ensuit que |(h¢)™!|o = 1. Autrement dit, h¢ est un élément inversible
de T(Q™9(Y), 0°). Par ailleurs, h¢ est dans

D@™(Y),0)NT(Q™(Y), 0°) =T(Y, 0) @ k[I'4].

Ainsi, quitte a élargir E1, on peut supposer que h¢ € I'(Q¥1(Y), ). Il s’ensuit alors que la classe de h¢ dans le quotient
L(QE (Y),0)/(t"; v € E1 — {0}) ~T(Y, O) est inversible.
D’aprés ce qui précéde, le QF1(Y)-schéma

Ve — QFr(WM)[u1, ... um, 8]
V(LS. L, s'he — 1)

est un voisinage étale du fermé Y C QF1(Y') défini par I'idéal de T'(QF*(Y), &) engendré par les t¥ pour v € E; — {0}.
(Il est possible que Vi ne soit pas un Q¥ (Y)-schéma étale; on a seulement affirmé que V¢ était étale au-dessus d’un
voisinage Zariski de Y dans Q¥1(Y").)

Il est maintenant facile de conclure. En effet, soit (1, ...7;,) une base de I' qui engendre le monoide E;. Quitte a
permuter les éléments de cette base, on peut supposer que |77 < |x7| pour 2 < ¢ < n. On note alors E le monoide
engendré par la base (V1,72 — V1, -, — 71) de I'. 1l vient que le Q¥ (Y')-schéma

Ve — QY WM)[u1, ...\ Um, ]
o (LS,...,Le,, s'he — 1)

est un voisinage étale du fermé HE(Y) C QF(Y) car HE¥(Y) est 'image inverse de Y C QF1(Y) par le morphisme
QF(Y) — QF1(Y). (Remarquons aussi que le QF(Y)-schéma V¢ est étale, bien que le Q1 (Y)-schéma V¢ ne l'est



2.5 La catégorie RigDM(k) des motifs des variétés rigides 219

pas nécessairement.) Par construction, on a un isomorphisme canonique de Q" (Y')-schémas étales U ~ V¢ Xge Q.
De plus, vu que (7; "5, ..., 7 "15,) € T(Q™9(Y), 0°)™ et que h¢ est inversible dans T'(Q"*9(Y'), €°), le morphisme
L(U¢, 0) — T(Q™9(Y), 0), induit par j¢, se restreint en un morphisme I'(V¢, &) — T(Q™9(Y), 0°). 1l s’ensuit
un morphisme de k°-schémas formels

SpE(T(Q™(Y), 0°)) — (V© @y k°) [ ()

qui induit l'identité sur la fibre spéciale. Ce morphisme est nécessairement l'inverse du morphisme (2.113)) (avec V¢ a
la place de V). Ceci montre que la composition de

QYY) = [(VE @y k) [ (m)]y = (VE @y B)™

(construite a linstar de (2.114)) coincide avec j¢ modulo Iisomorphisme évident V© ®p g k = U xn Spec(k). Ceci
termine la preuve du lemme. C.Q.F.D.

DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION A présent, nous sommes en mesure de prouver la proposition
Ceci terminera la preuve de la proposition et donc aussi du théoréme sous la condition (iii) dudit
théoréme.

Les préfaisceaux sur les k-schémas lisses seront étendus aux pro-k-schémas lisses de la maniére usuelle. Pour E € €&,
et Y un k-schéma affine et lisse, considérons #z(Y) comme un pro-schéma étale sur Q¥(Y) de la maniére évidente
(i.e., via le foncteur d’oubli). Alors, grace au lemme on dispose d’un isomorphisme canonique

Colimpee Tot(K(7E(Ax) xgr Q")) ~ Tot (K (7 (Q"(Ax)/Q™(Ax)))).
Il suffit donc de montrer que le morphisme
(2.116) Tot(K(Q"(Ax))) — Tot(K(7e(Ax) xgr Q"))

est un quasi-isomorphisme pour tout £ € €.
Pour Y un k-schéma affine et lisse, on notera ¥4(Y) C ¥z(Y) la sous-catégorie cofiltrante dont les objets sont les
voisinages étales V de H(Y) dans QF(Y) tels que V xgs HY ~ HE(Y). Pour V € ¥4(Y), le carré

V xge Q" ———V

|

Q"(Y) —— QF(Y)
est un carré Nisnevich. Puisque K est projectivement Nis-fibrant, il vérifie la propriété de Brown-Gersten. Le carré

K(QF(Y)) —— K(Q"(Y))

| |

K(V)— K(V xge Q")
est donc homotopiquement cartésien et cocartésien. On en déduit aussitot que le carré
Tot(K(QF(Ax))) —— Tot(K(Q"(Ax)))
Tot(K(7Ve(Ax))) — Tot(K(Ve(Ax) xgr Q™))
est homotopiquement cartésien et cocartésien. Il est donc suffisant de prouver que le morphisme

(2.117) Tot (K (QF (Ax))) — Tot(K (#&(Ax)))

est un quasi-isomorphisme pour F € €.

D’aprés la proposition et puisque le k-schéma QF est (non canoniquement) isomorphe & Ag, le morphisme
évident Tot(K (Ax)) — Tot(K(QF(Ax))), induit par les projections Q¥ (=) = QF x; (—) — (—), est un quasi-
isomorphisme. Il suffit donc de prouver que le morphisme

(2.118) p* : Tot(K(Ax)) — Tot(K(¥r(Ax))),
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induit par les morphismes composés p : ¥z(—) — Q¥(—) — (=), est un quasi-isomorphisme. Or, on dispose d’une
rétraction

(2.119) 5" Tot(K (¥5(Ax))) — Tot(K(Ax))

induite par les immersions fermées (de pro-schémas) s : (—) < ¥g(—) définies par 'annulation des monomes t” pour
~v € E — {0}. 1 suffit donc de montrer que p* o s* est homotope & 'identité.
Remarquons pour cela que les sections nulle et unité de A' induisent deux morphismes

Tot(K (s (A} x; Ax))) == Tot(K (/(Ax))).

Ces deux morphismes sont simplicialement homotopes comme le montre la proposition appliquée au préfaisceau
qui & un k-schéma affine lisse Y associe K(#x(Y)). Par ailleurs, on dispose d’une action par homothétie

m: QF x; Ay — QF;
si (71,...,7Vn) est une base de I' qui engendre F et si z désigne la coordonnée de A%, alors m correspond au morphisme

de k-algebres k[E] — k[E][z] donné par I'association £7¢ ~ ¢7% -z, pour 1 <7 <n.SiY est un k-schéma affine lisse,
le morphisme m fournit un morphisme de k-schémas

m x idy : Q¥ (A} x; V) — QF(Y).
Ce morphisme envoie H” (Al x;Y) dans H*(Y'). Il induit donc un morphisme de pro-k-schémas
m: V(AL x;Y) — Vp(Y)
qui est naturel en Y. On en déduit un morphisme de complexes
m* : Tot(K(Ve(Ax))) — Tot(K(”I/E(A}C Xi Ax))).
On vérifie immédiatement que 1* o m* = id alors que 0* o m* = p* o s*. D’ou le résultat recherché. C.Q.F.D.

Pour terminer la preuve du théoréme [2.5.57] il reste & expliquer comment déduire la proposition [2.5.62 pour k de
caractéristique nulle du cas particulier ou k[my, 7y L 7, 1] C k est dense. Vu la formulation équivalente donnée
dans la proposition ceci découle aussitot du résultat suivant.

PROPOSITION 2.5.68 — On suppose toujours que A est une Q-algébre. Soit [/k une extension de corps valués
complets avec k de caractéristique nulle. On suppose que cette extension induit des isomorphismes k ~ 1 et |k™| ~ |I*].

Alors, le foncteur
(I/k)" : RigDM(k,A) — RigDM(I, A)

est une équivalence de catégories.

DEMONSTRATION On fixe une section k < k & I’épimorphisme k° —» k. Remarquons d’abord que le foncteur
(I/k)* envoie un systéme de générateurs compacts de RigDM(k, A) sur un systéme de générateurs compacts de
RigDM(I, A). En effet, le lemme entraine que RigDM(k, A) est compactement engendrée par les motifs de la
forme (k'/k)sM(Q"9(X"))(m) avec m € Z un entier relatif, ¥'/k une extension finie contenant une copie de k ®;, k'
et X’ un k'-schéma lisse. (Bien entendu, Q"9(X’) = [(X' ®j, k') )/ (m)].) De méme, RigDM(l, A) est compactement
engendrée par les motifs de la forme (I'/1);M(Q"(Y’))(m) avec m € Z un entier relatif, I'/] une extension finie
contenant une copie de [ ®;1" et Y’ un I’-schéma lisse. (Ici, Q"9(Y") = [(Y' @ I"°) J(r)],.) Or, d’aprés le lemme
ci-dessous, et les isomorphismes k ~ [ et |[k*| = |I*], toute extension finie I/l est de la forme I’ = k'®;,] pour une unique
extension finie &’ /k. De plus, on a I’ = k' et, pour X’ un k’-schéma lisse, on a (I/k)*M(Q™9(X")) = M(Q"*(X")). (On
fera attention que dans cette égalité deux variétés rigides sur des corps valués complets différents ont été désignées
par le méme symbole « Q"% (X’) ».) Ceci permet de conclure.

Ainsi, pour démontrer la proposition, il suffit de montrer que le foncteur (I/k)* est pleinement fidéle. En utilisant
la dualité et le théoréme de simplification comme dans la discussion qui précéde la proposition on se rameéne &
montrer que ’lhomomorphisme

homRigDMeff(k,A) (MEH@BZ% M) — homRigDMeff(l,A) (Meﬁ(aﬂzd)v (I/k)"M)
est bijectif pour tout entier d et tout motif M dans RigDMeH(k, A). En raisonnant comme dans la preuve du lemme

1.3.32|et en utilisant le systéme de générateurs de RigDM(k, A) fourni par le théoréme [2.5.35| on se rameéne a montrer
que 'homomorphisme

homRigDMe“(k,A)(MEH(aBz)aMEH(Yan)[T]) E— homRigDMe“(l,A)(Meﬂ(aB?)uMEH(Yan @ 1)[r])
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est bijectif pour tout k-schéma lisse et de type fini Y, et tout entier relatif r € Z. Grace au corollaire [2.5.33] il suffit
de montrer que le morphisme de complexes

(2.120) Cor, (0B, Y*") ® A — Cor,(dB{, (Y @5 1)™) @ A

est un quasi-isomorphisme. Pour ce faire, on procéde en plusieurs étapes.
Etape A : On établit ici un résultat général qui servira a plusieurs reprises dans la suite de la preuve. On suppose
donnés :

— une extension de corps valués complets K/k,

— un pro-objet (Uy, ko )a dans SmAfnd//k,

— un systéme compatible de K-points u, : Spm(K) — U,.
(Le lecteur est prié de consulter la discussion qui précéde le théoréme pour la signification de Afnd//k. Notons
simplement que chaque couple (U, k) est formé d’une extension de corps valués complets k,/k et d'un k,-affinoide
lisse U,.) On note encore u, € M(U,) le point maximal de U, déterminé par le morphisme u, ci-dessus. On suppose
les conditions suivantes.

1. L’idéal m,,, C Oy, v, est nul. Autrement dit, on a Oy, 4, = ka(Ua).
2. Pour tout a et tout V' € Flt(u,), il existe un indice § plus fin que « tel que le morphisme (Ug, kg) — (Uq, kqo)
se factorise & travers (V, kq). Autrement dit, le pro-objet (Us, kq) est isomorphe & (V, ko )a, veris(u,)-
3. Le morphisme
Colim, I'(Uy,, €0) = Colim,, k(1) — K
est d’image dense. (Bien entendu, il est aussi injectif.)

Dans cette étape, nous allons montrer que le morphisme de complexes
(2.121) Colim, Cor;, (9B, ,ka),Y™) — Cor,,((0B%, K),Y™")

est un quasi-isomorphisme. Les complexes ci-dessus sont des complexes de correspondances finies entre des objets de
SmAfnd//k. Ainsi, en degré m, le complexe Cory, ((OB, , kq),Y™) est donné par le groupe
CJOI‘]COK (Am ko >A<}m 83%0 y y?a» ®k ka).

rig,

Une description similaire est également valable pour le complexe Cor, ((0B%, K), Y.
On pose B = 0B et By = Spec(Colim, (9B, , €)). Alors, I'(Bo, €) est dense dans I'(B, €) et laT'(By, 0)-algebre
T'(B, 0) est réguliére. Le théoréme [2.4.16 s’appliquem pour fournir un quasi-isomorphisme

@k(qj/(B/BO)’Y) E— @k((aBtz{v K)7yan>'

Précisons que le complexe Cor, (¥ (B/By),Y) est donné en degré m par le groupe Cory(¥"™(B/By),Y) des corres-
pondances finies algébriques de ¥™(B/By) dans Y au-dessus de k avec ¥™(B/By) le pro-schéma des voisinages étales
affines de AT} 5 dans A% .

On pose aussi B, = OBf, et Bq,o = Spec(I'(0BY, , 0)). Une deuxi¢me application du théoréme fournit un
quasi-isomorphisme

Cor, (¥ (Ba/Bay),Y) — Cor, (0B}, ,ka),Y™).

Précisons que le complexe Cor; (¥ (By/Bao),Y) est donné en degré m par le groupe Cory (¥ ™ (By/Bayo),Y) des
correspondances finies algébriques de #™(B,/By,0) dans Y au-dessus de k avec #"(B,/Ba,) le pro-schéma des
voisinages étales affines de ATy 5 dans A .

Ainsi, pour démontrer que est un quasi-isomorphisme, il suffit de montrer que le morphisme

(2.122) Colim,, Cor;, (¥ (Ba/Bao),Y) — Cor, (¥ (B/By),Y)

est un quasi-isomorphisme. Or, en adaptant la preuve du lemme [2.4.18] on montre que tout voisinage étale affine de
Aliy, p dans A provient par « pull-back » d’un voisinage étale affine de AT} 5 dans A%y | pour un certain o. Ceci
montre que le morphisme (2.122]) est un isomorphisme. D’ou le résultat recherché.

Etape B : Revenons a la preuve de la propriété que ([2.120) est un quasi-isomorphisme. Le but de cette étape est de se
ramener au cas oll k est algébriquement clos.

20. Il est vrai, mais pas tout a fait évident, que Bg est un schéma noethérien. Toutefois, cette propriété n’est pas strictement nécessaire
pour application du théoréme|2.4.16| En effet, la propriété que I'( By, €) est une limite inductive d’anneaux noethériens au-dessus desquels
I'(B, 0) est régulier suffit pour les besoins de la preuve du théoréme [2.4.16
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Soient k* une cloture algébrique de k et k* sa complétion. Le groupe de Galois Gal(k?/k) agit contintiment sur le
morphisme

(2.123) Colim Cor, (OB, (Y @ K')*™) @ A — Colim Cor, (OB, (Y @ I)™) @ A
ou k' C k* parcourt 'ensemble des extensions finies de k contenues dans k* et I’ = | ® k’. De plus, on retrouve
le morphisme en appliquant & le foncteur (—)Gal(ka/ k) qui est exact sur les représentations continues
A-linéaires puisque A est une Q-algébre. Il suffit donc de montrer que le morphisme est un quasi-isomorphisme.

Notons [* = | @y k* et [* = [ @, k2. (D’aprés le lemme ci-dessous, [* est une cloture algébrique de [ et [2 est
sa complétion ; ceci justifie notre choix des notations.) Grace a I’étape précédente, le morphisme s’identifie &
quasi-isomorphisme prés au morphisme

Cor+(0BL

= (Y @, k*)*™) @ A — Corl—a(a]B%‘i

la7

(Y @5 12)*) @ A.

Ceci permet de conclure.

Etape C : Dans cette étape, on suppose que k est algébriquement clos. D’aprés le lemme ci-dessous, il en est de
méme de [.

On peut réaliser [/k comme une colimite filtrante d’extensions de corps valués complets k,/k qui sont topologi-
quement engendrées par un nombre fini d’éléments. D’aprés ’étape A, le morphisme évident

Colim, Cor,, (9B (Y ®y, ka)™) — Cor (9B, (Y @, 1)™)

est un quasi-isomorphisme. On est donc ramené a traiter le cas ou Uextension [/k est elleeméme topologiquement
engendrée par un nombre fini d’éléments. On peut alors trouver une chaine d’inclusions strictes de corps valués
complets

k=lCh < --Cl,=1

avec l;/l;—1 topologiquement engendrée par un seul élément pour tout 1 < ¢ < r. Clairement, on a ZNi_l ~ l~1 et
|12 1| = |1|. Puisque k est algébriquement clos, le lemme ci-dessous entraine que tous les /; sont algébriquement
clos. En particulier, chaque extension [;/l;_1 est topologiquement engendrée par un élément transcendant.

Il est suffisant de montrer que les morphismes

Cor;, (0B (Y ®kli—1)™)®A — Cor (9B}, (Y @, L;)™) @ A

sont des quasi-isomorphismes. Ainsi, en remplacant k et [ par [;_1 et [;, on est ramené en fin de compte a traiter le
cas ol l'extension [/k est topologiquement engendrée par un élément transcendant qu’on note x. Clairement, on peut
supposer que 1’élément x est dans [°; il induit donc un morphisme z : Spm(l) — IB%,lg. On note encore x € M(X) le
point maximal de B} déterminé par z. Puisque = € [ est transcendant sur k, 'idéal m, C ﬁm%}e,z est nul de sorte que

ﬁBiﬂC = k(x). De plus, puisque x engendre [, on obtient une identification [ ~ ]Af(x)

Rappelons que |k(z)*| = [k*| et k(z) ~ k. Nous allons utiliser ces deux propriétés pour montrer que les boules
fermées de B;. appartenant a Flt(z) forment un sous-ensemble cofinal de Flt(x). En effet, soit U € Flt(x) et montrons
qu’il existe une boule fermée contenue dans U et appartenant a Flt(x). On ne restreint pas la généralité en supposant
que U est connexe. Puisque k est algébriquement clos, on peut écrire

m

U =Bji(o,R) = [ Bi(zi,7:)° = () (Bi(o, ) — Bi(=i,7)°)-

i=1 =1

Etant donné qu’une intersection non vide de deux boules dans B} est encore une boule, on est ramené a traiter le
cas m = 1. Quitte & appliquer une transformation affine, on peut méme supposer que U = IBS,lg(o, 1) — IB%,lc (0,7)°. Les
propriétés |k(z)*| = |k*| et k(z) ~ k entrainent 'existence d’'un élément y € k tel que |z| = |y| et |z — y| < |z|. (En
effet, soit u € k tel que |u| = || et notons a € k ~ k(z) la classe de u='z € k°(x). Alors, 'élément y = u - a, ot Pon
voit @ comme un élément de k grice a la section k < k, convient.) Clairement, la boule B} (y, |z — y|) est contenue
dans U et elle appartient a Flt(z).

Il est maintenant aisé de conclure. En effet, d’aprés ce qui précéde et I’étape A, on dispose d’un quasi-isomorphisme

Colim Cor, (0B} x; B,Y™) —— Cor, (0B, (Y @4 1)™)
BEeFIt(x)

ol B C Bj parcourt I'ensemble des boules fermées appartenant a Flt(z). Il est alors suffisant de montrer que les
morphismes
Cor, (0B, Y*") — Cor, (0B X, B,Y")
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sont des quasi-isomorphismes ce qui est assuré par la proposition C.Q.F.D.
LEMME 2.5.69 — Soit k un corps valué d’égale caractéristique nulle. On suppose que k° est hensélien. (C’est le cas

par exemple si k est complet pour sa valuation.) Alors, k est algébriquement clos si et seulement si k est algébriquement
clos et le groupe |k*| est uniquement divisible (i.e., |k™| est un Q-espace vectoriel).

DEMONSTRATION On suppose que k est algébriquement clos et que |k™| est uniquement divisible, et on montre que
k est algébriquement clos. (L’autre direction est facile et sera laissée au lecteur.)

Soit P € k[T] un polynéme unitaire de degré d > 2. Nous allons montrer que P n’est pas irréductible, ce qui suffit
pour conclure. Quitte & faire un changement de variable, on peut supposer que

P(T)=T%+ a;T¥ 2 +--- +aq

avec a; € k. Notons = maxi:27,,,)d(m). Si tous les a; sont nuls, il n’y a rien & démontrer ; on peut donc supposer
que ;1 > 0. Puisque |k*| est divisible, on peut trouver b € k tel que |b| = p. Quitte a remplacer P par b=¢P(bT), on
peut supposer que P € k°[T] et que |a;,| = 1 pour au moins un entier 2 < 5 < d.

Notons P I'image de P dans IE[T} Puisque k est algébriquement clos, P est le produit de d polynémes unitaires
de degré 1. Montrons que P admet au moins deux racines distinctes dans k. En effet, dans le cas contraire, P serait
de la forme (T — a)?. Or, le coefficient de T9~! dans P est nul, ce qui entraine que a = 0. (C’est ici qu'on se sert de
I'hypothése que k est de caractéristique nulle.) Ceci est en contradiction avec la propriété |a;,| = 1. B

Il est maintenant ais¢ de conclure. En effet, d’aprés ce qui précéde, on peut écrire P = Q - R avec Q, R € k[T]

unitaires, de degré non nul, et premiers entre eux. Puisque k° est hensélien, on peut relever la décomposition P = Q- R
en une décomposition P = @ - R avec @), R € k°[T]. D’ou le résultat recherché. C.Q.F.D.

Remarque 2.5.70 — Lorsque la caractéristique de k est non nulle, nous ignorons si la condition (iii) du théoréme
[2.5.57] est nécessaire pour sa validité. Ceci est bien entendu intimement lié & une hypothétique généralisation de la
proposition [2.5.68l (Si la caractéristique de k est non nulle, on ne peut plus espérer que le foncteur (I /k)* de la
proposition [2.5.68 soit une équivalence de catégories car les conditions k ~ [ et |k*| = |I*| ne suffisent pas pour
assurer que k et [ ont des groupes de Galois absolus isomorphes. Toutefois, on peut encore espérer que le foncteur
(I/k)* est pleinement fidele.)

Remarque 2.5.71 — Le théoréme [2.5.57] permet en théorie d’appréhender les morphismes entre motifs rigides a
l’aide de morphismes entre motifs algébriques (lorsque les hypothéses de son énoncé sont satisfaites). En effet, soient
A, B € Ob(RigDM(k, A)) des motifs rigides compacts. Grace au théoréme on peut trouver une extension finie
galoisienne 1/k telle que (I/k)*A et (I/k)*B sont dans RigDM® (I, A). Or, on dispose d’un isomorphisme canonique

hompigpm(k,a) (A, B) ~ hompignmq,a) (1/k)* A, (1/k)*B) SR,

Par ailleurs, le théoréme permet d’identifier le groupe homg;gpni,a)((I/k)* A, (I/k)*B) a un groupe de mor-
phismes dans DM (G2 7, A).

m»
Nous conjecturons que le théoréme [2.5.57] admet une version en inégale caractéristique.

CONJECTURE 2.5.72 — On suppose que A est une Q-algebre. Soit k/Q, une extension de corps valués complets
telle que |k*| est un Z-module libre de rang n. Soient 7y, ..., m, € kY tels que |m1],...,|m,| est une base de |k™| et m
est algébrique sur Q,. On suppose qu’il existe un sous-corps ko C k vérifiant les conditions suivantes :

— la restriction de la valuation de k a kg est discréte ;
— 1 appartient a ko (ce qui entraine que w1 est une uniformisante de ko) ;
— Uinclusion ko C k induit un isomorphisme ko ~ k ;
— le sous-anneau ko[mo, 75 by ... wh, Y] C k est dense.
Alors, il existe une équivalence de catégories entre UPDM(k,A) et RigDM"" (k, A).

Remarque 2.5.73 — En inégale caractéristique, I’épimorphisme k° —» k n’admet pas de section. Ainsi, on ne
dispose pas de foncteur évident de UDM(k, A) dans RigDM" (k, A) comme c’était le cas en égale caractéristique.
Néanmoins, il est plausible que la thése de Vezzani [Vez14] fournit un tel foncteur et permet de réduire la conjecture
a sa variante en égale caractéristique, i.e., au théoréme On espére que Vezzani (ou quelqu'un d’autre)
prendra un jour la peine de vérifier cela.

DEFINITION 2.5.74 — Etant donné un k-schéma lisse X et un entier non nul r € N — {0}, on note Q™(X) le
Gl z-schéma dont le morphisme structural est la composition de

oo n_ _©r n _
X Xk Gmk Gmk Gmk

avec e, lélévation a la puissance v dans le tore GJ) 7.
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Supposons que A est une Q-algébre. On note QU“DMQH(I%7 A) la sous-catégorie triangulée avec sommes infinies
de DM®™ (G2, A) engendrée par les motifs effectifs des G z-schémas Q*(X). On note aussi QUPDM(k, A) la sous-
catégorie triangulée avec sommes infinies de DM(G,;, A) engendrée par les motifs des G}, ;-schémas Q}(X) ainsi

mk?’
que leurs twists de Tate négatifs.

On termine avec I’énoncé suivant qui est uniquement valable pour k£ d’égale caractéristique nulle.

THEOREME 2.5.75 — On suppose que A est une Q-algebre. On suppose aussi que k est d’égale caractéristique
nulle et que |k*| est un groupe abélien libre de rang fini. On fize une section k — k° o la surjection évidente et
on choisit des éléments m1,..., 7, € k dont les normes |mi|,...,|m,| forment une base du Z-module |k*|. Alors, les

foncteurs composés

(2.124) 3 : QUPDM®(E, A) —» DMT(G™ -, A) ™ DMk, A) 55 RigDM® (, A)
(2.125) et F:QUPDM(E, A) < DM(G" -, A) =™ DM(k, A) £ RigDM(k, A)

sont des équivalences de catégories.

DEMONSTRATION Pour fixer les idées, on se concentre sur le cas stable. Le foncteur § est pleinement fidéle. Ceci
découle aussitot du théoréme et de la propriété suivante : si M est un objet compact de QU“DM(I::, A), alors
il existe un entier r tel que e*M est dans UDM(k, A).

Il reste a voir que I'image du foncteur § contient un systéme de générateurs compacts. Or, le théoréme joint
au lemme entraine la propriété suivante : si M est un objet compact de RigDM(k, A), il existe une extension
finie k' /k, avec k' = k‘[ﬂ'i/r, e ,w}t/r} pour un certain € N — {0}, telle que (k'/k)*M est dans RigDM""(k’,A). Vu
le carré commutatif

U"DM(k, A) —>— RigDM"" (', A)

(ew){ Jr(k’/k)u

QU*DM(k, A) —— RigDM(k, A),

le résultat recherché découle encore une fois du théoréme 2.5.57} C.Q.F.D.
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