LA VERSION RELATIVE DE LA CONJECTURE DES PERIODES DE
KONTSEVICH-ZAGIER REVISITEE

JOSEPH AYOUB

REsuME. Dans cette courte note, on remarque qu’une petite modification dans le calcul effectué dans
[5]] de Ialgebre du torseur d’isomorphismes entre la réalisation de Betti tangentielle et la réalisation
de De Rham résulte en un énoncé du type Kontsevich—Zagier fonctionnel purement algébrique et
nettement plus satisfaisant que I’énoncé obtenu dans [3].

ABSTRACT. In this short note, we remark that a small modification in the computation made in [5] of
the algebra of the torsor of isomorphisms between the tangential Betti realisation and the De Rham
realisation results in a statement of functional Kontsevich—Zagier type which is purely algebraic
and much more satisfactory than the statement obtained in [5].
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1. PREAMBULE

Dans la suite, k désignera le corps de base ; il sera supposé de caractéristique nulle sauf mention
explicite du contraire. On fixe un systeme d’indéterminées z = (z1, z2, . . .) et une autre indétermi-
née @.

1.1. Ce que nous avons démontré dans [5]. On fixe un plongement complexe o : k < C.

Comme dans [5], on note Ok_alg(D‘x’) le k-espace vectoriel des séries formelles en z, ne dé-
pendant que d’un nombre fini des z;, de polyrayon de convergence strictement plus grand que 1
le long de chaque axe et qui sont algébriques sur le corps des fractions rationnelles k(z). (Bien
entendu, la notion de polyrayon de convergence dépend du plongement complexe o-.) On dispose
d’un morphisme d’intégration

) f : O-aig(D™) — C
(0,1
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dont I’'image est la k-algebre des périodes des k-motifs (relativement au plongement complexe o).

Comme dans [5], on note Oz_alg(}f)"") I’analogue fonctionnel de Ok_alg(D‘”). C’est le sous-
k-espace vectoriel de Ok_alg(]f)‘x’)[[w]][w_l] formé des éléments algébriques sur le corps des
fractions rationnelles k(z, @). Ainsi, un élément F € O,t_alg(lf)‘x’) est une série de Laurent F =

Y rs—co Jr - @ & coefficients dans (‘)k_alg(@“) et la condition d’algébricité entraine en particulier
que les coefficients f, ne dépendent que d’un nombre fini des z; indépendemment de ». On dispose
également d’un morphisme d’intégration terme a terme

) f : o,ﬁ_a,g(D‘”) — C((@)).
[0,1]*

Dans [5], nous avons obtenu la description suivante du noyau de ce morphisme (voir [5, Théoréme
4.25]).

TutoriME 1.1. On suppose que nt € C est algébrique sur k. Alors, le noyau de [2)) est le sous-k-
espace vectoriel de (‘)l_alg(D‘x’) engendré par les éléments de la forme :

oG " c o

(a) (9_Z, = Glz=1 + Gly=0, avec G € Ok—alg(D Jetie N\ {0};

®d) f-L avec f € Ok_alg(D‘X’) telle que f[o 1 f=0etlL e Oz_alg(D‘x’) telle que L et f ne
dépendent pas simultanément d’une méme indéterminée.

Remarque 1.2. Le Théoreme est insatisfaisant a cause des générateurs du type (b). D’une
part, ces générateurs font apparaitre une opération transcendante, a savoir, I'intégrale de f €
Ok-a1g(D™). D’autre part, ce type de générateurs n’apparait pas dans la conjecture originale de
Kontsevich—Zagier, comme reformulée dans [S, Conjecture 1.1]. O

Remarque 1.3. L’hypothese que 7 € C est algébrique sur k n’apparait pas dans 1I’énoncé de
[5) Théoreme 4.25]. Cette omission est le résultat d’une erreur survenue dans la preuve de [3|
Théoréme 3.27]. En effet, contrairement a ce qui est affirmé dans cette preuve, la platitude de C
sur (k) n’entraine pas que le noyau de la composition de [5, (114)] coincide avec le noyau du
morphisme

OZ—alg(Doo) — erf,w(F, o) Rpef(k,0r) P(k).

En fait, on a besoin de savoir plutot que la &?(k)-algebre Q47 (F, o) ®peti(k.or) P (k) est plate. Ceci
est le cas si € C est algébrique sur k. En effet, cette condition entraine que 1’élément 27i € Z2(k)
est inversible. On peut alors utiliser le fait que, au-dessus de I’ouvert

Spec(P(k, ) = DQ2zi~")  Spec(PY(k, o)),

Spec(‘Peff’ @(F, o)) est un torseur sous un Q-schéma en groupes affine pour conclure. (Ici, on note
2ni ce qu’on a noté 7 dans [5, page 951]; on renvoie le lecteur a [S, pages 953-956] pour les re-
lations entre ‘P*@(F, o), P?(F, o) et Q<> @ (F, o).) Cet argument sera repris juste apres le Théo-
reme 2.3] ci-dessous.

On ignore si [S, Théoremes 3.27 et 4.25] sont vrais sans I’hypothese que € C est algébrique sur
k. Cette question est du méme tonneau que la question épineuse de la densité du groupe de Galois
motivique Gpt(k, 07) dans sa version effective Spec(Hiﬁt(k, o)) qui est un monoide. Cependant,
il n’est pas difficile de réparer I’énoncé de [S, Théoreme 4.25] sans imposer de restriction sur le
plongement complexe o ; voir le Théoreme [I.T1] ci-dessous. m|

1.2. Ce que nous démontrons dans cette note. En plus du systeme d’indéterminées z, on se
donne un systeme d’indéterminées t = (¢1, 1, ...). On fixe les coordonnées a 1’aide des identifica-
tions
A" = Spec(k[z1, ..., 2m]) et E; = Spec(k[tl,tl_l, .. .,t,,,t,jl]).
On pose
oad) = Joap =Kzl et 0@ =|_JOE]) = kt,t].
meN neN
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On pose aussi
OBy ER) = ] OB} x¢B)) = Kz, t,£7"].
m, neN

On introduit les morphismes d’intégration suivants.

LemME 1.4. 1 existe un morphisme d’intégration
3) f 0AY) — k

tel que pour tout plongement complexe o : k — C et tout polynome p = p(z1,...,zm) € OA}),

on ait I’égalité
U(fp)=f o(p)-dzy -+ - dzy.
[0,1]"

De plus, on a fp =q(1,...,1) avec g € O(A}") I'unique polynome divisible par z - - - zy, et tel que

"q 3
021 0zm L
PreuVE. C’est évident. [ |
Lemme 1.5. 1l existe un morphisme d’intégration
4) f OB X ES) — k

tel que pour tout plongement complexe o : k — C et toute fonction réguliere

f=f(zl7,zm’t1’atn)€ O(AZ XkE’[:)9

on ait I’égalité suivante :

1 dr dr,
G(ff) = T s Zms s e ) - dzy gy - — - =2

Cri)" Jio1pmx(sty t tn

f o(f) (Zl, T, €T ez”i'T") -dzy -+ -dzy, - dry - - - dTy.
[0,1]mx[0,1]"

De plus, si p = p(z1,...,zm) est le coefficient du monome t° dans f, alors

Jo=]v

ou ’intégration dans le membre de droite est celle du Lemme

PreuVE. C’est évident. [ |
Pour énoncer le résultat principal de cette note, on introduit la notation suivante.

Notation 1.6. Etant donné un k-schéma affine et lisse X, on note (‘)Lg(X) le sous-k-espace vectoriel

de OX)[[w]][@ '] formé des éléments algébriques sur Frac(O(X))(w). (Bien entendu, « Frac(—) »

désigne le passage a I’anneau des fractions.) On pose

T 00 00y _ T
Of (AL BY) = ] 0] (aF < B,
m, neN

On définit de méme O], (A). O
THEOREME 1.7. Considérons le morphisme k-linéaire

(5) f L O] (AY X BY) — k(@)

obtenu en intégrant (au sens du Lemme [I.5)) une série de Laurent terme a terme. Alors, le noyau
de (B)) est le sous-k-espace vectoriel engendré par les éléments de la forme :



4 JOSEPH AYOUB

oG N o o .
(a) P Glz=1 + Glz=0, pour G € Oalg(Ak Xk EY) eti e N\ {0},

(m;f%gymeeO%M$xH$3ajeN\mk
Remarque 1.8. Le lecteur remarquera que les générateurs du type (b) dans le Théoreme [I.1]
n’ont rien a voir avec les générateurs du type (b) dans le Théoréme En fait, dans le Théoréeme
les générateurs dans (a) et (b) sont trés similaires : il est tentant d’y penser comme a des
variantes additive et multiplicative d’une méme notion. De ce point de vu, le Théoréeme nous
semble beaucoup plus satisfaisant et beaucoup plus proche de I’esprit de la conjecture originale
de Kontsevich-Zagier que le Théoreme [I.1] Toutefois, nous tenons a préciser que « plus satis-
faisant » ne sous-entend pas que le Théoreme permet de retrouver le Théoreme [I.1] En effet,
nous ne voyons aucune implication élémentaire et directe entre les deux énoncés (voir toutefois le
Théoreéme [1.12] dont la preuve est motivique, ainsi que la Remarque [I.13|ci-dessous). m]

1.3. Un complément. La preuve que nous donnerons du Théoreme est une légere modifica-
tion de celle du Théoreme En fait, ladite modification fournit aussi un « pont » entre les deux
Théoremes|[I.1]et[1.7] Pour expliquer cela, nous introduisons quelques notations.

Notation 1.9.
(i) On note .Z (k) le quotient de OZzg(AZO Xy E}”) par le sous-k-espace vectoriel engendré par
les éléments décrits dans (a) et (b) du Théoreme[1.7] C’est naturellement une k-algebre et
son produit admet une description similaire a celle de [2, Proposition 2.108(b)].
(ii) Etant donné un plongement complexe o=, on note Z¢(k, o) I’image du morphisme (I)). On
note aussi 2% ¢(k, o) le quotient de OZ_alg(D"") par le sous-k-espace vectoriel engendré
par les éléments décrits dans (a) et (b) du Théoréme Ainsi, 2" ¢l (k, o) est naturelle-

ment une P (k, o)-algebre et son produit admet une description similaire a celle de [2]
Proposition 2.108(b)].

(iii) Remarquons que 27i € 2 (k, o). On pose
Pk, o) = PV, o0@ri)'] et Pko)= 2TV (ko) 2ri)].
Lorsque 7 € C est algébrique sur de k, 27 € 2%/ (k, o) est un élément inversible et on a
alors 2U(k, o) = P(k, o) et P27k, o) = PT(k, 0).
O

Remarque 1.10. Dans [5]], les k-algebres 2 (k, o) et 22Tl (k, o) ont été notées P (k) et 27 (k)
respectivement. (Voir [S, Définition 1.6].) En plus de la période formelle 27i, que nous avons
notée 7 dans [3]], ce sont les seuls objets mathématiques pour lesquels les notations dans cette note

different de celles dans [5]. ]
Les morphismes d’intégration terme a terme induisent des morphismes
©6) f T (k) — k((w)) et f: Pk, o) — C(@)).

Le Théoreme [1.7 équivaut a I’injectivité du morphisme a gauche et, sous I’hypothése que 7 € C
est algébrique sur k, le Théoreme [I.1]| équivaut a I’injectivité du morphisme a droite. En fait, on a
le résultat suivant qui répare [5, Théoreme 4.25] et généralise le Théoreme [I.1]

TrEOREME 1.11. Le morphisme d’intégration terme a terme f : Pk, 0) — C((w)) est injectif.
Le « pont » annoncé ci-dessus est donné par le résultat suivant.
TuforiME 1.12. Etant donné un plongement complexe o, il existe un isomorphisme canonique de
k-algebres
T (k) & P(k,0) — P (k,0)

qui est compatible aux morphismes d’intégration terme a terme (0)).
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Remarque 1.13. Supposons que le Théoreme [I.12]est vrai. Alors, le Théoreme [I.TT]est vrai si et
seulement si le Théoreme|[I.7)est vrai. (L’ implication[I.T1]= [I.7]est claire. Pour la réciproque, on
utilise que le morphisme k((@)) ®; [ — C((w)) est injectif pour toute k-algebre [ C C.) O

Le Théoreme [I.12] admet aussi la conséquence suivante.
CoroLLAIRE 1.14. Toute série de périodes (i.e., un élément de I'image de ([2))) est une combinaison
P (k,o)-linéaire d’éléments dans 'image de ().

1.4. Une reformulation. Etant donnée une fonction réguliere f € O(A}" xi E}), on note cc(f) €
O(A}") le coeflicient du mondme t de f. Le polyndne cc(f) sera appelé le coefficient central de f.
Ceci fournit un morphisme k-linéaire

7 cc: OAY X BY) — O(AD).

D’apres le Lemme[1.5] on a la formule

ff:j[;’l]m ce(f).

En appliquant (7)) terme a terme, on obtient un morphisme k-linéaire

©) cc: OF (AP X BY) — OAR)[[@][@ '],
On note 0], ,.(AY) I'image de (8). Clairement, O], . (AY) contient O], (A7) et il est stable

par la dérivation par rapport aux indéterminées z; et par leurs substitutions par O ou 1. Le résultat
ci-dessous est une conséquence immédiate du Théoreme|[I.7]

CoroLLAIRE 1.15. Considérons le morphisme d’intégration terme a terme

) f DO AT) — k(@)

Alors, le noyau de () est le sous-k-espace vectoriel engendré par les éléments de la forme

oG
a - Glz,-:l - GIZ,‘ZO?
Zi

pour Ge Ol (A®)etie N\ {0).

cent-alg
PreUVE. En effet, on dispose d’un triangle commutatif
Oalg(Ak Xp EFY) — O (A}

cent-alg

Rl@)

k((@))

ou la fleche horizontale est surjective par construction. De plus, il est immédiat de voir que le mor-
phisme cc s’annule sur les éléments du type (b) du Théoréme[I.7]et qu’il commute aux opérations

oG
G > et G = Gl;=¢ (avec € € {0, 1}). Ceci permet de conclure. [ ]
Zi

Il ne faut pas chercher bien loin pour trouver des éléments de O
algébriques sur k(z, @).

¥

o0 .
cent—alg(Ak ) qui ne sont pas

Exemple 1.16. Considérons la série
1
F = = Z(rl +65Y (h+ 65 @

I-(n+) -+ o &

Pour s > 0,0n a

(2s)2 si r=2s,

e+ - (+5") =
0 si r=2s+1.
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Il s’ensuit que

2s 2 2
Cc(F):Z(S) s,
>0

Si k = C, on peut alors écrire
2 (7 do 2 ! dr
colb)@) =~ [ = .
o Vi-4w?sinfe TJo JI-2)-(1-4a70)

(Voir [10, page 298] et [8, page 184].) Ainsi, a un facteur pres, cc(F) est une intégrale elliptique
complete de premicre espece ; ¢’est donc bien une série transcendante sur k(w). m|

Remarque 1.17. 1l est intéressant de savoir si I’énoncé obtenu en remplagant dans le Corollaire
«OF (A7) » par « OLg(Al‘j’) » est vrai ou faux. Malheureusement, la preuve que nous

cent-alg
avons du Théoreme [I.7]et de son Corollaire [I.15|ne permet pas de décider. ]

Remarque 1.18. Le morphisme (8] est 1ié a la notion de « diagonale d’une série ». En effet, étant
donné un élément

F = F(Z13""Zmat]"~~atn’w) € OZlg(AZO Xk E[io)’
on peut trouver une série de Laurent
F = F(Zla e ’Zma tl’ .. 7tn’ S17 sy sn’ w) e O(AZH—zn)[[w]][w_l],
algébrique sur le corps k(z1, ..., Zmst1s - - s tns S1» - - - » Sy, @) €t tel que

Fzty,.. oty @) = FZ,t1,... 0, 1], 1)

4, @).

De plus, il est immédiat de voir que
cc(F) = diag(F)ly=-.=4,=1,
ol diag(ﬁ ) € O(Ak’"+”)[[w]][w‘1] est la série formelle diagonale définie de la maniere suivante. Si
on écrit N
F= Z F
(V1 yees Vsl eesfd JENZ

V1geeosVisd] yeeey ,,(Z’ w) : t‘l/l ot t;;n : S‘]ll o Slr:n

alors _
dlag(F) = Z Fvl,...,v,,,vl,.‘.,v,, (Z, TD') : t‘l/l e tl":n’
(V1 5ere,Vp )EN
Bien que ceci n’est pas directement lié au sujet de cette note, nous attirons I’attention du lecteur
sur un résultat remarquable de Furstenberg [9] généralisé par Deligne [7]] qui affirme que diag(f ),
et donc aussi cc(F), serait une fonction algébrique si la caractéristique de k était non nulle. En

caractéristique nulle, ceci est faux comme on I’a vu dans I’Exemple[I.16] m]

2. DEMONSTRATION

La démonstration du Théoreme [I.7] que nous allons présenter est essentiellement identique a
celle du Théoreme [[.T] que nous avons donnée dans [S5]. Elle différe uniquement dans le calcul
du torseur d’isomorphismes entre la réalisation de Betti tangentielle et la réalisation de De Rham
(voir [5, §3.6]).

2.1. Un survol de [5]. Pour la commodité du lecteur, nous rappellons certains points de [5] que
nous avons jugés utiles pour comprendre les modifications dans la preuve du Théoreme [I.1] qui
permettent d’obtenir le Théoréme

2.1.1. On pose K = k((w@)); c’est un corps complet non archimédien d’anneau de valuation
K° = k[[@]], d’idéal maximal KV = @ - k[[w]] et de corps résiduel K = k. On pose aussi
F = k(@) qu’on identifiera a un sous-corps dense de K. (Dans [5] nous avions supposé que k était
dénombrable. On fera de méme ici, et on remarque que cela ne restreint pas la généralité : il suffit
de démontrer le Théoréeme|[1.7|pour k de type fini sur Q.)
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2.1.2. On travaillera exclusivement a coeflicients rationnels. Pour S un schéma de base noe-
thérien et régulier, on note DM</(S) la catégorie triangulée des motifs effectifs de Voevodsky (2
coefficients dans Q) et DM(S) sa variante stable. (Voir [3} §2.1].)

2.1.3. Onnote RigDMeﬁ (K) la catégorie triangulée des motifs rigides effectifs et RigDM(K) sa
variante stable. On dispose des foncteurs d’analytification

Rig* : DMY/(F) — RigDM¥(K) et  Rig*: DM(F) — RigDM(K).
Etant donné un F-schéma lisse X, on note X% la K-variété analytique rigide qui lui est associée.

Les foncteurs Rig" envoient le motif de X sur le motif rigide de X**". (Voir [5}, §2.2].)

2.1.4. Pour r € N\{0} et X un k-schéma lisse, on note Q3" (X) le Gni-schéma X x; G, admettant
pour morphisme structural la composition de

XXk Gmk L Gmk l) Gmk-

On note quDM</(k) la plus petite sous-catégorie triangulée de DM/ (G,,;) stable par sommes
infinies et contenant les objets de la forme Qu(Q5" (X)) avec r et X comme avant. On note aussi
quDM(k) la variante stable. (Voir [5, §2.3].)

2.1.5. Le foncteur composé

* Rig*
& : quDM (k) — DM (Gyy) ——— DM (F) — RigDM/(K)
est une équivalence de catégories. Il en est de méme dans le cas stable. (Voir [, Théoréme 2.4].)

2.1.6. Le foncteur « motif proche » ¥, : DMY(F) — DM/ (k) est défini par la composition
de

DM (F) 22, RigDMY(K) ~ quDM< (k) — DM (Gyp) —— DM (k).

On définit de méme la variante stable ¥, : DM(F) — DM(k). (Voir [5, Définition 2.6 et Re-
marque 2.7].) En fait, nous aurons surtout besoin du foncteur de spécialisation canonique y :
DM (F) — DM (k) et de sa variante stable x : DM(F) — DM(k). Ce foncteur est défini par
la composition de

DM (F) Re, RigDMY(K) ~ quDM% (k) — DM (G,n;) —— DM (k),

avec ¢q : Gy — Spec(k) la projection structurale, et il en est de méme de la variante stable. (Voir
[5, (38)].) Contrairement aux foncteurs W, les foncteurs y ne commutent pas aux foncteurs de
« suspension infinie » Sus(% : DM (=) — DM(-); voir a ce sujet [15, Exemple 2.36].

2.1.7. On fixe un plongement complexe o : k — C. Etant donné un k-schéma lisse X, on note
X" la variété analytique complexe qui lui est associée. On dispose de foncteurs de réalisation de
Betti

Bti* : DMY(k) — D(@) et  Bti* : DM(k) — D(Q).

Ces foncteurs envoient le motif de X sur I’homologie singuliere de X", (Voir [5} §2.4].)

2.1.8. Laréalisation de Betti tangentielle est le foncteur TgB* : DM%/(F) — D(Q) défini par la
composition de

DM (F) —=, DM (k) 25 D(Q).
On définit de mé&me la variante stable TgB* : DM(F) — D(Q). (Voir [3] §2.5].)
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2.1.9. On note Q;k le complexe de préfaisceaux sur Sm/k qui a un k-schéma lisse X associe le
complexe ['(X, Q5 /k) des sections globales du complexes de De Rham algébrique sur X. Ceci est

naturellement un complexe de préfaisceaux avec transferts [11]], i.e., un objet de DM¢/(k). On pose
Pk, o) = Bti* ().

Ceci est un complexe de k-espaces vectoriels. On sait qu’il est (—1)-connexe (voir [2, Théoreme
2.104]). On pose aussi

P9 (k, o) = Hy(PY (k, o).
C’est la k-algebre des périodes formelles effectives. (Voir [15, §3.5].)

2.1.10. On a également la variante stable du Point [2.1.9] Dans [5 pages 950-951], nous avons
décrit cette variante en utilisant les Q. (U, u)-spectres avec U = ]P’,lc X P}( N A(P}c) etu = (c0,0).
Pour des raisons techniques, liées a la Proposition [2.15] ci-dessous, nous préférons utiliser ici les
T-spectres avec T = Qtr(E,i, 1). On note ¢ la coordonnée sur E}C de sorte que E}( = Spec(k[?, 1.

On note £, le T-spectre donné au niveau n par Q;k[n]. Les morphismes d’assemblage corres-
pondent par adjonction aux morphismes

Qj[n] — hom((Ey, 1), Q;,[1])[n]

donnés par le produit extérieur dIn(f) ® —. On remarque que €, est en fait un 7-spectre symé-
trique ; I’action du groupe symétrique sur Ev, (/) = Q;k[n] est la multiplication par la signature.
Le T-spectre symétrique €2/, fournit un objet de DM(k). On pose

Pk, o) = Bti" (/x).
C’est un complexe (—1)-connexe de k-espaces vectoriels. On pose aussi
P(k, o) = Ho(P(k, 0)).
C’est la k-algebre des périodes formelles.
2.1.11. Notons y € H{(Bti*(T)) = Hiing(El’“”) le générateur tel que Ldln(t) = 27i. On note
alors 27ii € P¥U(k, o) I'image de y par la composition de

BU*(T[-11) 2 Bii*(Q) = Pk, o).

Alors, on a (voir [2, Théoreme 2.93])
Pk, o) = PUk,o)2mi '] et Plk,o) = POk, 0)[2ni ).
2.1.12. Comme dans les Points et[2.1.10L on dispose du motif effectif Q'/ r € DM (F) et
du motif stable ,r € DM(F). On pose
PP (F, o) = TgB*(Q;F) et PP(F,0) = TgB*(Q/F).
Ce sont des complexes des F-espaces vectoriels (—1)-connexes. On pose aussi
PLO(F o) = Hy (PP (Fo)) et P7(F,0) = Ho(P(F,0)).

On dispose de morphismes de k-algebres P (k, o) — P47 (F, o) et P(k, o) — PZ(F, o) in-
duisant les morphismes Pl (k,0) — PP (F, o) et P(k,0) — PZ(F, o). On également :

(10) P(F,0) = PLP(F,o)2xi™'] et P7(F,0) = PPk, 027 '].
Ceci découle du Point[2.1.TT|et de [5, Remarque 2.19].
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2.1.13. D’apres [2, Proposition 2.108(c)], on dispose d’un morphisme d’évaluation (alias inté-
gration)

f:P(k,a') — C.

De méme, dans [S, Définition 4.18], on a introduit un morphisme d’évaluation (alias intégration)
f :PP(F,0) — C((@"'"; r e N)[Inw].

(Dans loc. cit., ce morphisme est défini sur Pl @ (F, o) ; on Iétend & PP (F, o) en utilisant (I0) etle
fait que 27 s’envoie sur la constante inversible 27 € C. Aussi, dans loc. cit., le morphisme prend

ses valeurs dans A;;f&(c ; il s’agit d’une sous-algebre de C((w@'"; r € N))[In @] introduite dans [}

page 971, (154)], voir aussi la paragraphe qui précede [5, Proposition 4.3]. Cette sous-algebre ne
jouera aucun rdle dans cette note.)

2.1.14. On dispose d’un carré commutatif
Pk,oc) — PZ(F,0)

s s

C——C(@'/"; r e N*))[Inw].
On pose (voir [5, Définition 3.25]) :

RY(F,0) = P7(F,0) bk, [ C.
D’apres [5, Corollaire 4.24], le morphisme induit

f : R (F,0) — C((@""; r e N))[In ]
est injectif.
2.2. Une réduction. Avec les notations du Point 2.1.6]et parallelement au Point[2.1.12] on pose
QU 7(F,o) = Bti'y(Q);) et Q7(F.0) = Bti'y ().

Ce sont des complexes de k-espaces vectoriels et on dispose d’un diagramme commutatif évident

Pell(k, o) —— Q- 7(F, o) —— PL7(F, o)

| | |

Pk,0) — Q7(F,0) —— PZ(F, 0).
On peut adapter la preuve de [2, Théoreme 2.93] pour obtenir
Q7(F,0) = Q7 (F, o) [27i™"].
Le complexe Q@ (F, o) apparait déja dans [3] ; voir [5, Théoreme 3.21 et Proposition 3.22].
De plus, [S} Théoreme 3.21] entraine aussitdt le résultat suivant.
ProrosiTioN 2.1. Le morphisme Q% (F, o) — PP(F, o) induit un quasi-isomorphisme
Q%(F,0) @ FlInw] ~ P7(F, o)
avec F = k(w!/"; r € NX).
Remarque 2.2. On avertit le lecteur que la relation entre Q@ (F, o) et P (F, o) n’est pas
bien comprise ; ceci est lié & I’introduction du complexe ‘Pell-@(F, o) dans [5] (102)]; voir aussi
[5, Remarque 3.17]. O

En fait, [5, Théoréme 3.21] entraine aussi que Q@ (F, o) et Q7(F, o) sont (—1)-connexes.
Comme dans le Point[2.1.12] on pose

QM7 (F,0) = Hy(Q¥ ™ (F,0)) et  Q7(F, o) =Hy(Q"(F,0)).
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Grice a la Proposition[2.1] on a un isomorphisme
(11) Q7(F,0) ®F Fllnw] =~ P(F, ).

Il n’est pas difficile de se convaincre que le second morphisme d’évaluation du Point [2.1.13] est
I’identité sur F| [In @] (modulo I’identification (II))). De plus, sa restriction 2 Q@(F, o) a été cal-
culée dans [5, Théoreme 4.21]. On sait en particulier que I’image de cette restriction est contenue
dans C((@)). On dispose donc d’un carré commutatif

P(k,0) — QZ(F,0)

s s

C—— C((@)).

Le Point[2.1.14] entraine aussitot le résultat suivant.

THEOREME 2.3. Le morphisme

(12) f : QU(F,0) ®pyy o, [ C — C((@)),

induit par le carré ci-dessus, est injectif.

Rappelons, voir la Notation que H(k,o) est 'image du morphisme d’intérgration f :
P(k,o) — C. (On utilise ici [2, Proposition 2.108].) La P(k, o)-algebre Q@ (F, o) est plate. En
effet, Spec(P“(F, o)) est un torseur sous le groupe de Galois motivique relatif Gﬁl’w(F, o) défini
sur Spec(P(k, 0)). (Voir la preuve de [, Proposition 3.26].) On peut donc raffiner le Théoréme@]
par I’énoncé suivant.

TrEOREME 2.4, Le morphisme

(13) f . Q°(F, ) ®po) Pk r) — C((@)),

induit par le carré ci-dessus, est injectif.

Dans [5]], nous avons montré comment déduire le Théoréme [T.1] du Théoreme [2.4) en calculant
explicitement le C-espace vectoriel Q7 (F, ) ®px,) < (k, o) par générateurs et relations (voir [3,
Théoréme 3.21]), et en calculant 1’action du morphisme (12 sur ces générateurs (voir [5, Théo-
reme 4.21]). Plus précisément, nous avons démontré le résultat suivant.

THEOREME 2.5. 1 existe un isomorphisme canonique (voir la Notation :

(14) Pk, o) = Q7(F,0) &) Pk, 0).

De plus, modulo cette identification, le morphisme (12) coincide avec le morphisme d’intégration
terme a terme (i.e., le second morphisme dans @) ).

Preuve. 1l s’agit de [5, Théoréme 3.21, Proposition 3.22 et Théoréme 4.21]. [ |

Dans cette note, nous appliquons la méme methode pour obtenir le Théoreme [I.7] a partir du
Théoréme La seule différence réside dans le calcul de Q@(F, o) ®p.o) Z(k, o) : nous en don-
nerons une présentation bien plus économe en générateurs et relations. En fait, nous démontrerons
le résultat suivant.

THEOREME 2.6. 1 existe un isomorphisme canonique (voir la Notation :
(15) (k)& Z(k,0) = Q(F,0) Spgq) Pk, 7).

De plus, modulo cette identification, le morphisme (12)) coincide avec le morphisme d’intégration
terme a terme (i.e., celui induit par le premier morphisme dans (6))).

La preuve du Théoréme [2.6]sera donnée dans la Sous-section[2.4] Clairement, le Théoreme|[I.12]
est une conséquence des Théoremes [2.5] et 2.6] De méme, le Théoreme [1.7) découle aussitot des
Théoremes [2.4] et 2.6 (Aussi, le Théoreme [I.T1] qui répare [5, Théoreme 4.25], découle aussitot
des Théoremes [2.4]et[2.3])



CONJECTURE DE KONTSEVICH-ZAGIER RELATIVE REVISITEE 11

2.3. Un autre résultat de [5]. On rappelle un dernier résultat de [S] concernant les foncteurs de
spécialisation canoniques y du Point [2.1.6] Ce résultat, qui repose sur I’analyse fine des préfais-
ceaux avec transferts surconvergents et invariants par homotopie [4, §2.4], joue un rble crucial
dans la preuve que (I4) est un isomorphisme. Il jouera un rdle tout a fait paralléle dans la preuve
que (T3] est un isomorphisme.

On rappelle d’abord quelques notations de [3 pages 930-931]. Soit X un k-schéma lisse. On
note Q"8(X) la fibre générique de la complétion formelle de X ®; K° en sa fibre spéciale. On note
aussi Q%°(X) = X ® F. On dispose d’une immersion ouverte Q"'¢(X) < (Qg"”(X))“"’.'

Supposons de plus que X est affine et posons A = O(X). On définit un pro-schéma Q;g (X) dela
maniére suivante. On note Vg (Q"(X)/Q%¢°(X)) la catégorie ayant pour objets les couples (U, u)
avec U un Q%¢°(X)-schéma étale et u : Q"8(X) — U®" un morphisme de K-variétés analytiques
rigides tel que le triangle

Qrig (X) u y yanr

( Qgeo (X) )anr

commute. La catégorie V¢ (Q"¢(X)/Q5%¢°(X)) est cofiltrante et le foncteur Spec(—), restreint 4 1’en-
semble ordonné des sous-(A ®; F)-algebres étales de A[[w@]][@!], est cofinal. Le foncteur d’oubli

QLX) : Ve Q™8(X)/ Q5°(X)) — Sm/F,

qui a un couple (U, u) associe le F-schéma U, définit un pro-F-schéma étale au-dessus de Q%°°(X).
D’apres [5, Lemme 2.26], on a, avec la Notation

(16) O(QL* (X)) = OF, ().

On rappelle la définition suivante (voir [S, Définition 2.23]).
DErFiNiTION 2.7. Soit L un préfaisceau avec transferts sur Sm/F. On note Q.(L) le préfaisceau
avec transferts sur Sm* /k obtenu en posant

QLX) = LIQS4(X))

pour tout X € Sm* /k. (Bien entendu, Sm® [k est la catégorie des k-schémas affines et lisses.)

Le foncteur Q. s’étend aux catégories des complexes et des T-spectres. On peut maintenant
énoncer le résultat crucial suivant.

TutorkME 2.8. Soit E un T-spectre en complexes de préfaisceaux avec transferts sur Sm/F.
Alors, le T-spectre Q.(E), vu comme objet de DM(k), est canoniquement isomorphe a l’image de
E par le foncteur y : DM(F) — DM(k). La variante effective de cet énoncé est également vraie.

Preuve. Pour la variante effective, on renvoie le lecteur a [5, Théoreme 2.24]. Pour la variante
stable, on renvoie le lecteur a [5, Théoreme 2.32]. [ ]

2.4. Fin de la démonstration. Nous démontrons ici le Théoreme [2.6|ce qui achévera la preuve
du Théoreme L7l

Remarque 2.9. Avant de se lancer dans la preuve du Théoréme[2.6] nous en donnons une esquisse.
Rappelons que Q% (F, o) = Hy(Q®(F, 0)) avec

Q7(F, ) = Bi"x(€r).
Nous allons d’abord calculer le complexe de k-espaces vectoriels Bti*y(,r). Dans [5]], ce com-
plexe est calculé en utilisant le modele explicite du foncteur Bti*y fourni par [5, Corollaire 2.33].

Dans cette note, on remarque plutot que y(€2,r) est isomorphe a R hompwx)(Q(0), x (€2/F)) ®k Lk
ce qui entraine que

Q7(F, o) =~ Rhompmx (Q(0), x(L/F)) & Bti* (/) =~ Rhompm) (Q(0), x(2/r)) & Pk, ).
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Nous calculons ensuite le complexe R hompwmi)(Q(0), x(€2,r)) en utilisant le Théoréme @ et
nous trouvons que

R hompm) (Q(0), x (/) = F (k).

L’isomorphisme (I5) en découle aussitot. Il reste alors a vérifier la compatibilité de (12)) avec le
morphisme d’intérgration terme a terme. Il est possible de déduire cela de [S, Théoreme 4.21]. O

Pour M € DM(k), il sera pratique de poser
(M) = Rhompm)(Q(0), M).

Clairement, on a aussi I'(M) = RI'(k, REvo(M)). Nous allons d’abord démontrer le résultat suivant.

ProrosiTion 2.10. 1l existe un isomorphisme canonique dans DM(k) :

A7 FOe(r) ®k Qi = x(F).

Les T-spectres symétriques € et y(€2,r) sont naturellement des algebres commutatives ; leur
produit est induit par le produit extérieur des formes différentielles. De plus, le morphisme évident
Q. — x(Q,r) est un morphisme d’algebres. On peut donc voir y(€2,r) comme un module au-
dessus de ;. La Proposition [2.10] est donc un cas particulier du résultat plus général suivant.
(Ci-dessous, on note DM (k) la variante k-linéaire de DM(k), i.e., ol les objets sont les T-spectres
symétriques en complexes de préfaisceaux avec transferts a valeurs dans les k-espaces vectoriels.)

ProrosttioN 2.11. Soit R un objet de DM(k); muni d’une structure de Q-module. Alors, la
composition de

(18) I'(R) ® Q/k — RQy Q/k — R

est un isomorphisme dans DM(k)y.

PreuvE. Ce résultat est bien connu : il s’agit d’un cas particulier de [[6, Theorem 2.6.2]. La preuve
étant simple, nous en donnons une esquisse qu’on divise en deux parties. Dans la premiere,
on traite le cas des €-modules libres (plus précisément, librement engendré par un objet de
DM(k);). Dans la seconde, on traite le cas général.

Partie A. Soit M € DM(k);. Dans cette partie, nous montrons que le morphisme canonique
(19) I'(M ® Qi) @k Qi — M Q Qi

est un isomorphisme. Il y a plusieurs facons de voir cela. Une facon, peu satisfaisante, est d’invo-
quer le résultat analogue pour Bti.Q (qui découle de [2, Proposition 2.7(b)]) et de conclure a I’aide
du théoréme de comparaison de Grothendieck (sous la forme [2, Proposition 2.92]).

On peut donner une preuve plus directe qui est celle de [6]. Etant donné que les deux membres
dans (T9) commutent aux sommes directes infinies en M, il suffit de traiter le cas ou M appartient
a un systeme de générateurs compacts. Ainsi, on peut supposer que M = MY (X)(r), avec X un
k-schéma affine et lisse, et r € Z. (Ici, MY(X) = hom(X, k(0)) est le dual fort du motif de X.)
Or, pour tout r € Z, on a Q(r) = Q. (En effet, par construction, on a s_Q; = ,[1], ce qui
équivaut a dire que T ® 2, =~ Q ;[1] grace a [1, Théoreme 4.3.38(3)].) Ainsi, en fin de compte, on
se ramene a traiter le cas de M = hom(X, k(0)). Dans ce cas, on a des identifications canoniques

M ®; Q/k ~ hOl‘Il(X, Q/k) ~ Q/k(X) R Q/k

ou le second isomorphisme est déduit de la formule de Kunneth pour la cohomologie de De Rham.
(On utilise ici que X est supposé affine.) Ceci permet de conclure.
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Partie B. On traite maintenant le cas général. L’action de €/, sur R définit un morphisme de
Q-modules

(20) R ®x Q/k — R

ol le membre de gauche est munie de la structure de €/-module libre évidente. L’unité de €,
induit une section, non € -linéaire, au morphisme (20). Il s’ensuit que le morphisme de D(k) :
2D (R ®r Q) — I'(R)

admet aussi une section. Considérons a présent la composition de

R — R®; Q/k ~T'(R® Q/k) (2% Q/k @) I'(R) ®; Q/k.

(’isomorphisme au milieu est celui obtenu dans la partie A.) Cette composition est clairement
une section au morphisme (I8)). Pour conclure, il suffit de montrer que cette composition est un
épimorphisme (i.e., qu’elle admet elle méme une section dans DM(k);). Pour ce faire, on considere
le diagramme commutatif déduit par naturalité du morphisme (20) :

R® Qi —— (R® Q) ® Qi —— T(R ® Qe ® Qi) ® Qi — S T(R & Qi) O Qi

| |

~ (1)
R—————— R Q) ———— TR Q) & @ ————— T(R) & Q1.

Les fleches verticales sont des épimorphismes. De plus, la composition de la premiere ligne hori-
zontale est un isomorphisme car elle est une section au morphisme (18) avec « R » remplacé par
« R ®, Q. » et que ce dernier est inversible d’apres la partie A. Ceci permet de conclure. |

CoRrOLLAIRE 2.12. [] existe un isomorphisme canonique dans D(k) :

(22) I'(y(QF)) & Pk, o) ~ QP (F, o).

CoroLLAIRE 2.13. ] existe un isomorphisme canonique dans D(k) :

(23) HoT(x(/p))) & P (k, o) = Q7(F,0) ®prr) P (k, 0).

PreuvE. Les complexes P(k, o) et Q7(F, o) sont (—1)-connexes. D apres le Corollaire il
s’ensuit que T'(y(€2/F)) est aussi (—1)-connexe. On peut donc passer au « Hy » dans (22)) pour
obtenir un isomorphisme de k-espaces vectoriels

(24) Ho(I'(x(€2/F))) ® P(k, o) =~ Q7(F, 0).
On applique maintenant le foncteur — ®p ) & (k, o) pour conclure. |

On continue avec le résultat suivant.

THEOREME 2.14. 1] existe un isomorphisme canonique dans D(k) :

(25) F(e(R/r)) = colim Q=" (AP xi By ™)

ou ﬁl};’_'(A}f X (BEL, DY) est le complexe placé en degrés homologiques positifs et défini de la

maniére suivante. Pour d € N, on a

Qi B EL DM = D 0 MAT <Y - dinfy Adz

alg alg
ICNN{0}, JC[[1,n]],
card(l)+card(J)=d

ou OZ};I)’ (J)(A]‘:’ X E;) est le sous-F-espace vectoriel de Ozlg(A]‘:" X E;) formé des séries de

Laurent G telles que Gl;,=c = 0 pour i € I et € € {0,1}, et Glyj=1 = 0 pour j € J. Le symbole
dz; désigne le produit extérieur infini suivant I’ordre évident des dz, pour u ¢ I. De méme, d1nf,
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désigne le produit extérieur fini suivant [’ordre évident des dInt, pour v ¢ J. De plus, la différen-
tielle de ce complexe est celle de De Rham. Enfin, le morphisme de transition en n € N dans la
colimite (23)) est donné par d1nt,. A (-).

PreuvE. D’apres le Théoréme on a x(/F) = QuQr) = {Qu) D} dans DM(K).
D’apreés la Proposition [2.15] ci-dessous, il s’ensuit que

F((€r) = colim Tot C.(Qu(Q) D4 Xk (B, 1))

1

(26)

et

= colim Tot C.(€}(Q*(Ax Xk (Ef 1Y")ln)).

Ci-dessus, Ay est le k-schéma cocubique X-enrichi usuel (voir [2, Exemples A.2, A.7 et A.13]) et
« C, » désigne le complexe simple associé a un objet cubique a valeurs dans une catégorie additive
karoubienne (voir [2, Définition A.4]).

Le reste du calcul est une application de [2, Proposition 2.100]. En effet, pour n € N, on dispose
d’un complexe de W(F)-modules cubiques Z-enrichis (au sens de [S, Définition 2.94]) :

My, = Q) (55 (A Xk By, ™)
concentré en degrés cohomologiques 0 < e < n ou il est donné par

QN M=, Qi Aow BLD = D 0L A ED - dindy.
J[[1,n]], card(J)=n—e

Ci-dessus, OZ};])(Ak’” Xy By) est le sous-F-espace vectoriel de (‘)Zlg(Az1 Xi Ey) formé des séries de

Laurent G tels que GI,jzl = 0 pour j € J et dIni, est le produit extérieur dans 1’ordre croissant
des dInt,, pour v € [1,n] \ J. Notons aussi que dans (27), nous avons utilisé I’identification (T6).
Avec la notation de [2, Définition 2.97], on a tautologiquement :

Tot(DR.(M})) = Tot C.(€) - (Qh¥ (Ax Xk (EL, 1)"™))).

et

On peut donc réécrire I’isomorphisme (26) de la maniére suivante.

I'(x(Q)F)) = coliNm Tot(DR.(M; [n])).

De plus, les morphismes de transition dans la colimite ci-dessus sont induits par les morphismes
de complexes de W(F)-modules cubiques X-enrichis

dint,g1 A= : Mp[n] — M, [n+1].
D’apres [2, Proposition 2.100], il existe un isomorphisme canonique dans D(F) :

Tot(DR.(M)) = Tot( Q¥ (M.)).

Le bicomplexe ﬁ"""(M,;) admet la description suivante (voir [2, Définition 2.99]). Pour ¢ € N et
0 <e<n, Q¥(M;) est la colimite de la N-suite

(), (J ~ A
& 0L DDA x By - dIniy A d2y
Ic[Lm]l, JC L],
card(l)=c, card(J)=n—e meN
ou les morphismes de transitions sont donnés par {(—) A dz;;+1}men. Les différentielles sont celles
de De Rham. Ceci permet de conclure. [ |
La proposition ci-dessous a servi dans la preuve du Théoreme [2.14]

ProrosiTioN 2.15. Soit E un T-spectre en complexes de préfaisceaux avec transferts sur Sm/k.
Alors, il existe un isomorphisme canonique

I'(E) = COI%\IIH Tot C(E,, (Ax Xx (El, 1)/\;1)).
ne
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PreuvE. 1 s’agit d’une conséquence bien connue de la théorie des préfaisceaux avec transferts
invariants par homotopie développée par Voevodsky [13| [12]. Pour la commodité du lecteur on
explique I’argument.
Etant donné un complexe de préfaisceaux avec transferts L, on pose
Sg#(L) = Tot C(hom(Ay, L));

il s’agit de la version cubique de la construction de Suslin—Voevodsky. Par construction, les pré-
faisceaux d’homologie de Sg”(L) sont invariants par homotopie. Grice a [12, Theorem 24.1],
ceci entraine qu’ils sont strictement invariants par homotopie. Autrement dit, le complexe de pré-
faisceaux avec transferts Sg(L) est A'-local, i.e., un remplacement ét-fibrant de Sg”(L) est un
remplacement (A!, ét)-fibrant de L. Il s’ensuit que

HY, (X, Sg* (L)) = homppper, (Qu(X), LLi])

pour tout k-schéma lisse X.
Par ailleurs, un autre théoréme de Voevodsky [12, Proposition 24.8] affirme que si F est un
préfaisceau avec transferts invariant par homotopie, on a

oo FEY si i=0,
Hét(E’F):{ 0 si i#0.

Il s’ensuit de ce qui précede que le morphisme évident
(B, DM, Sg*(L) — RTa((By, D', Sg(L)) = Rhompyperyy (Qu((By, D), L)

est un quasi-isomorphisme. Or, le membre de gauche s’identifie tautologiquement au complexe
Tot C(L(Ay xx (EL, D). Ainsi, pour conclure, il suffit de montrer que I'(E) est donné par

colim Rhompyyyer (Qur((By, D), Ey).
neN

Ceci est une propriété formelle qui découle par exemple de [[1, Théoreme 4.3.61]. [ |
Le Théoréme 2.14] entraine aussitot le résultat suivant.
CoROLLAIRE 2.16. ] existe un isomorphisme canonique de k-espaces vectoriels

Ho(T((Qr))) = F (k).

Remarque 2.17. Il découle de [3, Théoreme 2.55] que I'(x(€2,r)) n’a d’homologie qu’en degré
z€ro. (Il en est donc de méme du complexe explicite
s NT,00—e, a0 1
c%gn QT (AL X (By, DY

d’apres le Théoreme [2.14]) Nous ne donnerons pas I’argument ici car nous n’aurons pas besoin de
ce résultat dans cette note. O

L’isomorphisme (I5) du Théoreme [2.6] est maintenant une conséquence des Corollaires [2.13]et
Il reste a voir que cet isomorphisme est compatible aux morphismes d’intégration. Concre-
tement, nous devons montrer le résultat suivant.

ProrosiTioN 2.18. La composition de
Pk, o) = Tk & Pk, 0) = Q7(F, ) @y Pk, ) — C(@))

est donnée par intégration terme a terme des séries de Laurent.

Preuve. Nous donnons seulement une idée de la preuve. D’apres [S, Théoreme 4.21], la composi-
tion de

P, 0) = Q7(F,0) @) P (k, ) — C((w))
est donnée par I’intégration terme a terme des séries de Laurent. Par ailleurs, en retragcant la
construction des isomorphismes (14)) et (I5)), on peut montrer que la composition de

Pk, o) — Fl(k) &y Pk, o)~ Q(F,0) @) Pk, ) ~ P (F, )
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envoie la classe d’une série de Laurent F' = F(21,...,Zm,Hyevstn, @) € Ozlg(Ak’” X E") sur la
série de Laurent
Y Zm+1) o Y @min)
Y@me1) Y (Zman)
Ci-dessus, y : (D!,{0,1})) — (EL, 1) désigne un relévement du y € H}"(E"“") ~ H;(Sg2(T))
fixé dans le Point[2.1.11] (Voir [5, Définition 2.20 et Théoreme 2.21].) Le résultat découle mainte-
nant de la formule de changement de base du calcul intégral. [ |

-F(z1,...,2m, V(Zm+l), cee Y(Zm+n)’ w) € Oz_alg(Dm_m).
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