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Vorwort

Dies ist eine Sammlung von Korrekturen, Kommentaren und Erganzungen
zum Lehrbuch:

M. Brodmann: Algebraische Geometrie — Eine Einfiihrung, Basler Lehrbiicher,
a Series of Advanved Textbooks in Mathematics, Volume 1, Birkhauser Verlag,
Basel-Boston-Berlin, 1989, ISBN 3-7643-1779-5.

Der Grundstein der vorliegenden Sammlung wurde bereits in den ersten Jahren
nach dem Erscheinen des Buches gelegt, mit der Idee, diese fiir eine allfallige
revidierte Zweitauflage zu verwenden. Zu dieser Zweitauflage kam es dann
aber nicht mehr, da die geringe Nachfrage nach einem Deutsch-sprachigen
Lehrbuch in Algebraischer Geometrie eine Neuauflage nicht zu rechtfertigen
schien. Deshalb wurde die begonnene Zusammenstellung von Korrekturen,
Kommentaren und Erganzungen ab dem Friithjahr 1997 nicht weitergefiihrt.

Anderseits zeigte sich, dass das Buch in der ersten Auflage — auch im Nach-
druck — bis jetzt doch stetigen Absatz fand und auf eine interessierte Leser-
schaft stiess. Deshalb haben wir beschlossen, die Zusammenstellung der gesam-
melten Verbesserungen, Kommentare und Erganzungen nun zuganglich zu
machen. Dies soll vor allem der interessierten Leserschaft bei der Lektiire
entgegenkommen und helfen, gewisse Méangel in der Originaldarstellung zu be-
heben.

Die vorliegende Zusammenstellung soll laufend erweitert werden. Deshalb bit-
ten wir auch die Leserschaft des Buches um ihre Vorschlage fiir weitere Kor-
rekturen, Kommentare und Erganzungen.

Ziirich, 3. April 2017

Markus Brodmann, Hans Keller.



I. Affine Hyperflachen
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Seite 11
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Zeilen 15 und 16: ... die nach ¢ strebt.
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Zeilen -5 und -2: 7,
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Zeilen 2 und 3: ... hat genau eine Losung p(p)? im Intervall |0, r?|.
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Zeile 1: ... der Kreis |z| = r' := (p,)'/? ist.
Zeile 3: ... Kreisscheibe D, = {z € C | |z| < 7'} und ...
Zeile 6: ... Abbildung 7 : B, — R?
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in der Figur: ¢ = -

4. Tangentialkegel und Grad

Seite 41
Zeile 5: ... denselben Wert annimmt. Man kann diese Einsicht auch ein wenig
anders erhalten, indem man zundchst annimmt, es sei p = (0,0,...,0), was

natiirlich ohne Einschrénkung erlaubt ist. W&ahlt man dann ¢,¢' € L\ {0},
so gibt es ein A € C\ {0} derart, dass ¢ = A\¢’. Fiir jedes homogene Polynom
h # 0 vom Grad d gilt dann h(q’) = A?h(q), und daraus folgt wieder das
Gewlinschte.

Zeile 19: Nach (2.12) gilt u,(g) = pg(f) + 1q(g) - -

Zeile 20: ... 11,(g")) > pg(f®) = pr(f®)).



II. Affine Varietaten

5. Der Polynomring

Seite 56

Zeile -2: (vi) Kern(p) = ...
Nach Zeile -1 einfiigen: Ist / = (M) (M C A), so ist IB = (¢o(M)

Seite 57

Nach Zeile 2 einfiigen: Ist ¢ surjektiv, so ist IB = ¢(I).

Seite 59

Zeile 1: ... die binomische Formel gilt, sieht man leicht, dass aus a™,b" €
I, (a,be A;m,n eN) folgt (a+b)™" € I. Deshalb ist v/T...

Zeile 2: Sofort sicht man (fiir (ii) beachte man A=1< 1€ [):

Zeile 16: “Leicht priift man auch nach” ersetzen durch “Es gilt auch”:
Nach Zeile 18 einfiigen: Die Aussage (a) ist leicht nachzupriifen. Die Aus-
sage (b) wollen wir beweisen. Sei als m € Max(A).

Seite 60

Nach Zeile -1 einfiigen: Ist X = V(M) mit M C Clz,...,z,] so gilt
M C I(X). Aus (ii) folgt, dass I(X) die (eindeutig bestimmte) maximale Un-
termenge M von Clzy,. .., z,] ist, fir welche gilt X = V(M).

Seite 62

Nach Zeile 23 einfiigen: Ein Element a € A nennt man nilpotent wenn es
ein n € N derart gibt, dass a” = 0. Gleichbedeutend ist, dass a € \/{0}. Man
sagt, der Ring A sei reduziert, wenn er ausser dem 0-Element kein nilpotentes
Element besitzt. Gleichbedeutend ist, dass das Ideal {0} perfekt ist. Weil
Primideale perfekt sind, sind Integritatsbereiche reduziert.

Seite 64

Zeile 4: ... ein Primideal (resp. ein perfektes Ideal) ...
Zeile 5: ... ein Primideal (resp. ein perfektes Ideal) von ...
Zeile 10: ... samtliche Koeflizienten zu p gehdren. Sei nun zunachst p ein
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Primideal. Insbesondere ist dann ...

nach Zeile 17 anfiigen: Sei nun p ein perfektes Ideal. Sei f = > a;t’ € Alt]
und sei n € N so, dass f € pA[t]. Wir miissen zeigen, dass f € pA[t]. Nehmen
wir das Gegenteil an! Dann gibt es minimales ¢ > 0 derart, dass a; ¢ p. Weil
p perfekt ist, folgt af ¢ p. Schreiben wir f* = 3" ¢;t7, so gilt zunachst ¢; € p
fiir alle j € Ng. Wir konnen mit j = ¢n auch schreiben

Cin = g aj, ---aj, = a; +b, mit
(jl ----- jn)€N81j1+--~+jn:in

b 5
(150 ) ENGM (G- osd) i1 oA g =in

Nun ist aber in jedem der Summanden von b ein Faktor a;, mit j; < i zu finden
— also, ein Faktor, der zu p gehort. Es folgt b € p, also der Widerspruch, dass
cn = al + b ¢ p. Dies beweist, dass f € pA[t].
Zeile 17: ... Sei A integer (resp. reduziert) und ...
Zeile 18: Alty,...,t,] integer (resp. reduziert).
Zeile 19: ... mit p = {0} und beachte (5.19) A).

Seite 65
Zeile 14: ... (und wegen f ¢ A[t]*) ...

6. Zariski-Topologie und

Koordinatenringe

Seite 67

Nach Zeile 10 wie folgt weiterfahren: (6.1)’ Bemerkung A) Lemma
(6.1) besagt insbesondere... gerade die algebraischen sind.

B) Insbesondere gilt also folgende Aussage, in welcher die behauptete Gleich-
heit von Verschwindungsidealen leicht nachzupriifen ist:

(i) Sind X1,...,X, CC" (r € N) algebraische Mengen, so ist auch X;U---U
X, C C" eine algebraische Menge und es gilt ](X1 U---U XT) =I(X;)N---N
I(X,).

Seite 69

Nach Zeile 15 anfiigen: C) Leicht priift man auch folgendes nach: Ist
f : X — Y eine surjektive stetige Abbildung von topologischen Raumen,
und ist der Raum X noethersch, so ist auch der Raum Y noethersch.

Zeile 24: ... mit X uberein; d.h. das Innere jeder abgeschlossenen Teilmenge
Y ¢ X ist leer).
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Zeile 29: wvon C", das heisst genau diejenigen mit I(X) € Spec(Clzy, . .., z,))

(s. (5.16) B) (v)).

Seite 70

Zeile 19: ... besitzen, hat keine minimalen Mitglieder. Ist ndmlich Z € M
minimal, so besitzt Z keine Zerlegung in irreduzible Komponenten. Insbeson-
dere ist also Z nicht irreduzibel. Das heisst aber, dass wir schreiben konnen
7 = 7Z1UZy, wo Z; C X abgeschlossen sind und Z; & Z (i = 1,2). Insbeson-
dere gilt dann Z; ¢ M, also besitzt Z; eine Zerlegung Z; = Z;4 U --- U Z; .,
in irreduzible Komponenten (r; € N,i = 1,2). Dann ist aber Z = Z; ;U --- U
L1y UZy1U---UZy,, eine Zerlegung von Z in irreduzible Komponenten, und
wir erhalten den Widerspruch, dass Z ¢ M. Dies zeigt, dass M in der Tat
keine minimalen Mitglieder besitzt. Weil X ein noetherscher Raum ist, folgt
M =0, und die Existenz...

Zeile 25: ... mazimalen irreduziblen (in A™) lokal...

Nach Zeile -8 einfiigen: (6.11)" Bemerkung: Das vorangehende Resultat
zeigt iiber (5.16)B) (v), (6.1)'B)(i), und (5.17) insbesondere:

(i) Ein perfektes Ideal I C Clzy,..., 2, ist der Durchschnitt seiner (mini-
malen) Primoberideale.

Seite 72

Nach Zeile 11 einfiigen: F) Sind X,..., X, C A" endlich viele disjunkte
nicht-leere abgeschlossenen Mengen, so besteht ein Isomorphismus von C-
Algebren

(vi) O(X,U---UX,) — O(X)) x -~ x O(X,), (f=f1X0,...(f1, X))
Ist p € A", so besteht offenbar der Isomorphismus von C-Algebren
(vii) O({p}) = C.  (f = f(p)).

Inbesondere konnen wir also sagen: Sind py,...,p, € A" endlich viele paar-
weise verschiedene Punkte, so besteht ein Isomorphismus von C-Algebren

(iix) O{pr,-- .o }) — C, (f = (fp1), -, F(r)))-

Zeile -2: ... ist U;N U, NX; C Z, und ...
Zeile -1: X; =U,;NU,NX, C Z, also X C Z. Dies beweist (*).



Seite 73

Nach Zeile -5 einfiigen: Leicht sieht man auch folgendes:

(ii) Ist ¢ : A — B ein surjektiver Homomorphismus von Ringen, so wird
durch J — ¢(J) eine 1-1-Beziehung zwischen den Kern(y) umfassenden Ide-
alen J von A und den Idealen von B definiert. Dabei entsprechen einander die
perfekten (resp. primen, resp. maximalen) Ideale.

Zeile -4: Anwendung mit J = Kern(y) ergibt... :
Zeile -3: (iii) Ist ¢ : A — B ein...

Seite 76
Zeile 11: () (a) V(M) = Vie((M)) = Vie(y/TM)), (0 # M S O(X)).

Zeile 17 - 21 ersetzen durch: A) Wir erinnern daran, dass ein Ring A
reduziert heisst, wenn das Ideal {0} C A perfekt ist. Wir erinnern auch daran,
dass Integritatsbereiche reduziert sind (s. (5.19) A)

7. Morphismen

Seite 82

Nach Zeile 4 einfiigen: Es gentigt natiirlich zu zeigen, dass die Gleichheit
(iv) fiir die eingeschrankten Koordinatenfunktionen g = w; ['Y gilt.

Seite 88

Zeile 2: X = V(1 —wf(z)) C A% von ...

Seite 90

Zeile 10 erganzen zu: ..., so ist es auch S~™'p. Dabei gilt Kern(S™1p) =
S™Kern(nr o p) = S~ Y (Kern(nr) = S~ ' ({be B |3t € T : th = 0}).
Zeile 15: (c) ... & SNI# 0= SNVI#D..

Nach Zeile 19 einfiigen: (Zum Nachweis von (b) schreibe man ein be-
liebiges Element im rechtsstehenden Durchschnitt der behaupteten Gleichung
mit einen gemeinsamen Nenner.)

Zeile 23 ergdnzen zu: ... auf (vii)(d) — und weil nach (vii)(b) aus SNp =0



folgt ng'(S~'p) = p — schliesst man jetzt, dass gilt:

Seite 91

Nach Zeile -8 einfiigen: G) Sei p € Spec(A) und sei S C A\ p eine Nenner-
menge. Sei ¢ : A — B := A/p die Restklassenabbildung und sei 7" := ¢(.5).
Dann ist auch 7" C B eine Nennermenge und geméss C) existiert der in-
duzierte Homomorphismus v := S~typ : S7'A — T-1B. Weil ¢ surjektiv
ist, folgt wegen T' = ¢(S) = S/p C A/p = B, dass 1 surjektiv ist. weil
B integer ist, ist ny injektiv und so folgt nach dem in C) Bemerkten dass
Kern(y) = Kern(S~lp) = S~'Kern(nr o ¢) = S~'Kern(p) = S~!p. Der Ho-
momorphiesatz (6.19)C)(v) liefert also

(xvii) STTA/STp =T (A/p) = (S/p)~"(A/p).

Zeile 20 erganzen: ... integer und Quot(S™'A) = Quot(A).

Seite 93
Zeile 1: Beweis: (S. Beispiel (7.11)E)). Wir ...
Zeile 9: (z1,...,2,) — (21,...,3”’ e 1 - ))

Zeilen 14 und 15: p* (zwei mal).
Zeile 19: ... endlich vieler offener (elementarer) affiner ...

8. Lokale Ringe und Produkte

Seite 97
Nach Zeile -1 anfiigen: (¢) Ox,=C+my,.
Seite 98

Zeile 1: ... zwischen quasiaffinen Varietaten ...
Zeile 8: ... zwischen quasiaffinen Varietdaten ...
Zeile 12: d.h. es gilt (go f), = [} © g},

Seite 101

Zeilen 24 - 30 streichen: “Wie iiblich... ... es sel k; € O(X).“
Zeilen 31/32: Sei U C X eine affine offene Umgebung von p, welche in
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der Vereinigung aller irreduzieblen Komponenten von X liegt, welche durch p
laufen. Dann ist...

Zeile -3: "Wegen ¢((h;)g) = (ki) = ... = Y(O(U))) gilt” ersetzen durch:
“O(Y) ist iiber C endlich erzeugt. Das Selbe gilt deshalb fiir p(7(O(Y))) C
Oxp. Die endlich vielen Erzeugenden der C-Algebra ¢(7(O(Y))) sind also
Keime in p von regularen Funktionen, die auf einer gemeinsamen offenen Umge-
bung von p definiert sind. Nach Einschranken von U folgt deshalb”

Seite 102

Zeile 2: ..oopoT(ly(q) =7 (poT(ly(q)) C ...

Zeile 3: .... Nach (7.9)(i) folgt {f(p)} ={f(p)} = ...
Zeilen 5 - 8 ersetzen durch: Aus o f* = ¢ o7 folgt mit Hilfe von (8.5)

und wegen der Eindeutgkeit des in (7.12)C) erscheinenden Homomorphismus
Y, dass f; = ¢.
Zeile 10: ..., also f*=copon.

Seite 103
Zeile -2: (¢) A™x A™ = A™*™ (als Mengen, nicht als topologische Raume!)
Seite 104

Zeile 7: (ii)(a) Vam(M) x ...

Nach Zeile 7 einfiigen: Upm(f) X Upn(g) = Unmn(fg), (f € O(A™),g €
O(a)).

Zeile 11: (B) XY offen (und elementar) = X xY offen (und elementar) in
A,

Zeile -6: nicht die Produkttopologie von X und'Y (s. (8.18)(v)).

Nach Zeile -6 einfiigen: E) Sei X C A™ abgeschlossen und # () und es gelten
die Bezeichnungen von B). Nach B)(iii)(a) ist dann X x A™ = Vim+n (Iym (X)U
IAn (An)) = VAern (]Am (X)O(Am+n) Der Rlng O(Am+n)/IAm(X)O(Am+n) =
O™, . w,]) T (X)OM™atn, .. w,] = [OA™)/ Ty (X)] [, .. 10,] =
O(X)[wy, ..., w,] ist nach (6.18) und (5.21)’ reduziert. Damit ist gezeigt

Seite 107

Zeile 13: ... U und V' lokal abgeschlossene affine..
Zeile 14: Dann ist die (in X lokal abeschlossene) Menge U NV ...

Seite 108

Zeile 13: der Produkttopologie. Man zeige insbesondere, dass die Zariski-
Toplogie auf A' x A! nicht mit der Produkttopologie iibereinstimmt.



Zeile 15: dass O(X) 1, ()

11
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II1. Endliche Morphismen und
Dimension

9. Ganze Erweiterungen
Seite 110

Zeile 18: ... also f(c1,¢2) = (c1, cr0a, e2(ca — 1), 63(c2 — 1)), ((c1, c2) € A%)

Seite 112

Zeile 4: ... Operation A x M — M, zusammen mit einem Element 0 € M,
SO ...

Seite 113

Nach Zeile 7 einfiigen: Ist P C M ein weiterer Untermodul und ist * :
M — M/N die Resklassenabbildung, so gilt P = P/N = (P + N)/N,
"}(P) = P+ N und es besteht ein Isomorphismus von A-Moduln

P=P/N = (P+N)/N — P/(NnNP), gegeben durch

(p/N =(p+n)/N—p/(NNP),ne N,p¢e P).
Zeilen 8 - 9 wie folgt modifizieren und erganzen: Homomorphiesatz,
der folgendes besagt: Ist ¢ : M — N ein Homomorphismus von A-Moduln,
so beseht ein Isomorphismus von A-Moduln

7 M/Kern(p) — (M), (m/Kern(p) — @(m),¥Ym € M).
Seite 117

Nach Zeile 3 einfiigen: (iv) Ist B eine ganze Erweiterung von A, so gilt
A* = B*N A.

Nach Zeile 23 einfiigen: (iv): Die Inklusion “C” ist klar. Sei also a € B*NA.
Dann gibt es ein eindeutig bestimmtes b € B so, dass ab = 1. Wir miissen
zeigen, dass b € A. Es besteht eine ganze Gleichung b" + a,,_ 0" ' +---+ag =
0, (n€eNyag, - ,a, 1 €A). Esfolgt 1+ ala, 1+ aap_o+ -+ +a"tag) =
l14+aa,_1+a%a, o+ --+a"ay = a"b"+aa,_1a" 0" +ata,_oa" 2024+
a"ag = a™(b" +a, 10"+ ag) = 0, also a(—a,_1 —ada, o—---—a""tag) = 1.
Es folgt b = —a,_1 — aa,_os — -+ —a" tay € A.

Seite 118
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Zeile 10: M = (1 —a) (1 —a)M = (1 —a)"*{0} = {0}. Dies

Seite 119

T +an_1Tn_1+8an_22"  2+-+s""lag __ 0

Zeile T: ... folgt jetzt wieder Sn
Zeile 8: ... Ein t € S mit t"(2" + ap_ 12" + 50y, 22" 2 + - 5" Lag) = 0.
Zeile 9: (tx)" + tan_1(tx)" ' + t*sa,_o(tx)" "2 + - - t"s" tay = 0.

Nach Zeile 10 einfiigen: (9.12)" Satz: Sei A ein normaler Ring und sei
S ¢ A eine Nennermenge. Dann ist S™'A normal.

Beweis: Klar aus (9.12)(ii)(a) wegen QuotS—'(A4) = Quot(A) (s. (7.12)
F)(xv).

Zeile -6: S7'A = A,.

Nach Zeile -1 einfiigen: (9.14): Korollar: Seien A C B wie in (9.14),
sei I C B ein Ideal. Dann qilt:

(i) Ist q € Spec(R) derart, dass I C q und qN A ein minimales Primoberideal
von I N A ist, so ist q ein minimales Primoberideal von I.

(ii) Ist p ein minimales Primoberideal von I N A, so gibt es ein s € Spec(A),
das minimales Primoberideal von I ist so, dass s N A = p.

(iii) m € Max(B) & mnN A € Max(A).

Seite 120

Nach Zeile 16 einfiigen: Zeilen 22 - 24. Zeilen 22 - 24: streichen.

Seite 124

Zeile -6 ergidnzen zu: Kern fA[t]. Gilt also g(x) = 0 fir ein g € A[t], so
gibt es ein h € A[t] mit g = fh.
Zeile -3: (9.3 folgt aus ...

Seite 126

Zeile 16: x € ;.. q; \ d1-

Zeilen 19 - 22: "Uber jedem ... fiir ein i € {1,...,s}.” ersetzen durch “Nach
(9.14)’ ist aber jedes solche t von der Form v = q; N Afz], wo i € {1,...,s}
geeignet gewahlt ist.

Zeile 23: ... gilt aber ax € A[z]Nq; = v. Damit ist gezeigt, dass ax € \/pA[z].
Wir finden also ein m € N so, dass (ax)™ € pA|z].

Zeile 24: Alz] frei ist tiber der Basis 1,z,...,2" L.
Zeile 25: ... also schreiben 2™ = Z?:_Ol b;z'. mit eindeutig...
Zeile 26: ... . Wegen = ¢ q ist ...

Zeile 27: j < n. andrereseits ist 3. a™ba’t = a™a™ € palz] = p + pr +
pr + e _|_ pxn—l'
Nach Zeile 29 einfiigen: (9.23)" Korollar: Seien A C B wie in (9.23) und
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sei p € Spec(A) und q € Spec(B). Dann sind dquivalent:
(i) anA=p.

(ii) q ist ein minimales Primoberideal von pB.

Seite 129

Nach Zeile 21 anfiigen: (9.27)" Bemerkung: Sei f : X — Y ein endlicher
Morphismus zwischen quasiaffinen Varietaten. Dann gilt folgendes:

(i) Ist Z CY irreduzibel und abgeschlossen, so gibt es eine irreduzibel Kom-
ponente W von f~1(Z) so, dass f(W) = Z.

(i) Ist W C X irreduzibel und abgeschlossen, und ist T C W abgeschlossen
mit f(T) = f(W), so gilt T =W.

Zum Nachweis kann man wie im Beweis von (9.27) annehmen, es seien X und
Y affin. Dann schliesst man mit (9.13) und (9.14) aus (9.25). Die Einzelheiten

seinen im Sinne einer Ubungsaufgabe dem Leser iiberlassen.

Seite 130

Zeilen 25-30 streichen und ersetzen durch: (6) Sei a € NNT(A) \ A"
Zeigen Sie mit Hilfe von (9.8) (iv), dass £ € A, nicht ganz ist iiber A.

10. Dimensionstheorie

Seite 132
Zeile -13: ... eine Transzendenzbasis von B iiber A, wenn es ...
Zeile -8: ... algebraisch tber Alzy, ..., xz,|, aber ...
Zeile -T: ... Alxy, ..., Tk—1,Thy1, ..., T, (K =1,...,n).

Seite 133

Nach Zeile 8 anfiigen: (xi) Seien A C B,C Integrititsbereiche und sei
¢ : B — C ein surjektiver Homomorphismus von Ringen mit Kern(p) N A =
{0}. Dann gilt trdeg,(C) < trdeg,(B).

Auf Zeile 24 zwischen ”v € M.” und ”N € N” einfiigen: Als er-

stes zeigen wir, dass es Elemente t1,...,t, € A so gibt, dass A ganz ist
tiber K[ty,...,t,]. Wir nehmen zunéchst an, es sei f = czj + Zj;é gjz{,
wo s € Nyc € K\ {0} und g; € Klz,...,%,] fir alle j € {0,...,s — 1}
In diesem Fall setzen wir t; = f und t; = 2z; (i = 2,...,n). Dann erhal-

s—=1 1.7

ten wir die ganze Gleichung 27 + >~ ¢~ '2{ + ¢ '(go — t1) = 0 von 2; {iber



15

Klt1,... t,] = Klt1,22,...,2,]. Also ist A ganz tiber K[ty,...,t,]. Im allge-
meinen Fall sei
Zeile -3: (g] S K[tg,,tn},.] = 1,...,5— 1,90 :go—tl,go S K[tg,,tnD
Multipliziert ...

Seite 134

Zeile 1: K[ty,...,t,]. Damit sind die gesuchten Elemente t1, ..., t, gefunden.
Wegen...
Zeile 30: Wie im Fall r =1 sieht ...

Seite 138

Zeile 11 wie folgt ergénzen: Ldnge dim(X). Insbesondere gilt dim,(X) =
dim(X), falls X irreduzibel ist.

Seite 141

Zeilen 3 und 4: ... = M/, N (M + M;_,) fir alle i > ¢. Eine leichte
Rechnung zeigt, dass der letzte Modul jeweils geschrieben werden kann als
M+ M/, N M;_. Es gilt also M, ; = M+ M, , N M;_; fiir alle i > ¢. Wegen
M; & M, , folgt daraus M N M;_y & M/ ; N M;_; fiir alle ¢ > ¢. Also ist
Zeile 20 ersetzen durch: D) Ist V ein Vektorraum iiber dem Koérper K, so
stehe dimg (V) fiir die Vektorraum-Dimension von V iiber K.

Zeile 21 erganzen: Ist m € Max(A), so (ist A/m ein Kdrper und es) gilt
ZA(M/mM) =...

Zeile 23 ganz streichen

Seite 143

Neuer Beweis von Lemma (10.16): Zeilen 11 - 23 ersetzen durch:
Beweis: Ohne Einschrankung konnen wir annehmen, es sei p; = ¢, indem wir
andenfalls p; durch q ersetzen. Ist x € pg, so konnen wir fiir ¢ = 0,...,1 — 1
jeweils setzen p; = p;. Sei also = ¢ po und sei k € {0, ...,l} der grosste Index
mit = ¢ pr. Wegen p; = q ist k£ < [. Nun ist p +xA C pyy1. Wir withlen p), als
minimales Primoberideal von py+xA in pj1, pj_, als minimales Primoberideal
von pi_1 + xA € p;, und so fortfahrend p; als minimales Primoberideal von
p, +xAinp;, firallei =k k—-1,k—2,...1,0.

Wir wollen zeigen, dass p; & p;,, fiir alle ¢ € {0,...,k — 1}. Nehmen wir
das Gegenteil an! Dann gilt p; = p;,, fiir ein 4 < k. Dann ist aber p;/p;, =
pi1/p; € Spec(A/p;) ein minimales Primoberideal des Hauptideales xA/p;
von A/p;. Weiter gilt im Ring A/p; die Beziehung {0} # pit1/pi & piyi /i
Dies widerspricht dem Krull’schen Hauptideallemma (10.15). Also gilt in der
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Tat p; & piy,y fiir alle i € {0,...,k — 1}. Jetzt setze man p} = p;i; fiir
j=k41,.. -1

Seite 144

Zeile 6 wie folgt ergénzen: ...Z. (Zur Definition der irreduziblen Kette s.
(10.5)A)). Also:

Zeile 14 wie folgt erganzen: (a)
in (a).

Zeile -3: codimy (Z) =ht(Ix,(2)),(p € Z).

)

Ist X irreduzibel, so gilt sogar Gleichheit

Seite 145

Zeile 16: ... und (10.18)(iii)(a) .

Seite 149

Zeile 26: ... laufende Flachen 7, Z, mit Z; N Zy = {p}.

11. Topologische Eigenschaften von
Morphismen

Seite 150

in der Figur: Den ”Whitney-Schirm“, der sich unterhalb der zi, zo-Ebene
befindet, um —1 lidngs der z3-Achse verschieben (d.h. nach unten!).

Seite 152
Zeile 15: ... Nach (7.14) besteht mit fy := f [ f~(U) : f~Y(U) — U das

Diagramm:
Zeile 16 (im Diagramm): O(U) SLIN o(f~H0))

Zeile 17 (im Diagramm): O(Y), e O(X)n
Nach Zeile -1 einfiigen: (11.4)’ Korollar: Ist f : X — Y eim Morphis-
mus zwischen quasiaffinen Varietdten, so gilt dim(f(X)) < dim(X).

Seite 153
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Zeile 3 erganzen zu: in f(X). Anders gesagt: Das Innere von f(X) in f(X)
1st dicht.
Zeile 15: ... die Komponente X; weglassen.

Nach Zeile 15 einfiigen: Also ist f(X;) nicht enthalten in |J,; f(X;), denn

die Mengen f(X;), (i=1,...,7) sind gerade die verschiedenen irreduziblen

Komponenten von f(X).

Zeile 16: W; := f(X)\ U, f(X;) = ...
Zeile 18 wie folgt modifizieren: U; N W; ist zunéchst offen und dicht in in

f(X;). weil W; C f(X;) offen ist in f(X), ist U; N W; auch offen in f(X). Die
Menge U := {J;_,(U; N W;) hat dann

Seite 154

Nach Zeile 11 einfiigen: (i) Endliche Vereinigungen konstuierbarer Mengen

sind wieder konstruiebar.

Weil endliche Durchschnitte lokal abgeschlossener Mengen wieder lokal abgeschlossen
sind, kann man zeigen, dass (Beweis als Aufgabe):

Zeile 12: (ii) Endliche Durchschnitte sowie Komplemente ...

Nach Zeile 13: einfiigen: Als Ubungsaufgabe schlagen wir vor zu zeigen:

Ist X ein noetherscher toplogischer Raum und ist Y C X eine konstruierbare,
nicht-leere Menge, so ist das in Y gebildete Innere von Y dicht in Y.

Seite 155
Nach Zeile 19 einfiigen: Wir halten fest:
(i) Sind z1,...,24 € m, so ist x1,Zs,...,xq4 genau dann ein Parameter-
system von A, wenn x1 ein Parameter von A ist und wenn die Restklassen
xo/x1A, ... xg/11A € m/x1 A ein Parametersytem von A/xy bilden.
Dies folgt leicht, weil ein Isomorphismus von Ringen A/(x1,%a,...,z4) =
(A/x1A)/(xg,...,x4) besteht.
(1)” Es gibt ein Parametersystem x,...,xq von R.
Dies beweist man durch Induktion iiber d. Der Fall d = 0 ist klar. Sei
also d > 0 und seien pq,...,p, die minimalen Primideale von A. Dann ist

p; & m fir i = 1,...,r. Nach (11.10) gibt es ein 2; € m \ J,_, p;. Nach
(10.23)(iv)’ gilt dim(A/x;A) = d — 1. Navch Induktion finden wir also El-
emente r3/x1A, ..., xq/x1A € m/x1 A, die ein Parametersystem von A/z;A
bilden. Nach (i)’ ist dann xy, 29, ..., x4 ein Parametersystem von A.

Zeile 20: B) Ein Element z € m nennen wir ...

Zeile 23: Wir halten weiter fest:

Zeile -6 ergénzen: dim(A/zA) =d —1 > 0. Nach Induktion finden wir Ele-
mente x5/ A, ..., xq/cA € m/xA, die ein Parametersystem von A/xA bilden.
Nach (A)(i)” ist dann x, x9, ..., x4 ein Parametersystem von A. Deshalb ist z
ein Parameter von A.
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auf Zeilen -6 bis -1 streichen: "Insbesondere ... ... . Wegen*

Seite 156

Zeilen 1 - 8 streichen

Seite 157

Zeile 17: n := dim(X) — dim(f(X)).
Zeile 18: Dann ist n > 0 und es gilt:
Nach Zeile 22 einfiigen: Aus (11.4)" folgt zunéchst, dass n > 0.

Seite 158

Zeile 11: ... (topologisch) abgeschlossen. (f(X) mussinY nicht abgeschlossen
sein.)

Zeile 15: offen und dicht in'Y .

auf Zeile 16 einfiigen: ... nach dim(X) = d): Wegen Y\ f(X) C Y\ f(X) C
F(f,r) kénnen wir Y ersetzen durch f(X), also annehmen, es sei Y = f(X).
Zeile 17: ... offene Menge U # () in Y mit der ...

Zeile 18: ...q € U. Weil Y noethersch ist, ...

Nach Zeile 28 einfiigen: Wir finden also offenen Mengen U7,...,U/ in Y
so, dass U; = U/ N f(Z;) fiir i = 1,..., 1. Damit gilt aber dim(Z;N f~(s)) <r
fur alle s € U; und alle i € {1,...,1}.

Zeile -3: W :=U;N---NU/ N (Y \Ujsif(Z;)).

Zeile -2: ... Umgebung von ¢ in Y. Dabei gilt ...

Zeile-1: ...s e W\U und ... f7'(s) C Z;U---UZ, fur alle s € W\U. Deshalb

Seite 159

Zeilen 1 - 5: ... fiir alle s € W\ U, also fiir alle s € W. Somit ist
W UU C F(f,r). Dies widerspricht der Maximalitdt von U.

Nach Zeile 5 einfiigen: (11.15)" Bemerkung: In Satz (11.15) kann gelten
Y\ f(X) # 0. Doch diese Menge gehort offenbar zu F(f, ).

Auf Zeile 10 einfiigen: ... dass h(X) = (A*\ E)U(H\ {0}), und (A3\ F)N
(H\{0})=0,wo E =...

Zeile 11: Fiir die Fasern ergibt sich mit ¢ = (by, by, b3) € A3:

b3yl o p\0 fall A\ F.
Zeile 12 / 13: (i) h-'(q) = 4 Lonlzp) b = AL - fallsg e A
{b1,0,c} | ce C} = A", fallsqe H\{0}.
Zeile -2 beenden mit: ... = g(H) \ {0}.

Zeile -1 ersetzen durch: Der Morphismus g ist endlich und H ist abgeschlossen
in A3, irreduzibel und von positiver Dimension. Deshalb ist g(H) von postiver
Dimension und irreduziebel. Also ist g(H) \ {0} offen und dicht in g(H) und
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damit nicht abgeschlossen in F'(X).

Seite 160

Zeile 1 streichen
Zeile 2: f(X) am Zeilenbeginn streichen.

Seite 161

Zeilen 26 - 28: "Weil m(t) unitar ist ... ... folgt e(t) = 0, also* ersetzen
durch: "Nach (11.19)(1) und (9.21)(v) gibt es ein Polynom b(t) € f*(O(Y))]t]
mit

Nach Zeile -4 einfiigen: (11.19)" Bemerkung: Die Aussage (i) von (11.19)
besitzt die folgende lokale Version: Ist f : X — Y ein endlicher Morphismus
zwischen quasiaffinen Varietédten und sind K, g und m(t¢) wie in (11.19), so gilt
fiir alle g € Y

(i) IstY mormal in q, so gilt m(t) € f*(Oy,)[t]-

Die Aussage (ii) aus (11.19) ldsst eine entsprechende lokale Version zu, deren
Formulierung und Begriindung als Aufgabe gestellt sei.

Seite 162

Zeile 10 erginzen zu: (i) f ist surjektiv und eigentlich beziiglich der starken
Topologie, d. h. f ist stetig, abgechlossen und die Urbilder kompakter Mengen
sind wieder kompakt.

Zeilen 15 - 18: "Wir wissen bereits ... beziehen. Damit bleibt“ streichen.
Weiterfahren mit: ”Es genitigt folgendes zu zeigen: Ist...

Zeile -2: Wir wollen als erstes eine Folge...

Seite 163

Zeile 8: ... Gezeigten hat die Folge {p,}52, einen Haufungspunkt s € X.
Zeile 9: ... der Folge {q,}, also f(s) =¢q, d.h. s € f~1(q).

nach Zeile 11 einfiigen: Nun wollen wir zeigen, dass f : X — Y beziiglich
der starken Topologie offen ist. Nehmen wir das Gegenteil an. Dann gibt es
eine beziiglich der starken Topologie offene Menge U C X so, dass f(U) C Y
beziiglich der starken Topologie nocht offen ist. Wir finden also eine Folge
{g.}22, €Y\ f(U) mit Grenzwert g. Wir wéahlen p € U mit f(p) = ¢. Nach
dem vorhin Gezeigten gibt es eine Folge {p,}52, mit Haufungspunkt p und
so, dass f(p,) = q, fiir alle v € N. Weil dann aber p, ¢ U fiir alle v € N
widerspricht dies der Offenheit von U.

Nach Zeile 29 einfiigen: Dabei kann man f zusatzlich so wahlen, dass
f(X\Z)=A* (k=dim(X \ Z)) ein affiner Unterraum von A" ist. Wegen
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Z # X, und weil Z (und damit auch X) irreduzibel ist gilt £ < n. We-
gen f(U) C f(X\ Z) = A* widerspricht dies der Offenheit von f(U) in A"
beziiglich der starken Topologie.

Zeilen 30 - 33 streichen

12. Quasiendliche und birationale
Morphismen

Seite 164

Zeilen -2 und -1: ... zwischen irreduziblen quasiaffinen Varietdten. X en-
thalte eine ... )

Nach Zeile -1 einfiigen: Beweis: Sei Vi, ..., V, eine affine offene Uberdeckung
von Y und sei U; := f~1(V;) (¢« = 1,...,r). Dann wird die Einschrankung
fi=f 1 UinXy — V;endlich fiir : = 1,...,r (vgl. (9.26)). Ist U;N Xy, = U;
firi =1,...,r, so ist auch Xy = X. Wir konnen also jeweils Y ersetzen durch
V;, also annehmen, Y sei affin.

Seite 165

Zeile 1 wie folgt beginnen: Nach (10.3) besteht ein ...
Zeile 14 und 15: ... gilt also m(g)(p) = 0. Da X in X dicht ist, und weil
m(g) : X — C = A! stetig ist, gilt m(g)(p) = 0 sogar fiir alle p € X.

Seite 168

Zeile 11: ... ist endlich fiir ein g € f(X).

Nach Zeile 11 einfiigen: (v) [ ist dominant und f~'(q) ist endlich fir ein
q € f(X).

Zeile 17: korper von £(X) = Quot(O(X)) (vgl. (10.1)(ii)(b), (12.2)(iii),
(iv)’). Es folgt...

Zeile 19: ... (10.1)(x) gilt trdegg (k(X)) = ...

Zeile 27 egénzen zu: ... Y irreduzibel ist und weil dim(ﬁ) = dim(Y)
ergibt sich...

Seite 169

Zeile -6: ... unitar wahlen. Sei L ein beliebiger Korper.
Zeile -5: ... Polynoms g = > 1" b;t" € L[t] als...
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Zeile -4 und -3: g — ¢ ist L-linear und ... Produktregel. “Ist g € ... ...
g € K|t]” streichen.
Zeile -1: (t — X,_,) € K'[t]. Dann folgt f'(t) = [g(t)(t — \,)?] = ...

Seite 170

Zeile 1: ... Wegen Char(K) = 0 ist...

Zeilen 19 und 20 wie folgt modifizieren und ergianzen: Wir setzen
h(t) := fla—ut) = f(b+ (c—t)u). Weil g resp. f die Minimalpolynome von ¢
resp. von b sind, gilt g(¢) = 0 und h(c) = 0. Ist d € K'\{c} eine weitere gemein-
same Nullstelle von g und h, so gibt es ein i € {1,...,7r} mit a — ud = b; und
ein j € {2,..., s} mit d = ¢;. Daraus folgt b+uc—uc; = a—uc; = a—ud = b,
d.h. der Widerspruch b; + uc; = b + uc. Also ist ¢ die einzige gemeinsame
Wurzel der...

Zeile 26: ... unitar ist. In K'[t] folgt...

Zeile -2: (iv) 0; =) 1., cppecpanton by, €Lt ta], (i=1,...,n).
Nach Zeile -1 einfiigen: Fiir das Polynom [[|_,(t —t;) € Z[ty, ..., t,][t] gilt
offenbar:

(O Tt —t) =7+ b oyt

Seite 171

Zeile 1: Durch Einsetzen verifiziert man mit Hilfe von (v)’ sofort:

Seite 172

Zeilen 6 und 7 ersetzen durch: Der Satz vom primitiven Element erlaubt
es, das folgende mit (11.2) verwandte Resultat zu zeigen:

Zeile 15: Beweis: Nach (10.1)(ix) finden wir ...

Zeilen 20 und 21: ... kénnen wir schreiben A = Blay,...,a,] mit a; = =,
wobei u; € B[bl und d; € T fir i = 1,...,r. Schliesslich...

Seite 173

Zeilen 3 bis 9 neu formulieren: (12.9) Lemma: (Fasertrennungslemma):
Sei f: X — Y ein endlicher Morphismus zwischen irreduziblen affinen Va-
rietiten. Sei g € O(X)\{0}. Das Minimalpolynom m(t) von g iber f*(x(Y))
gehore bereits zu f*(O(Y))[t]. Sei g € Y. Dann sind dquivalent:

(i) Die Diskriminante A(m) € f*(O(Y)) von m = m(t) vermeidet das Mawi-
malideal f*(Iy(q)) € Max(f*(O(Y)).

(i) FEs gibt n := Grad(m(t)) paarweise verschiedenen Punkte pi,...,p, €
f~Yq), die durch g getrennt werden.
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Treffen die dquivalenten Aussagen (i) und (i) zu, so nimmt g auf der ganzen
Faser f~'(q) nur die Werte {g(p;) |i=1,...,n} an.

Seite 174

Nach Zeile 10 einfiigen: (12.10)’ Bemerkung: In (10.12) gilt die Behaup-
tung auch dann, wenn nur ¢ € Nor(Y'). Dabei kann man auch annehmen Y sei
nur quasiaffin.

Zeile 25 wie folgt ergénzen: ..O(f'(Uy(l))). Wegen (Y) = x(Uy(l))
und £(X) = &(f7H(Uy (1)) (vgl. (12.3)(iii)) gilt

Grad(f) = Grad(f FaC0) )-

Dies erlaubt es...
Zeile -3: dass |f7'(q)| < Grad(f) fiir alle ¢ € V.

Seite 175

Zeile 1: ... > Grad(f'),Vs € W. Weil A? normal ist, gilt nach (12.10) sogar
|f/7(s)| = Grad(f’) fiir alle s € W.

Seite 176

Zeile 15 wie folgt ergénzen: ... mit f*(O(W)) = O(f~(W)),. (Man kann
a zum Beispiel als gemeinsamer Nenner von endlich vielen Briichen wahlen,

welche O(f~1(W)) iber f*(O(W)) erzeugen.) Wir schrei..

Seite 177

Zeile 24 wie folgt erganzen: Beweis: Die Eindeutigkeit ergibt sich leicht,
weil f auf einer dichten offenen Menge einen Umkehrmorphismus hat und weil
X , X und X irreduzibel sind. Nehmen wir zunéchst an ...

Zeile 32: ...g" o f* 7 (f*(O(X))) C g* o f* 1 (O(X)) =: B, wobei...

Zeile 33 wie folgt erginzen: ist iiber g*((’)(X)). Denn, weil f endlich ist, ist
O()z ) ganz iiber f* (O(X )) und die Ganzheitsbeziehung bleibt beim Ubergang
zu homomorphen Bildern ja erhalten.

Zeile -4 wie folgt ergédnzen: ... mit h* = ¢. Esist (foh)" = h* o f* =
wo f*= (g o f* o f =g Aus (7.7) folgt g = f o h.

Zeilen -3 bis -1 streichen

Seite 178

Zeilen 1 bis 4 streichen
Zeile 17: ... ein endlich erzeugter algebraischer Erweiterungskorper
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Zeile 25: ... annehmen, A sei noethersch und normal. Weil...
Seite 179
Zeile 6 wie folgt ergadnzen: ... mit ¢y,...,c,_1 € K. Wir wollen jetzt ein

von y unabhéngiges Element 6% € A\ {0} konstruieren so, dass 6%c; € A fiir
j=1,...,n—1. Dazu schreiben wir y; = 1;(y) = Z? Olcjx

Zeilen - 7 und -6: ... endlich erzeugt, also noethersch. Deshalb gilt dies
auch fiir 0*A. Im Hinblick ...
Zeile -5: ... schliesslich A ein noetherscher, also endlich erzeugter ...

Seite 180

Zeile 26: Quotientenkorper #(X). Es folgt O(X) C f*(S)"(O(X)). Wir ...

Seite 182

Zeile 17: ... dass das Ideal f;(my,)Ox, C Oy, perfekt ist. Ebenfalls ...
nach Zeile -4 einfiigen: C) Als nméchstes zeigen wir:

(iii) Seien I C J Ideale eines Ringes A so, dass fir allem € Max(A) mit I Cm
in der Lokalsierung Ay die Gleichheit I, = Jy besteht. Dann gilt [ = J.
Beweis: Sei x € J. Zu jedem m € M = {m’ € Max(A) | I C m'} gibt es ein
sm € A\mmit sy € I (s. (7.12)D)(vii)). Das Ideal L := I+ 3 Asm C A
ist offenbar in keinem Maximalideal von A enthalten., d.h. es gilt L = A, also
1 € L. Es gibt demnach Elemente my,....,m. € M. ay,...,a, € Aund a € [
so,dass 1 =a+ Y, aiSm,. Esfolgt x =1z =azx + Y, | aiSmz € I.
Anwendung von (iii) auf I und .J := /I, zusammen mit der Tatsache, dass
VTn = (V1) fiir alle m € Max(A) liefert nun:

(iv) Ein Ideal I C A eines Ringes A ist genau dann perfekt, wenn das Ideal
I, C Ay, fiir alle m € Max(A) mit I C m perfekt ist.

D) Schliesslich wollen wir uns iiberlegen, dass gilt:

(v) Fir einen Morphismus f : X — Y zwischen affinen Varietiten und
einenn Punkt q € Y sind dquivalent:

(a) Die Faser von f ist reduziert iber q.

(b) f*(Iv(2)O(X) = Ix(f'(2)).

(c) f*(Iy(q))O(X) C O(X) ist ein perfektes Ideal.

Beweis: Nach (7.9)(ii) geniigt es zu zeigen dass (a) und (c) dquivalent sind.

Sei also m € Max((’)( ) mit f* ( ) ) € m. Nach dem Nullstellensatz
gibt es einen Punkt p € Vx(f*(I,(g )) ( )) = f- ( ) mit m = Ix(p). So
folgt, dass das Ideal f*(Iy(q )) X)w = f*(Iy(q))O( = f*(my,)Ox,p

perfekt ist. Jetzt schliessen wir mit (1v)
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Zeile 1: Beweis: O.E. konnen wir annehmen, X und Y seien affin (vgl.
(12.21)(iii)). Sei {p1,...,p+} = f~'(q). Nach (12.21)D)(v) gilt zunachst I :=
f* (Iy(q))O(X) = Ix(p1,...,pr). Der durch g — (g(pl), o ,g(pr)) definierte
Homorphismus von C-Algebren hat den Kern 1.

Zeilen 2 bis 12 streichen

Zeile 17: ... wird jetzt f*(Iy(q)) (O(X)/M) = O(X)/M. Nach (9.9) finden ...
Zeile 19: ... erhalten wir nach (10.1)(iii)(b) die Beziehung (X ) = S7!O(X) C
Zigr biSTHf* (O<Y))

Seite 184
Zeile -10: ... Faser f~*(f(p)) von f (iiber f(p)) in p reduziert ist. Weil die
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IV. Tangentialraum und
Multiplizitat

13. Der Tangentialraum
Seite 190

Zeile -7: ... eine Ableitung 72 in

Zeile -4: ... den Kern Iy, ,(X) (vgl. (8.1) (xvi)). Wegen 7 (Ian,(X)) =0
wird durch

Zeile -3: (iii) 7Tz (i5(fp) = 12 (fp),  (fp € Oanp)

Seite 195

Zeile 15 wie folgt ergidnzen: definiert, welche auf den Keimen konstanter
Funktionen und auf m? verschwindet. Leicht priift man nach ...

Zeile 24: (i) fy rmy ) /M3y — Mx /Mm%,

Zeilen 25 und 26: ... die zu f_;; duale lineare Abbildung (f_;)* vermoge der...

(7))

Zeile -1: (mx,p/mgg,p) — (mYJ(P)/m%/,f(p))*

Seite 196
Zeilen 15 und 16: ... ist in p, gilt fr(my,)Ox, = Ix,(f ' (q)). Dabei ...

Zeile 19: my7q/m%/7q i> mxm/mg(m Z—p> mf_l(q),p/mfc_l(q%p .

Nach Zeile 19 einfiigen: Nach (8.1) D)(ix)(c) ist Ox, = C 4+ mx,. Wegen
fr(my,) € my,, folgt also f(my,q)Ox,p+m%, = fr(my ) (C+my,) +m%,, =
fp(myg) + mxpfy(myg) +my, = fy(my,) + m% . Nach (8.1) D)(xvi) ist
in + Oxp — Op-1(y),p surjektiv mit Kern ]X7p(f*1(q)). Insbesondere ist
i*(mxp) = (%) " (Mp-1()p)) = Mp-1(g),p- Weil i ein Homomorphismus von
Ringen ist, folgt iy (m% ) = m}_, ), also (vgl. 12.21) A)(i)) (ip) "' (mFy(, ) =
L, (f 71 (@) +m%, = fi(my,)Oxyp + mi ), = [ (my,) +m% .

Zeile 20: Deshalb gilt Kern(i*) = Bild(f;). wenn wir jetzt...

Zeile 21: ... erhalten wir Kern(d, f) = Kern((f_;)*) = Bild((i%)*) = Bild(d,i) =

Seite 197

Zeile - 12: ... A) Sei (A, m) ein lokaler Ring und sei...
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Zeile 4 wie folgt ergidnzen: B) Sei jetzt der lokale Ring (A, m) zusétzlich
noethersch. Nach dem Krull’schen ...

Zeile -8 wie folgt erginzen: Ist = 0, so ist dim,/m(m/m?) = d = 0. Es ist
also m = {0}.

Seite 199

Nach Zeile 6 einfiigen: (13.17)" Bemerkung: Als unmittelbare Konse-
quenz des Resultates und des Beweises von (13.17) sieht man, dass fiir einen
lokalen noetherschen Ring (A, m) und ein Element € m\ {0} die folgenden
Aussagen gelten:

(i)  Ist A integer und A/xA regulir, so ist A requldr.

(i)  Ist A reguldr und © ¢ m?, so ist A/xA reguldr.

Nach Zeile -5 die folgende Verbesserung einfiigen (Verbesserung des
Beweises von Lemma 13.20 (Seiten 199 - 201):

(13.20) Lemma: Sei (A, m) ein lokaler, noetherscher Integrititsbereich. Sei
x € A\m so, dass A/xA normal ist. Dann ist auch A normal.

Beweis: Zunichst iiberlegen wir uns, dass jedes Element a € A\{0} geschrieben
werden kann in der Form a = 2"e, wobei r € Ny und e € A\ zA. Wir miissen
dazu nur zegen, dass I := [),oy, 2" A = {0}. Weil z ein Nullteiler ist, gilt aber
offenbar xI = I, also mI = I, und nach Nakayama folgt I = {0}.

Sei jetzt b = ¥ € Quot(A), (u,v € A\ {0}) ganz iiber A. Wir miissen zeigen,
dass b € A. Wir setzen B := A[b]. Weil A/xA integer ist, gilt xA € Spec(A)
und aus der Lying-over-Eigenschaft folgt zunachst tBNA = xA. Wir schreiben
jetzt w = x"d und v = z°e, wobei 7,5 € Ny und d,e € A\ zA. Mit t : =71 — s
folgt b = %l. Dabei ist ¢t > 0, denn sonst ware d = 2~ 'eb € tBNA = 2 A. Weil
b = * ganz ist iiber A, ist B ein endlich erzeugter A-Modul. Deshalb finden
wir ein N € N derart, dass eVb" € A fiir alle n € N,

Nach (7.12)G) besteht ein Isomorphismus von Ringen

L A JtA. — (A)zA)s, (v %/er > %, a€ AreNy),

woe: A — A/xA die Restklassenabbildung ist. Wir fassen A/x A als Unterring
von (A/zA)e C Quot(A/zA) auf. Dann gilt mit b := b/zA, = %/Ae €
Az A, fiir alle n € Ny die Beziehung

Vi) = o((e" JxAL)(b/zA)") = L[NV [z A,) € L(A)zAL) = AJzA.

Desbalb ist «(b) € (A/xA): C Quot(A/zrA) ganz tber A/xA. Weil A/zA
normal ist, folgt % = 1(b) € A/zA, dh. 2ld € e(A/zA) = (eA + zA)/zA.
Wir konnen also schreiben z'd = ea + xc mit geeigneten Elementen a,c € A.
Es folgt b = % = a + by mit by := . Damit erhalten wir B = A[b;] und
a, = eV (b)) € A fiir alle n € N.
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Wir setzen nun By := B = A[by],by := ¢ = % und B, := A[by]. Fiir alle n € Ny
gilt dann eMa"ct = eN(by)"e" = a,e™. Weil A ein Primideal ist und wegen
e ¢ xA folgt, dass a, € z"A fiir alle n € Ny. Mit geeignetem u,, € A gilt also
immer a, = 2™u, und somit ergibt sich, dass e’ (by)" = eN(g)n =u, € A fir
alle n € Ny. Also ist by ganz iiber A und es gilt A C B; C By C eLNA.
Nun konnen wir mit by verfahren wie vorhin mit b. So fortfahrend erhalten wir
eine aufsteigende Kette

A§B1§Bzg"'§3k§3k+1§'“§eiNA-
von ganzen Erweiterungsringen By von A, wobei jeweils gilt By = A[%’“]
mit B, = A[by]. Weil xA ein endlich erzeugter A-Modul ist, wird diese
Kette stationdr. Wir finden also ein m € N derart, dass B,,.1 = B,,.
Es folgt b;”“‘ € B, also b,, € zB,,. Mit geeignetem M € N konnen wir
aber auch schreiben B,, = A + by, A + (b)?A + -+ (b)) A und erhalten so
B, CA+ 2B, +2?B,, +---2™B,, C A+ mB,,, also B,, = A +mB,,. Nach
Nakayma folgt B,, = A und wegen b € B; C B,, erhalten wir in der Tat b € A.

Zeilen -4 bis -1 streichen

Seite 200
ganze Seite streichen
Seite 201
Zeilen 1 und 2 streichen Zeile 20 wie folgt erganzen: ... denn sonst

wére ym = xs fiir ein m € m und eine s € A\ m, also x € ym, d.h. xA C ym,
mithin

Zeile 21 wie folgt erginzen: ... also z € ym C m?. Weil A integer ist,
konnen wir schreiben A C A[¥] C A, C Quot(A). Es ist also ...
Zeile 22 wie folgt ergénzen und modifizieren: ... also A[¢] C %A. Nach

(9.7)(ii) ist £ also ganz iiber A. ...

Seite 202

Zeile 2 wie folgt d&ndern: ... Nach (5.5)(iii) kénnen

Zeilen 4 bis 7 streichen und ersetzen durch: Als erstes wollen wir
zeigen, dass I € Spec(A). Nehmen wir das Gegenteil an! Dann gibt es El-
emente a,b € A\ I mit ab € I. Mit y := bx gelten dann die Beziehungen
y ¢ Ay € NyepAps Iy = Ibz = blx C Ajay = abr € A. In der oben
eingefithrten Notation gilt also I & I +aA C I, € M, was im Widerspruch
zur Maximalitat von I € M beztiglich der Inklusion steht.
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Zeile 8 ersetzen durch: Sei jetzt s € I\ {0}. Wegen I € Spec(A) finden wir
nach (9.17) A) (i) ein minimales Primoberideal p von As mit p C I.

Zeilen 9 bis 12 streichen und ersetzen durch: Nach dem Krullschen
Hohensatz ist p € P. Daraus folgt x € A, und wir kénnen schreiben z = ¢ mit
ac Aundt e A\ p. Esgilt also sz, tx = a € A, und somit t(sx) = s(tx) € p,
also sx € p. Daraus folgt, dass Ix C [I.

Zeilen 21 bis 23 streichen und ersetzen durch: Beweis: Siehe (13.17)’.
Zeilen -5 und -4 erganzen wie folgt: ... Polmenge einer rationalen Funk-
tion f € kX \ O(X) ist von der reinen codimension 1 in X — das heisst, fir
jede irreduzible Komponente Y dieser Polmenge gilt codimx (YY) = 1.

Zeile -3: Beweis: Sei also X normal. Wir wollen zuerst annehmen, X sei
affin. Wir setzen A = O(X) ...

Seite 203

Auf Zeile 1 streichen: 7 Sei zunichst X normal. ”

14. Stratifikation

Seite 207

Zeile -2: ... tiber der offenen Menge w(W) C C*".

Seite 209
Zeile 11: 7,07, " : 7, (U, N Uy) — 7,(U, N Up)

Seite 210
Zeile 3: 7,0 Téil T (UpNU,) — 7, (U, N U)

Zeile 4: 7,07, 7,(U,NU)) — 7,(U, N UY)

Seite 215
Zeile 18: W'\ =W'"W-1W\ = W”W‘lwgfs hat. Jetzt ...

15. Hilbert-Samuel-Polynome
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Seite 224

Zeile 13: ... wiederholt die folgenden Aussagen, deren Nachweis...
Nach Zeile 15 einfiigen:

(**) ann(An) graduiert = Vi : ann(An) C ann(Ang).

Zeile -6 wie folgt modifizieren: also r > 0. Wegen ym = 0 gilt 0 = O(y4,) =
(Ym)(s4+v) = YoMy, d.h. y) € ann(Am,) C p, also

Zeile -5 wie folgt erganzen: ... Dies erlaubt induktiv zu schliessen, dass p
graduiert ist.

Nach Zeile -5 anfiigen: Mit (**) folgt nun auch, dass p = ann(Am) C
ann(Amy,y) C p, also p = ann(Amy,)). Damit ist aber p der Annulator eines
homogenen Elementes von M.

Seite 225

Zeilen 9 bis 19 streichen und ersetzen durch: Beweis: (a) ist klar, weil
T; (M) endlich erzeugt ist.

(b): Sei p € Ass(T7(M)). Es gibt dann ein m € T;(M) mit p = ann(Am). Es
gibt auch ein s € N derart, dass I°m = 0. Daraus folgt I° C ann(Am) = p, also
I C p. Nach (15.7)(iii) ist aber auch p € Ass(M). Dies beweist die Inklusion
C.

Sei umgekehrt p € Ass(M). Wir finden dann ein m € M mit p = ann(Am).
Insbesondere ist Im = 0, d.h. m € Ty(M), also p € Ass(T;(M)). Dies beweist
schliesslich die in (b) behauptete Gleichheit.

(c): Zuerst beweisen wir die Inklusion C . Sei ® : M — M/T(M) die
Restklassenabbildung. Sei p € Ass(M/T;(M)). Wir finden ein m € M mit
p = ann(Am). Zuerst zeigen wir, dass I nicht in p enthalten ist. Wére ndmlich
I C p, so hitten wir Im = 0, d.h. m € T;(M/T;(M)). Nach (i)(b) ergibe
sich daraus m = 0, also der Widerspruch, dass p = ann(Am) = ann({0}) = A.
Es bleibt zu zeigen, dass p € Ass(M). Nach dem soeben Gezeigten gibt es
ein u € I\ p. Nach (a) gibt es ein s € N mit w*T;(M) = {0}. Wir setzen
n := u®m. Es geniigt zu zeigen, dass p = ann(An). Wegen pm C T7(M)
ist zunéchst pn = pu'm = u’pm C w*T; (M) = {0} also p C ann(An). Sei
umgekehrt = € ann(An). Dann gilt zu*m = zn = 0, d.h. zu®m € T;(M), also
zu® € ann(Am) = p. Wegen u ¢ p folgt = € p. Also ist in der Tat p = ann(An),
also p € Ass(M). Damit ist die Inklusion C bewiesen.

Zum Nachweis der umgekehrten Inklusion wahlen wir p € Ass(M) so, dass [
nicht in p enthalten ist. Nach (15.7)(iii) ist dann

p € Ass(Ty(M)) UAss(M/T;(M)).

Nach (b) ist aber p ¢ Ass(T;(M)). Sofolgt p € Ass(M/T;(M)). Dies beschliesst
den Beweis.
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Seite 231

Zeile -8: durch Tensorieren eine Basiserweiterung...

Seite 237

Zeile 8: .. .NNT, (Gr(m,M)) = Hprjom(t) = Hy(t) — ...

V. Projektive Varietaten

17. Der Projektive Raum

Seite 268

Zeile -4: Scheibendurchmesser {+(ecos(a),esin(a)) | 0 < e < 1} = d, auf
einen ...

Seite 269

Zeile 6: ... auf der Strecke s = {(0,0,w) |0 <w < 3} C ...
Zeile 7: ... und p:=¢(0:1:0) = (0,0, %) haben ...

Seite 278
Zeile 24: (i) V(1) = IP’(VCA(X)([)) ={(co:...:cn) € X| flcoy...,cn) =
0,Vfel}.

Seite 281
Zeile 12: ... projektive Nullstellengebilde der Homogenisierung des Ideals
der ...

Zeile 14: VA”(fl; ey fr) = VP—Z ((fl, sy fr)+)7 (fz S O(An))

Zeile 17: IL (Vih ((f1, ... f)T)) =V (f1, - o)™

Seite 282
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Zeilen 11 bis 18 streichen und ersetzen durch: (17.15) Bemerkungen:
A) Sei f € O(A™). Nach (17.12) (ii) ist dann klar, dass (f)* = (f*). Nach
(17.13)" folgt daraus, dass

Van (f) = Van (f 7).
Zeilen 22 bis 24 streichen und ersetzen durch: (i) Ist f € O(A"™) mit
Grad(f) = d > 0, so ist die Menge der Fernpunkte der Hyperfliche Vi(f)
gegeben durch:

V]}Dt (207 (f)(d)) .

Zeile 25: Fiir die Hyperfliche Vi (f), (f € O(A™),Grad(f) = d) wissen
wir
Zeilen -3 bis -1 streichen

18. Morphismen

Seite 286

Zeile 14: Beweis: (a) = (b): Weil 7 stetig ist (vel. (17.6)(i)), ist 7 1(X) C
A" lokal abgeschlossen. Sei ¢ € 771(X). Weil f regulir ist, gibt es ...

Zeile 15: ...U C X von p = m(q) und zwei homogene Polynome [,h €
Clzo, - - -, 2n) derart, dass h(c) # 0 und

Zeile 20: ..., derart, dass v(c) # 0 und forw(c)=...

Seite 287
Zeile 8: ... :fOTi_l(i_i""vCic:l>cgla~--7cc—?) _
Zeile 9: ... = jltal
Seite 289
Zeile -11 und -9: ... schreiben f(p) = (fo(p) C e fn(p))- Ist f ein Mor-

phismus, so sind die Funktionen f; = f*(w;) fur alle i € {0,...,n} regular.
Seien umgekehrt die Funktionen f; regulér fiir alle 1 € {0,...,n}. Sei V C Y
offen, sei g € O(V) und sei ¢ € f~1(V). Wir finden ...

Seite 298

Zeile 8: f: {s} — X, fo: {s} — Y, definiert durch ...
Zeile 9: Menge (f1, f2)(s) = (f1(s), f2(s)) € X XY aus genau einem Punkt, ...
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Seite 305
Zeile -10: ... Seir € Nso,dassr>d; (j=1,..., s).
Zeile -7: a; = leeql1§-~~<l Clyyoly iy~ 7 XL,
Zeile -2: ..., also b € C[B,] = C[(B™);]. Wegen ...

19. Grad und Schnittvieltachheit

20. Ebene projektive Kurven

Seite 345

Zeile -4: dzf —218_9+r(7n 1)z~ 2l+zr 1(2 ol +z2082212)

Zeile -1: (azoazQ> (af) (Bzoazl) (azzf) (85125;2) (ZZ)

Seite 346

Zeile 6: ... und | € C|z, o).

Seite 352

Zeile - 4: Man zeige, dass sich 5 Tangenten einer glatten...

V1. Garben

21. Der Grundbegriffe der
Garbentheorie

22. Koharente Garben
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23. Tangentialfelder und
Kahler-Differentiale

Seite 413
Zeilen 16, 17 und 21: “ (23.14) 7 ersetzen durch “ (23.16) ”

24. Die Picard-Gruppe

25. Koharente Garben tiber projektiven
Varietaten



