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Kapitel 1

Noethersche Ringe und Moduln

§ Grundbegriffe

1.1 Festsetzungen. (A) Unter einem kommutativen Ring verstehen wir immer einen

Ring mit kommutativer Multiplikation und mit einem Einselement. Sprechen wir von
einem Ring, so wollen wir die beiden genannten Eigenschaften als erfiillt annehmen.
Das Einselement eines Rings R bezeichnen wir mit 1 oder 1g.

Ein Homomorphismus h : R — R’ von Ringen heisst unitdr, wenn gilt h(1g) = 1g.

Im Weitern seien alle Ringhomomorphismen unitér.

Ist R ein Ring, so heisst ein R-Modul M unitdr, wenn 1-m = m fiir alle m € M. Wir
wollen immer annehmen, Moduln seien unitér.

Eine Teilmenge N eines R-Moduls M ist bekanntlich genau dann ein Untermodul,
wenn N beziiglich der auf M definierten Operationen ein R-Modul ist, d.h., wenn
N # @ und wenn aus m,n € N und x € R immer folgen m +n € N und x-m € N.

Ist M C M eine nicht-leere Menge, so schreiben wir (M) oder >\, Rm fiir die

Menge

i=1

TENO;$1,...,xTGR,ml,...,mTGM}

aller R-Linearkombinationen von Elementen aus M. Offenbar ist (M) = > Rm
ein Untermodul von M, der die Menge M umfasst. Wir nennen (M) den durch die
Menge M erzeugten Untermodul. Zudem setzen wir (&) = 0; d.h. der durch die
leere Menge erzeugte Untermodul soll der Nullmodul {0} sein, den wir — falls kein
Anlass zu Verwechslung besteht — immer mit 0 bezeichnen.

Sei M ein R-Modul. Sind my,...,m, endlich viele Elemente aus M, so bezeichnen
wir mit (mq,...,m,) oder >.._; Rm; den durch die Menge {my,...,m,} erzeugten
Untermodul ({ml, ey mr}) von M. Der Modul M heisst endlich erzeugt, wenn es
endlich viele Elemente my, ..., m, € M so gibt, dass

M= (mq,...,m,;) :ZRmi.
i=1

1



2 1. NOETHERSCHE RINGE UND MODULN

Das System myq, ..., m, nennen wir dann ein Erzeugendensystem von M.

(G) Sei M ein R-Modul. Eine aufsteigende Folge von Untermoduln ist eine Folge
(Ni)ien, von Untermoduln N; C M so, dass

Ni - Ni+1 fir alle ¢ € No.

Wir sagen, eine Folge (IV;);en, von Untermoduln werde stationdr, wenn es ein i € Ny
so gibt, dass
Ni = Nj,o fir alle ¢ > io.

§ Der Begriff des noetherschen Moduls

1.2 Satz. Sei R ein Ring und M ein R-Modul. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:
(i) Jeder Untermodul N von M ist endlich erzeugt.
(ii) Jede aufsteigende Folge (IV;);en, von Untermoduln von M wird stationér.

(iii) Jede Menge M # @ von Untermoduln von M besitzt beziiglich der Inklusion maxi-

male Mitglieder.

Beweis. “(i) = (ii)” Sei (N;)ien, eine aufsteigende Folge von Untermoduln von M. Sofort
priift man dann nach, dass N := UieNO N; ein Untermodul von M ist. Nach Voraussetzung
ist N endlich erzeugt. Wir finden also Elemente m1,...,m, € M mit N = Z;:1 Rm;. Zu
jedem j € {1,...,r} gibt es einen Index i(j) so, dass m; € Ny(;y. Sei ig := max{i(j) | j =
L,...,r}. Dann ist m; € Ny, fir j = 1,...,r. Bs folgt somit N = Y% | Rm; C N;, C N,
also N;, = N. Damit ergibt sich, dass N; = N,, fiir alle ¢ > 4.

“(ii) = (iii)” Sei M # @ eine Menge von Untermoduln von M. Nehmen wir an, M
besitze beziiglich der Inklusion keine maximale Mitglieder. Wir wahlen N € M. Dann gibt
es immer ein N’ € M mit N C N’. So finden wir sofort eine aufsteigende Folge (V;)ien,
von Untermoduln N; € M so, dass N; C N;y; fiir alle ¢ € Ny. Dies widerspricht der
Voraussetzung (ii).

“(iil) = (i)” Sei M die Menge aller endlich erzeugten Untermoduln N von M, zu welchen
es einen nicht endlich erzeugten Untermodul N’ von M so gibt, dass N C N’. Weil der
Nullmodul endlich erzeugt und in allen Untermoduln von M enthalten ist, gilt M # @
offenbar genau dann, wenn nicht alle Untermoduln von M endlich erzeugt sind. Es geniigt
also zu zeigen, dass Ml = @. Nehmen wir das Gegenteil an! Nach Voraussetzung besitzt M ein
beziiglich der Inklusion maximales Mitglied N. Es handelt sich um einen endlich erzeugten
Untermodul, sodass wir schreiben kénnen N = (mgq,...,m,) mit geeigneten Elementen
my,...,m, € N. Weiter gibt es einen nicht endlich erzeugten Untermodul N’ von M mit
N C N'. Es muss dann gelten N C N’. Wir finden also ein n € N’ ~ N. Mit N :=
(mi,...,m,,n) folgt dann N C N’, also N € M. Weiter ist N C N. Dies widerspricht der
Maximalitét von N in M. [ ]
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1.3

Definition. Sei R ein Ring. Ein R-Modul M mit den &quivalenten Eigenschaften

(1.2)(i),(ii),(iii) heisst ein noetherscher Modul.

1.4

1.5

§ Erste Eigenschaften noetherscher Moduln

Festsetzungen und Bemerkungen. (A) Sei R ein Ring und h: M — N ein Homo-
morphismus von R-Moduln. Wir schreiben dann Im(h) fiir die Bildmenge h(M) C N
von M unter h und Ker(h) fiir den Kern h='(0) C M von h. Im(h) ist ein Untermodul
von N, und Ker(h) ist ein Untermodul von M. Offenbar ist A genau dann surjektiv,
wenn Im(h) = N, und genau dann injektiv, wenn Ker(h) = 0.

Sei R ein Ring und h : M — N ein Homomorphismus von R-Moduln. Fiir jeden
Untermodul U C M gilt dann

R~ (R(U)) = U + Ker(h).

In der Tat folgt aus € A~ (h(U)) zundchst h(z) € h(U). Also gibt es ein u € U
mit h(u) = h(z). Somit ist h(x —u) = 0, d.h. up := = — u € Ker(h). So erhalten
wir £ = u 4+ ug € U + Ker(h). Umgekehrt kénnen wir ein z € U + Ker(h) immer

schreiben als © = u + ug fiir geeignete Elemente u € U und wy € Ker(h). Somit ist
h(z) = h(u) + h(ug) = h(u) + 0 = h(u), also h(z) € h(U), d.h. z € b= (h(U)).

Festsetzungen und Bemerkungen. (A) Sei R ein Ring. Sind M und N R-Moduln
und h : M — N ein Homomorphismus von R-Moduln, so heissen Qu(h) := M die
Quelle von h und Zi(h) := N das Ziel von h. Eine Sequenz von R-Moduln ist
eine Familie (h;);e; von Homomorphismen von R-Moduln so, dass I C Z ein Intervall
ist und dass Zi(h;) = Qu(h;—1) fiir jedes i € I\ {sup(I)} gilt.

Sei (h;)icr eine Sequenz von R-Moduln. Fiir ¢ € I sei M; := Qu(h;), und falls min(J)
existiert, so sei Mynin(r)—1 := Zi(hmin(r)). Dann besteht folgende Situation:

RN i+1hi‘+l’MiLMi—l .
fir i € I\ {inf(I),sup(l),sup(I) —1}, und die Sequenz von R-Moduln (h;);e; wird auch
mit (M;, h;)ier bezeichnet. Gilt I = Z, so wird (h;);e; auch mit he oder mit (M,, hs)
bezeichnet.

Seien (h;);cr eine Sequenz von R-Moduln und r € I. Falls Qu(h;) = 0 fiir alle ¢ € I mit
i > r, so identifizieren wir (h;)ic; mit (hi)ieqjer|j<r}- Falls Zi(h;) = 0 fiir alle 4 € I mit
i <1, so identifizieren wir (h;)ie; mit (h;);cqjer)j>r}. Anders gesagt kénnen wir “alle
am linken oder am rechten Ende einer Sequenz von R-Moduln stehenden Nullmoduln
bis auf jeweils einen weglassen”.

Sei (h;)icr eine Sequenz von R-Moduln. Sei j € I\ {sup(I)}. Die Sequenz (h;);cs
heisst halbexakt an der Stelle j, falls Im(h;;1) C Ker(h;), und exakt an der
Stelle j, falls Im(hj41) = Ker(h;). Ist (h;)ier halbexakt an der Stelle j, so gilt also
hj o hjy1 = 0. Die Sequenz (h;);cr heisst halbexakt beziehungsweise exakt, falls sie
halbexakt beziechungsweise exakt an der Stelle j ist fiir jedes j € I\ {sup(I)}.
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(E) Eine kurze exakte Sequenz von R-Moduln ist eine exakte Sequenz von R-Moduln
(hi)icr so, dass #I =5 und dass Qu(Amax(r)) = 0 = Zi(hmin(r)), also von der Form

0—N-""mMm-tp o,
wobei 0 — N und P — 0 die einzigen Homomorphismen von R-Moduln von 0 nach

N beziehungsweise von P nach 0 sind. Die Exaktheit bedeutet, dass h injektiv und [
surjektiv sind und dass Im(h) = Ker(l) gilt.

1.6 Satz. Sei R ein Ring, und sei 0 — N LM L P — 0 eine kurze exakte Sequenz

von R-Moduln. Dann sind dquivalent:

(i) M ist noethersch.

(ii) N und P sind noethersch.

Beweis. “(i) = (ii)” Sei L ein Untermodul von N. Dann ist h(L) ein Untermodul von M, also
endlich erzeugt. Wir finden also Elemente myq,...,m, € h(L) so, dass h(L) = (my,...,m,).
Fiir ¢ = 1,...,r sei n; € L so, dass m; = h(n;). Sei n € L. Wegen h(n) € h(L) finden
wir dann Elemente 21, ...,2z, € R mit h(n) = Y.._, z;m;. Es folgt h(n) = >_._, z;h(n;) =
h(>i_; wini). Weil h injektiv ist, sehen wir, dass n = Y7, x;n;. Also ist n € (n1,...,n,).
Dies zeigt, dass L = (nq,...,n,), also, dass L endlich erzeugt ist.

Sei jetzt H C P ein Untermodul. Dann ist [~ (H) ein Untermodul von M, also endlich
erzeugt. Wir konnen also schreiben =1 (H) = (uy,...,us). Sei p € H und q € [~*(p). Wegen
q € I"'(H) finden wir dann Elemente y1,...,ys € Rmit ¢ = > ., y;u;. Es folgt p = 1(q) =
L yiws) = 30 vyil(w) € ((w),...,l(us)). Dies zeigt, dass H = (I(u1),...,1(us)),
also, dass H endlich erzeugt ist.

“(ii) = (1)” Sei (Ni)ien, eine aufsteigende Folge von Untermoduln von M. Dann sind
(h_l(Ni))ieN0 und (l(Ni))ieNo aufsteigende Folgen von Untermoduln von N resp. von P.
Nach Voraussetzung finden wir also Indizes kq, jo € Ng so, dass h™1(Ny) = h=(Ny, ) fiir alle
k > ko und I(N;) = I(N},) fir alle j > jo. Sei ip := max{ko, jo}, und sei ¢ > 4. Dann gilt
h=Y(N;) = h=1(N;,) und [(N;) = I(N;,). Sei n € N;. Dann ist [(n) € I[(N;) = I(N;,). Es gibt
also ein 7 € N;, mit [(71) = I(n). Wegen I(n—7) = I(n)—I(7) = 0ist n—7 € Ker(l) = Im(h).
Wir finden also ein ¢ € N mit h(t) =n —7n. Wegen n —n € N; ist t € h=1(N;) = h=1(N;,),
also n —m = h(t) € N;,. Es folgt, dass n = (n — ) + 7 € N;,. Dies zeigt, dass N; C N;,,
also N; = N,, fiir alle ¢ > ip. |

1.7 Festsetzung. Sei R ein Ring, M ein R-Modul und N C M ein Untermodul. Den
Restklassenmodul von M nach N bezeichnen wir mit M/N. Ist m € M, so schreiben wir
m+ N oder auch 7 fiir die Restklasse von m modulo N in M/N. Den durch die Vorschrift
m — m = m + N definierten surjektiven Homomorphismus M — M/N von R-Moduln

nennen wir den Restklassenhomomorphismus.
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1.8 Korollar. Sei R ein Ring und sei h : M — N ein Homomorphismus von R-Moduln.
Dann gilt:

(a) Ist h injektiv und N noethersch, so ist auch M noethersch.

(b) Ist h surjektiv und M noethersch, so ist auch N noethersch.

Beweis. “(a)” Wegen der kurzen exakten Sequenz 0 — M NN D N/h(M) — 0 schliesst
man mit (1.6).

“(b)” Wegen der kurzen exakten Sequenz 0 — Ker(h) — M 2, N = 0 schliesst man mit
(1.6). n

1.9 Korollar. Die Eigenschaft, noetherscher Modul zu sein, iibertragt sich auf Unter-
moduln, auf Restklassenmoduln und bleibt bei Isomorphie erhalten. |

§ Noethersche Ringe

1.10 Bemerkungen. (A) Ein Ring R ist in natiirlicher Weise ein Modul iiber sich selbst.
Die Ideale von R sind dabei genau die Untermoduln von R.

(B) Ist a € R ein Ideal, so triagt der Restklassenmodul R/a in natiirlicher Weise eine

=

Ringstruktur. Man nennt R/a deshalb den Restklassenring von R nach a. Der Rest-
klassenhomomorphismus R — R/a ist in dieser Situation ein Homomorphismus von

Ringen.

1.11 Definition. Einen Ring R nennen wir noethersch, wenn er als R-Modul noethersch

ist.

1.12 Satz. Fiir einen Ring R sind &quivalent:
(i) R ist noethersch.
(ii) Jedes Ideal a von R ist endlich erzeugt.

(iii) Jede aufsteigende Folge (a;);cn, von Idealen in R wird stationir.

(iv) Jede Menge A # @ von Idealen in R besitzt beziiglich der Inklusion maximale
Mitglieder.

Beweis. Direkt aus (1.2) und (1.10)(A). ]
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§ Noethersche Moduln iiber noetherschen Ringen

1.13 Festsetzungen. (A) Sei R ein Ring, und sei (M;);cs eine Familie von R-Moduln.
Das direkte Produkt der Moduln M; bezeichnen wir dann mit [, ; M;. Es handelt
sich dabei um die Menge aller Systeme (m;);er mit m; € M;. Durch die Verkniipfungs-

vorschriften
(mi)ier + (ni)ier :== (mq + n4)ier,
x - (mi)ier = (T - Mi)ier
wird [[;c; M; in natiirlicher Weise zum R-Modul.

(B) Die direkte Summe @,
me (m;)ier € Hie ; M; mit der Eigenschaft, dass m; fiir hochstens endlich viele Indizes
i € I nicht verschwindet. Es ist €,.; M; ein Untermodul von [],.; M;. Ist die Index-
menge [ endlich, so gilt offenbar @, ; M; = [[;c; M;.

M; der Moduln M; definieren wir als die Menge aller Syste-
il

(C) Wir schreiben
P M oder My@---oM, fir M

i=1 ie{l,....r}
Ist M; = M fiir alle ¢ € I, so schreiben wir
M fiir HM,» und MO fiir @Ml
i€l icl
Ist r € Ny, so schreiben wir
M fiir MO

Insbesondere ist M®0 = 0.

(D) Sei r € N. Dann ist R?" offenbar erzeugt durch die r Elemente

e?r = (0ij)ic{1,..r}>

wo 6;; = 0 fiir i # j und §;; = 1. Wir nennen €" das j-te kanonische Basiselement
von R®".

1.14 Bemerkung. Sei (M;);c; eine Familie von R-Moduln, und sei M := @, ; M; deren
direkte Summe. Man kann die Moduln M; in M durch die injektiven Homomorphismen
g;: My — M, x — (6;;x),ecr einbetten, wobei 6;; = 1 € R, falls¢ = j, und 6;; = 0 € R, sonst.
Die homomorphen Bilder N; := ¢;(M;) der M; haben paarweise trivialen Durchschnitt.
Demzufolge besitzt jedes Element m = (m;);e; € M eine eindeutig bestimmte Darstellung
m = Zie] n; mit n; € N; fir jedes ¢ € I. Indem man diese Elemente n; € N; je mit dem
Element m; = ¢~!(n;) € M; identifiziert, schreibt man oft auch m = > ic1 ™ anstelle der
formell korrekteren Darstellungen m = (m;)ier = Y _;c; €i(ms).

1.15 Satz. Sei R ein noetherscher Ring, und sei M ein R-Modul. Dann sind dquivalent:

(i) M ist endlich erzeugt.

(ii) M ist noethersch.
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Beweis. “(ii) = (i)” Klar.

“(i) = (ii)” Durch Induktion nach r beweisen wir, dass die Moduln R®" fiir alle r € Ny
noethersch sind. Wegen R®? = 0 und R®! = R ist dies klar fiir r = 0, 1. Sei also 7 > 1. Es
besteht dann eine kurze exakte Sequenz 0 — R®("—1) LoRpor L g, 0, in welcher A und [
definiert sind durch h : (21,...,24-1) — (z1,...,27-1,0) und { : (z1,...,2,) — x,. Nach
Induktionsvoraussetzung ist R®("~1 noethersch. Nach Voraussetzung ist R noethersch. Ge-
miiss (1.6) ist also R®" noethersch.

Jetzt zeigen wir, dass unser endlich erzeugter R-Modul M noethersch ist. Dazu schreiben
wir M = (mq,...,m;). Durch (z1,...,2,) — > ._, 2;m; wird dann ein surjektiver Homo-
morphismus R®" — M von R-Moduln definiert. Weil R®" noethersch ist, schliesst man mit
(1.8)(b). |

§ Erste Eigenschaften noetherscher Ringe

1.16 Satz. Ist f : R — R’ ein surjektiver Homomorphismus von Ringen, und ist R
noethersch, so ist auch R’ noethersch.

Beweis. Sei @' C R’ ein Ideal. Wir miissen zeigen, dass a’ endlich erzeugt ist. Die Menge
a := f~1(a’) ist ein Ideal in R. Weil R noethersch ist, finden wir Elemente z1,...,2, €
R mit a = (z1,...,2,). Sei 2’ € a'. Weil f surjektiv ist, finden wir ein € a mit
f(z) = 2’. Mit geeigneten Elementen ci,...,¢, € R kénnen wir schreiben z = Y _, ¢;2;.
Es folgt dann 2’ = f(z) = f(3Xi_; ciws) = Yi_y f(ci) f(x:) € (f(z1), ..., f(zr)). Dies zeigt,
dass o’ C (f(xl),...,f(zr)). Wegen f(z1),..., f(z,) € a folgt o/ = (f(xl),...,f(zr)). [ ]

1.17 Korollar. Die Eigenschaft, noetherscher Ring zu sein, iibertragt sich auf Restklas-
senringe und bleibt bei Isomorphie erhalten.

1.18 Notiz. Man beachte, dass sich die Eigenschaft, noetherscher Ring zu sein, nicht un-
bedingt auf Unterringe (s. (1.19)(A)) iibertrigt. Man betrachte als Beispiel dafiir den Poly-
nomring R := K[X1, Xa,...] in den unendlich vielen Unbestimmten X7, X, ... {iber einem
Koérper K. Die aufsteigende Folge (a;);en, von Idealen a; := (Xi,...,X;) € R wird nie
stationéir. Also ist R nicht noethersch. Andrerseits ist R ein Unterring des rationalen Funk-
tionenkorpers L := K (X1, X5, ...), der als Korper natiirlich noethersch ist, vgl. (1.22)(A).

§ Der Hilbertsche Basissatz

1.19 Festsetzungen. (A) Sei R’ ein Ring. Eine Teilmenge R C R’ heisst ein Unterring
von R’, wenn sie beziiglich der Operationen von R’ ein Ring ist. Gleichbedeutend ist,
dass 1ps € R und dass aus z,y € R immer folgt v+ —y € R und z -y € R. Wir sagen
dann auch, R’ sei ein Erweiterungsring von R.
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Sei R ein Unterring von R'. Sei U C R’ eine Teil,enge. Wir schreiben R[U] fiir den
Durchschnitt aller Unterringe R” von R’, fiir welche gilt R UU C R”. Offenbar ist
R[U] ein Unterring von R’, welcher R und U umfasst. Es handelt sich um den kleinsten
Unterring von R’, welcher R und U umfasst. Dieser Ring R[U] heisst der durch U
erzeugte Erweiterungsring von R. Leicht priift man nach, dass gilt

R[U] = { Z Cop iyt o ulm | N € No,7» € No,ug,. .. upr €U, ¢y, € R}.

0<vy,...,vr <N

Sind endlich viele Elemente aq,...,a, € R’ gegeben, so schreiben wir
Rlay,...,a;] := R[{a1,...,a}].

Dieser Ring heisst der durch ai,...,a, erzeugte Erweiterungsring von R. Aus
dem oben Bemerkten folgt sofort

1% v
Rlay,...,a,] = { E Copeerp @yt o-ar” | N € Ng, ¢y, € R}.
0<v1,...,vr <N

Wir sagen, R’ sei ein endlich erzeugter Erweiterungsring von R, wenn es endlich
viele Elemente a4, ...,a, € R’ so gibt, dass R’ = R[ay,...,a.].

Sei R[X1,...,X,] der Polynomring iber R in den Unbestimmten Xi,...,X,.
Sei R’ ein Erweiterungsring von R, und seien ai,...,a, € R’'. Dann wird durch die
Vorschrift

Iz v, V1 vy
E CV1>~~7V7vX1 "'er = § Cup,yon @ 70 G
0<vi<N 0<v; <N

ein Homomorphismus von Ringen

a  R[X1,..., X, ] > R

,,,,,

definiert. Dieser heisst der durch X; — a; definierte Einsetzungshomomorphismus.
Fiir dessen Bild gilt offenbar

®(R[Xy,...,X,]) =Im(®) = Rlay,...,a].

Sei R ein Ring. Eine R-Algebra ist ein Paar (R’, f) bestehend aus einem Ring R’ und
einem Homomorphismus von Ringen f : R — R’. Durch die Multiplikation

x -1 = fx)r

fir z € Rund ' € R’ wird R’ zum R-Modul. Das Bild f(R) = Im(f) von f ist ein
Unterring von R’. Wir sagen, R’ sei eine endlich erzeugte R-Algebra, wenn R’ ein
endlich erzeugter Erweiterungsring von f(R) ist.

1.20 Satz. Sei R ein noetherscher Ring. Dann ist R[X7, ..., X,] noethersch.
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Beweis. Durch Induktion beschrinkt man sich sofort auf den Fall mit » = 1. Setzen wir dann
X := Xj, so bleibt zu zeigen, dass der Polynomring R[X] iiber dem noetherschen Ring R
noethersch ist. Nehmen wir das Gegenteil an! Dann gibt es ein nicht endlich erzeugtes Ideal
a von R[X]. Natiirlich ist a # 0. Wir wéhlen f; € a ~ 0 von minimalem Grad. Dann ist
(f1) € a, und wir finden ein fo € a~(f;) von minimalem Grad. Dann ist (f1, f2) € a, und wir
finden ein f5 € a~ (f1, f2) von minimalem Grad. .. So fortfahrend finden wir also eine Folge
(fi)ien von Polynomen aus a derart, dass f; von minimalem Grad ist in a ~ (f1,..., fi—1)
flir alle 4 € N.

Wir schreiben d; fiir den Grad von f;. Wegen a ~ (f1,...,fi) Ca~ (f1,..., fi—1) gilt
dann jeweils d; 11 > d;. Sei a; € R\ 0 der Koeffizient von f; zum Grad d;. Wir kénnen also
jeweils schreiben f; = a; X% + g;, wo g; € R[X] vom Grad < d; ist. Weil R noethersch ist,

wird die aufsteigende Folge ((al, o 7ai))i cn von Idealen in R stationdr. Wir finden deshalb
ein t € N mit azy1 € (a1,...,a).
Mit geeigneten Elementen cq,...,c; € R gilt also a¢41 = Z§:1 c;a;. Es folgt, dass

¢ d
l:=giy1 — Zi:1ci9ith+1 di
¢ , 4
= fer1 = apa X4 = 30 ei(fi — ap X W) XA
t —d. t
= fip1 — Do CifiX B mdi gy X 4 3 ca X T
= fiyr = D fiX d

Insbesondere ist [ € a ~ (f1,..., ft). Zudem ist | vom Grad < d;y;. Dies widerspricht der
Wahl von fi41. |

1.21 Korollar: Hilbertscher Basissatz. Sei R ein noetherscher Ring, und sei R’ eine
endlich erzeugte R-Algebra. Dann ist R’ noethersch.

Beweis. Es besteht ein Homomorphismus f : R — R/, und wir finden Elemente a;,...,a, €
R’ so, dass mit R := f(R) gilt R' = R[ay,...,a,]. Trivialerweise ist f : R — R surjektiv,
also ist R nach (1.16) noethersch. Nach (1.20) ist auch R[Xj, ..., X,] noethersch. Der durch
X; — a; definierte Einsetzungshomomorphismus ® : R[X7,..., X,] — R’ ist nach (1.19)(C)
surjektiv. Also kénnen wir mit (1.16) schliessen. ]

1.22 Bemerkungen. (A) Jeder Korper K besitzt genau zwei Ideale, ndmlich (0) = 0 und
(1) = K. Deshalb sind Korper noethersche Ringe. In einem Hauptidealring ist jedes
Ideal durch ein einziges Element erzeugt. Also sind Hauptidealringe noethersch.

(B) Der Hilbertsche Basissatz besagt also insbesondere, dass endlich erzeugte Algebren {iber
Korpern oder iiber Hauptidealringen wieder noethersche Ringe sind.

1.23 Definition. Sei K ein Korper, und sei r € Ny. Sei M eine Teilmenge des Polynomrings
K[Xy,...,X,]. Das Nullstellengebilde Vir(M) von M in K" definieren wir durch

V(M) i= Vigr (M) := {(01,...,@) EK"|VfeM: fler,... cn) :o}.

Eine Teilmenge V' C K" heisst eine algebraische Menge, wenn es eine Teilmenge M
von K[Xj,...,X,] so gibt, dass V = Vk+(M). Der Kiirze halber schreiben wir auch
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VKT(flv-“yfn) fiir VKT({fh...,fn}), WO fla--~7fn S K[Xl,...7XT] mit n € N. Offen-
bar ist dabei

(a) Vicr (fiy ooy fa) = _ﬂ Vier (f:)-

1.24 Bemerkungen. Es gelten die Bezeichnungen von (1.23).

(A) Es ist leicht zu sehen, dass das Nullstellengebilde V(M) einer Teilmenge M von
K[X1,...,X,] mit dem Nullstellengebilde Vi ((M)) des von M erzeugten Ideals iiber-
einstimmt:

(a) VKr (M) = VKr ((M))
Es folgt:
Jede algebraische Menge in K" ist das Nullstellengebilde eines Ideals a von

™) Kix,,. X,

(B) Eine Hyperfliche in K" ist das Nullstellengebilde eines Polynoms in K[Xq,...,z,]
von positivem Grad. Ist f € K[Xi,...,X,] von positivem Grad, so heisst Vir(f)
die durch f definierte Hyperfliche in K. Wegen (1.22)(A) und (1.20) ist jedes Ideal
a C K[Xq,...,X,] endlich erzeugt. Mit (A)(a) und (1.23)(a) folgt:

(a) Jede algebraische Menge V' C K" ist der Durchschnitt endlich vieler Hyper-
flaichen in K7.

§ Der Begriff der Lange eines Moduls

1.25 Festsetzungen. (A) Ist M eine Teilmenge von Z, so verstehen wir unter dem Swu-
premum sup M von M das Supremum in Z U {—00,00} und unter dem Infimum
inf M von M das Infimum in Z U {—o00, 00}. Man beachte, dass somit

sup@ = —oo und inf @ = cc.

(B) Seil € Ng, und sei M ein R-Modul. Unter einer Kette von Untermoduln von M
verstehen wir eine endliche Folge (N;)!_, von Untermoduln von M so, dass

NigNi+1 furz:O7,l—1

Die Zahl I, d.h. die Anzahl der in der Kette auftretenden echten Inklusionen, nennen
wir die Ldnge der Kette (N;)!_.

(C) Sei M ein R-Modul. Eine Kette (N;)!_, von Untermoduln von M nennen wir mazimal,
wenn Ng = 0, wenn N; = M und wenn es keinen Index ¢ € {0,...,1 — 1} und keinen
Untermodul N von M gibt mit N; C N C N;41.

1.26 Definition. Die Ldnge \gr(M) = 1(M) eines R-Moduls definieren wir als das Supre-
mum der Langen aller Ketten von Untermoduln in M, also

(M) :=1xg(M) :=sup {l €Ny ‘ (N;)!_, ist Kette von Untermoduln in M}

Ist lr(M) < o0, so sagen wir, der Modul M sei von endlicher Linge. Ist weiter lg(M) = 1,
so nennen wir M einen einfachen Modul.



1. NOETHERSCHE RINGE UND MODULN 11

1.27 Bemerkungen. (A) Offenbar ist 1g(M) = 0 genau dann, wenn M = 0. Ein Modul
von endlicher Lange ist immer noethersch. Umgekehrt miissen noethersche Moduln
nicht von endlicher Léange sein. Man denke z.B. an den Z-Modul Z und an die Ketten
(2'=17Z)L_, fiir | € No.

(B) Ein Ring — aufgefasst als Modul iiber sich selbst — ist genau dann einfach, wenn er

ein Korper ist.

(C) Ist R = K ein Korper und M = V ein K-Vektorraum, so ist 1 (V) die bekannte K-
Dimension dimg V' von V, wie wir in (1.33)(B) zeigen werden. Die Modul-Lénge ist

also eine Verallgemeinerung des Begriffs der Vektorraum-Dimension.

1.28 Lemma. Sei M ein R-Modul, und sei [l € Ny. Dann sind dquivalent:

(i) \r(M) =1.

(ii) Es gibt eine maximale Kette (NV;)!_, der Léinge [ von Untermoduln N; von M.

Beweis. “(i) = (ii)” Trivial.

“(ii) = (i)” (Induktion nach [). Sei | = 0. Dann ist 0 = Ny = M, also (M) =0 = I.
Sei also [ > 0, und sei (V] )3-/:0 eine beliebige Kette von Untermoduln von M. Es geniigt
zu zeigen, dass I’ < [. Fir I’ = 0 ist dies klar. Sei also I’ > 0. Ohne weiteres konnen wir
annehmen, es sei Nj = 0 — sonst nehmen wir den Nullmodul in diese Kette noch hinzu.
Dann ist Nj € N;_1, und es gibt also einen grossten Index ¢ € {0,...,!'} mit N/ C N;_;. Fir
alle j >t gilt also Nj € Ny, d.h. Ni_y € Njoy + Nj € Ny = M. Wegen der Maximalitét
der Kette (N;)!_, folgt, dass N;_1 + N} =Ny =M. Also N/, = Nj ;N (Nj—1 + Nj) =
N} 1NNy + N fiir alle j > ¢, wobei die zweite Gleichheit gilt, weil N} ein Untermodul
von NJ’-+1 ist. Somit wird Nj’- NNi—1 © N,y NNy fiir t < j < I’, denn sonst wire

- J

N]’-_~_1 = ]\TJ'-_~_1 NN;_1+ NJ’- = N]’- NN_1+ Nj’- = Nj’- fiir einen dieser Indizes j. Dadurch

besteht aber in N;_; die folgende Kette der Linge I’ — 1 von Untermoduln:
0=NgGCN G- CN SN NNy &-- C Ny NN

Weiter ist (NV;)!Z¢ eine maximale Kette von Untermoduln in N;_;. Nach Induktionsvoraus-

setzung ist I’ — 1 <1 — 1. Es folgt I’ <. [ ]

1.29 Satz. Ist M ein R-Modul endlicher Lange, so haben alle maximalen Ketten von
Untermoduln in M dieselbe Léange 1g(M).

Beweis. Klar aus (1.28). ]

§ Die Additivitat der Lange

Ergénzt man die Addition in Z um die iiblichen Rechenregeln co+o00 = u+00 = co+u = o0

fiir das Symbol co und fiir v € Z, so gilt:
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1.30 Satz: Additivitdt der Lange. Sei R ein Ring. Fiir eine kurze exakte Sequenz
0N M Lpo 0 von R-Moduln gilt:

lr(M) =1r(N) +1g(P).

Insbesondere ist M genau dann von endlicher Lange, wenn N und P es sind.

Beweis. Sei (N;)i_, eine Kette von Untermoduln in N, und sei (P;)%_, eine Kette von
Untermoduln in P. Weil h injektiv ist, gilt h(N;) C h(N;y1) fir 0 < i < s, und, weil f
surjektiv ist, gilt f~1(P;) € f~1(Pj41) fiir 0 < j < t. Weiter ist h(Ng) C h(N) C Ker(f) C
f1(Py). So wird

h(No) G -+ G h(Ne-1) G fH(P) G- S fH(R)

eine Kette der Liange s + t von Untermoduln in M. Damit ist 1g(M) > 1g(N) + lg(P).
Dies zeigt, dass lg(N) +1g(P) < oo, falls lg(M) < oo. Insbesondere folgt 1z (M) = oo, falls
lg(N) = oo oder 1z(P) = co.

Seien also (V) < oo und lg(P) < co. Wir withlen dann die obigen Ketten (N;)?_, und
(Pj)%_o maximal. Insbesondere wird dann

s=1g(N),t=1xg(P) und Ny=0,Ng=N und Py=0,P =P

Wir sehen deshalb, dass

h(No) = 0,
h(N,) = Im(h) = Ker(f) = [~ (Ry),
Y P)=M

Wiére h(N;) € N’ C h(N;41) fiir einen Index ¢ € {0,...,s — 1} und einen Untermodul N’
von M, so ergiibe sich wegen der Injektivitit von h der Widerspruch N; = h~1 (h(Nz)) C
R (N') € h™'(h(Ni41)) = Niy1. Wire f~1(P;) € N’ € f~1(Pj;1) fiir einen Index j €
{0,...,t — 1} und einen Untermodul N’ von M, so ergibe sich wegen der Surjektivitit von
f und wegen f~1(f(N’)) = N’ (vgl. dazu (1.4)(B)) der Widerspruch P; = f(f~*(P;)) <
F(N') € F(f~"(Pj+1)) = Pj41. Somit wird die schon oben betrachtete Kette

h(No) G-+ Ch(Neer) S fTHR) S -+ S fHP)

maximal. Da ihre Lange s + t betrégt, schliessen wir mit (1.29), dass \g(M) = s+t =

lR(N) +1r(P).
Mithin ist unsere Behauptung auch fiir den Fall gezeigt, wo lg(M) = co. |

1.31 Korollar. Ist R ein Ring und M ein R-Modul und N C M ein Untermodul, so
gilt:

\r(M) =1g(N) +1r(M/N).

Beweis. Man wende (1.30) auf die kurze exakte Sequenz 0 - N — M = M/N — 0 an. W



1. NOETHERSCHE RINGE UND MODULN 13

§ Einige Schlussfolgerungen

1.32 Korollar. Es gilt:

(a) Beim Ubergang zu Untermoduln und Restklassenmoduln kann die Lénge hochstens
abnehmen.

(b) Isomorphe Moduln haben die gleiche Lénge. |

1.33 Bemerkungen. (A) Sind My, ..., M, Moduln iiber einem Ring R, so beweist man
mit Hilfe der Additivitdt der Léinge durch Induktion iiber r leicht:

g <@ Mi> = ZLR(Mi).

(B) Als Spezialfall dieser Formel erhdlt man etwa, dass
LR (R@r> =7T- lR(R)

fiir r € Np. Ist K ein Koérper und V ein K-Vektorraum der Dimension r € Ng, so
besteht ein Isomorphismus V' = K®". Nach (1.27)(B) ist lx(K) = 1. Nach (1.32)(b)
folgt aus dem soeben Gesagten, dass

lK(V) =T lK(K) =Tr = dlmK(V)

Uber Kérpern ist die Linge von Moduln (d.h. K-Vektorrdumen) also nichts anderes als
die Vektorraum-Dimension. Wir haben das schon in (1.27)(C) Erwihnte nun bewiesen.

(C) Ist h : V — V' ein Homomorphismus von K-Vektorraumen, so erhalten wir aus dem
Homomorphiesatz fiir Moduln und aus den Korollaren (1.31) und (1.32)(b), dass

W(V) =1(Ker(h)) + (Im(h)).
Dies ist die bekannte Formel aus der Linearen Algebra:

dim V = dim Ker(h) + dim Im(h).

1.34 Satz. Sei R ein Ring, sei M ein R-Modul der Linge [ € Ny, und sei I’ € {0,...,1}.
Dann besitzt M Untermoduln N und P so, dass lg(N) =1’ und lg(M/P) = 1'. Ist dabei
1 > 0, so besitzt M insbesondere einfache Untermoduln.

Beweis. Die Behauptung folgt leicht aus (1.28) und (1.31). ]

1.35 Bemerkungen. (A) Der Modul Z iiber dem Ring R = Z besitzt keinen einfachen
Untermodul und damit auch keinen Untermodul endlicher positiver Lange. Dies ist ein
Unterschied zur Situation, wo R = K ein Korper ist: Ein K-Vektorraum V # 0 besitzt
immer Unterrdume endlicher positiver Dimension — wegen (1.27)(B) und (1.32)(b) ist
z.B. die Einbettung von K in V ein Unterraum von V' der Dimension 1.
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Zwei Vektorrdume der gleichen endlichen Dimension iiber einem gemeinsamen Koérper
K sind bekanntlich isomorph. Man koénnte deshalb denken, zwei R-Moduln M, N mit
lr(M) =1r(N) < oo seien isomorph. Wéhlt man aber R = Z und betrachtet die beiden
einfachen R-Moduln M = Z/27Z und N = Z/3Z, so sieht man, dass dies nicht der Fall
ist.

Ist K ein Korper und V # 0 ein K-Vektorraum endlicher Dimension r, so gilt be-
kanntlich V' = K®7. Also ist jeder K-Vektorraum endlicher positiver Dimension die
direkte Summe einfacher K-Moduln. Uber Ringen braucht dies nicht zu gelten: Ein
R-Modul endlicher positiver Lange muss nicht eine direkte Summe einfacher R-Moduln
sein. So ist etwa der Z-Modul Z/47Z nicht isomorph zu einer direkten Summe von einfa-
chen Z-Moduln. (Zum Nachweis dieser Behauptung beachte man, dass Z-Moduln nichts
anderes als abelsche Gruppen sind).



Kapitel 2

Primideale

§ Der Begriff des Primideals und des Spektrums

2.1 Festsetzungen. (A) Sei R ein Ring. Ein Ideal a von R nennen wir ein echtes Ideal,
wenn es eine echte Teilmenge ist, d.h., wenn a C R. Gleichbedeutend ist offenbar, dass

1¢a.

(B) Ein Ideal p von R nennen wir ein Primideal, wenn es ein echtes Ideal ist und wenn
seine Komplementédrmenge R \ p beziiglich der Multiplikation abgeschlossen ist. Es
muss also gelten p C R und aus z,y € R\ p muss folgen zy € R \ p.

(C) Die Menge der Primideale von R nennen wir das Spektrum von R und bezeichnen
dieses mit Spec(R).

2.2 Bemerkungen. (A) Sei R ein Ring, und sei p € Spec(R). Durch Induktion iiber r
zeigt man dann sofort, dass aus z1,...,x, € R~ p immer folgt x; - -z, € R\ p.

(B) Einen Ring R nennt man bekanntlich einen Integritdtsbereich, wenn R # 0 und wenn
aus z,y € R~ {0} immer folgt zy € R~ {0}. Gleichbedeutend ist offenbar, dass das
Nullideal 0 von R ein Primideal ist.

(C) Sofort sieht man auch, dass ein Ideal p C R eines Rings R genau dann ein Primideal
ist, wenn der Restklassenring R/p ein Integritétsbereich ist.

§ Erste Eigenschaften von Primidealen

2.3 Satz. Sei R ein Ring, seien day,...,a, C R Ideale von R, und sei p € Spec(R) so,
dass a; N---Na, C p. Dann gibt es einen Index ¢ € {1,...,r} mit a; C p.

Beweis. Nehmen wir das Gegenteil an! Zu jedem Index ¢ € {1,...,r} gibt es dann ein
Element x; € a;\p. Nach (2.2)(A) ist dann « := x; - - -z, ¢ p. Andrerseits ist € a;N---Na,.
Dies widerspricht unserer Voraussetzung. |

15
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§ Das Vermeidungslemma

2.4 Lemma. Sei R ein Ring, und seien a, b und ¢ Ideale von R so, dass a 7,@ bund a SZ C.
Dann ist a € bUc.

Beweis. Nehmen wir an, es sei a C bUc. Wegen a ¢ b gibt es ein Element z € a~ b. Wegen
unserer Annahme ist dann x € ¢. Wegen a ¢ ¢ gibt es ein Element y € a ~\ ¢. Wegen unserer
Annahme ist dann y € b. Weil a ein Ideal ist, ist z4+y € a, d.-h. x+y € bUc. Ware x+y € b,
so wire auch « € b, im Widerspruch zur Wahl von z. Also ist z + y € ¢, somit y € ¢, im
Widerspruch zur Wahl von y. |

2.5 Satz: Vermeidungslemma. Sei R ein Ring und py,...,p, € Spec(R). Seien a,b
und ¢ drei Ideale von R so, dass a € b, a € ¢ und a ¢ p; fiir ¢ = 1,...,r. Dann ist
aZbUcUpi U---Up,.

Beweis. Wir machen Induktion nach r, beginnend mit » = 0. Der Fall mit » = 0 ist klar
nach (2.4). Sei also r > 0. Ist b C p,, so ist

bUcUpiU---Up,=cUpiU---Up,.

Die Induktionsvoraussetzung, angewandt mit den Primidealen po,...,p, und mit p; statt
b, liefert dann die Behauptung. Wir konnen also annehmen, es sei b ¢ p,. Genauso konnen
wir annehmen, es sei auch ¢ ¢ p,.

Sei nun p; C p,. fiir ein ¢ € {1,...,r — 1}. Dann ist

bUcUp; U---Up, =bUcUpiU---Up;1Upip1U---Up,.

Die Induktionsvoraussetzung, angewandt mit den Primidealen py,...,p;—1,Pi+1,-- ., Pr, lie-
fert dann die Behauptung. Wir kénnen also zusétzlich annehmen, es sei p; € p, fir i =
1,...,r—1.

Nach (2.3) folgt dann, dass anbNecNpy N---Np,—1 € p,. Wir finden also ein Element
yeanbNeNpr N---NPr_q N Pr.

Nehmen wir an, es sei a C bUcUp; U---Up,.. Nach Induktion ist a g bUcUp U---Upp_1.
Wir finden also ein x € a~bUcUp; U---Up,_1. Geméss unserer Annahme wére dann
x € p,. Weiterist z+y €a~bUcUp; U---Up,_1. Gemiss unserer Annahme wire also
x4y € p,. Damit wire aber y € p,, was unserer Wahl widerspricht. |

§ Die Varietat eines Ideals

2.6 Definition. Sei R ein Ring und a C R ein Ideal. Wir definieren die durch das Ideal a
in Spec(R) definierte Varietdt Var(a) als die Menge

Var(a) := {p € Spec(R) ’ ac P}

der a umfassenden Primideale von R.
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2.7 Beispiel. Weil die Primideale von Z gerade die von einer Primzahl erzeugten Ideale
sind, gilt dann fiir jedes a € Z, dass Var(aZ) = { pZ | p ist eine Primzahl und teilt a }.

§ Die Zariski-Topologie auf dem Spektrum

2.8 Festsetzungen. (A) Sei R ein Ring, M ein R-Modul und (N;);c; eine Familie von
Untermoduln von M. Wir definieren die Summe der Moduln N; als die Menge

S o

J C I; J endlich; m; € UNi flir alle j € J}
il jeJ

icl

aller endlichen Summen mit Summanden aus (J;.; N;. Offenbar ist

i (Un).
icl iel
d.h. die Summe der Untermoduln N; ist gerade der von der Vereinigung dieser Moduln
erzeugte Untermodul von M. Insbesondere ist diese Summe ein Untermodul. Ist » € N,
so schreiben wir Zie{l,...,r} N; =3._; Ni = N1+ -+ N,. Weiter setzen wir fest, dass
> ey Ni =0.

ico Vi
(B) Ist (a;)ier eine Familie von Idealen von R, so ist insbesondere ) ;. ; a; wieder ein Ideal
von R. Wir nennen dieses Ideal deshalb das Summenideal der Ideale a;. Im iibrigen

verwenden wir auch hier die Bezeichnungen von (A).

2.9 Satz. Sei R ein Ring. Dann gilt:

(a) Var(0) = Spec(R).

(b) Var(R) = @.

(¢) Fiir jede Familie (a;);c; von Idealen ist

Var <Z ai> = ﬂ Var(a;).

icl el

(d) Fiir je endlich viele Ideale ay, ..., a, gilt

Var (ﬂ az-) = | ) Var(a;).
i=1 1

1=

Beweis. Aussagen “(a)” und “(b)” sind trivial.
“(c)” Dies folgt aus der Tatsache, dass ), ; a; das kleinste Ideal ist, das alle Ideale a;

umfasst: s. (2.8).
“(d)” Die eine Inklusion folgt sofort aus (2.3), die andere ist leicht zu priifen. ]



18 2. PRIMIDEALE

2.10 Definition. Satz (2.9) besagt, dass wir auf Spec(R) eine Topologie definieren kénnen,
deren abgeschlossene Mengen gerade die Varietaten sind. Diese Topologie nennen wir die
Zariski- Topologie. Wir beziehen alle topologischen Begriffe, die wir im Zusammenhang
mit Spec(R) nennen, auf diese Topologie.

§ Die Zariski-Topologie im noetherschen Fall

2.11 Satz. Sei R ein noetherscher Ring. Jede offene Menge U C Spec(R) ist dann quasi-
kompakt.

Ul'. Wir

Beweis. Sei (U;)ier eine Familie von offenen Mengen in Spec(R) so, dass U = |

iel
miissen eine endliche Menge Iy C I so finden, dass bereits gilt U = Uielo U;.

Fiir jeden Index ¢ € I finden wir ein Ideal a; von R so, dass U; = Spec(R) \ Var(a;).
Wir betrachten nun die Menge I := {Eie} a; | JCI;J endlich}. Es handelt sich um eine
nicht-leere Menge von Idealen in R. Weil R noethersch ist, hat I ein beziiglich der Inklusion
maximales Mitglied a.

Wir kénnen schreiben a =3, 1, %> wo Ip eine endliche Teilmenge von [ ist. Es gentigt
zu zeigen, dass U C Uielo U;. Sei also p € U. Dann finden wir einen Index j € I derart, dass
p € Uj = Spec(R) \ Var(a;). Esist a+a; =30/ ;3% € L und a € a+ a;. Wegen der
Maximalitét von a in I folgt a = a+aj, also a; C a. Wegen a; € p gilt also -, ., a; =a & p.
Deshalb gibt es einen Index ig € Iy mit a;, ¢ p. Es folgt, dass p € Spec(R) \ Var(a;,) =
Uiy € Uses, Us m

§ Erweiterungs- und Kontraktionsideale

2.12 Definition. Ist f : R — R’ ein Homomorphismus von Ringen und a C R ein Ideal,
so schreiben wir aR’ fiir das in R’ durch a erzeugte Ideal (f(a)). Wir nennen aR’ das
Erweiterungsideal von a nach R’, oder kurz Erweiterung von a nach R’.

Ist @' C R’ ein Ideal, so schreiben wir — zumindest dort, wo kein Anlass zu Missver-
stindnissen besteht — a’ N R fiir das Ideal f~!(a’) von R. Wir nennen dieses Ideal das

Kontraktionsideal von o’ auf R, oder kurz die Kontraktion von a’ auf R.

2.13 Beispiele. (A) Sei f: Z — Q die Inklusionsabbildung von Z in Q. Sei a € Z ~ {0}.
Dann ist (aZ)Q = aQ = Q.

(B) Sei f:Z/6Z — ZJ2Z, x + 6Z +— x + 27Z. Dann ist f~1(0) = 0NZ/6Z = 2Z/6Z # 0.

(C) Sei R' = R[X},...,X,] ein Polynomring und sei f : R — R’ die Inklusionsabbildung.
Sei a C R ein Ideal. Dann gilt

GR/{ D XP XY

0<vy,....uvp <N

N € Np, Ay, .., € Cl}.
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2.14 Satz. Sei R ein Ring, sei p € Spec(R) und seien X, ..., X, Unbestimmte. Dann
gilt pR[X1,...,X,] € Spec(R[ X1, ..., X}]).

Beweis. Durch Induktion kénnen wir 0.B.d.A. annehmen, es sei r = 1. Seien X := X3
und 7 : R — R/p die Restklassenabbildung. Die Zuordnung > ;_,axX"* ZZ:O a X"
mit ¢ € Ny und aog,...,a; € R definiert einen sujektiven Homomorphismus von Ringen
R[X] — (R/p)[X], dessen Kern gerade das Erweiterungsideal pR[X] ist. Deshalb besteht
ein Isomorphismus von Ringen R[X]/p[X] = (R/p)[X]. Weil p ein Primideal ist, ist R/p
ein Integritdtsbereich. Dasselbe gilt dann auch fiir (R/p)[X], also ist auch R[X]/p[X] ein
Integritatsbereich, und mithin ist p[X] ein Primideal. [ |

2.15 Festsetzung. Sei R ein Ring, sei a C R ein Ideal und sei S C R eine Teilmenge.
Wir schreiben dann Ig(a) fiir die Menge aller a umfassenden Ideale von R, welche S nicht
treffen:

Is(a) := {b CR ’ b ist ein Ideal mit a C b C R ~ S}.

Weiter kiirzen wir ab I(a) := Iz (a). Wollen wir betonen, dass die Ideale aus Ig(a) im Ring
R liegen, so schreiben wir Ig(a)g, und entsprechend steht I(a)g fiir Iz (a)g.

2.16 Bemerkung. Sei R ein Ring.

(A) Sei R’ ein Ring und f : R — R’ ein surjektiver Homomorphismus von Ringen. Fiir jedes
Ideal a von R gilt dann offenbar f(a) = aR’. Ist Ker(f) C a, so gilt f~!(f(a)) = a. Ist
a’ C R’ ein Ideal von R/, so gilt f~!(a’) 2 Ker(f) und auch f(f~!(a’)) = a’. Durch die
Zuordnungen
ar f(a)=aR und o — fHd)=dNR

werden so zwei zueinander inverse Bijektionen

f(e)=eR’ f7l(e)=enR

H(Ker(f))R I(0)g: und ]I(Ker(f))R<—]I(0)R/

zwischen der Menge I(Ker(f))  der Ker(f) umfassenden Ideale von R und der Menge
[(0)g: aller Ideale von R’ definiert. Fiir a,b € I(Ker(f)),, gilt insbesondere:

aCb < aR CbR.

(B) Wegen der Surjektivitét des Restklassenhomomorphismus - : R — R/a besteht also fiir
jedes Ideal a von R eine Bijektion

T(a) g — [(0)r/q

zwischen den a umfassenden Idealen von R und den Idealen von R/a. Damit existiert
auch eine Bijektion

Var(a) ), Spec(R/a)

zwischen den a umfassenden Primidealen von R und den Primidealen von R/a.
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§ Die durch einen Homomorphismus induzierte
Abbildung zwischen den Spektren

2.17 Definition. Sei f : R — R’ ein Homomorphismus von Ringen. Ist p’ € Spec(R'), so
ist die Kontraktion p’ N R = f~1(p’) von p’ auf R offenbar ein Primideal von R. Durch

Pl p R =)
wird so eine Abbildung
Spec(f) : Spec(R') — Spec(R)

definiert, die wir die durch den Homomorphismus f : R — R’ induzierte Abbildung

zwischen den Spektren nennen.

2.18 Bemerkung. Sei f : R — R’ ein Homomorphismus von Ringen. Sind a’,b’ C R’
zwel Ideale mit a’ C b’, so besteht zwischen deren Kontraktionen offenbar die Beziehung
a’ N R C b'NR. Dies gilt insbesondere, wenn a’ und b’ prim sind. Deshalb ist die Abbildung
Spec(f) ein Homomorphismus beziiglich der auf Spec(R’) und Spec(R) durch die Inklusion
definierten Halbordungen.

2.19 Satz. Sei f: R — R’ ein Homomorphismus von Ringen. Sei a C R ein Ideal. Dann

gilt:
Spec(f)~*(Var(a)) = Var(aR').

Insbesondere ist die Abbildung Spec(f) : Spec(R’) — Spec(R) stetig.

Beuweis. Sei p’ € Spec(f)~*(Var(a)). Dann ist f~!(p’) = Spec(f)(p’) € Var(a), das heisst
f7(®’) 2 a. Es folgt p' 2 f(f71(p)) 2 f(a), also p’ D (f(a)) = aR/, das heisst p’ €
Var(aR').
Sei umgekehrt p’ € Var(aR'). Dannist p’ 2 aR’, also f~1(p’) 2 f~'(aR’) 2 f~*(f(a)) 2
a, das heisst Spec(f)(p') = f~*(p’) € Var(a). Somit folgt, dass p’ € Spec(f)~!(Var(a)).
Jetzt folgt die Stetigkeit sofort, weil nach dem eben Gesagten die Urbilder abgeschlosse-

ner Mengen wieder abgeschlossen sind. |

2.20 Bemerkungen. (A) Seien f: R — R’ und g : R* — R” zwei Homomorphismen von

Ringen. Sofort sieht man dann, dass

Spec(g o f) = Spec(f) o Spec(g).
Schreiben wir idy; fiir die durch m — m definierte Identitdtsabbildung einer Menge M,
so gilt natiirlich Spec(idg) = idgpec(r) -

(B) Was wir in (2.19) und Teil (A) gezeigt haben, koénnen wir auch aussprechen in der Form:
Die Zuordnung
(R ER R') w (Spec(R') Specld), Spec(R))
definiert einen kontravarianten Funktor von der Kategorie der Ringe in die Kate-

gorie der topologischen Raume.
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2.21 Korollar. Ist f ein Isomorphismus von Ringen, so ist Spec(f) ein Homéomorphis-
mus. ]

2.22 Beispiele. Sei R ein Ring und sei R’ := R[X}, ..., X,] ein Polynomring iiber R.

(A) Ist f=3", . en, G Xi' - X" € R, so stehe Koef(f) fiir die Koeffizienten-
menge von f, also

Koef(f) := {cul...l/r

Diese Menge ist immer endlich und enthilt immer das Element 0.

1/17...,1/7,€N0}§R.

(B) Sei a’ C R’ ein Ideal. Man priift leicht nach, dass

Inh(a U Koef(f
fea’

ein Ideal von R ist. Dieses Ideal heisst der Inhalt von a’.
(C) Seien p € Spec(R) und p’ € Spec(R’). Leicht priift man nach:

a) p 2 Inh(a’) = pR’ 2 do';

b) p’ 2 o =pNR 2 Inh(a’)

(D) Sei ¢ : R < R’ die Inklusionsabbildung. Aus den in (C) festgestellten Implikationen
folgt nun leicht:

Spec(:)(Spec(R’) \ Var(a)) = Spec(R) \ Var(Inh(a)).

Somit erh&lt man:

(a) Die Abbildung Spec(:) : Spec(R)" — Spec(R) ist surjektiv und offen.
2.23 Beispiele. Sei f: R — R’ ein surjektiver Homomorphismus von Ringen.
(A) Sofort priift man nach:

p € Var(Ker(f)) = pR' = f(p) € Spec(R').

1
Die Bijektion I(0) g ERON I(Ker(f))r aus (2.16)(A) liefert so eine Bijektion

Spec(R) 17 Var(Ker(f)).

Dies heisst insbesondere, dass die Abbildung Spec(f) : Spec(R') — Spec(R) injektiv
ist und dass Im(Spec(f)) = Var(Ker(f)).

(B) Sei ' C R’ ein Ideal. Ist q' € Var(a’), so gilt Spec(f)(q’) = f~1(q) 2 f(a ) also
Spec(f)(q") € Var(f~*(a’)). Ist umgekehrt p € Var(f~*(a’)), so folgt p =
f(p) 2 f(f~Ya)) = &, und somit p’ € Var(a'); weiter gilt Spec(f)(p’) = ( )

FY(f(p)) = p, und so folgt p € Spec(f)(Var(a')). Insgesamt ist damit gezelgt.
Spec(f)(Var(a')) = Var(f ().

Beachten wir das in (A) Gesagte, so folgt:

(a) Die Abbildung Spec(f) : Spec(R') — Spec(R) ist injektiv und abgeschlossen.
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§ Primoberideale und minimale Primoberideale

2.24 Bemerkungen. (A) Sei M eine Menge mit einer Halbordnung < . Eine vollstdndig
geordnete Teilmenge C von M ist eine Menge C' C M derart, dass je zwei Mitglieder
von C' vergleichbar sind, d.h. so, dass aus z,y € C immer folgt + < y oder y = .

(B) Eine obere Schranke s einer Menge C' C M ist ein Element s € M mit z < s fiir
alle z € C. Eine untere Schranke t einer Menge C' C M ist ein Element ¢ € M mit
t <y fiir alle y € C. Besitzt jede vollstdndig geordnete Teilmenge C' von M eine obere
Schranke (resp. untere Schranke) in M, so sagen wir, M sei induktiv nach oben (resp.
induktiv nach unten). Gleichbedeutend dazu ist, dass M nicht-leer ist und dass jede
nicht-leere, vollstandig geordnete Teilmenge von M eine obere Schranke (resp. untere
Schranke) besitzt.

(C) Das Lemma von Zorn besagt bekanntlich, dass M beziiglich < maximale (resp. mi-
nimale) Mitglieder besitzt, wenn M induktiv nach oben (resp. nach unten) ist.

2.25 Lemma. Sei R ein Ring, sei a C R ein Ideal, und sei S C R so, dass SNa = @.
Dann gilt:

(a) Die Menge Is(a) besitzt beziiglich der Inklusion C in R maximale Mitglieder.

(b) Ist S # & und beziiglich der Multiplikation abgeschlossen, so sind die maximalen

Mitglieder von Ig(a) Primideale.

Beweis. “(a)” Nach (2.24)(C) geniigt es zu zeigen, dass Ig(a) beziiglich der Inklusion induk-
tiv nach oben ist. Wegen SNa = @ ist a € Ig(a), also ist Ig(a) # @. Sei also I C Ig(a) eine
nicht-leere beziiglich der Inklusion vollstdndig geordnete Teilmenge von Ig(a). Sind b, ¢ € I,
so gilt also immer b C ¢ oder ¢ C b. Deshalb ist 0 := Ube]1 b ein Ideal von R. Offenbar ist
aCo. Weil bNS = @ fiir alle b € I, ist 9N S = @. Deshalb ist 9 € Ig(a). Offenbar ist 0 eine
obere Schranke fiir I.

“(b)” Sei S abgeschlossen beziiglich der Multiplikation und sei p ein maximales Mitglied
von Ig(a). Wegen S # & ist dann p # R. Seien z,y € R~ p. Dann gilt p C p + (z) und
p C p+(y). Wegen der Maximalitét von p in Is(a) folgt so p+(x) ¢ Is(a) und p+(y) ¢ Is(a).
Wegen a C p+ (z) und a C p+ (y) ergibt sich, dass (p+(z)) NS # @ und (p+(y)) NS # @.
Mit geeigneten Elementen u,v € p und a,b € R gilt also u+za € S und v+ yb € S. Weil S
beziiglich der Multiplikation abgeschlossen ist, folgt uv+uyb+vzra+zyab = (u+xa)(v+yb) €
S C R~ p. Weil uv + uyb + vaa € p, folgt xyadb ¢ p, also auch zy ¢ p. [ |

2.26 Festsetzung. Sei R ein Ring, und sei a C R ein Ideal. Die Mitglieder von Var(a)
nennt man oft Primoberideale von a. Die beziiglich der Inklusion minimalen Mitglieder
von Var(a) nennt man entsprechend minimale Primoberideale von a. Deren Menge be-
zeichnen wir mit min(a). Die Menge min(0) aller minimalen Primidealen von R bezeichnen

wir mit Min(R). Fiir z1,...,2, € R setzen wir min(xy,...,2,) := min((z1,...,2.)).
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2.27 Satz. Sei R ein Ring und a C R ein Ideal. Dann gilt:
(a) Jedes Primoberideal p von a enthilt ein minimales Primoberideal q von a.

(b) Genau dann Var(a) # @, wenn a # R.

(c¢) Genau dann min(a) # @, wenn a # R.

Beweis. “(a)” Sei M := {s € Var(a) | s C p}. Es geniigt zu zeigen, dass M beziiglich der
Inklusion induktiv nach unten ist, vgl. (2.24). Sei p ein Primoberideal von a. Wegen p € M
ist M # &. Sei also C' C M nicht-leer und durch C vollsténdig geordnet. Sofort sieht man
dann, dass ¢ := [),c 5 zu M gehort und eine untere Schranke fiir C' ist.

“(b)” Sei @ # R. Die Menge {1} ist beziiglich der Multiplikation abgeschlossen und
disjunkt zu a. Nach (2.25)(a) hat I;1y(a) also ein maximales Mitglied p. Nach (2.25)(b) ist
p ein Primideal. Wegen a C p folgt p € Var(a). Die umgekehrte Implikation ist klar.

“(c)” Klar aus (a) und (b). |

2.28 Korollar. Genau dann gilt Spec(R) = @, wenn R = {0}. |

§ Das Radikal eines Ideals

2.29 Festsetzung. Sei R ein Ring, und sei a C R ein Ideal. Das Radikal /a von a
definieren wir als die Menge aller Elemente x € R, welche eine Potenz x™ haben, die zu a

gehort:
\/H::{:UGR‘HnENO:x"Ga}.

Man sieht dann leicht, dass
\/a:{xeR’ElnEN:w"Ga},

d.h. wir kénnen uns dabei immer einschrinken, auch nur positive Potenzen zu betrachten.

2.30 Satz. Sei R ein Ring und a C R ein Ideal. Dann gilt:

va = (1 = N

pEVar(a) pEmin(a)

Beweis. Nach (2.27)(a) geniigt es zu zeigen, dass va = [V, cyar(a) P-

Zum Nachweis der Inklusion “C” withle man z € y/a und p € Var(a). Es geniigt zu zeigen,
dass = € p. Nach Voraussetzung gibt es ein n € N mit 2" € a. Es folgt 2™ € p, mit (2.2)(A)
also x € p.

Zum Nachweis der Inklusion “O” nehmen wir an, es sei z € R \ y/a. Es geniigt, ein
p € Var(a) zu finden mit € R ~ p. Offenbar ist die Menge S := {z" | n € Ny} nicht-leer
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und abgeschlossen unter der Multiplikation und erfiillt SNa = &. Nach (2.25) enthélt Ig(a)
also ein Primideal p. Fiir dieses gilt a C p und SNp = &, also p € Var(a) und = ¢ p. |

2.31 Korollar. Ist R ein Ring und a C R ein Ideal, so ist /a ein Ideal von R, und es
gilt:

(a) a CVa.

(b) Var(a) = Var(v/a) und min(a) = min(y/a).
(c)a=R < Ja=R.

) VVa=va.

d

Beweis. Als Durchschnitt von a umfassenden (Prim-)Idealen ist y/a ein a umfassendes Ideal,
vgl. (2.30). Wegen a C /a ist Var(a) 2 Var(y/a). Nach (2.30) folgt aus p € Var(a) aber auch
p 2 Va, also p € Var(y/a). Also gilt Var(a) = Var(y/a) und damit min(a) = min(y/a). Die
Aussage (c¢) folgt mit (b) aus (2.27)(b). Ist a = R, so ist die Aussage (d) trivial, sonst folgt
sie mit (b) und (c) aus (2.30), angewandt einmal auf a und einmal auf /a. ]

2.32 Korollar. Ist R ein Ring, und sind ay, ..., a, endlich viele Ideale von R, so gilt:

arN-—-Na, =+/a;N---Ny/a.

Beweis. Klar aus (2.30) und (2.9)(d). [ |

§ Perfekte Ideale

2.33 Korollar. Fiir ein Ideal a sind dquivalent:

(i) a=+a.

(ii) a ldsst sich als Durchschnitt von Primidealen darstellen.

Beweis. Klar aus (2.30). ]

2.34 Definition. Ein Ideal a C R eines Rings R heisst perfekt, wenn es die dquivalenten
Bedingungen (2.33)(i) und (ii) erfiillt.

2.35 Bemerkung. Offenbar sind Primideale perfekt. Durchschnitte perfekter Ideale sind
ebenfalls perfekt.
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2.36 Festsetzungen. (A) Sei R ein Ring, a C R ein Ideal und M ein R-Modul. Das

Produkt von a mit M definieren wir als die Menge

N
aM = {Z Tim;

j=1

N eN; xh...,mNemml,...,mNeM}

aller Linearkombinationen von Elementen aus M mit Koeffizienten in a. Es handelt
sich gerade um den Untermodul von M, der durch die Menge {zm | z € a, m € M}
aller Produkte von Elementen aus a mit Elementen aus M erzeugt wird.

Ist x € R, so schreiben wir
M = {xm ‘ mEM}.

Natiirlich ist dann M = (z)M. Nach (A) ist M also insbesondere ein Untermodul
von M. Weiter konnen wir schreiben

aM = ZmM.

rea

Sind a,b C R zwei Ideale, so kénnen wir das Produkt dieser Ideale definieren als das
Produkt des Ideals a mit dem R-Modul b, das wir in (A) mit ab bezeichnet haben.
Sofort sieht man, dass ab = ba. Ist nun M ein R-Modul, so sieht man leicht, dass
(ab)M = a(bM). Ist M = ¢ ein Ideal von R, so gilt insbesondere (ab)c = a(bc).

Sind ay,...,a, Ideale von R, so kann man jetzt sofort deren Produkt a; ---a, durch
Rekursion iiber 7 definieren, und zwar durch []!_, a; := (H:;ll a;)a,. Hierbei setzen
wir fest: [[;c ai := R. Fiir r € N gilt

N
ap---a, = E T1j Trj
Jj=1

N e N; IZ?LJ'GCLZ‘,lSiST,lSjSN}.

Als wichtigen Spezialfall erhilt man so die r-te Potenz a” := []._, a des Ideals a. Es
gilt also

N

T

" =N @y
j=1

N eN; Z‘,‘JECL,ISZ.S’/’,ISJ'SN}.

2.37 Bemerkungen. (A) Seien a4, ...,a, Ideale des Rings R. Dann gilt offenbar

a--ca-CarN---Nag.

Daraus folgt leicht, dass

\/al"'ar:\/alm"'marv

und insbesondere, dass

Var =,
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(B) Ist a = (x1,...,2,) C R ein endlich erzeugtes Ideal und M = (mq,...,m;) ein endlich
erzeugter R-Modul, so sieht man leicht, dass die rs Elemente z;m; mit 1 <7 <7 und

1 < j < s ein Erzeugendensystem von aM bilden.

Sind a1 = (1,1, -, %1,y ),---» 0 = (Tp1,...,Zrp,) endlich erzeugte Ideale von R, so
sieht man jetzt durch Induktion iiber r, dass die nyng - - - n, Elemente 1 ;,22i, - - - Tr,.
mit 1 <i4; <n; fiir j =1,...,7 ein Erzeugendensystem des Ideals a; - - - a, bilden.

2.38 Satz. Sei R ein Ring, und seien a,b C R zwei Ideale. Ist a endlich erzeugt, so sind

dquivalent:
(i) a C V.

(i) 3r e N:a" Cb.

Beweis. “(i) = (ii)” Wir finden Elemente 1, ...,z € amit a = (zy,...,z,). Wegen a C Vb
finden wir Zahlen n4,...,ns € N mit 2 € b fiir ¢ = 1,...,s. Setzt man r = >_7_, n;, so
folgt aus (2.37)(B), dass die Produkte z7* - - - 2% mit vy +-- -+ v, = r alle zu b gehdren und
gerade das Ideal a” erzeugen. Daraus folgt a” C b.

“(ii) = (i)” Diese Aussage gilt natiirlich fiir ein beliebiges Ideal a, denn ist x € a, so ist
" €a” Cbh,alsox € V. [ |

§ Irreduzible Untermoduln und Ideale

2.39 Definition. Sei R ein Ring, und sei M ein R-Modul. Ein Untermodul N von M heisst
ein reduzibler Untermodul, wenn er sich als Durchschnitt N = N; N Ny zweier N echt
umfassenden Untermoduln Ny, Ny 2 N von M schreiben lisst. In dieser Situation gilt dann
immer Ni, Ny # M. Andernfalls heisst N ein irreduzibler Untermodul von M. Ein Ideal
a von R heisst reduzibles resp. irreduzibles Ideal, wenn es als Untermodul von R die

entsprechende Eigenschaft hat.

2.40 Lemma. Fiir ein Ideal q eines Rings R sind dquivalent:

(i) g ist ein Primideal.

(ii) q ist perfekt und irreduzibel.

Beweis. “(i) = (ii)” Nach (2.35) sind Primideale perfekt. Nach (2.3) sind sie auch irreduzi-
bel.

“(ii) = (i)” Sei q perfekt und irreduzibel. Seien x,y € R\ ¢. Dann ist ¢ C q + Rx und
q € q+ Ry. Weil q irreduzibel ist, folgt g C (q+ Rz) N (q+ Ry). Wir finden also ein Element
z € (q+ Rz) N (q+ Ry) ~ q. Mit geeigneten Elementen a,b € q und u,v € R kénnen wir so
schreiben a + ur = z = b+ vy. Es folgt ab+ avy + bux +uvzy = (a +uzx)(b+vy) = 2z2. Weil
q perfekt ist, gilt 2% ¢ q. Wegen ab + avy + bux € q folgt uvzy ¢ q, also zy ¢ q. |
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2.41 Satz. In einem noetherschen Ring R hat jedes Ideal @ C R nur endlich viele

minimale Primoberideale.

Beweis. Nehmen wir das Gegenteil an! Dann ist die Menge I aller Ideale von R mit un-
endlich vielen minimalen Primoberidealen nicht leer und besitzt demzufolge ein beziiglich
der Inklusion maximales Mitglied q. Nach (2.9)(b) ist min(R) = @. Also ist ¢ C R. Nach
(2.31)(a) und (b) ist ¢ C /q und min(q) = min(,/q). Letzteres zeigt, dass \/q € I, und
wegen der Maximalitdt von q in I folgt q = /4. Also ist q perfekt. Ist q irreduzibel, so ist g
nach (2.40) ein Primideal, d.h. wir erhalten den Widerspruch, dass min(q) = {q}. Demnach
ist q reduzibel. Wir konnen also schreiben q = ¢; N g2, wo q1, q2 Ideale sind mit q C g1, g2.
Insbesondere gilt dann g1, g2 ¢ I; also sind min(q;) und min(gqz) endlich. Mit (2.9)(d) ist es
aber leicht zu sehen, dass min(q) = min(q; N g2) € min(gq;) Umin(gs), und wir erhalten den
Widerspruch, dass min(q) endlich ist. |

§ Maximalideale

2.42 Definition. Sei R ein Ring. Unter einem Maximalideal m von R verstehen wir ein
Ideal, das in der Menge I{11(0) der echten Ideale von R beziiglich der Inklusion maximal
ist. Die Menge der Maximalideale von R bezeichnen wir mit Max(R). Ist a C R ein Ideal,
so schreiben wir max(a) fiir die Menge

max(a) := {m € Max(R) \ aC m}
der a umfassenden Maximalideale von R. Fir x1,...,x, € R schreiben wir

max(z1,..., o) = max((z1,...,z,)).

2.43 Satz. Sei R ein Ring. Dann gilt:

(a) Die Maximalideale von R sind Primideale.

(b) Jedes echte Ideal a von R ist enthalten in einem Maximalideal.

Beweis. Man wende (2.25)(b) auf I;;3(0) resp. (2.25)(a) auf I (a) an. [ |
2.44 Bemerkung. Sei R ein Ring.

(A) Ein Element u € R heisst bekanntlich invertierbar oder eine Einheit in R, wenn es
ein Element v € R so gibt, dass uv = 1. In diesem Fall ist v durch u eindeutig bestimmt
und heisst das Inverse von u. Wir bezeichnen dieses Inverse mit v~!. Die Menge aller
Einheiten von R wollen wir mit R* bezeichnen, also

R*::{uéR‘ﬂvGR:uv:l}.

(B) Leicht sieht man:
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) R* ist beziiglich der in R gegebenen Multiplikation eine Gruppe.
) Sind u,v € R mit uv € R*, so folgt u,v € R*.

(¢) R#0<=0¢ R".
)

Fiir alle v € R gilt: v € R* <— uR = R.
Wegen Aussage (a) nennt man R* auch die Einheitsgruppe von R.

(C) Schliesslich sei noch daran erinnert, dass ein Ring R genau dann ein Korper ist, wenn
R* = R~ {0}.

2.45 Korollar. Sei R ein Ring. Dann gilt

R = R~ |Jp = R~ (Jm

pESpec(R) meMax(R)

Beweis. Klar aus (2.44)(B)(d) und (2.43). [ |

2.46 Satz. Ein Ideal m eines Rings R ist genau dann ein Maximalideal, wenn der Rest-

klassenring R/m ein Korper ist.

Beweis. Offenbar ist m genau dann ein Maximalideal, wenn die Menge I(m)x der m umfas-
senden Ideale von R genau aus den beiden verschiedenen Mitglieder m und R besteht. Nach
(2.16)(B), angewendet auf den Restklassenhomomorphismus R — R/m, ist dies gleichbe-
deutend damit, dass R/m genau die zwei Ideale 0 und R/m besitzt. Dies ist gleichbedeutend
damit, dass R/m ein Korper ist. ]

2.47 Bemerkungen. (A) Schreiben wir Perf(R) fiir die Menge der perfekten Ideale eines
Rings R, so gilt:
Max(R) C Spec(R) C Perf(R).

Vgl. dazu (2.43)(a) und (2.35).

(B) Ein Ring R heisst reduziert, wenn sein Nullideal perfekt ist, also, wenn es fiir © € R
gilt:

existiert ein n € N mit 2" = 0, so ist schon x = 0.

(C) Ist a C R ein Ideal, so kénnen wir zusitzlich zu (2.2)(C) und (2.46) sagen:
a ist perfekt <= R/a ist reduziert.

2.48 Bemerkung. Sei f: R — R’ ein surjektiver Homomorphismus von Ringen. Ist g ein
Ker(f) umfassendes Ideal von R, so sieht man sofort, dass f(q) = qR’ genau dann perfekt,
ein Primideal resp. ein Maximalideal ist, wenn das urspriingliche Ideal die entsprechende
Eigenschaft hat. Schreibt man perf(b) fiir die Menge der perfekten Ideale von R, welche das
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feste Ideal b umfassen, so induzieren die Bijektionen aus (2.16) mit (1.4)(B) die folgenden

Bijektionen:

perf (a + Ker(f)) e, perf(aR’) und perf(a+ Ker(f)) a0l perf(aR’),
Var (a + Ker(f)) 1), Var(aR') und Var(a+ Ker(f)) e} Var(aR’),
min (a + Ker(f)) e, min(aR’) und min(a+ Ker(f)) EaO) min(aR’),
max (a + Ker(f)) 1), max(aR’) und max(a+ Ker(f)) e max(aR'),

wo a C R fiir ein Ideal steht.

2.49 Beispiel. Sei ¢ € N mit der Primfaktorzerlegung a = pi* - - - p/~ mit paarweise ver-

schiedenen Primzahlen pq,...,p.. Dann gilt
Var(aZ) = max(aZ) = {p1Z, ..., p.Z}.
Mit (2.48) folgt nun entsprechend

Spec(Z/aZ) = Max(Z/aZ) = {p1Z/aZ,...,p,L]aZ}.

2.50 Satz. Sei R ein Ring, und sei M ein R-Modul. Dann sind &quivalent:

(i) M ist einfach.

(ii) Es gibt ein m € Max(R) so, dass M = R/m.

Beweis. “(i) = (ii)” Sei M einfach. Dann ist M # 0. Wir wahlen ein m € M ~ 0. Dann
ist Rm ein Untermodul von M mit 0 & Rm C M. Weil M einfach ist, folgt Rm = M. Sei
m C R der Kern des durch x — zm definierten surjektiven Homomorphismus von R-Moduln.
Nach dem Homomorphiesatz gilt M = R/m. Nach (1.32)(b) folgt lr(R/m) = lgp(M) = 1.
Insbesondere ist m C R. Wére m ¢ Max(R), so gibe es ein Ideal n von Rmit m Cn C R
und wir hatten im R-Modul R/m die Kette von Untermoduln 0 = m/m C n/m C R/m, ein
Widerspruch. Also ist m € Max(R).

“(ii) = (i)” Sei m € Max(R) und M = R/m. Nach (1.32)(b) geniigt es zu zeigen, dass
lgr(R/m) = 1. Wegen m C R ist lg(R/m) > 1. Wire lg(R/m) > 1, so géibe es einen R-
Untermodul N von R/m mit 0 C N C R/m. Sei 7 : R — R/m die Restklassenabbildung.
Dann ist 7=1(N) ein Ideal von R mit m C 7~ }(N) € R, und es folgt der Widerspruch, dass

m ¢ Max(R). Also ist lg(R/m) = 1. [ |



Kapitel 3

Dimension

§ Primidealketten

3.1 Definitionen. (A) Sei | € Ny und R ein Ring. Unter einer Primidealkette in R

verstehen wir eine endliche Folge (pi)ﬁzo von Primidealen von R so, dass

Pi C Pit1 furz:O,,l—l

Die Zahl [, d.h. die Anzahl der in der Kette auftretenden echten Inklusionen, nennen
wir die Léinge der Kette (p;)!_,.

Ist [ € Ny und gelten P8 C Spec(R) und p; € P fiir jedes i € {0,...,1}, so heisst (p;)!_,
eine Primidealkette in *B. Eine Primidealkette in R ist also gerade eine Primidealkette
in Spec(R).

Die Dimension (genauer: die Krull-Dimension) eines Rings R definieren wir als
das Supremum der Léngen aller Primidealketten in R, d.h. wir setzen

dim(R) := sup {l € No ‘ (pi)'_, ist Primidealkette in R}.

3.2 Beispiele. (A) Genau dann ist R der Nullring, wenn dim(R) = —oo.

(B)

Fiir einen Korper K ist das Nullideal das einzige Primideal. Deshalb ist
dim(K) = 0.

Sei R ein Hauptidealbereich, der kein Korper ist. Es existiert dann ein Ideal a von
R mit 0 € a C R. Weil jedes echte Ideal in einem Maximalideal m enthalten und
jedes Maximalideal ein Primideal und das Nullideal in einem Integritdtsbereich prim
ist, besteht in R die Primidealkette 0 C m der Lénge 1. Deshalb ist dim(R) > 1.
Angenommen, es sei dim(R) > 1, dann gibt es in R eine Primidealkette 0 C p C g
mit p = (p) und q = (¢) fiir zwei Elemente p # ¢ aus R. Dabei gilt ¢ |p. Weil p,q
Primelemente sind, kénnen sie sich nur um eine Einheit unterscheiden, also erhalten

wir den Widerspruch p = q. Deshalb gilt fiir unser R, dass

dim(R) = 1.

30
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(D) Aus (C) folgt insbesondere, dass
dim(Z) =1 und dim(K[X])=1,
wo K ein Korper ist.

3.3 Bemerkung. Sei M ein R-Modul, und sei a C R ein Ideal mit aM = 0. Dann ist M
in natiirlicher Weise ein R/a-Modul: Bezeichnet T die Restklasse in R/a eines Elementes
x € R, so definiert man die Skalarmultiplikation (R/a) x M — M von R/a mit M durch
die Festsetzung

T-m:=xm

fir x € R und m € M. Man sieht dann sofort: Die R/a-Untermoduln von M sind genau die
R-Untermoduln von M. Insbesondere gilt also etwa

lr(M) =1lg/a(M).

Sind my,...,m, € M, so erzeugen diese Elemente iiber R und iiber R/a denselben Unter-
modul von M. Insbesondere ist M genau dann endlich erzeugt iiber R/a, wenn dies {iber R
der Fall ist.

3.4 Lemma. Sei R ein noetherscher Ring, sei m € Max(R), sei M ein endlich erzeugter
R-Modul, und sei q C R ein Ideal mit ¢M = 0 und /q = m. Dann ist 1z(M) < cc.

Beweis. Nach (2.38) gibt es ein 7 € N mit m” C ¢, also mit m" M = 0. Wir machen Induktion
nach r. Ist 7 = 1, so ist mM = 0. Nach (3.3) folgt lr(M) = lg/m(M). Nach (2.46) ist R/m ein
Korper und nach (3.3) ist M ein iiber R/m endlich erzeugter Vektorraum. Nach (1.33)(B)
folgt, dass lg/m(M) < 00, also lg(M) < oo.

Sei also r > 1. Es besteht die kurze exakte Sequenz von R-Moduln 0 — m" 1M —
M = M/m"~'M — 0. Dabei ist m(m"~1M) = m"M = 0. Nach dem Fall mit r = 1 ist also
lr(m" 1 M) < co. Weiter ist m"~1(M/m""1M) = m"~!M/m"~1M = 0. Nach Induktion gilt
also lg(M/m" 1 M) < co. Mit (1.30) folgt 1g(M) < cc. [ ]

§ Ringe endlicher Lange

3.5 Satz. Fiir einen Ring R # 0 sind folgende Aussagen dquivalent:
(i) R ist noethersch und dim(R) = 0.
(ii) R ist noethersch und Min(R) = Spec(R).

(iii) R ist noethersch und Max(R) = Spec(R).

(iv) R ist noethersch und Min(R) = Max(R).

(v) lr(R) < 0.
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Beweis. Min(R) ist die Menge der minimalen Mitglieder von Spec(R) beziiglich der In-
klusion, Max(R) jene der maximalen. Nach (2.27)(a) und nach (2.43)(b) gibt es zu jedem
p € Spec(R) ein q € Min(R) und ein m € Max(R) mit ¢ C p C m. Damit ergibt sich sofort
die Aquivalenz der Aussagen (i)-(iv).

“(ii) = (v)” Nach (2.41) ist Min(R) = min(0) endlich. Dabei ist Spec(R) = Min(R), also
besteht Spec(R) aus endlich vielen Mitgliedern my, ..., m,, welche zudem alle Maximalideale
sind. Wir zeigen jetzt durch Induktion iiber r, dass (R) = lg(R) < co.

Sei zunéchst r = 1. Wir schreiben dann m = my. Weil m das einzige minimale Primober-
ideal von 0 ist, folgt mit (2.30), dass /0 = m. Wendet man (3.4) an mit M = R und q = 0,
so folgt I(R) < oo.

Sei also r > 1. Welil es sich bei mq,...,m, um paarweise verschiedene Maximalidea-
le handelt, gilt m; € m, fir i = 1,...,7 — 1. Nach (2.3) finden wir also ein Element
Y€ ﬂ:ll m; \m,.. Weiter ist min(0) = {my,...,m,}. Nach (2.30) kénnen wir also schreiben

V0 =m;N---Nm,. Nach (2.38) gibt es ein s € N mit (m; N---Nm,)* = 0. Deshalb ist 3° €
ﬂ:;ll m; \ m,.. Dies heisst aber, dass min(Ry®) = max(Ry®) = Var(Ry®) = {my,...,m,_1}.
Wenden wir (2.48) an auf den Restklassenhomomorphismus 7 : R — R/Ry®, so erhalten
wir Min(R/Ry®) = Max(R/Ry®) = Spec(R/Ry®) = {m1/Ry®,...,m,_1/Ry®}. Nach Induk-
tion ist also lg/grys (R/Ry®) < oo. Im Hinblick auf (3.3) folgt so, dass lg(R/Ry®) < oo.
Weiter ist m?(Ry®) = (m,yR)® C (my N---Nm,)®* = 0. Anwendung von (3.4) mit q = m2,
m = m, und M = Ry* liefert, dass lg(Ry*) < co. Wegen der kurzen exakten Sequenz
0 — Ry* — R = R/Ry* — 0 folgt aus (1.30), dass |(R) < oc.

“(v) = (i)” Wegen lg(R) < oo wird jede aufsteigende Kette von Idealen in R stationér.
Deshalb ist R noethersch. Es bleibt zu zeigen, dass dim(R) = 0.

Nehmen wir an, es sei dim(R) > 0. Dann finden wir Primideale p,q in R mit p C q. Sei
x € g~ p. Wir schreiben - fiir die Restklassenabbildung R — R/p =: R. Nach (2.2)(C) ist
R ein Integrititsbereich. Weiter ist T # 0. Fiir alle n € N gilt zudem z"*'R C "R, denn
andernfalls gibe es ein n € N mit Z""'R = Z"R. Mit einem geeigneten Element @ € R
kénnten wir dann also schreiben 7" = " *1@, also 7"(1 — Ta@) = 0. Weil R integer ist, und
wegen T # 0 ergiibe sich so 1 = 7@ € §. Nach (2.48) ist aber g ein echtes Ideal von R, und
somit wiren wir bei einem Widerspruch angelangt. Es gilt also immer Z""'R C Z"R. Sei
l € Ng. Nach dem eben Gesagten ist dann (fl’iﬁ)i.zo eine Kette von R-Untermoduln in R.
Dies zeigt, dass 1z (R) = co. Nach (1.32)(a) folgt also |(R) = oo. [ |

§ Die Hohe eines Primideals

3.6 Definition. Sei R ein Ring, und sei p € Spec(R). Eine Primidealkette unterhalb
p in R ist eine Primidealkette (p;)!_, in R so, dass p; C p fiir i = 0,...,l. Die Héhe des
Primideals p wird definiert als das Supremum der Langen aller Primidealketten unterhalb
p, also

h(p) := sup {l €Ny ‘ (pi)_o ist Primidealkette unterhalb p}.
3.7 Bemerkung. Ist R ein Ring, so gilt fiir p € Spec(R) offenbar:

p € Min(R) < h(p) =0.
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Ist

q € Spec(R) mit p C g, so gilt sicher h(p) < h(q). Ist dabei h(p) < oo, so gilt sogar

h(p) < h(q). Schliesslich gilt auch:

3.8

3.9

(B)

dim(R) = sup {h(p) ’ pe Spec(R)} = sup {h(m) ’ me MaX(R)}.

§ Bruchringe

Festsetzungen. (A) Sei R ein Ring. Eine Menge S C R nennen wir Nennermenge,
wenn sie beziiglich der Multiplikation abgeschlossen ist und wenn 1 € S. Ist S C R eine
solche Menge, so kann man auf dem kartesischen Produkt S x R eine Aquivalenzrelation
definieren durch die Vorschrift:

(s,2) ~s (t,y) & Jue S :utr = usy.

Die Aquivalenzklasse des Paares (s,x) € S x R bezeichnen wir dann mit % und nennen
sie einen Bruch mit Zdhler © und Nenner s. Die Menge der so definierten Aqui-
valenzklassen bezeichnen wir mit S~'R und nennen sie die Menge der Briiche mit
Zihler in R und Nenner in S.

Wir halten die Bezeichnungen von (A) fest. Auf der Bruchmenge S™!R kénnen wir

dann — wie man leicht nachpriift — eine Addition und eine Multiplikation einfiihren

und zwar durch die Vorschriften:
r oy xt + ys

-+ == und
s t st

E-y:% mit x,y € Rund s,t € S.
s t st

Dann wird die Bruchmenge S~'R zu einem Ring mit Nullelement % = % und Eins-
element % = 2, wo s € S. Diesen Ring S ~!R nennen wir den Bruchring von R mit

Nennern aus S.

Wir halten die obigen Bezeichnungen bei. Vermdoge des kanonischen Homomorphis-
mus

ng:R— SR, wH%
kénnen wir S~'R immer als R-Algebra auffassen.

Bemerkungen. (A) Sei R ein Ring, und sei S eine Nennermenge in R. Ist ¢« C R ein
Ideal, so priift man sofort nach, dass fiir das Erweiterungsideal von a nach S~ R gilt

aS‘lR:{glxea,seS}.

Wir halten die Bezeichnungen von (A) fest. Ist a’ ein Ideal von S~!R, so ist natiirlich
(@ NR)ST'R = (ng(ng'(a'))) C . Ist umgekehrt y € o, so konnen wir schreiben
y = Zmit z € Rund s € S. So wird dann ng(z) = T = % = {y € a, also
z € ng'(a') = @’ N R. Damit folgt, dass y = ng(z)t € (¢’ N R)S™'R. Also gilt in der
Tat die Gleichheit

(@ NR)S'R=14d.
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(C) Sei jetzt a wieder ein Ideal vom Ring R. Sofort sieht man dann mit Hilfe von (A), dass
aST'RNR= n;l((ns(u))> = {x €R ‘ JseS:sx € a}.
Insbesondere gilt auch

Ker(ng) = n5'(0) =ng'(ns(0)) =0S'RNR = {x €R ‘ JseS:sx= 0}.
(D) Seien S C T Nennermengen im Ring R. Dann ist
. [ ’
S T._{s teT,seS}

eine Nennermenge in S~'R, und es besteht der sogenannte Doppelbruchisomorphis-

mus

s (STIT)TISTIR =5 TR, f//:]‘ - %

wox € R teT, u,veSs.

(E) Seien Xi, ..., X, Unbestimmte, und sei S eine Nennermenge im Ring R. Dann ist S eine
Nennermenge auch im Polynomring R[X7,..., X,], und es besteht ein Isomorphismus

v
ZVEN aVX
—_
S

o~

bg : S_l(R[Xlﬂ e '7XT]) - (S_IR)[Xl" ’ "XT]’ %XU’

veN

wo die Menge N C N endlich ist, die Indizes v € N die Form (v4,...,1,) haben mit
Vi,...,vp € Ng, und das Symbol X* fiir X7 --- XX steht.

(F) Sei f : R — R’ ein Homomorphismus von Ringen, und sei S C R eine Nennermenge.
Dann ist auch f(S) C R’ eine Nennermenge. Ist S’ C R’ eine weitere Nennermenge mit
f(S) € 5, so besteht ein durch f induzierter Homomorphismus

/:5—1 _>5/—1 /E'_)f(x)
fS,S R Ru s f(5)7

wo € R und s € S. Ist dabei f ein Isomorphismus und S’ = f(.9), so erhilt man
einen induzierten Isomorphismus

fss): SR = f(S) IR

3.10 Satz. Sei R ein noetherscher Ring, und sei S C R eine Nennermenge. Dann ist der
Bruchring S~ R ebenfalls noethersch.

Beweis. Sei (a});en, eine aufsteigende Folge von Idealen in S~ R. Dann ist (a}N R);en, eine
aufsteigende Folge von Idealen in R. Also gibt es einen Index ig € Ny so, dass a;NR = a; NR
fiir alle i > ig. Nach (3.9)(B) folgt a} = (aj N R)S™'R = (aj, N R)S™'R = aj fiir alle i > io.
Die Folge (a});en, wird also stationér. |
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§ Verhalten von Primidealen bei Nenneraufnahme

3.11 Festsetzung. Sei R ein Ring, und sei S C R eine Nennermenge. Wir setzen

Specg(R) = {p € Spec(R) ‘ SNp= @}.
Ist a C R ein Ideal, so schreiben wir weiter

Varg(a) := Specg(R) N Var(a),
ming(a) := Specg(R) Nmin(a).

Offenbar ist ming(a) gerade die Menge der beziiglich der Inklusion minimalen Mitglieder
von Varg(a).

3.12 Bemerkungen. (A) Sei R ein Ring, und sei S C R eine Nennermenge. Ist q €
Spec(STIR), so ist gN R € Spec(R). Dabei ist SN (qN R) = &, denn sonst giibe es ein
s € SN(qNR), und wegen (3.9)(B) hiitten wir den Widerspruch 1 = £ € (gqNR)S™'R =
g. Mithin ist
qN R € Specg(R).

(B) Sei umgekehrt p € Specg(R). Gemiss (3.9)(C) gilt dann
pSflRﬂRz{xER’EISGS:SIEp}.

Weil p ein Primideal ist und wegen S Np = &, stimmt die rechts stehende Menge mit
p iiberein. Also folgt

pST'RNR=p.
Insbesondere ist pS™'R # S~'R. Wir wollen uns nun klar machen, dass pS~'R ein
Primideal ist. Seien also u = % und v = ¥ zwei Elemente aus S~IR so, dass uv €
pS~'R. Nach (3.9)(A) finden wir dann Elemente z € p und r € S derart, dass uv = 2,

also %% = Z. Wir finden also ein p € S mit proy = pstz € p. Wegen pr € S C R\ p

folgt xy € p, also = € p oder y € p. Im ersten Fall ist u = £ € pST!'R, im zweiten Fall
istv=4%epST'R.

(C) Das in (A) und (B) Gesagte lésst sich nun zusammenfassen zur Aussage, dass durch
die Zuordnungen

p—pSTIR und q—~qNR
zwei zueinander inverse Bijektionen
Specg(R) 25TR, Spec(ST'R) und Specg(R) Speclns) () =enR Spec(STIR)
definiert werden. Sind p und p’ aus Specg(R), so gilt insbesondere
pCp & pST'RCYS'R.

(D) Sei nun a C R ein Ideal, und sei p € Specg(R). Ist a C p, so ist natiirlich aS™'R C
pSTIR. Ist umgekehrt aS™ 'R C pS~!R, soist a CaST'RNR CpS™ RN R = p. Ge-
méss dem in (C) Gesagten bestehen also die folgenden zueinander inversen Bijektionen:

eSTIR

Varg(a) Var(aS™!'R) und Vars(a)ﬂVar(aS_lR),
eS™'R R

ming(a) ~>—% min(aS~*R) und ming(a) <% min(aS—1R).
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3.13 Satz. Sei R ein Ring und S C R eine Nennermenge. Dann gilt:

(a) h(p) = h(pS~IR) fiir jedes p € Specg(R).

(b) h(q) =h(qN R) fiir jedes q € Spec(S~!R).

Beweis. Wegen der in (3.12)(C) genannten Bijektionen entsprechen die Primidealketten
unterhalb p genau jenen unterhalb pS~! R, und jene unterhalb q genau denjenigen unterhalb
qgnN R. |

§ Lokalisierung

3.14 Festsetzung. Sei R ein Ring, und sei p € Spec(R). Dann ist R\ p eine Nennermenge.
Anstelle von

(R~p)""R, Specg ,(R), nr_,, Vargp(a),

schreiben wir dann
Ry, Spec,(R), n,, Vary(a),

3.15 Definition. Einen Ring R nennen wir lokal, wenn er ein einziges Maximalideal m
besitzt. Wir sagen dann auch, (R, m) sei lokal.

3.16 Bemerkung. Fiir einen lokalen Ring (R, m) kénnen wir geméss (3.7) schreiben

dim(R) = h(m).

3.17 Satz. Sei R ein Ring, und sei p € Spec(R). Dann ist R, ein lokaler Ring mit dem
Maximalideal pR?,. Dabei gilt:

dim(R,) = h(p).

Beweis. Offenbar ist p das einzige beziiglich der Inklusion maximale Mitglied der Menge
Spec,, (R) = {q € Spec(R) | q C p}. Jetzt schliesst man mit (3.12)(C), (3.16) und (3.13). H

3.18 Definition. Sei R ein Ring, und sei p € Spec(R). Dann nennen wir den nach (3.17)
lokalen Bruchring R, von R mit Nennern in R \ p die Lokalisierung von R in p.

3.19 Bemerkung. Sei R ein Ring, und seien p C q Primideale in R. Dann ist pR, ein
Primideal in Ry, und es gilt Rq \pRq = {£ | z€R, se RNq}~{¥ |y eEp,seR\gq}=
(R~ q) (R~ p) C Ry. Gemiss (3.9)(D) erhalten wir den Doppelbruchisomorphismus
flir die Lokalisierung

lp,q = ZR\q,R\p : (RQ)PRq — RP'
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§ Die Idealisierung eines Moduls

3.20 Festsetzungen. (A) Sei R ein Ring, sei M ein R-Modul, und seien m,n € N. Wir
schreiben dann M"™*™ fiir die Menge der n-zeiligen und m-spaltigen Matrizen

11  T12 T1im

T21 X22 T2m . . .
:[injllgzgn,lgjgm}

Tni Tn2 Tnm

mit Eintréigen x;; € M. Wichtige Spezialfille sind die Menge M"™*! der n-Spalten

Z1

Tp,

mit Eintriigen z; € M und die Menge M*™ der m-Zeilen
[21 ... 2]

mit Eintrdgen x; € M.

B) Ist X =[5 [1<i<nm1<j<m]e R undY = [y [1<j<m;1<k<p]e
M™*P oder X € M™*™ und Y € R™*P, so definiert man das Produkt der Matrizen
X und Y wie iiblich als die Matrix

m
X Y = [injyjk

j=1

1<i<m1<k<p|eM™P,

(C) Ist X = [z;5 |1 <i,j <n] € R"™™, so definieren wir die Determinante det(X) der
Matrix X durch

det(X) = Z Sgn(a)zl,o'(l)x270'(2) © Tpo(n)-
ogES,
Dabei steht S, fiir die Gruppe der Permutationen o : {1,...,n} — {1,...,n} der
Zahlen {1,...,n} und sgn(o) fiir das Vorzeichen der Permutation o.

(D) Ist X =[m;; |1 <i<m;1<j<m]e M, soschreiben wir z,; fiir die j-te Spalte

T1j
c Mn><1
Tnj
der Matrix X. In dieser Schreibweise stellen wir X dar als X = [Ze1,Ze2,.-.,Tem] -

Die Menge M™*! der n-Spalten bildet in natiirlicher Weise einen R-Modul, wobei ein
Isomorphismus M™*! 22 M®™ besteht.

3.21 Bemerkungen. (A) Sei R ein Ring, und sei X = [Ze1,...,Zem ]| € R™*™. Sei 1 <
1 < j < n,und sei 7 € S,, die Transposition, welche ¢ und j vertauscht; dann ist
sgn(o o 1) = —sgn(o) fiir alle o € S,,. Deshalb gilt

det [-’1707—(1)7~-~>$07—(n)} = —det[Te1,- ., Ton]-
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Beim Vertauschen zweier Spalten der Matrix X wird die Determinante mit —1 multi-
pliziert.

(B) Sei jetzt x,; € R™*! eine n-Spalte, und seien a,b € R. Sofort rechnet man dann nach,
dass die folgende Gleichheit gilt:

det [Te1,. .-, Tei—1,0Te; + DTy, Tait1s- -y Ten ] =
adet [Te1,. ., Teis- - Ton] +bdet [Te1,. ., Thi .. Ten].

Die Bildung der Determinante ist linear in jeder Spalte.
(C) Sei f: R— R’ ein Homomorphismus von Ringen. Ist X = [z;; |1 <4,j <n] € R"*",

so schreiben wir

F(X) = [flzi) |1 <45 <n]eR™"
Sofort sieht man dann, dass
det(f(X)) = f(det(X)).
3.22 Definition. Sei R ein Ring, und sei M ein R-Modul. Auf dem R-Modul R@ M fithren
wir dann eine Multiplikation ein durch die Vorschrift
(2,m) - (y,m) = (wy,an + ym),

wo x,y € R und m,n € M. Auf diese Weise wird — wie man leicht nachpriift — R & M
zum Ring mit Nullelement (0,0) und Einselement (1,0). Durch z — (z,0) wird zudem
ein injektiver Homomorphismus f : R — R & M von Ringen definiert. Dank der durch
m +— (0, m) definierten kanonischen Einbettung ¢ : M — R @ M konnen wir M als Ideal in
diesem Ring betrachten. Der auf diese Weise zum Ring gemachte R-Modul

RoM

heisst deshalb die Idealisierung von M.

3.23 Bemerkungen. (A) Seien R ein Ring, M ein R-Modul und R’ := R @ M die Idea-
lisierung von M. Seien N C M ein R-Untermodul und a C R ein Ideal. Leicht priift
man nach:

(a) N C R’ ist ein Ideal von R'.

(b) aR' =a®aM C R

(¢) (aR)"=a"R' =a” @ a"M C R’ fiir n € No.

(d) (aR")"N = a"N C R’ fiir n € No.

(B) Leicht sieht man:

(a) Ist M C M eine Teilmenge mit M = (M), so gilt R = R[M].
Insbesondere kann man auch sagen:
(b) Sind mq,...,m, € M mit M = (mq,...,m,), so gilt R = R[my,...,m,].

Unter Beachtung des Hilbertschen Basissatzes 1.21 folgt daraus sofort:

(©) Sind R ein noetherscher Ring und M ein endlich erzeugter R-Modul, so ist die
Idealisierung R & M von M ein noetherscher Ring.
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§ Der Satz von Kramer

3.24 Kramerscher Satz. Sei R ein Ring, sei M ein R-Modul, und sei n € N. Seien

X =[x ]1<4,j<n]e R und mq,...,m, € M so, dass
mi 0
X-|:|=
My, 0

Fiir alle ¢ € {1,...,n} gilt dann:

Beweis. Sei R’ := R®M die Idealisierung von M, f : R — R’ der durch  — (z,0) definierte
Homomorphismus, ¢ : M — R’ die durch m — (0, m) definierte kanonische Einbettung. Mit
der in (3.21)(C) eingefiihrten Schreibweise gilt dann

1(mq) Op/
FX)-1 =1

1(my,) Or’
Nach (3.21)(C) ist det(f(X))e(m;) = f(det(X))e(m;) = 1(det(X)m;). Weil ¢ ein injektiver
Homomorphismus von R-Moduln ist, geniigt es zu zeigen, dass det(f(X))u(m;) = 0 fiir i =
1,...,n. Deshalb kénnen wir X € R™*™ und m; € M jeweils ersetzen durch f(X) € R™*"
und +(m;) € R, also annehmen, es sei M = R. Nach Voraussetzung ist 2?21 m;jTe; =0 €
R™1 also mize; = — 3, myte; fiir i = 1,...,n, wo ze; wie in (3.20)(D) definiert ist.
Nach (3.21)(B) folgt so

det(X)m; = m;det [Te1,...,Ten |
=det [Xe1y. -, Lei1,MiTeisLeitls---;Lon ]
= det[x.l,...,x.i_l,fz_ ‘WLjLL‘.j,l'.i_H,...,:C.n]
J#i
= _Z]‘;éimj det [Ze1,. .., Tei—1,Tej;Taitly -, Lon]-
Firje{1,...,n}~{i} ist [Ze1,..., Tai—1,--- 1 Lajs- s Taitl,---,Len | €ine Matrix mit zwei

gleichen Spalten, nach (3.21)(A) also mit verschwindender Determinante. Deshalb ist in der
Tat det(X)mL =0. |

§ Das Lemma von Nakayama

3.25 Lemma. Sei R ein Ring, sei a C R ein Ideal, und sei M ein endlich erzeugter
R-Modul so, dass aM = M. Dann gibt es ein Element z € a mit (14 z)M = 0.
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Beweis. Wir schreiben M = Z?:l Rm; mit mq,...,m, € M. Dann ist

miEaM:{Z?:lyjmj yi€aj=1,...,n}.

Mit geeigneten Elementen z;; € a kénnen wir also schreiben m; = 2721 24;m; und erhalten
so das Gleichungssystem

i (i —wi)mi =0 (i=1,...,n),

wo 0;; fiir das Kronecker-Symbol steht. Sind I, := [d;; | 1 <4,j < n] € R"*" die Einheits-

matrix und YV := [—x;; | 1 < 4,5 <n] € a™", so konnen wir schreiben
mi 0
My, 0

Nach (3.24) folgt det(I, + Y)m; = 0 fir ¢ = 1,...,n, also det(l, + Y)M = 0. Wegen
Y € a™*™ finden wir ein « € a mit det(l, +Y) = 1 + z. Dies zeigt alles. [ |

3.26 Satz: Lemma von Nakayama. Sei (R, m) ein lokaler Ring, und sei M ein endlich
erzeugter R-Modul so, dass mM = M. Dann ist M = 0.

Beweis. Nach (3.25) gibt es ein € m mit (1+2)M =0. Wegen 1+ ¢ mist (1+2) = R,
vgl. (2.43)(b). Also finden wir ein y € R mit y(1+z) = 1. Esfolgt M = 1M =y(14+2)M =
y0 = 0. m

3.27 Korollar. Sei (R, m) ein lokaler Ring, sei M ein endlich erzeugter R-Modul, und
sei N C M ein Untermodul so, dass mM + N = M. Dann ist M = N.

Beweis. Weil M endlich erzeugt ist, ist es auch M/N. Aus mM + N = M folgt m(M/N) =
M/N. Nach (3.26) ist also M/N =0, d.h. M = N. n

§ Das Krullsche Hauptideallemma

3.28 Satz: Krullsches Hauptideallemma. Sei R ein noetherscher Ring, sei = € R so,

dass (z) # R, und sei p ein minimales Primoberideal von (z). Dann gilt h(p) < 1.

Beweis. Wir nehmen an, es sei h(p) > 1. Dann gibt es Primideale s,q € Spec(R) mit
5 C q € p. Nach (3.10) und (3.17) ist dann (R,,pR,) ein lokaler noetherscher Ring. Weiter
ist pR, ein minimales Primoberideal des Hauptideals (%) = zR,, vgl. (3.12)(D), und es
besteht die Primidealkette sR, C qR, C pRy, vgl. (3.12)(C). So kénnen wir R durch den
lokalen Ring (R,,pR,) ersetzen, also annehmen, (R, m) sei noethersch und lokal, m sei das
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minimale Primoberideal eines Hauptideals (x) von R, und es bestehe eine Primidealkette
sCqgCmin R

Nun betrachten wir die Restklassenabbildung f : R — R/s =: R. Gemiiss (2.48) ist
(R,mR) ein lokaler Ring und 0 = sR C qR C mR in diesem eine Primidealkette. Wegen
m € min((z) + s) ist mR nach (2.48) und (2.16)(B) ein minimales Primoberideal von zR.
Zudem ist R nach (1.17) noethersch. Wir kénnen also R durch R ersetzen, also annehmen,
(R,m) sei ein noetherscher lokaler Integritétsbereich, m sei ein minimales Primoberideal
eines Hauptideals (z) von R, und es gebe ein q € Spec(R) mit 0 C g C m.

Weil m das einzige Maximalideal von R ist, gilt max((z)) = {m}. Ist v € Var((z)), so
gilt also v C m. Wegen m € min((z)) folgt Var((z)) = {m}. Nach (2.48) — angewandt auf
den Restklassenhomomorphismus R — R/(z) — folgt Spec(R/(z)) = {m/(z)}. Damit ist
dim(R/(z)) = 0. Nach (3.5) folgt so, dass R/(z) ein Ring von endlicher Léinge ist.

Jetzt betrachten wir die Lokalisierung R, und die zugehdrige kanonische Abbildung
nq : B — Ry. Fiir n € N betrachten wir g™ = q"RyNR = n;l(q”Rq), die sogenannte n-te
symbolische Potenz von q. Gemiiss (3.9)(C) ist ") = {z € R|3Is € R~ q: sz € q"}. Weil
immer gilt ¢+ C (™ ist (q(") (R/(m)))neN eine absteigende Kette von Idealen in R/(z).
Wegen L(R/(z)) < oo gibt es demnach ein n € N mit "™V (R/(z)) = ™ (R/(z)), also mit
gt 4 (z) = ¢ + (2), also mit ¢ C q"+V) 4 zR.

Ist y € "), so kénnen wir schreiben y = a 4+ b mit a € ¢+ und b € R. Wegen
gt C g™ ist dann b € q. Wir finden also ein s € R ~ q mit szb € q". Wegen
g C mund m € min((z)) ist z ¢ q, also sz ¢ q. Somit ist b € q(™). Damit ist gezeigt, dass
g™ C g+t 4 2q(™). Wegen = € m folgt ¢ C Y + mq™), wegen ¢+ C ¢ und
mq(™ C q(™ also schliesslich q(™ = q(**D 4+ mq(™). Weil R noethersch ist, ist () endlich
erzeugt. Nach (3.27) folgt also q(™) = q("*1). Gemiiss (3.9)(B) gilt aber q* Ry = q*) R, fiir
alle k € N, und wir erhalten q"Rq = q" "' Ry = qRq - q"Ry.

Nach (3.26), angewandt auf den noetherschen lokalen Ring (R, qR4) und den endlich er-
zeugten Rq-Modul q" Ry, gilt "Ry = 0, d.h. ¢(™) = nq’l(O) ={reR|Ise€ R\q: sz =0}
Da R ein Integritétsbereich ist, erhalten wir g™ = 0, wegen q" C q(" also g™ = 0. Sei z € q.
Dann folgt 2™ = 0. Weil R ein Integritéitsbereich ist, gilt also z = 0. So erhalten wir den
Widerspruch q = 0. ]

§ Der Krullsche H6hensatz

3.29 Lemma. Sei R ein noetherscher Ring, sei p € Spec(R), sei [ € N mit h(p) > [,
und sei & € p. Dann gibt es eine Primidealkette (pi)é;é der Lénge [ — 1 unterhalb p mit
X € Po-

Beweis. (Induktion nach [). Ist [ = 1, so setze man pg := p. Sei also [ > 1. Nach Vorausset-
zung gibt es dann eine Primidealkette (g;)!_, unterhalb p.

Ist © € q;—1, so erlaubt die offenbar richtige Ungleichung h(g;—1) > ! — 1 nach Induktion
eine Primidealkette (p})!Z2 unterhalb q;_; so zu finden, dass = € pjy. Setzen wir p; := p/, fiir

1=0,...,0 —2und p;_1 := qy, so sind wir fertig.
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Sei also z ¢ ¢;—1. Wegen (2)+q;—2 C p gibt es nach (2.27)(a) ein minimales Primoberideal
q von (x)+q;—o mit g C p. Wegen x ¢ q;_1 ist erst recht x ¢ ¢;_o. Deshalb ist q;_o C q. Weil
go € q1 € -+ € qi—2 € g eine unterhalb q liegende Primidealkette ist, gilt h(q) > I— 1. Nach
Induktion finden wir also eine unterhalb q liegende Primidealkette (pl)i;g mit z € po. Im
Restklassenring R/q;_2 ist q/¢;—2 nach (2.48) und (2.16)(B) ein minimales Primoberideal
des Hauptideals *R/q;_5. Nach (1.17) und (3.28) folgt also h(q/q;—2) < 1. Es gibt gemiéss
(2.48) also kein Primideal s von R mit q;_2 C s C q. Andrerseits gilt q;—2 C q;—1 € q; C p.
So sehen wir, dass q # p, also q C p. Setzen wir p;_1 := p, so sind wir fertig. |

3.30 Lemma. Sei R ein noetherscher Ring, sei p € Spec(R), sei I € N mit h(p) > [, und
sei z € p. Dann ist p/(z) ein Primideal von R/(x), und es gilt h(p/(z)) > 1 — 1.

Beweis. Man wende (2.48) auf den Restklassenhomomorphismus R — R/(x) an und beachte
(3.29). m

3.31 Satz: Krullscher H6hensatz. Sei R ein noetherscher Ring, seien z1,...,z, € R,
und sei p € min((xl, e ,x,r)). Dann ist h(p) < r.

Beweis. (Induktion nach r). Der Fall mit » = 0 ist klar. Sei also r > 1. Nehmen wir an,
es sei h(p) > r + 1. Nach (3.30) ist dann im Ring R/(z;) die Ungleichung h(p/(z1)) > r
richtig. Nach (2.48) und (2.16)(B) ist p/(z1) € R/(x1) ein minimales Primoberideal von
(x1,...,2)/(x1). Dabei ist das letztgenannte Ideal durch die  —1 Restklassen der Elemente
Zo, ..., x, erzeugt. Nach Induktion ergibt sich so h(p/(xl)) < r—1, also ein Widerspruch. H

3.32 Korollar. In einem noetherschen Ring R ist jedes Primideal p von endlicher Hohe.

Beweis. Jedes Primideal p von R ist endlich erzeugt und minimales Primoberideal von sich
selbst. n

§ Verhalten der Hohe bei der Restklassenabbildung
nach Hauptidealen

3.33 Satz. Sei R ein noetherscher Ring, sei p € Spec(R), und sei x € p. Dann ist p/(x)
ein Primideal von R/(x), und es gilt

h(p) > h(p/(z)) =h(p) — 1.

Liegt x in keinem minimalen Primideal von R, so gilt sogar

h(p/(2)) = h(p) - L.
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Beweis. Der erste Teil der Behauptung folgt direkt aus (3.32) und (3.30). Nehmen wir
also an, z liege in keinem minimalen Primideal von R, und schreiben wir h(p / (x)) =s.In
R/(x) gibt es dann unterhalb p/(z) eine Primidealkette (q;)$T] der Linge s. Sei p; das
Urbild von g; unter der Restklassenabbildung R — R/(z). Nach (2.48) ist dann (p;):*}
eine Primidealkette unterhalb p, wobei x € p;. Nach Voraussetzung ist p; kein minimales
Primideal in R. Nach (2.27)(a) enthilt p; ein minimales Primideal py von R; also ist (p;)if;

eine Primidealkette unterhalb p und es folgt h(p) > s+ 1, also h(p/(z)) =s <h(p)—1. W

§ Primideale der Hohe / als minimale Primoberideale
h-erzeugter Ideale

3.34 Satz. Sei R ein noetherscher Ring, und sei p € Spec(R) mit h(p) = h. Dann gibt
es h Elemente x1,...,x, € p so, dass p ein minimales Primoberideal von (x1, ..., xy) ist.

Beweis. (Induktion nach h). Fir h = 0 ist alles klar. Sei also h > 0. Nach (3.7) liegt p
in keinem der (endlich vielen, vgl. (2.41)) minimalen Primideale von R. Nach (2.5) gibt es

also ein zj, € p, das diese minimalen Primideale vermeidet. Nach (3.33) ist h(p/(zp)) =
h — 1. Nach Induktion gibt es also Elemente z,...,z),_; € p/(zs) so, dass p/(z1) €
min((z,...,2)_,)). Firi =1,...,h — 1 sei 2; € p mit z; + (z;,) = x}. Nach (2.48) ist
demzufolge p € min((21,...,2p—1) + (z)) = min(zy, ..., z5). [ |

3.35 Korollar. Sei R ein noetherscher Ring, und sei p € Spec(R). Dann gilt:

h(p) :min{heNo ‘ Jx1,...,xpb €EP: P 6min<(x17...,ach))}.

Beweis. Die Ungleichung “>” folgt aus (3.34). Die Ungleichung “<” folgt aus (3.31). |

§ Parametersysteme

3.36 Satz. Sei (R, m) ein noetherscher lokaler Ring. Dann gilt:

dim(R):min{dGNO ‘ Jzy, ..., xg €m:/(T1,...,24) :m}.

Beweis. Fiir ein beliebiges Ideal a C R gilt die Aquivalenz m = /a < m € min(a), wie
man sofort mit Hilfe von (2.30) sieht. Wegen dim(R) = h(m), vgl. (3.16), folgt nun die
Behauptung aus (3.35). ]
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3.37 Definition. Sei (R, m) ein noetherscher lokaler Ring der Dimension d > 0. Eine Folge
Z1,...,Tq € m heisst ein Parametersystem von R, wenn gilt

m=/(z1,...,24).

3.38 Satz. Jeder lokale noethersche Ring (R, m) von positiver Dimension besitzt ein

Parametersystem.

Beweis. Klar aus (3.36). [ ]

3.39 Satz. Sei (R,m) ein noetherscher lokaler Ring der Dimension d > 0, und sei-
en xy,...,xq € m. Seien weiter ¢ € S; eine Permutation der Zahlen {1,...,d},
ny,...,ng € N, i € {0,...,d} und * : R — R/(z1,...,z;) die Restklassenabbildung.
Dann sind dquivalent:

(i) m € min((z1,...,2q)).

(i) dim(R/(z1,...,2q)) = 0.

(iii) @1,...,xq ist ein Parametersystem von R.

(iv) @5(1),- ., To(q) ist ein Parametersystem von R.

(v) a1, ..., x? ist ein Parametersystem von R.

(vi) Tig1,...,Zq ist ein Parametersystem von R/(z1,..., ;).

Beweis. “(1) < (ii) < (iii)” Klar aus der Definition (3.37), aus (3.16) und aus (2.48) (ange-
wandt mit der Restklassenabbildung f : R — R/(x1,...,24) und a = 0).

“(iii) < (iv) < (v)” Klar aus der Definition (3.37).

“(i) = (vi)” Wenden wir (2.48) an mit f = *: R — R := R/(x1,...,2;) und a =
(Tit1,-.-,2q), so erhalten wir eine Bijektion

min((z1,...,2q)) = min(Ker(*) + a) »—» min((Ziy1, - .., Za)),
welche m in m := m/(z1,...,7;) = mR iiberfiihrt. Aus Aussage (i) folgt also sofort, dass

M € min((Tifq,...,%4)). Wenden wir nun (3.36) auf den lokalen Ring (R, ) an, so folgt

dim(R) < d — 4. Umgekehrt folgt aus (3.33) durch Induktion iiber ¢ sofort, dass
dim(R) =h(m/(z1,...,2;)) = h(m) —i=dim(R) —i =d —i.

Es gilt also dim(R) = d — i. Wenden wir die schon bewiesene Aquivalenz (i) < (iii) auf den

Ring R und die Folge T;171,...,Tq an, so sehen wir, dass T;11,...,Tq ein Parametersystem
von R ist.

“(vi) = (1)” Ist Tixq1,. . ., T4 ein Parametersystem von R/(z1,...,2;), so gilt wegen der
Aquivalenz (i) < (iii) auch M € min((Ziy7,...,%q)), und die obige Bijektion liefert, dass

m € min((z1,...,%q)), also die Aussage (i). [ |



Kapitel 4

Assoziierte Primideale

§ Ideal- und Modulquotienten

4.1 Festsetzung. Sei R ein Ring, sei M ein R-Modul, sei N C M ein Untermodul, und sei
T C M eine Menge. Den Quotienten von N durch T in R definieren wir dann als die
Menge

N T=N:T:= {xeR)xteN,VteT}.

Sofort sieht man, dass N :g T immer ein Ideal von R ist. Besonders wichtig ist fiir uns das
Ideal
okT:{xeR‘m:o,VteT},

das wir den Annullator von T in R nennen. Ist t € M, so schreiben wir N :g ¢ fiir N :p {t}.

4.2 Bemerkung. Sei R ein Ring, sei M ein R-Modul, sei N C M ein Untermodul, und sei
T C M eine Menge. Sofort priift man nach:

(a) NogT =R < T CN.

(b) TCT = N:pT DN:pT'.

(¢) N:gT = N:g(T).

(d) Ist (T3)ier eine Familie von Teilmengen aus M, so gilt offenbar:

NI:{iELJITi - DI(NRT)

(e) Ist (N;)ies eine Familie von Untermoduln von M, so gilt:
(ZDIN,) T = Q(NRT)

(f) Ist N’ ein weiterer Untermodul von M, so gilt insbesondere:

N CN = N :TCN:T.
R R

45
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(g) Der Quotient N :g T kann als Annullator der Restklassenmenge
T+N={t+N|teT} CM/N

geschrieben werden.

§ Der Begriff des assoziierten Primideals

4.3 Definition. Sei R ein Ring, sei M ein R-Modul, und sei p € Spec(R). Wir sagen, p
sel ein zu M assoziiertes Primideal, wenn es ein t € M so gibt, dass 0:gt = p. (Nach
(4.2)(a) ist dann t # 0). Die Menge der zu M assoziierten Primideale bezeichnen wir mit
Assp(M) oder mit Ass(M), also

Assp(M) = Ass(M) := {p € Spec(R) | It € M : Oét = p}.
Insbesondere ist Assg(0) = @.
4.4 Beispiel. Sei R=7Z, a € Z~ {0} und M = Z/aZ. Dann gilt

Assp(M) = Assz(Z/aZ) = {pZ | p € N : p ist Primfaktor von a}.

§ Verhalten bei exakten Sequenzen

4.5 Lemma. Sei R ein Ring, M ein R-Modul, ¢t € M so, dass 0:gt € Spec(R). Sei
T'C Rt mit 7" ¢ 0. Dann ist 0:g 7" = 0: g t.

Beweis. Nach (4.2)(c) ist 0:gt = 0:g Rt =: p. Nach (4.2)(b) ist also p C 0:57". Nach
Voraussetzung gibt es ein ¢’ € 7" . 0. Wegen 0: T’ C 0:zt’, vgl. (4.2)(b), geniigt es zu
zeigen, dass 0:gt’ C p. Wegen ¢ € T" C Rt finden wir ein y € R mit ¢’ = yt. Wegen ¢’ # 0
ist y ¢ p. Sei jetzt © € 0:zt'. Dann ist zyt = at’ = 0. Also ist zy € 0:gt = p. Wegen y ¢ p
folgt x € p. |

4.6 Satz. Sei R ein Ring, und sei weiter 0 — N 2 M L P — 0 cine kurze exakte
Sequenz von R-Moduln. Dann gilt:

Assp(N) C Assp(M) C Assg(N) U Assg(P).

Beweis. Sei zunéchst p € Assg(N). Fiir ein geeignetes Element ¢’ € N gilt also 0:5¢ = p.
WEeil & ein injektiver Homomorphismus von R-Moduln ist, gilt fiir ein Element x € R genau
dann zh(t') =0, wenn xt’ = 0. Also ist 0:g h(t') = 0:gt' = p. Dies zeigt, wegen h(t') € M,
dass p € Assp(M).

Sei jetzt p € Assp(M). Mit einem geeigneten Element ¢ € M gilt dann 0:gt = p.
Sei zunéchst Rt N Ker(l) # 0. Wegen Ker(l) = Im(h) finden wir also ein ¢ € N so, dass
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h(t') € Rt ~ 0. Nach (4.5) ist dann 0:5 h(t') = p. Wie oben sieht man nun, dass 0:gt’ =
0:r h(t') = p, mithin, dass p € Assg(N). Sei schliesslich Rt N Ker(l) = 0. Dann ist die
Einschrankung I|g; : Rt — P ein injektiver Homomorphismus. Wegen 0:gt = p und t €
Rt ist p € Assp(Rt). Wenden wir das zu Beginn fiir den injektiven Homomorphismus h
Bewiesene auf {|r; an, so folgt p € Assp(P). |

4.7 Korollar. Sei R ein Ring. Dann gilt:

(a) Ein Primideal p von R ist assoziiert zu einem R-Modul M, wenn es zu irgendeinem
Untermodul NV von M assoziiert ist.

(b) Isomorphe R-Moduln haben die gleichen assoziierten Primideale. [ |

4.8 Korollar. Sei R ein Ring, sei p € Spec(R), und sei M ein R-Modul. Dann sind
dquivalent:

(i) p € Assp(M).

(ii) Es besteht ein injektiver Homomorphismus von R-Moduln & : R/p — M.

Beweis. “(1) = (ii)” Ist p € Assp(M), so gibt es ein ¢ € M mit 0:pt = p. Der durch z +— xt
definierte Homomorphismus [ : R — M hat dann den Kern p. Durch z +p — I(z) = «t wird
so ein injektiver Homomorphismus h : R/p — M definiert.

“(ii) = (i)” Sei 1 € R/p die Restklasse des Einselements aus R. Dann ist 0:g 1 = p,
also ist p € Assr(R/p). Der injektive Homomorphismus h : R/p — M fithrt zu einem
Isomorphismus R/p = Im(h), und Im(h) ist ein Untermodul von M. Mit (4.7) folgt, dass
p € Assp(M). ]

§ Endlichkeit im noetherschen Fall

4.9 Lemma. Sei R ein Ring, sei p € Spec(R), sei M ein R-Modul, und sei t € M so,
dass 0:gt =p. Ist N # 0 ein Untermodul von R, so gilt Assg(N) = {p}.

Beweis. Nach (4.5) gilt fiir alle ¢ € N \ 0 die Gleichheit 0:pt" = p. [ ]

4.10 Satz. Sei R ein Ring, und sei M ein noetherscher R-Modul. Dann ist die Menge
Assp(M) endlich.

Beweis. Nehmen wir das Gegenteil an! Dann ist Assg(M) eine unendliche Menge. Sei M
die Menge aller Untermoduln N von M, fiir welche die Menge Assy(M/N) unendlich ist.
Wegen M /0 = M ist Assp(M/0) = Assgp(M), vgl. (4.7)(b), also 0 € M, d.h. M # &. Weil
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M noethersch ist, besitzt M ein beziiglich der Inklusion maximales Mitglied . Wir setzen
M := M/Q. Dann ist Assg(M) nach Definition eine unendliche Menge.

Wir withlen ein p € Assgr(M). Es gibt dann ein £ € M \ 0 so, dass p = 0:z f. Nach (4.9)
ist Assgp(Rt) = {p}.

Sei p : M — M die Restklassenabbildung. Wir finden dann ein t € M mit p(t) = t.
Wegen ¢ # 0 ist t ¢ Ker(p) = @, also Q C Q + Rt. Wegen der Maximalitidt von @ in M folgt
Q + Rt ¢ M. Also ist Assp(M/(Q + Rt)) eine endliche Menge.

Die Zusammensetzung M — M /Rt der beiden Restklassenabbildungen p : M — M und
q: M — M /Rt ist surjektiv und hat den Kern

p ! (Ker(q)) =p Y(Rt)=p* (p(Rt)) = Ker(p) + Rt = Q + Rt,

vgl. (1.4)(B). Deshalb besteht ein Isomorphismus M/(Q + Rt) = M /Rt, und (4.7)(b) zeigt,
dass die Menge Assg(M /Rt) endlich ist.
Andrerseits zeigt die kurze exakte Sequenz 0 — Rt < M % M /Rt — 0 mit (4.6), dass

Asspr(M) C Assg(Rt) U Assp(M/Rt) = {p} U Assg(M/Rt).

Dies ist ein Widerspruch zur Unendlichkeit von Assg(M). |

§ Die Beziehung zu den Nullteilern

4.11 Definition. Sei R ein Ring, und sei M ein R-Modul. Ein Element x € R heisst ein
Nullteiler beziiglich M, wenn es ein t € M \ 0 so gibt, dass xt = 0. Andernfalls heisst = ein
Nichtnullteiler beziiglich M. Die Menge der Nullteiler beziiglich M bezeichnen wir mit
NTg(M) oder mit NT(M), die Menge der Nichtnullteiler mit NNT (M) oder mit NNT(M).

4.12 Festsetzung. Sei R ein Ring, S # & eine beziiglich der Multiplikation abgeschlossene
Menge in R und M ein R-Modul. Wir schreiben dann Js(M) fiir die Menge aller zu S
disjunkten Ideale von R, die sich als Annullator einer nicht-leeren endlichen Teilmenge von
M schreiben lassen, also

Ts(M) = {agR\S‘ElreNEltl,...,treM: azol:%{tl,...,tr}}.

4.13 Lemma. Sei R ein Ring, S # & eine beziiglich der Multiplikation abgeschlossene
Teilmenge von R, und sei M ein R-Modul. Dann sind die beziiglich der Inklusion maxi-

malen Mitglieder von Jg — falls es solche tiberhaupt gibt — zu M assoziierte Primideale.

Beweis. Sei p ein beziiglich der Inklusion maximales Mitglied von Jg(M). Dann ist pN.S = @,
und wir finden fir ein r € N Elemente t1,...,t. € M mit p = 0:5{t1,...,t.}.
Wir wollen als erstes zeigen, dass es einen Index i € {1,...,r} gibt so, dass p = 0:5 ;.

Nehmen wir das Gegenteil an! Fiir jeden Index i € {1,...,r} gilt dann p # 0:gt;. Wegen
O:pti 2 0:p{t1,....tr}, vgl. (4.2)(b), ist also p C 0:pt; fiir i = 1,...,r. Wegen der Maxi-
malitdt von p in Jg(M) folgt, dass 0:pt; ¢ Js(M) fiir alle i. Dies kann aber nur bedeuten,
dass jeweils gilt (0:pt;) NS # &. Zu jedem i € {1,...,r} finden wir also ein Element
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s;i € (0:gt;) NS. Wir setzen s := s1---s,. Dann ist offenbar st; = 0 fir ¢ = 1,...,r, also
s € 0:g{t1,...,t,} = p. Weiter ist s € S, denn S ist ja abgeschlossen unter der Multipli-
kation. Es folgt der Widerspruch s € p N S. Also gibt es einen Index ¢ mit p = 0:zt;. Wir
setzen t := t; und koénnen schreiben p = 0:r t.

Es bleibt zu zeigen, dass p ein Primideal ist. Wegen p C R\ S C R ist p # R. Es bleibt
also zu zeigen, dass R ~\ p abgeschlossen ist unter der Multiplikation.

Seien also x,y € R mit = ¢ p und zy € p. Es gibt also zu zeigen, dass y € p. Wegen
xy € pist zyt = 0, also € 0:gyt. Wegen 0:gt C O:pyt und x ¢ p folgt p C 0:ryt.
Weil p in Jg(M) maximal ist, gilt 0:p yt ¢ Js(M). Dies heisst, dass (0:pyt) NS # &, und
wir finden ein u € (0:gyt) N S. Wegen uyt = 0 ist y € 0:gut. Es bleibt einzusehen, dass
0:put C p. Nehmen wir das Gegenteil an! Dann ist p C 0:5ut, also 0:gut ¢ Jg(M), und
wir finden ein s € (0:gut) N S. Es folgt sut = 0, also su € p. Wegen su € S ergibt sich der
Widerspruch pN S # @. ]

4.14 Satz. Sei R ein noetherscher Ring und M ein R-Modul. Dann gilt:

NTr(M) = U p.
pEAssr(M)

Beweis. “2” Sei p € Assgr(M). Es gibt dann ein t € M 0 mit p = 0:zt. Fiir alle x € p
folgt so 2t =0, also x € NTg(M), d.h. p C NTr(M).

“C” Sei x € NTr(M). Es gibt dann ein t € M \ 0 so, dass ot = 0, also z € 0:pt =: a.
Wegen ¢ # 0 ist a C R. In der Schreibweise von (4.12) ist also a € Jg3(M). Sei I := {b €
Jy(M) | a C b}. Wegen a € Tist I # @. Weil R noethersch ist, hat I ein beziiglich der
Inklusion maximales Mitglied. Dieses ist auch in Jy;y (M) maximal, nach (4.13) also ein zu
M assoziiertes Primideal p. Es folgt © € a C p € Assp(M). [ |

4.15 Korollar. Sei R ein noetherscher Ring, und sei M ein R-Modul. Ist M # 0, so gilt
Assp(M) # 2. |

§ Minimale assoziierte Primideale und ihre Beziehung
zum Annullator

4.16 Satz. Sei R ein noetherscher Ring, und sei M ein endlich erzeugter R-Modul. Dann
sind die beziiglich der Inklusion minimalen Mitglieder von Assg (M) gerade die minimalen
Primoberideale des Annullators 0:g M von M.

Beweis. Sei zunédchst q ein beliebiges Primoberideal von 0:p M. Wir zeigen, dass q ein zu
M assoziiertes Primideal p enthélt. Mit geeigneten Elementen ty,...,t. € M ist M =
(t1,...,tr). Gemiss (4.2)(c) folgt so 0:g M = 0:p{t1,...,t}. Wegen 0:g M C q folgt
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daraus, dass die Menge Jr-_q(M) nicht leer ist, da ja 0:5 M zu ihr gehort. Weil R noethersch
ist, enthélt diese Menge also ein beziiglich der Inklusion maximales Mitglied p. Nach (4.13)
ist p € Assg(M). Zudem gilt p C q.

Ist umgekehrt p ein beliebiges Mitglied von Assg(M), so ist p ein Primoberideal von
0:r M. Um dies zu sehen, schreiben wir p = 0:r ¢ mit einem geeigneten t € M und wenden
(4.2)(b) an.

Die beiden Aussagen zusammen ergeben sofort die Behauptung. |

§ Primarmoduln

4.17 Definition. Sei R ein Ring, sei M ein R-Modul. Ein echter Untermodul N C M heisst
ein primdrer Untermodul, wenn fir jedes t € M ~ N gilt

N}:%tg /NI:%M.

Ist g C R ein echtes Ideal so, dass es ein primérer Untermodul von R ist, so nennen wir q
ein primdres Ideal.

4.18 Bemerkung. In den Bezeichnungen von (4.17) gilt immer N:gt O N:g M fiir alle
t € M~ N, vgl. (4.2)(b). Wir haben damit die Situation

: - 1t C : i .
NRM*NRt* /NRM fir allet € M ~ N

Die Bedingung, ein priméarer Untermodul zu sein, heisst also auch gerade, dass

\/N:t:\/N:M fiir alle t € M ~ N.
R R

4.19 Satz. Sei R ein Ring, und sei q¢ C R ein echtes Ideal. Dann sind dquivalent:

(i) Das Ideal q ist primér.

(ii) Sind a,b € R mit ab € q, so gilt a € q oder b™ € q fiir ein n € N.

Beweis. “(i) = (ii)” Seien a,b € R mit ab € q. Ist a € q, so sind wir fertig. Sei also a ¢ q.
Dann gilt q:ra C \/q:g R. Weil b € q:ga, finden wir also ein n € N so, dass b" € q:r R.
Insbesondere ist dann b =b" -1 € q.

“(ii) = (1)” Sei t € R~ q, und sei x € q:rt. Wir haben also a2t € q. Weil ¢ ¢ q, gilt 2™ € q
fiir ein n € N. Also "R C q, d.h. 2" € q:gr R, also € \/q:g R. Damit ist q:rt C /q:r R
fiir alle t € R \ q, also ist q primaér. ]

4.20 Lemma. Sei R ein Ring, M ein R-Modul und N ein primérer Untermodul von M.
Dann ist /N :g M ein Primideal in R, und es gilt:

NTR(M/N) = [N : M.
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Beweis. Wegen N C M ist N:g M C R, vgl. (4.2)(a); also vN:g M C R, vgl. (2.31)(c).
Seien x,y € R~ /N :g M. Dann ist xt ¢ N und yt ¢ N fiir alle t € M ~ N. Also ist auch
azyt ¢ N fir alle diese t. Durch Induktion folgt, dass (xy)™t ¢ N fiir jedes t € M ~ N und
alle n € N. Insbesondere ist (zy)" ¢ N:gr M fiir alle n € N, d.h. zy ¢ /N :g M. Dies zeigt,
dass v/N :g M ein Primideal ist.

Wir schreiben * fiir das Bilden von Restklassen modulo N in M. Sei © € NTg(M/N).
Es gibt dann ein ¢t € M ~ N mit zt = 0, also mit 2t € N. Weil N in M primér ist, folgt
reN:g M.

Sei umgekehrt z € /N :gp M. Es gibt dann ein n € N C Ny mit 2" € N:gp M. Sei
t € M ~ N. Es gilt dann 2"t € N. Wir wihlen n € Ny minimal mit dieser Eigenschaft.
Wegen t ¢ N ist dann n > 0, und es folgt, dass w := 2"t ¢ N. In M/N ist also w # 0,
und wegen zW = zZw = 22"t = 2"t = 0 ist z € NTr(M/N). [ ]

4.21 Definition. Sei R ein Ring, sei p € Spec(R), sei M ein R-Modul, und sei N C M ein
Untermodul. Wir sagen, N sei ein p-primdrer Untermodul von M, wenn N ein primérer

Untermodul ist und

NI:%M:p.

gilt. Wir sagen in dieser Situation auch, p sei das zum priméren Untermodul N von M

gehorige Primideal.

4.22 Beispiele. (A) Sei R ein Ring, und sei ¢ € R ein priméres Ideal. Aus (4.19) folgt
sofort, dass ,/q das zu q gehorige Primideal ist.

(B) Die priméren Untermoduln des Z-Moduls Z sind der 0-Modul (der 0-primér ist) und
alle Moduln der Form p"Z, wo p € N eine Primzahl und n € N ist. Dabei ist p"Z

natiirlich pZ-primar.

4.23 Satz. Sei R ein noetherscher Ring, p € Spec(R), M ein endlich erzeugter R-Modul
und N C M ein echter Untermodul. Dann sind dquivalent:

(i) N ist ein p-primérer Untermodul von M.

(if) Assp(M/N) = {p}.

Beweis. “(i) = (ii)” Ist N ein p-primirer Untermodul, so gilt NTr(M/N) =p = /N :gp M,
vgl. (4.20). Nach (4.2)(g) kénnen wir N :g M auch als den Annullator 0:5 M/N schreiben,
und sehen mit (2.30), dass p das einzige minimale Primoberideal dieses Annullators ist.
Wegen NTr(M/N) = p folgt mit (4.14) und (4.16) sofort, dass Ass(M/N) = {p}.

“(ii) = (i)” Ist Asspr(M/N) = {p}, so zeigen (4.14), (4.16), (2.30) und (4.2)(g) sofort,
dass NTr(M/N)=p=+/N:g M. Ist t € M ~ N, soist N:gt C NTx(M/N). Also ist N
p-primar. ]
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§ Primarzerlegung von Untermoduln

4.24 Lemma. Sei R ein Ring, p € Spec(R), M ein R-Modul, und seien Ny,...,N, C M
lauter p-primére Untermoduln. Dann ist auch N3 N---N N, ein p-primérer Untermodul
von M.

Beweis. Nach (4.2)(e) und (2.32) gilt zunéchst

\/Nlrm-ﬂNn}:%M:\/Nl]:%Mm-ﬂ /an:%M:prw-ﬂp:p.

Sei jetzt t € M~ Ny N---N N,. Es gibt dann einen Index ¢ € {1,...,n} mit t € M ~ N,.
Nach (4.2)(f) folgt Ny N -+ N Np:pt CN;:gt Cp =N (-1 Ny g M. n

4.25 Festsetzung. Sei R ein Ring, sei M ein R-Modul, sei N C M ein Untermodul, und
sei U eine Teilmenge von R. Den Quotienten von N durch U in M definieren wir dann
als die Menge

NA:4U::{m€M’um€N,Vu€U}.

Sofort sieht man, dass es sich bei N :jp; U immer um einen N umfassenden Untermodul von
M handelt.

4.26 Bemerkung. Sei R ein Ring, sei M ein R-Modul, sei N C M ein Untermodul, und
sei U eine Teilmenge von R. Sofort priift man nach:

(a) NoyU=M < UC N:gM.
(b) UCU' = NiyUDN:py U
(c) N
)

d

mU=N:(U).

Ist (U;)ier eine Familie von Teilmengen aus R, so gilt offenbar:

N Ju= 0.

iel iel
(e) Ist (N;)ier eine Familie von Untermoduln von M, so gilt:
(M) =N )
iel iel

(f) Ist U’ eine weitere Teilmenge in R, so schreiben wir U - U’ := {uw’ |u € U, v’ € U'}. Es
ist dann U - U’ = U’ - U und es gilt:

N UU = (N U) U= (N UT) U
M M) M M M
(g) Ist T C M, so schreiben wir U - T := {ut | u € U, t € T'} und erhalten:

N UT = (NMU) iT = (NI:%T) 3 U.
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4.27 Satz. Sei R ein Ring, und sei M ein noetherscher R-Modul. Sei N C M ein
irreduzibler echter Untermodul, vgl. (2.39). Dann ist N ein primérer Untermodul von M.

Beweis. Nehmen wir an, N sei nicht primér! Dann gibt es ein Element t € M ~ N und
ein Element z € N:gt mit © ¢ \/N:g M. Wegen t € N :p; x folgt zuniichst, dass Ny :=

Weiter ist (N :pr ™) nen, offenbar eine aufsteigende Folge von Untermoduln von M. Weil
M noethersch ist, gibt es ein ng € Ny so, dass N :py ™0t = N :py 2™, Wegen x ¢ /N :g M
ist "M ¢ N, also sicher Ny := N +z™ M 2 N.

Sei jetzt m € Ny N No. Wegen m € Ny kénnen wir schreiben m = u + 2™v mit u € N
und v € M. Wegen m € Nj ist dann zu + 2™ty = 2m € N, also 2" T1y € N. Dann
ist v € Nipyamotl = Ny, 2", also 2™v € N. Damit ist aber m € N. Dies zeigt, dass
N1 N Ny =N, und N ist reduzibel. |

4.28 Lemma. Sei R ein Ring, und sei M ein noetherscher R-Modul. Sei N C M ein
Untermodul. Dann gibt es endlich viele irreduzible Untermoduln Ny,..., N, von M so,
dass N=NiN---NN,.

Beweis. Nehmen wir das Gegenteil an! Dann ist die Menge M der echten Untermoduln
von M, welche sich nicht als Durchschnitt endlich vieler irreduzibler Untermoduln von M
schreiben lassen, nicht leer. Weil M noethersch ist, besitzt M ein beziiglich der Inklusion
maximales Mitglied @. Natiirlich ist dann @ selbst reduzibler Untermodul von M. Es gibt
also zwei Moduln Q1,Q2 C M so, dass Q1,2 2 @ und Q1 N Q2 = Q. Insbesondere ist
dann Qq,Q2 # M. Weil @ in M maximal ist, gilt @1, Q2 ¢ M. Also sind )1 und Q2 jeweils
Durchschnitt endlich vieler irreduzibler Untermoduln von M. Daraus folgt der Widerspruch,
dass Q = @1 N Q9 sich ebenfalls als Durchschnitt endlich vieler irreduzibler Untermoduln

von M schreiben lasst. |

4.29 Definition. Sei R ein Ring, M ein R-Modul, N C M ein Untermodul und r € N. Wir
sagen, eine endliche Familie (N;)7_; von Untermoduln N; C M definiere eine minimale
Primdrzerlegung von N in M, wenn folgendes gilt:

(@) N=Ni=;Ni und N #,, Ny firk=1,...,7

(b) N; ist ein primérer Untermodul von M firi=1,...,r.

() i#j = VNy:gM # \/N;:g M fiir 1 <i,j <r.

Falls eine solche Familie existiert, sagen wir, N besitze in M eine minimale Primdr-
zerlegung. In dieser Situation sind die Moduln N; nach (4.20) jeweils /N, : g M-primér.

4.30 Satz: Existenzsatz fiir Priméirzerlegungen. Sei R ein Ring, und sei M ein
noetherscher R-Modul. Dann besitzt jeder Untermodul N von M eine minimale Priméar-
zerlegung in M.
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Beweis. Sei N C M ein Untermodul. Nach (4.28) gibt es endlich viele irreduzible Unter-
moduln Ni,..., N, von M so, dass N = Ny N---N N,. Nach (4.27) sind die Moduln N;
priméire Untermoduln von M. Nach (4.24) konnen wir jeweils immer alle der Moduln N;,
die zum gleichen Primideal primér sind, miteinander schneiden und so annehmen, es sei
VN;:r M + \/Nj :r M fiir ¢ # j. Durch Weglassen nicht benétigter /V; kann man schliess-
lich annehmen, es sei N # ﬂ#k N; firk=1,...,r |

§ Erster Eindeutigkeitssatz der Primarzerlegung

4.31 Satz: Erster Eindeutigkeitssatz der Primérzerlegung. Sei R ein noetherscher
Ring, M ein endlich erzeugter R-Modul und N C M ein Untermodul. Sei (N;)7_; eine
Familie von priméren Untermoduln von M, welche eine minimale Primérzerlegung von
N in M definiert. Fiir ¢ = 1,...,r sei p; das zu N; gehorige Primideal. Nach (4.29)(c)
sind dann die Primideale p; paarweise verschieden, und es gilt:

(v

1<i< r} = Assp(M/N).

Beweis. Nehmen wir das Gegenteil an! Nach (1.15) gibt es dann einen beziiglich der In-
klusion maximalen Untermodul @@ C M, fiir welchen die Behauptung nicht gilt. Nach
(4.30) gibt es eine Familie (Q;)7_; von Untermoduln @; in M, welche eine minimale Pri-
mérzerlegung von @ in M definieren, und fiir welche gilt {qi =vVQ;:r M ’ 1<:i< S} #*
Assp(M/Q). Gemiss (4.23) ist dann s > 1. Sei k € {1,...,s} und Q;, := (), 4, @i- Dann
ist @ € Q, € M, und die Familie (Q;);zr definiert eine minimale Primérzerlegung von
Q) in M. Wegen der angenommenen Maximalititseigenschaft von Q ist {q; | i # k} =
Assp(M/Qy). Die kurze exakte Sequenz 0 — Q,/Q — M/Q — M/Q, — 0 zeigt iiber
(4.6), dass Assr(Q,/Q) C Assp(M/Q) C Assrp(Q,/Q) U {q: | i # k}. Dabei ist Q,/Q =
Q) (QrN QL) = (Qp + Qr)/Qr € M/Qk. Nach (4.7) und (4.23) folgt Assr(Q,/Q) C
{qr}. Wegen Q C @, folgt aus (4.15) sofort, dass {qr} = Assr(Q,/Q). So erhalten wir
qr € Assr(M/Q) C {q1,...,qs} fir £ = 1,...,s, also den Widerspruch Assg(M/Q) =

{q1,.-.,9s}- [ |

§ Bruchmoduln

4.32 Festsetzungen. (A) Sei R ein Ring, sei M ein R-Modul, und sei S C R eine Nen-
nermenge, vgl. (3.8). Auf dem kartesischen Produkt S x M definieren wir dann eine
Aquivalenzrelation durch die Vorschrift:

(s,m) ~g (t,n) = Ju € S : utm = usn.

Die Aquivalenzklasse des Paares (s,m) € S x M bezeichnen wir dann mit 2 und
nennen sie einen Bruch mit Zdhler m und Nenner s. Die Menge der so definierten
Aquivalenzklassen bezeichnen wir mit S~'M und nennen sie die Menge der Briiche
mit Zdhler in M und Nenner in S.
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(B)

Wir halten die Bezeichnungen aus (A) fest. Die Bruchmenge S~'M kann man dann
— wie leicht nachzupriifen ist — vermdége der Operationen

t
m,n _tmtsn o

r n zn
s t st st

':—t mit m,n € M, s,t€ Sund z € R
s

zu einem Modul iiber dem Bruchring S~!R machen. Vermoge der Skalarmultiplikation

m xr m xm .
r-—:=—-—=— mitza e RRmeM,seS
s 1 s s

wird S~'M dann natiirlich auch zum R-Modul. Den S—!R-Modul S~'M bezeichnen
wir als den Bruchmodul von M mit Nennern aus S.

Durch m — 5 wird offenbar ein Homomorphismus

nS:MﬂSflM

von R-Moduln definiert, der zur Nennermenge S gehorige kanonische Homomor-
phismus von M nach S™1M.

Ist N € M ein Untermodul, so wird durch % — % offenbar ein Homomorphismus

16: SN — STIM
von S~!R-Moduln definiert, fiir den gilt
Im(eg) = {% cS M ) neN,se S}.

Dabei ist es leicht zu sehen, dass ¢4 injektiv ist. Deshalb kénnen wir den Bruchmodul
S~IN von N mit Nennern aus S vermoge 14 identifizieren mit dem Untermodul Im(zg)
des Bruchmoduls S~ M von M mit Nennern aus S. Wir schreiben also S™'N C S—1 M.

Ist p € Spec(R), so schreiben wir wie frither

Mp7 npv va

anstelle von
(R\p)_lM’ T}R\pa ZR\p7

und nennen den R,-Modul M, die Lokalisierung von M in p, vgl (3.18).

4.33 Bemerkungen. (A) Sei R ein Ring und S C R eine Nennermenge. Ist a C R ein

(B)

Ideal, so ist gemiiss (3.9)(A) und (4.32)(B) der Bruchmodul S~!a von a mit Nennern
aus S — aufgefasst als Untermodul von S™!R — gerade das Erweiterungsideal aS™'R
von a nach S™'R.

Ist M ein R-Modul und N’ C S~ M ein S~ R-Untermodul, so schreiben wir oft N'NM
fiir das kanonische Urbild ng'(N”) von N’ in M. Genau wie in (3.9)(B) priift man nach,
dass

S~YN'nM)=N"
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(C) Ist N C M ein Untermodul, so sieht man mit (4.32)(D) sofort, dass
SilNﬂM:{meM’ElsES:smeN}.

Fiir den Kern des kanonischen Homomorphismus ng : M — S ~1M gilt dann analog zu
(3.9)(C) insbesondere

Ker(ns):S_loﬂM:{meM‘HSES:sm:O}.

(D) Sei M C M eine Teilmenge von M. Sei ($y,)mem eine Familie von Elementen aus S.
Wendet man das in (4.32)(D) Gesagte an auf den von M erzeugten Untermodul (M),
so sieht man leicht, dass

STHM) = (ng(M)) = ({T ‘ me/\/l}>: ({;: meM}).

4.34 Festsetzung. Sei h : M — N ein Homomorphismus von R-Moduln, und sei S C R

eine Nennermenge. Dann wird durch

m  h(m)

fiir m € M und s € S ein Homomorphismus von S~ R-Moduln

S'h:ST'M — ST'N
definiert, der zwischen den Bruchmoduln durch h induzierte Homomorphismus.
Dieser Homomorphismus erscheint im folgenden kommutativen Diagramm

h
M—>

& J{ e lnév

STM TSN

und ist der einzige Homomorphismus von S~'R-Moduln von S~'M nach S~!N mit dieser
Eigenschaft.

4.35 Bemerkungen. (A) Sei S C R eine Nennermenge. Sind h: M — Nund [ : N - T
zwei Homomorphismen von R-Moduln, so gilt fiir deren induzierte Homomorphismen
die Beziehung

S oS 'h=S8"loh).

Weiter ist
S—! idy =idg-1p7 .

Ist also h: M — N ein Isomorphismus, so ist S~'h ein Isomorphismus, und es gilt
S~Hr™Y) = (S7th)"L
Fiir die Nullhomomorphismen 0 gilt

S~lo=0.
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Sind h, k : M — N Homomorphismen von R-Moduln und ist a € R, so sind Homomor-
phismen h+ k: M — N und ah : M — N von R-Moduln definiert durch

(h+ k)(m) := h(m) + k(m) resp. (ah)(m):= ah(m)
fiir alle m € M. Dabei gelten die Gleichheiten

STHh+k)=8"'h+ Sk und S '(ah) =aS"'h

(B) Sei
MENLT

eine exakte Sequenz von R-Moduln. Dann gilt zunfichst S~ o S7'h = S=Y(loh) =
S710 = 0, also Im(S~*h) C Ker(S~11). Ist umgekehrt 2 € Ker(S~!) fiir n € N und
s €S, so0ist STH(Z) =0, also @ = 0. Wir finden demnach einen Nenner ¢ € S mit
tl(n) = 0. Es folgt I(tn) = 0, also tn € Ker(l) = Im(h). Mit einem geeigneten Element
m € M folgt dann tn = h(m) und wir erhalten 2 = £ — h(t;”) =S 1h(2) € Im(S~1h).
Dies zeigt, dass Im(S~1h) = Ker(S~11), also, dass die induzierte Sequenz

S~th s~

S~IM STIN S~

exakt ist.

(C) Aus (B) folgt speziell: Ist h : M — N ein injektiver (resp. surjektiver) Homomor-
phismus von R-Moduln, so ist S7th: S™*M — S~IN ein injektiver (resp. surjektiver)
Homomorphismus von S~!R-Moduln. Ist N ein Untermodul von M und ¢ : N — M die
Inklusionsabbildung, so ist S~1¢ : SN — S~1M gerade die in (4.32) (D) beschriebene
Einbettung tg : ST'N — S™1M.

(D) Wir kénnen mit S~! die Zuordnung bezeichnen, die jedem R-Modul M den S~!R-
Modul S~'M und jedem Homomorphismus von R-Moduln h : M — N den Homomor-
phismus von S~!R-Moduln S7'h : ST'M — S™IN zuweist. Die in (A)—(C) beschrie-
benen Eigenschaften von S~! fasst man in kategorieller Sprechweise zusammen, indem
man sagt, S~! sei ein exakter linearer kovarianter Funktor von der Kategorie der
R-Moduln nach der Kategorie der S~'R-Moduln.

4.36 Satz. Sei R ein Ring, sei S C R eine Nennermenge, und sei M ein noetherscher
R-Modul. Dann ist S~'M ein noetherscher S~!R-Modul.

Beweis. Vgl. auch (3.10). Sei N’ C S™'M ein S~'R-Untermodul. Dann ist N’ N M ein
Untermodul von M. Weil M noethersch ist, finden wir endlich viele Elemente my,...,m,
aus M mit N’ N M = (my,...,m,). Nach (4.33)(B) und (D) folgt N’ = S~Y(N'N M) =

(%, N %) Also ist N’ iiber S™!'R endlich erzeugt. ]
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§ Assoziierte Primideale und Nenneraufnahme

4.37 Lemma. Sei R ein Ring, sei S C R eine Nennermenge, sei M ein R-Modul, und
sei N C M ein Untermodul. Sei t € M, und sei s € S. Dann gilt:

sy . Lo (v;1)s 'R

SR S

Beweis. Sei y € S~'R. Wir schreiben y = T,wozr € Rund u € S.
Ist y € STIN:g-1pt, so gilt z% = % € STIN. Mit geeigneten Elementen n € N und

Pl

w € S konnen wir also schreiben % = . Wir finden deshalb ein Element v € S mit
vwat = vusn € N. Es folgt vwr € N:grt, alsoy = £ = 222 € (N:gt)SIR.

Sei umgekehrt y = £ € (N :pt)S™'R. Gemiiss (3.9)(A) konnen wir dann annehmen, es
seix € N:pt,alsozt =: m € N. Es folgt y% = 9% =€ S7IN,alsoy € ST!N:g-1p % |

u

4.38 Satz. Sei R ein noetherscher Ring, S C R eine Nennermenge und M ein R-Modul.
Dann gilt:

Assg-ip(S71M) = {ps—lR \ p e Assp(M), pn S = @}.

Beweis. Seiq € Assg-1z(S71M) und p := gNR. Nach (3.12)(A),(C) ist dann pNS = & und
q = pS~!R. Weil R noethersch ist, finden wir Elemente z1,...,2, € Rmit p = (z1,...,2,).
Weiter gibt es ein Element v € S™!M mit 0:g-1z5u = q. Wir schreiben u = % mit t € M
und s € S. Nach (4.37) ist dann p = qN R = (0:xt)S~*RN R. Nach (3.9)(C) gibt es also zu
jedem Erzeugenden x; von p ein v; € S mit v;z; € 0:gt. Mit v := vy - - - v, folgt dann v € S
und vz; € 0:gt, also x; € O:got fir i = 1,...,r. Es ist also p C 0:pvt. Andrerseits folgt
iiber (4.37) 0:gvt C (0:gvt)ST'TRNR = (0:g-1p L)NR=(0:s-1gt)NR=gNR=p.
So sehen wir, dass 0:g vt = p, also p € Assg(M).

Sei umgekehrt p € Assp(M) mit p NS = @. Dann ist pS™!R € Spec(S7'R), vgl.
(3.12)(C), und wir finden ein ¢ € M mit 0:zt = p. Nach (4.37) folgt pS™'R = 0:5-15 £,
also pSTIR € Assg-1(S™IM). |

§ Primarzerlegung und Nenneraufnahme

4.39 Lemma. Sei R ein Ring, S C R eine Nennermenge und M ein R-Modul. Seien
Ni,...,N, € M endlich viele Untermoduln. In S~'M gilt dann:

STYNiN---NN,)=8"IN;n---NnSIN,.

Beweis. “C" Ist u € Sil(Nlﬁ- -+NN,.), so kénnen wir schreiben u = % mitn € NiN---NN,
und s € S. Es folgt w € S7IN; fiiri=1,...,7
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“D” Sei umgekehrt v € S7IN; N --- N STIN,. Fiir jeden Index i € {1,...,r} finden
wir dann Elemente n; € N und s; € S mit u = Z— Weil Z— =u= Z—ll firi=1,...,r
finden wir jeweils ein ¢; € S mit t;s1n; = t;s;n1, also mit t;s;,n1 € N;. Mit s := Hz:1 s; und
t:=T]i_, t; folgt sofort, dass tsny € Ny N---NN,. Daraus ergibt sich, dass u = 2 = L2 ¢

81 tssy

STHNyN---NN,). [ ]

4.40 Lemma. Sei R ein Ring, S C R eine Nennermenge, p € Spec(R), M ein R-Modul
und N C M ein p-primérer Untermodul. Dann gilt:

(a) Ist pNS = @, soist STIN ein pS~! R-primérer Untermodul von S~'M und es gilt
STINNM =N.

(b) Ist pNS # &, so gilt STIN = S~ M.

Beweis. “(a)” Ist y € pS™!R, so kénnen wir schreiben y = Tmit s € Sund x € p =

VN :gr M. Insbesondere gibt es ein n € N mit 2® € N:g M, also mit z"M C N. Es
folgt also y"S™'M = S~ (2"M) C S7'N, also y € \/S~IN:g-13.S~1M, dh. pS™'R C
VS IN:g 1z S~IM.

Sei jetzt u € ST'M ~ ST!N. Wir koénnen dann schreiben u = ﬁ mit t € M ~ N und
s € S. Mit (4.37) folgt, dass STIN:g-1igu = (N:gt)S™IR. Weil N in M p-primir ist, gilt
N:grt Cp, und es folgt, dass SN :g-1zu C pS~!R. Im Hinblick auf die oben bewiesene
Inklusion folgt, dass S~'N in S~!M primér ist. Dabei haben wir soeben auch gezeigt, dass
NTg-1z(S7!M/S7IN) C pS~!R, und sehen so mit (4.20), dass S™!N ein pS—! R-primirer
Untermodul von S~!'M ist.

Sei jetzt t € M~ N. Dann ist N:gt C p C R~ S. Mit Hilfe von (4.33)(C) folgt, dass
t ¢ SN N M. Damit ist STINNM C N, also STINNM = N.

“(b)” Sei s € pN S und sei y € S~'M. Wir schreiben y = 2 mit m € M und u € S.
Wegen s € p = /N:g M gibt es ein n € N mit s"M C N, also mit s"m € N. Es folgt

mo_ sm e GTIN. ]

y: w sy

4.41 Bemerkung. Es gelten die Voraussetzungen von (4.40). Weiter gelte S™'N = S—1 M.
Weil ein Modul nicht primérer Untermodul von sich selbst ist, impliziert (4.40)(a), dass dann
pNS #o.

4.42 Satz. Sei R ein Ring, S C R eine Nennermenge, M ein R-Modul und N C M
ein Untermodul. Die Familie (IV;)]_; von Untermoduln N; C M definiere eine minimale
Primérzerlegung von N in M. Sei I := {z|1 <i<r,SN/N;:p M = @}. Dann gilt:

(a) Die Familie (S™!N;);er definiert eine minimale Primérzerlegung von S™'N in S=* M.

(b) Die Familie (N;);e; definiert eine minimale Primérzerlegung von S™'N N M in M.

Beweis. Nach (4.40)(b) ist klar, dass S™'N; C S~ M genau dann, wenn i € I, und so folgt
aus (4.39), dass SN = S™ )y N; = (i_; S~ N; = (N;e; S~ ' Ni. Nach (4.40) ist S™N;



60 4. ASSOZIIERTE PRIMIDEALE

fiir alle ¢ € I primér zu q; := S~ 'p;, wo p; := VN;:g M. Wegen q; N R = p; sind die
Primideale g; fiir alle ¢ € I voneinander verschieden, vgl. (4.31). Im Hinblick auf (4.40)(a)
folgt weiter STIN N M = (MN;e; S™'Ni) N M = (e, (STIN; N M) = (¢, Ni, was sofort
zeigt, dass (IV;)ics eine minimale Primirzerlegung von S~'N N M in M definiert. Ist k € I,
so folgt insbesondere auch (ﬂiel\{k} STIN;)NM = ﬂiel\{k}(S_lN,ﬂM) =Micrwgy Ni 2
SN N M, also Nicr(x} STIN; # S~IN. Dies zeigt alles. [ |

§ Zweiter Eindeutigkeitssatz der Primarzerlegung

4.43 Festsetzung. Sei R ein Ring, und sei Q C Spec(R) eine Menge von Primidealen.
Eine Teilmenge P C 9 heisst eine fundierte Teilmenge von £, wenn aus p € P und aus

p D q € Q immer folgt q € P.

4.44 Zweiter Eindeutigkeitssatz der Priméirzerlegung. Sei R ein noetherscher
Ring, M ein endlich erzeugter R-Modul, N C M ein Untermodul und ‘B eine fundierte
Teilmenge von Assr(M/N). Sei (NV;)i_; eine Familie von Untermoduln aus M, welche
eine minimale Primérzerlegung von N in M definiert. Dabei sei p; := /N;:g M fiir
i=1,...,r. Dann gilt:

N = (R\ Up>_;\f N M.

iip; €P peP

Insbesondere héngt dieser Durchschnitt nur von N und ‘B, nicht aber von der Familie
(Ni);,;:] ab.

Beweis. Wir wissen nach (4.31), dass {p; |t =1,...,r} = Assg(M/N). Sei I C {i,...,r}
so, dass I = {p; [ i € I'}. Dann ist S := R~ |J;c; pi eine Nennermenge. Ist k € {1,...,7}, so
gilt pr NS = & genau dann, wenn p C |, ps, also wegen (2.5) genau dann, wenn pg C p;
fiir einen Index ¢ € I, also genau dann, wenn pj € B, also dann und nur dann, wenn k € 1.
Nach (4.42) folgt (,c; N; = S™'N N M, mithin die Behauptung. [ ]

4.45 Korollar. Seien R, M, N und (N;)7_, wie in (4.44). Dann sind diejenigen Primér-
komponenten N; von N, fiir welche p; := /N;:g M in Assg(M/N) minimal ist, durch N
und p; schon bestimmt. Es gilt ndmlich:

N; = N,, N M.

Beweis. Seii € {1,...,r} so, dass p; minimal in Assg(M/N) ist. Dann ist {p;} eine fundierte
Teilmenge von Assp(M/N). Aus (4.44) folgt

N; = mjiij{Pi} N; = (R\ Upe{pi}p)_lNﬂM = (R\pi)_lNﬂM = N,, N M,

und somit gilt die Behauptung. |



Kapitel 5

Tiefe

§ Nichtnullteilerfolgen

5.1 Definition. Sei R ein Ring und M ein R-Modul. Eine Folge (x;)}_; von endlich vielen

Elementen z1,...,x, € R heisst eine Nichtnullteilerfolge beziiglich M, wenn
i—1
z; € NNTR<M Zx]—M) firi=1,...,r
j=1

5.2 Bemerkungen. (A) Sei R ein Ring, und sei M ein R-Modul. Seien z1,...,2, € R,
und sei 0 < s < r. Wir setzen M := M/ 22:1 x; M. Ist s <t < r, so hat der durch
zweimaliges Restklassenbilden

definierte surjektive Homomorphismus M — M/ Z;C:S+l 2, M den Kern 25:1 x; M,

und wir erhalten einen Isomorphismus

t t
M Z oaM = M Zsz
k=s+1 i=1

Weil isomorphe Moduln aber die gleichen Nichtnullteilerfolgen haben, sieht man, dass
fiir Nichtnullteilerfolgen die Zusammensetzungseigenschaft gilt, die besagt:

(x;)7—; ist Nichtnullteilerfolge beziiglich M <=
(z;)j=1 ist Nichtnullteilerfolge beziiglich M und
(T)j—s41 ist Nichtnullteilerfolge beziiglich M / Zj‘=1 x; M.
Fiir s = 1 ergibt sich:
(x;)7_; ist Nichtnullteilerfolge beziiglich M <
x1 ist Nichtnullteiler beziiglich M und
(zk)—o ist Nichtnullteilerfolge beziiglich M /x4 M.

Damit haben wir eine rekursive Beschreibung der Nichtnullteilerfolgen gefun-
den.

61



62

(B)

5.3

5. TIEFE

Sei h : R — R’ ein Homomorphismus von Ringen, und sei M ein R’-Modul. Vermoge
der Skalarmultiplikation

wird dann M zum R-Modul. Sind z1,...,2, € R, so ist (x;)i_, offenbar genau dann
;:1 es ist. Die soeben festgestellte
Grundringunabhdngigkeit der Nichtnullteilerfolgen wenden wir oft an in der
Situation, wo a C R ein Ideal ist mit aM = 0, also wo M dann ein Modul iiber R/a
ist, vgl. (3.3). Wenden wir das eben Gesagte an auf den Restklassenhomomorphismus

“: R — R/a, so bilden r Elemente z1,...,z, € R genau dann eine Nichtnullteilerfolge

beziiglich M eine Nichtnullteilerfolge, wenn (h(z;));

beziiglich M, wenn dies ihre Restklassen Z7,...,Z, € R/a tun.

Sei R ein Ring. Jede Folge (z;)!_; in R ist eine Nichtnullteilerfolge beziiglich 0. Ist
weiter M ein R-Modul und 7 € R* eine Einheit in R, so ist x7 ein Nichtnullteiler
beziiglich M, und wegen M/x1M = 0 und Teil (A) ist dann jede mit x; beginnende
Folge (x;)f_, eine Nichtnullteilerfolge beziiglich M.

Ist R ein Ring und M ein nicht-trivialer R-Modul, so ist 1,0 eine Nichtnullteilerfolge
beziiglich M, aber die Folge 0, 1 ist es nicht. Im allgemeinen darf man also die Mitglieder
einer Nichtnullteilerfolge nicht vertauschen.

§ Die Tiefe eines Moduls beziiglich eines Ideals

Definition. Sei R ein Ring, a C R ein Ideal und M ein R-Modul. Die Tiefe von M

beziiglich a definieren wir dann als das Supremum der Langen r aller Nichtnullteilerfolgen

(x:)7_; beztiglich M, die aus lauter Elementen z; € a bestehen, also:

tq(M) := sup {T €Ny ’ dzy,...,x, € a: (x;)i_, ist NNT-Folge beziiglich M}

5.4 Satz: Grundringunabhingigkeit der Tiefe. Sei R ein Ring, a C R ein Ideal und

M

ein R-Modul. Sei b C R ein Ideal so, dass bM = 0. Dann gilt:

ta(M) = t(aye)/6(M) = ta(r/e) (M),

wobei M im zweiten und dritten Term als Modul iiber R/b aufgefasst wird.

Beweis. Leicht aus (5.2)(B). [ |

§ Das Annullatorenlemma

5.5 Satz: Annullatorenlemma. Sei R ein Ring, a C R ein Ideal und M ein endlich
erzeugter R-Modul. Dann gilt:

\/okM/aM = \/a+ (0 M).
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Beweis. “2” Ist © € a+ (0:g M), so kénnen wir schreiben z = y + z mit y € a und
z € 0:p M. Es folgt, dass aM C yM + zM C aM + 0 = aM, also xz € 0:g M/aM. Es gilt
also 0:p M/aM D a+ (0:5 M), und durch Ubergang zu den Radikalen folgt die gewiinschte
Inklusion.

“C” Mit geeigneten Elementen mq,..., m, € M kénnen wir schreiben M = Z?:l Rm,;.
Sei x € 0:g M/aM. Dann gilt «M C aM. Fiir jeden Index ¢ € {1,...,n} gibt es also
Elemente y;1, ..., yin € aso, dass xm; = E?Zl yi;m;. So erhalten wir das Gleichungssystem

n

> Gz —yig)m; =0 (i=1,...,n),

j=1
wo 0;; fiir das Kronecker-Symbol steht. Sind I, := [d;; | 1 <¢,j < n] € R"*" die Einheits-
matrix und YV :=[—y;; | 1 < 4,5 <n] € a”*", so kénnen wir schreiben
mq 0
(I, +Y)| | =
My, 0

Nach (3.24) folgt det(zl, +Y)m; =0 fiir i = 1,...,n, also det(zl, +Y) € 0:p M. Wegen
Y € a™*™ konnen wir schreiben det(zI, +Y) = 2™ + y, wo y € a geeignet gewéhlt ist. Also
ist ™ € a+(0:g M), also x € \/a+ (0:g M). Dies zeigt, dass 0:g M/aM C \/a+ (0:5 M).
Durch Ubergang zu den Radikalen folgt nach (2.31)(d) die gewiinschte Inklusion. |

§ Die Hohe eines Moduls beziiglich eines Ideals

5.6 Definition. Sei R ein Ring, a C R ein Ideal und M ein R-Modul.

(A) Die a-H6he ho(M) von M definieren wir als das Infimum der Hohen aller minimalen
Primoberideale des Erweiterungsideals a(R/(0:5 M)) C R/(0:g M) von a nach dem
Restklassenring von R modulo des Annullators von M, also

ha(M) := inf { h(p) ‘ pe min(a(R/(O }:%M))) }
(B) Die Hohe h(a) von a definieren wir als die a-Hohe des R-Moduls R, also
h(a) :=hqe(R).
Dabei ist leicht zu sehen, dass diese Definition im Fall von a = p € Spec(R) zur

Definition (3.6) dquivalent ist.

5.7 Bemerkungen. Es gelten die Bezeichnungen von (5.6).
(A) Da wir das Infimum der leeren Menge als oo definieren, gilt:
ha(M) = 00 « a(R/(O}:%M)) = R/(0: M) < a+(0:M)=R,

wobei die zweite doppelte Implikation im Hinblick auf die Gleichheit a(R/(0:5 M)) =
(a4 (0:r M))/(0:5 M) folgt.
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(B) Weil der Annullator jedes beliebigen Rings immer gerade 0 ist, folgt:

ha(M) = h(a(R/(OI:%M))).
(C) Weil insbesondere R/(0:r R) = R ist, siecht man leicht, dass gilt:

h(a) = inf {h(p) ] pe min(a)}.

5.8 Satz: Grundringunabhiingigkeit der H6he. Sei R ein Ring, a C R ein Ideal und
M ein R-Modul. Sei b C R ein weiteres Ideal so, dass bM = 0. Dann gilt:

ha (M) = h(at) 6 (M) = ha(rye) (M),

wobei M im zweiten und dritten Term als Modul iiber R/b aufgefasst wird.

Beweis. In R/b gilt 0:z/s M = (0:g M)/b. Insbesondere besteht ein Isomorphismus von
Ringen ® : R := R/(0:g M) — (R/b)/((0:r M)/b) = (R/b)/(0:r/s M) =: R”, definiert
durch 4 (0:5 M) — (z+b)+ (0:5 M)/b. Dabei gilt ®(aR’) = a(R/b)R" = ((a+b)/b)R".
Insbesondere ist also

Spec(®) : Spec(R") — Spec(R')

ein Homoéomorphismus, und es besteht eine Bijektion
Spec(®) | min(((a+)/6)r7) : min(((a +b)/b) R”) — min(aR’),
wobei fiir alle p” € Spec(R”) gilt h(Spec(®)(p”)) = h(p”). Daraus folgt h(aip)/p(M) =

ha (M). ]

§ Ein Kriterium fiir unendliche Hohe

5.9 Satz. Sei R ein noetherscher Ring, sei a C R ein Ideal, und sei M ein endlich
erzeugter R-Modul. Dann gilt:

aM # M & he(M) < oco.

Beweis. “=" Wegen (a+(0:5 M))M = aM # M ist a+(0:5 M) # R, alsoa(R/(0:g M)) #
R/(0:5 M), vgl. (5.7)(A). Nach (2.27) besitzt das Ideal a(R/(0:z M)) von R/(0:z M) mi-
nimale Primoberideale, und diese sind nach (1.17) und (3.32) von endlicher Hohe. So folgt,
dass hq(M) < 0.

“<” Sei hq(M) < co. Dann ist a+ (0:p M) # R, vgl. (5.7)(A). Nach (5.5) und (2.31)(c)
folgt \/0:r M/aM = \/a + (0:g M) # R. Wieder wegen (2.31)(c) ist 0:5 M/aM # R, also
M/aM # 0, d.h. aM # M. [ |
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5.10 Satz. Sei R ein noetherscher Ring, sei a C R ein Ideal, und sei M ein endlich
erzeugter R-Modul. Ist = € a, so gilt

hu(M) > hu(M/xM) > hu(M) -1

Liegt « zudem in keinem minimalen Primoberideal von 0:5 M, so gilt sogar

ha(M/zM) = he(M) — 1.

Beweis. Seien R := R/(0:g M) und R := R/(0:p M/xM). Wegen 0:g M C 0:x M/xM
wird nach dem Homomorphiesatz durch y 4+ (0:g M) — y + (0:5 M/xM) ein surjektiver
Homomorphismus f : R — R definiert. Dabei gilt Ker(f) = (0:g M/zM)R. Sei T := = +
(0:g M) € R. Wegen x € 0:gp M/zM ist f(T) = 0, dh. () C Ker(f). Sei umgekehrt
7y € Ker(f). Wir konnen dann schreiben § = y + (0:z M) mit einem geeigneten Element
y € 0:g M/xM. Nach (5.5) folgt y € /(z)+ (0:g M), und wir finden ein n € N mit
y" € (z) + (0:g M). Es folgt 7" = y" + (0:g M) € (z)R C (%), also § € /(). Insgesamt
haben wir somit () C Ker(f) C 1/(Z) und erhalten durch Ubergang zu den Radikalen die
Beziehung /Ker(f) = /(7). Mit (2.31)(b) folgt Var(Ker(f)) = Var((z)).

Wenden wir jetzt (2.48) auf f : R — R und (2.16)(B) auf die Restklassenabbildung
g: R — R/(T) an, so erhalten wir die folgenden Bijektionen:

Var((f)) — Spec(ﬁ), p— pR,
Var((Z)) — Spec(R/(Z)), b+ p/(T).

Diese zeigen, dass h(pR) =h(p/(Z)) und h(pR) < h(p) fiir alle p € Var((z)). Nach (3.33)
folgt deshalb h(p) > h(pR) = h(p/(Z)) > h(p) — 1 fiir alle p € Var((Z)). Vermeidet = alle
minimalen Primoberideale von 0:p M, so vermeidet T nach (2.48) — angewandt auf die
Restklassenabbildung R — R — die minimalen Primideale von R. In diesem Fall gilt fiir
alle p € Var((Z)) sogar die Gleichheit h(pR) =h(p/(Z)) = h(p) — 1, wie ebenfalls aus (3.33)
folgt.

Aus Var(Ker(f)) = Var((Z)) und (Z) C aR folgt nach (2.9)(c) sofort, dass

Var(aR + Ker(f)) = Var(aR) N Var((z)) = Var(aR),

also min(aR + Ker(f)) = min(aR). Wir wenden jetzt nochmals (2.48) auf die beiden Abbil-
dungen f: R — Rund g: R — R/zR an und sehen, dass min(aR) = {pR | p € min(aR)}.
So folgt

inf {h(pﬁ) | p € min(aR)}
inf {h(p) —1|p € mln(aR)}
(p)
) -

hag(M/xM)

| \/

inf {h
ho (M

| p € min(aR)} —

wobei Gleichheit gilt, wenn x in keinem minimalen Primoberideal von 0:z M liegt. |
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§ Vergleich von Tiefe und Hohe

5.11 Satz. Sei R ein noetherscher Ring, sei a C R ein Ideal, und sei M ein endlich
erzeugter R-Modul. Dann gilt:
to(M) < hge(M).

Beweis. Wir machen Induktion iiber die ohne Einschrinkung endliche Grésse hq(M). Sei
zunéichst hq(M) = 0. Dann gibt es ein minimales Primoberideal p von a(R/(0:z M)) in
R/(0:r M) mit h(p) = 0. Nach (3.7) ist p dann ein minimales Primideal von R/(0:r M).
Das Urbild p := pN R von p in R ist deshalb nach (2.48) ein minimales Primoberideal
von 0:p M. Nach (4.16) folgt p € Assr(M). Wegen a C p ergibt sich nun aus (4.14), dass
a C NTg(M). Es gibt also kein Element x € aNNNT (). Dies bedeutet, dass to(M) = 0.

Sei jetzt ha(M) > 0, und sei (z;)]_; eine Nichtnullteilerfolge beziiglich M mit x; € a fiir
i=1,...,r. Dann ist 1 ¢ NTr(M) und liegt deshalb nach (4.14) und (4.16) ausserhalb
der minimalen Primoberideale von 0:r M. Nach (5.10) folgt hq(M/z1 M) = he(M) — 1.
Geméss Induktionsvoraussetzung gilt aber tq(M/x1M) < hg(M) — 1. Nach (5.2)(A) ist
(x;)7_y eine Nichtnullteilerfolge beziiglich M /x1 M. Weil diese Folge in a liegt, ergibt sich
r—1<ty(M/z1M) <he(M)—1, also r < he(M). Dies liefert die Behauptung. |

§ Ein Kriterium fiir unendliche Tiefe

5.12 Satz. Sei R ein Ring, sei a C R ein Ideal, und sei M ein endlich erzeugter R-Modul
mit aM = M. Dann ist t4(M) = 0.

Beweis. Nehmen wir an, es sei t := t4(M) < oco. Dann gibt es eine Nichtnullteilerfolge
(w;)t_; beziiglich M, deren Elemente x; zu a gehdren. Wir setzen M := .M/ 22:1 x; M.
Dann ist M wieder ein endlich erzeugter R-Modul, und es gilt offenbar aM = M. Nach
(3.25) gibt es ein Element 2441 € a mit (14+2,41)M = 0. Ist m € M \0, so folgt M+z 1M =
(14+2111)m = 0, also ;117 # 0. Deshalb ist ;1 € NNT(M). Nach (5.2)(A) wird (z;)!1
so zur in a liegenden Nichtnullteilerfolge beziiglich M. Damit ergibt sich ein Widerspruch
zute (M) = t. [ |

5.13 Korollar. Sei R ein noetherscher Ring, sei a C R ein Ideal, und sei M ein endlich
erzeugter R-Modul. Dann gilt:

aM # M & t,(M) < oo.

Beweis. Klar aus (5.9), (5.11) und (5.12). ]
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§ Das Nichtnullteilerlemma von Matsumura

5.14 Lemma. Sei R ein Ring, M ein R-Modul, sei € NNTg(M), und sei p €
Assgp(M/xM). Sei weiter y € NNT (M) Np. Dann gilt p € Assp(M/yM).

Beweis. Wir finden ein Element ¢ € M/xM mit p = 0:gt. Schreiben wir ¢ als Restklasse
eines Elementes ¢t € M, so folgt p = aM :gt. Wegen y € p ist yt € M, und wir kbnnen
schreiben yt = xs mit s € M. Es folgt xps = pxs = pyt = ypt C yaM = xyM. Weil z
beziiglich M Nichtnullteiler ist, ergibt sich ps C yM, also p C yM g s.

Umgekehrt ist y(yM :g s)t = (yM :g s)yt = (yM :g s)xs = x(yM :g s)s C xyM = yzM.
Weil y beziiglich M Nichtnullteiler ist, folgt (yM :g s)t C xM, also yM :ps C xM :gt = p.

Somit ist yM :g s = p. Ist 5 die Restklasse von s in M/yM, so folgt 0:zs = p, also in
der Tat p € Assp(M/yM). |

5.15 Lemma. Sei R ein Ring, sei S C R eine Nennermenge, sei M ein R-Modul, und
sei N C M ein Untermodul. Durch

m—+ N
s

m
—+ SN~
s

wird dann ein Isomorphismus

ST'M/STIN = 5~Y(M/N)

von S~!R-Moduln definiert.

Beweis. Durch die Vorschrift = +— @ wird offenbar ein surjektiver Homomorphismus
h:S™'M — S~Y(M/N) definiert. Es geniigt zu zeigen, dass Ker(h) = S™!N. Sind m € M

m

und s € S mit 7 € Ker(h), so gilt fiir die Restklasse 7 von m modulo N offenbar = = 0.
Mit einem geeigneten Nenner ¢t € S folgt dann tm = 0, also tm € N. Es wird damit
m = m ¢ §-1N. Damit ist Ker(h) € S™!N. Die Inklusion S™'N C Ker(h) ist sofort

s st

klar. |

5.16 Lemma. Sei R ein Ring, sei S C R eine Nennermenge, und sei M ein R-Modul.
Sei (z;)i_; eine Nichtnullteilerfolge in R beziiglich M, und seien s1,...,s, € S. Dann ist
(%)1_, eine Nichtnullteilerfolge in S~ R beziiglich S~ M.

Beweis. (Induktion nach r). Sei 7 = 1. Sei u € S™'M so, dass Stu = 0. Mit geeigneten

Elementen m € M und s € S kénnen wir schreiben u = “*, und erhalten * 11’: = 0. Also gibt

es ein Element ¢t € S so, dass txym = 0. Weil 21 beziiglich M ein Nichtnullteiler ist, folgt
tm = 0. Also ist auch u = 0. Damit ist gezeigt, dass + € NNTg-15(S71M).
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Sei jetzt r > 1. Nach Induktion ist (%):11 eine Nichtnullteilerfolge beziiglich S—!M.
Wegen z, € NNTR (M/ Z;;} (L‘jM) ist nach dem oben Gezeigten
= € NNTg-15(S~(M/ 302 2 M)).

Gemiiss (5.15) ist dann = aber auch Nichtnullteiler beziiglich

STIM)STH (YT e M) = STIM /YT S ST

j:1 Sj

Die Behauptung folgt jetzt mit (5.2)(A). [ ]

5.17 Satz: Nichtnullteilerlemma von Matsumura. Sei R ein noetherscher Ring, sei
M ein endlich erzeugter R-Modul, sei z € NNTR(M), und sei p € Assr(M). Ist q ein
minimales Primoberideal von xR + p, so ist q € Assp(M/zM).

Beweis. Nach (5.16) ist § € NNTg, (My). Nach (4.38) ist pRy € Assg, (Mg). Nach (3.12)(D)
ist qRy ein minimales Primoberideal von { Ry + pRy = (zR + p)q. Wenn wir zeigen kon-
nen, dass qRy € Assg,(My/{M,), so folgt nach (5.15) und (4.7)(b) sofort, dass qR, €
Assg, ((M/xM)q). Mit (4.38) und (3.12)(C) folgt dann, dass q € Assp(M/xM). Deshalb
konnen wir R durch R, ersetzen und annehmen, (R, q) sei lokal.

Wegen p € Assp(M) finden wir ein ¢ € M ~\ 0 mit 0:z¢t = p. Insbesondere ist dann
t € N :=0:uyp, also N # 0. Wegen q € min(zR + p), und weil (R,q) lokal ist, gilt
q = VoR+p, denn es ist Var(zR+p) = {q}, vgl. (2.30). Nach (2.38) gibt es also ein
n € N C Ny mit q" C 2R+p. Insbesondere ist "N C (xR+p)N C zN+pN C zM+0 = =M.

Wir wihlen n € Ny minimal mit der Eigenschaft, dass q" N C xM. Dann ist n > 0, denn
sonst wire N C M, und mit T := N :pyx wiare N = zT. Es wére dann zpT = pN = 0,
wegen € NNTg(M) also pT' = 0, d.h. T C N. Damit wire N C zN, also erst recht
N C gN, d.h. N = gN. Nach (3.26) ergibe sich der Widerspruch N = 0.

Damit ist ¢""'N ¢ zM. Wihlen wir ein Element s € "~ !N \ M, so ist qs C xM,
also q C xM :gps C R. Weil q ein Maximalideal ist, folgt ¢ = aM :gs. Ist 5 = s + M die
Restklasse von s in M/xzM, so folgt q = 0:x, also q € Assgr(M/xM). ]

§ Vertauschungssatz fiir Nichtnullteilerfolgen in
lokalen Ringen

5.18 Satz: Vertauschungssatz fiir Nichtnullteilerfolgen. Sei (R, m) ein lokaler
noetherscher Ring, sei M ein endlich erzeugter R-Modul, und sei (x;)7_; eine Nicht-
nullteilerfolge in m beziiglich M. Sei o € S, eine Permutation von {1,...,r}. Dann ist

auch (z4(;))j—; eine Nichtnullteilerfolge beziiglich M.

Beweis. (Induktion nach r). Wegen (5.2)(C) kénnen wir 0.B.d.A. M # 0 annehmen. Fiir
r = 1 ist nichts zu zeigen. Sei also r = 2. Es ist dann zu zeigen, dass auch xq,z; eine
Nichtnullteilerfolge beziiglich M ist. Sei p € Asspr(M). Wegen z1 R+ p C m besitzt 1R+ p
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ein minimales Primoberideal g, vgl. (2.27). Nach (5.17) ist q € Assg(M/xz1M). Wegen
x2 € NNTR(M/x1 M) folgt aus (4.14) sofort, dass xo ¢ q. Also ist erst recht x5 ¢ p. Nach
(4.14) folgt so, dass x2 € NNTg(M). Wegen (3.26) ist oM C mM # M, also M/xoM # 0.
Nach (1.8)(b) und (4.15) folgt dann Assg(M/xzoM) # @. Sei also s € Assp(M/x2M). Wire
x1 € 8, so wire nach (5.14) auch s € Assp(M/x1M), und nach (4.14) ergébe sich wegen
x2 € s der Widerspruch, dass xo € NTr(M/z1M). Also ist z1 ¢ s, und wir sehen nach
(4.14), dass 1 € NNTr(M/xoM). Damit ist 2,z eine Nichtnullteilerfolge beziiglich M.

Sei r > 2. Welil sich o als Komposition von Nachbartranspositionen darstellen lasst,
geniigt es, die Behauptung fiir solche zu zeigen. Sei also ¢ € {1,...,r — 1}, und sei o die
Nachbartransposition, welche ¢ und ¢ + 1 vertauscht. Wir miissen also zeigen, dass die Folge
Ty vey Tim1, Tig1, Tiy Tit2, - - -, L €ine Nichtnullteilerfolge beziiglich M ist.

Sei zunéchst ¢ > 1. Im Hinblick auf (5.2)(A) ist 2, . . ., z, eine Nichtnullteilerfolge beziig-
lich M/x; M. Nach Induktion ist dann s, ..., z;—1, Tit1, Ti, Tit2, ..., T, eine Nichtnulltei-
lerfolge beziiglich M /x1 M. Weil x1 beziiglich M ein Nichtnullteiler ist, folgt die Behauptung
nach (5.2)(A).

Sei jetzt i = 1. Geméss dem schon behandelten Fall mit » = 2 ist xo,x; eine Nicht-
nullteilerfolge beziiglich M. Nach (5.2)(A) ist g, ..., x, eine Nichtnullteilerfolge beziiglich
M/(x1 M4xoM) = M/(xoM +21 M). Wieder nach (5.2)(A) folgt nun, dass za, z1, 3, ..., =,
beziiglich M eine Nichtnullteilerfolge ist. ]

§ Der Hauptsatz iiber Nichtnullteilerfolgen

5.19 Lemma. Sei R ein noetherscher Ring, sei M ein R-Modul, und sei (z;)7_; ei-
ne Nichtnullteilerfolge beziiglich M. Sei 2o € NNTg(M) N(;_, NNTg(M/>"_ x;M).
Dann ist (x;);_, eine Nichtnullteilerfolge beztiglich M.

Beweis. (Induktion nach r). Sei r = 1. Nach (4.14) gilt z¢ ¢ p fiir alle p € Ass(M/x1 M).
Wegen zg,z1 € NNTg(M) folgt nach (5.14), dass x; ¢ q fiir alle q € Assg(M/xoM). Nach
(4.14) ist also x1 € NNTR(M/xoM). Somit ist xg,z1 eine Nichtnullteilerfolge beziiglich M.

Sei r > 1. Nach Induktion ist xg, x1, ..., x,—1 eine Nichtnullteilerfolge beziiglich M. Ge-
miiss (5.2)(A) bleibt zu zeigen, dass z,, € NNTg (M), wo Mg := M/ Z;;(l) x; M. Nach Vor-
aussetzung ist xg € NNT R(Hl), wo M, :=M / Z;;i x;M. Ebenfalls nach Voraussetzung
ist x1,...,x,, xo eine Nichtnullteilerfolge beziiglich M. Nach (5.2)(A) ist deshalb z,., z( eine
Nichtnullteilerfolge beziiglich M1, also #g € NNTg(M;/z,M1). Nach dem bereits behan-
delten Fall mit » = 1 folgt, dass o, x, beziiglich M eine Nichtnullteilerfolge ist. Gemiss
(5.2)(A) ist also z1,...,2,—1, Zo, z, eine Nichtnullteilerfolge bezliglich M. Damit ist aber x,
Nichtnullteiler beziiglich M/(z1M + -+ + 2,1 M + 2oM) = M. [ ]

5.20 Festsetzung. Sei R ein Ring, a C R ein Ideal und M ein R-Modul. Wir nennen eine
Folge (z;)I_, eine tn a maximale Nichtnullteilerfolge beziiglich M, wenn es sich um

eine Nichtnullteilerfolge beziiglich M mit Elementen x4, ...,x, € a handelt, und wenn es
kein Element x,11 € a so gibt, dass (mi)”ll

1=

eine Nichtnullteilerfolge beziiglich M wird.
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Im Prinzip ist die Lange der maximalen Nichtnullteilerfolgen (x;) in einem festen Ideal
a C R je nach Folge verschieden, und insbesondere kann eine Abhéngigkeit vom Startelement
x1 bestehen. Aber im noetherschen Fall wird das durch den folgenden Satz widerlegt!

5.21 Satz: Hauptsatz iiber Nichtnullteilerfolgen. Sei R ein noetherscher Ring, sei
a C R ein Ideal, und sei M ein endlich erzeugter R-Modul. Sei » € N und (z;)]_; eine
Nichtnullteilerfolge in a beziiglich M. Dann sind &quivalent:

(i) r =tq(M).

(ii) Die Folge (z;)I_; ist eine in a maximale Nichtnullteilerfolge beziiglich M.

Beweis. “(i) = (ii)” Klar nach der Definition der Tiefe.

“(ii) = (i)” Sei (y;);—, eine weitere Nichtnullteilerfolge in a beziiglich M. Es gibt zu
zeigen, dass s < r. Dies tun wir durch Induktion iiber r. Sei zunéchst » = 1. Wegen der Ma-
ximalitét der Nichtnullteilerfolge z1 beziiglich M ist a C NTr(M/x1M). Nach (4.14), (4.10)
und (2.5) finden wir ein p € Assgp(M/x1 M) mit a C p. Nach (5.14) folgt p € Assg(M/y1 M).
Geméiss (4.14) ist also a C NTr(M/y; M), d.h. y; ist eine in a maximale Nichtnullteilerfolge
beziiglich M. Demnach ist s = 1; insbesondere ist s < 7.

Sei also r > 1. Wir setzen

Po := Assg(M),

Pio= Ass(M /4 oxM) firi=1,...,r—1,
Q; ::ASS(M/Z{:lylM) firj=1,...,s—1,
B =PoU---UP,_,

O =QU---UQ_1.

Wegen z;11 € aNNNTpg (M/ 22:1 ackM) fir i =0,...,7 — 1 folgt nach (4.14) sofort, dass
a ¢ p fiir alle p € P. Genauso sieht man, dass a ¢ q fiir alle g € Q. Weil nach (4.10)
die Mengen B; und Q; jeweils endlich sind, folgt nach (2.5), dass a ¢ Upeqp PUUq4eq - So
finden wir ein Element z € a, welches nicht in der rechts stehenden Vereinigung liegt. Nach
(4.14) gilt dann

2 € NNTg(M),
2 € NNTR(M /S _ axM) firi=1,...,r -1,
2 € NNTR(M/S_ M) firj=1,...,s— 1.

Gemadss (5.19) bestehen also in a beziiglich M die beiden Nichtnullteilerfolgen z, 1, ..., z,—1
und z,y1,...,ys—1- Nach (5.2)(A) ist x, eine in a maximale Nichtnullteilerfolge beziiglich
M:=M/ E,’;: x, M. Nach dem bereits behandelten Fall mit 7 = 1 ist deshalb t4(M) = 1.
Insbesondere ist z eine in a maximale Nichtnullteilerfolge beziiglich M. Damit gibt es in
a keine Nichtnullteiler beziiglich M/ (ZM + Zz;i ka)% M/ZM Also ist z,21,...,Tpr_1
eine in a maximale Nichtnullteilerfolge beziiglich M. Nach (5.2)(A) ist x1,...,2z,—1 also eine
in a maximale Nichtnullteilerfolge beziiglich M /zM. Weiter ist y1, ..., ys—1 eine in a liegende
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Nichtnullteilerfolge beziiglich M/zM. Nach Induktionsvoraussetzung ist also s — 1 < r — 1.
Es folgt s <. [ |

§ Einige Schlussfolgerungen

5.22 Korollar. Sei R ein noetherscher Ring, sei a C R ein Ideal, und sei M ein endlich
erzeugter R-Modul. Sei z € aNNNTg(M). Dann gelten:

(a) ta(M/zM) = to(M) — 1.

(b) ha(M/xM) =ha(M) — 1.

Beweis. “(a)” Sei zunéchst t4(M) = oo. Nach (5.13) ist dann aM = M, also gilt ebenfalls
a(M/xM) = M/xM. Wiederum nach (5.13) ist also tq(M/zM) =00 =00 —1 =t,(M) — 1.

Sei also tq(M) < oco. Wir ergénzen x zu einer in a maximalen Nichtnullteilerfolge
x, %, ..., bezliglich M. Aus (5.21) folgt r = t,(M). Nach (5.2)(A) ist dann z, ..., z, eine
in a maximale Nichtnullteilerfolge beztiglich M/xM. Nach (5.21) folgt damit die Gleichheit
r—1=t,(M/zM).

“(b)” Diese Gleichung folgt direkt aus (5.10), da ja z als Nichtnullteiler beziiglich M
nach (4.14) und (4.16) in keinem minimalen Primoberideal von 0:5 M liegt. ]

5.23 Korollar. Sei R ein noetherscher Ring, sei a C R ein Ideal, und sei M ein endlich
erzeugter R-Modul. Sei (z;)7_; eine Nichtnullteilerfolge in a beztiglich M. Dann gelten:

ta(M/ S0 M) = ta(M) — 1.
(b) ha(M/ S0y 2iM) = ha(M) = 7.

Beweis. (Induktion nach r). Der Fall mit » = 1 ist klar nach (5.22). Der Induktionsschritt
ist jetzt leicht durchzufiihren. |

5.24 Korollar. Ist (R,m) ein noetherscher lokaler Ring, und ist x1,...,2, € m eine
Nichtnullteilerfolge beziiglich R, so gilt:

dlm( /Zx )-dlm (R) —r.

), (5.23)(b) gilt dim (R/ Y.\, ;R) =h(m/>;_; a;R) =

Beweis. Mit (3.16), (5.6)(B), (5.8
R) =hwn(R/>._;%R) =hn(R)—r=h(m)—r =dim(R)—r. W

hm/zl 1Z4 R(R/Zz 11.1



Kapitel 6

Cohen-Macaulay-Ringe

§ Der Trager eines Moduls

6.1 Festsetzung. Ist R ein Ring und M ein R-Modul, so definieren wir den Trdger
Suppg (M) von M durch

Suppr(M) = {p € Spec(R) ‘ M, # O}.

6.2 Satz. Sei R ein Ring, M ein R-Modul, und sei b C R ein Ideal so, dass bM = 0
(also so, dass M als R/b-Modul aufgefasst werden kann). Dann gelten:

(a) Suppgr(M) C Var(b).

(b) Suppg,(M) = {s/b | p € Suppp(M)}.

Beweis. “(a)” Sei p € Suppr(M). Dann ist M, # 0. Es gibt also ein m € M und ein
t € R~ pso, dass 2t € M, ~ {0}. Es folgt 2% = Tt # 0 fiir alle s € R\ p, also sm # 0 fiir
alle s € R~ p. Wir erhalten bN (R~ p) =&, also b C p.

“(b)” Zur Inklusion “C": Sei q € Suppg,,(M). Es folgt q € Spec(R/b) und My # 0.
Es gibt also ein p € Var(b) mit ¢ = p/b und ein m € M und ¢ € R/b \ q so, dass
€ My~ {0}. Fiiralle s € Rp folgt 2% = S0 — m 22 0, also sm # 0. Wir erhalten
so §t € My ~ {0}, also p € Suppg(M).

Zur Inklusion “2”™: Sei p € Suppgr(M). Nach Aussage (a) folgt b C p. Zudem gibt es
Elemente m € M und ¢t € R\ p so, dass 7+ € M, ~ {0}. Ist 5 € R/b \ p/b, so gibt es ein
s € R~ pmit 5=5+b. Wegen 53t = = # 0 folgt Sm = sm # 0, also 1~ € M, p ~ {0},

st /b
d.h. p/b € Suppg,,(M). ]

72
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6.3 Satz. Seien R ein Ring und M ein R-Modul. Dann gilt:
Suppg(M) C Var(()}:%AM).

Ist M endlich erzeugt, so gilt sogar:

Suppg(M) = Var(()}:%M).

Beweis. Dass Suppgr (M) C Var(0:g M) gilt, folgt aus (6.2)(a). Sei my, ..., m, ein endliches
Erzeugendensysstem von M und sei p € Var(0:g M). Ist M, =0, s0 4t = --- = %= =0,
also finden wir uq,...,u, € R~ p mit uymy = ugmg = --- = u,m, = 0. Dann liegt aber das
Produkt [Ti_, w; in (0:g M) N (R~ p), also p 2 (0:x M), ein Widerspruch. Also M, # 0,

d.h. p € Suppr(M). |

6.4 Korollar. Sind R ein noetherscher Ring und M ein endlich erzeugter R-Modul, so
gilt
Assp(M) C Suppgr(M),

und die minimalen Elemente von Assp(M) sind genau die minimalen Elemente von
Suppg(M).

Beweis. Klar aus (6.3) und (4.16). ]

6.5 Satz. Seien R ein Ring und M ein R-Modul. Fiir alle p € Spec(R) gilt:

p € Suppg(M) = Var(p) C Suppgz(M).

Beweis. Wir kénnen o.E. annehmen, dass Suppp(M) # @. Sei also p € Suppy(M). Dann
gilt natiirlich Var(p) # @. Sei q € Var(p). Wir haben zu zeigen, dass My # 0. Nehmen
wir das Gegenteil an! Dann gilt 5+ = 0 fiir alle m € M. Fiir alle m € M finden wir also
Uy, € R~ g mit u,ym = 0. Weil R~ q C R~ p gilt, fiir alle m € M und alle s € R\ p finden
wir dann u,, € R\p so, dass 7 = o = —0_ — (. Damit ist M, =0, ein Widerspruch. W

Um S Um S

6.6 Satz. Seien R ein Ring und 0 - N — M — P — 0 eine exakte Sequenz von
R-Moduln. Dann gilt:

Suppr(M) = Suppg(N) U Suppg(P).

Beweis. Fiir alle p € Spec(R) besteht die exakte Sequenz 0 — N, — M, — P, — 0 von
R-Moduln, vgl. (4.35). Fiir alle p € Spec(R) gilt somit M, = 0 genau dann, wenn N, = 0
und P, = 0. Die Bahaupung folgt nun unmittelbar. ]
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§ Die Dimension eines Moduls

6.7 Definition. Die Dimension (genauer: die Krull-Dimension) dimp(M) eines R-
Moduls M definieren wir durch

dimp(M) := sup {l € Np ) Ipo,p1,. -, P € SuppRr(M) :po S p1 & -+ & Pz}-
Dabei halten wir an der fritheren Konvention fest, dass sup @ = —o0. So gilt:
dimp(M) = —o00 <= Suppr(M) =o.

Leicht sieht man, dass
dimp(M) < dim(R).

Weil Suppr(R) = Spec(R), folgt sofort
dimp(R) = dim(R),

d.h. die Dimension von R als Ring stimmt mit der Dimension von R als R-Modul {iberein.

6.8 Satz. Seien R ein Ring und M ein R-Modul. Dann gilt:

dimp (M) = sup {dim(R/p) ‘ pe SuppR(M)}.

Beweis. Nehmen wir an, es gilte dimg(M) > sup {dim(R/p) | p € Suppr(M)} =: s. Wir
finden dann eine Primidealkette po € p1 € --- € p, in Suppr(M) der Lange r € Ny mit
r > s. Aber r < dim(R/po) < s, Widerspruch.

Andererseits bei allen py € Suppy (M) liegt jede Primidealkette pg C p1 S - -+ C ps ober-
halb pg beliebiger Lange ¢ € Ny ganz in Suppy (M), vgl. (6.5). Also dim(R/pg) < dimpg(M)
fiir alle py € Suppy(M). Es folgt sup {dim(R/p) | p € Suppr(M)} < dimpg(M). [ ]

6.9 Satz: Exaktheit der Dimension. Seien R ein Ringund 0 = N - M — P — 0
eine exakte Sequenz von R-Moduln. Dann gilt:

dimp(M) = max {dimR(N), dimR(P)}.

Beweis. Gemiéss (6.6) gelten Suppgr(N) C Suppg (M) und Suppg(P) € Suppr (M), und so
dimg(N) < dimg(M) und dimg(P) < dimg(M).

Nach (6.6) gilt fiir alle p € Suppr(M), dass p € Suppr(N) oder p € Suppr(P). Ist
dabei p € Suppr(N), so dim(R/p) < dimp(N); ist p € Suppr(P), so dim(R/p) < dimp(P).
Auf jeden Fall gilt dim(R/p) < max {dimg(N),dimg(P)} fiir alle p € Suppp(M). Jetzt
schliessen wir mit (6.8). [ |
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6.10 Satz: Grundringunabhingigkeit der Dimension. Sei R ein Ring, sei M ein
R-Modul, und sei b C R ein Ideal mit bM = 0. Dann gilt:

dlmR(]\/[) = dlIIlR/b(j\f)7

wobei M im rechts stehenden Term als Modul iiber R/b aufgefasst wird.

Beweis. Sei p € Var(b). Dann gilt R/p = (R/b)/(p/b), also dim(R/p) = dim((R/b)/(p/b)).

Jetzt schliesst man mit (6.2). [ |

6.11 Satz: Dimension endlich erzeugter Moduln. Seien R ein Ring und M ein
endlich erzeugter R-Modul. Dann gilt:

dimgr(M) = dim(R/(OI:%]W)).

Beweis. Nach (6.3) gilt Suppr(M) = Var(0:g M). Nach (2.16)(B) besteht eine Bijektion
zwischen Var(0:z M) und Spec(R /(0:r M)). Dies zeigt alles. |

§ Das Lokal-Global-Prinzip fiir die Gleichheit von
Moduln

6.12 Satz: Lokal-Global-Prinzip fiir die Gleichheit von Moduln. Sei R ein Ring,
sei M ein R-Modul, und seien U,V C M Untermoduln. Dann sind dquivalent:

() U=V.

(ii) Uy =V, fiir alle p € Spec(R).

(iii) Up = Vi fiir alle m € Max(R).

Beweis. Die Implikationen “(i) = (ii) = (iii)” sind klar aus den Definitionen und (2.43)(a).

“(iii) = (i)” Sei u € U. Fiir jedes m € Max(R) gilt also § € V. Fiir jedes solche m gibt
es also Elemente vy € V und s, € R~ m derart, dass § = {=. Mit einem geeigneten Nenner
st € R~ m folgt also sjsmu = spvm € V. Wir setzen ¢y := s, sm und konnen schreiben
tmu € V. Wir betrachten das Ideal a := ZmeMax(R) Rt von R. Offenbar ist dann au C V.
Wegen tn, € a~xm ist jeweils a ¢ m. Nach (2.43)(b) folgt a = R, also 1 € a. Damit ist u € V.
Dies zeigt, dass U C V. Genauso sieht man, dass V C U. |

6.13 Korollar. Fiir einen R-Modul M gilt:

M =0 < Suppr(M) =2 < dimg(M) = —oc. [ |
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§ Cohen-Macaulay-Moduln

6.14 Bemerkungen. Ist (R, m) ein lokaler Ring und M # 0 ein endlich erzeugter R-Modul,
so gilt nach (6.11) und (3.16) offenbar

dimp (M) = hu (M).

6.15 Definition. Sei (R, m) ein lokaler Ring und M ein R-Modul. Die Tiefe t(M) von M
definieren wir dann als die Tiefe ty (M) von M beziiglich des Maximalideals m von R, also

Y(M) = tw (M).

6.16 Bemerkung. Sei (R, m) ein noetherscher lokaler Ring, und sei M ein endlich erzeugter
R-Modul. Nach (3.26) ist M # 0 gleichbedeutend zu mM # M. Mit (5.13) schliessen wir:

t(M)=00 & M =0.

6.17 Satz. Sei (R, m) ein lokaler noetherscher Ring, und sei M # 0 ein endlich erzeugter
R-Modul. Dann gilt:

t(M) < dimp(M).

Beweis. Gemiss (6.14) ist dimg(M) = hy(M). Jetzt schliesst man mit (5.11). [ |

6.18 Definition. Ein Modul M iiber einem lokalen noetherschen Ring (R, m) heisst ein
Cohen-Macaulay-Modul oder kurz ein CM-Modul, wenn er endlich erzeugt ist und wenn

seine Tiefe und seine Dimension iibereinstimmen, d.h.
(M) = dimg(M).

In dieser Situation gilt dann M # 0, vgl. (6.16) und (6.13).

6.19 Satz. Sei (R,m) ein noetherscher lokaler Ring, sei d € Ny, sei M ein endlich
erzeugter R-Modul, und sei (x;)i_; eine Nichtnullteilerfolge in m beziiglich M. Dann sind
dquivalent:

(i) M ist ein CM-Modul der Dimension d.

(i) M />, x;M ist ein CM-Modul der Dimension d — r.

Beweis. Nach (5.23) und (6.14) bestehen die Gleichheiten
t(M/ Y M) =t(M) —r
und
dimR(M/ Sy a:iM) = hm(M/ P J}i]\/[) =hn(M) —r =dimg(M) —r.

Damit folgt alles. ]
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6.20 Satz. Sei (R, m) ein noetherscher lokaler Ring, sei M ein R-Modul, und sei b Cm
ein Ideal mit bM = 0. Dann sind &quivalent:

(i) M ist ein CM-Modul iiber R.

(ii) M ist ein CM-Modul iiber R/b.

Beweis. Klar wegen der Grundringunabhéngigkeit der Tiefe und der Dimension, vgl. (5.4)
und (6.10). ]

§ Der Ungemischtheitssatz

6.21 Satz: Ungemischtheitssatz. Sei (R, m) ein noetherscher lokaler Ring, und sei M
ein CM-Modul iiber R mit dimg(M) = d. Fiir alle p € Assg(M) gilt dann:

dim(R/p) = d.

Beweis. Es ist M # 0 und somit d € Ny. Wir machen Induktion nach d. Sei zunéchst d = 0.
Nach (6.11) ist dann dim(R/(0:g M)) = 0. Nach (2.48) und (3.5) folgt {m/(0:r M)} =
Max(R/(0:r M)) = Spec(R/(0:z M)). Gemiss (2.48) folgt dann Var(0:z M) = {m}. Nach
(4.16) ergibt sich daraus Assgp(M) = {m}. Weil R/m nach (2.46) ein Korper ist, und somit
dim(R/m) = 0 gilt, ergibt sich die Behauptung.

Sei nun d > 0. Ist p € Assr(M), so gilt nach (4.16) offenbar p € Var(0:p M). Wegen
(6.3) ist also dim(R/p) < d.

Wegen t, (M) = t(M) = d > 0 gibt es ein Element z € m N NNTg(M). Nach (6.19),
angewandt mit r = 1, ist M/xM ein CM-Modul mit dimg(M/zM)=d — 1. Wegen p Cm
und z € m besitzt xR + p nach (2.27) ein minimales Primoberideal q. Nach (5.17) ist
q € Assp(M/xzM). Nach Induktionsvoraussetzung ist dim(R/q) = d — 1. Weil p C NT (M)
und z ¢ NTr(M) und pU{z} C g, ist p C q. Nach (3.1)(C) und (2.16)(B) folgt dann leicht,
dass dim(R/p) > dim(R/q) +1 =d. [ ]

§ Kettenringe

6.22 Definition. (A) Seien p und q zwei Primideale eines Rings R so, dass p C q. Eine
Primidealkette zwischen p und q ist eine Primidealkette (p;)!_, in R so, dass p C pg

und p; C q.

(B) Seien p und q wie in (A). Eine maximale Primidealkette zwischen p und q ist
eine Primidealkette zwischen p und g so, dass p = pg und p; = q, und so, dass es kein
Primideal s C R und keinen Index i € {0,...,l — 1} gibt mit p; C s C p;41.
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(C) Ist P C Spec(R), so heisst pg C - -+ C p; eine maximale Primidealkette in P, wenn
p; € P firi=0,...,0 und wenn es kein q € P gibt, fiir welches q C py oder p; C q
oder p; C q C piyq fiireini € {0,...,1—1}.

(D) Ein Ring R heisst ein Kettenring, wenn fiir je zwei Primideale p und q von R alle
maximalen Primidealketten (Pi)ﬁ':o zwischen p und q dieselbe Léange [ haben.

6.23 Satz. Die Eigenschaft, Kettenring zu sein, tibertrégt sich auf Restklassenringe und

Bruchringe.

Beweis. Klar nach (2.16)(B) und (3.12)(C). |

6.24 Lemma. Sei R ein noetherscher Ring der Dimension d < co. Haben alle maximalen

Primidealketten in R die Lange d, so ist R ein Kettenring.

Beweis. Seien p C q zwei Primideale von R. Wegen dim(R) < oo gibt es eine maximale
Primidealkette (qj)é':o zwischen p und q. Weiter gibt es eine Primidealkette (p;)"_, unterhalb
p der Lange h = h(p). Im Integrititsbereich R/q gibt es zudem eine maximale Primidealkette
(5%)%_o der Léinge ¢t = dim(R/q). Fiir k =0, ..., ¢ setzen wir s, := RN 5. Dann ist (s;)}_,
nach (2.16)(B) eine maximale Primidealkette zwischen q und s;, wobei 5, € Max(R). Somit
ist

PoC - CPh=p=q0 & - Cq=qg=5& &5

eine maximale Primidealkette in R der Lénge h+[+t. Nach Voraussetzung folgt h+1+t = d,
und somit erhalten wir l = d — h —t = dim(R) — h(p) — dim(R/q). Wir haben gezeigt, dass
die Lénge ! nur von p und q aber nicht von der gewéhlten maximalen Primidealkette (q;) é‘:o
zwischen p und g abhéngt. |

6.25 Satz. Sei (R, m) ein noetherscher lokaler Ring, und sei M ein CM-Modul iiber R.
Dann gilt:

(a) Alle maximalen Primidealketten in Var(0:z M) haben die Lange dimp(M).

(b) Alle maximalen Primidealketten in R/(0:5 M) haben die Lange dimpg(M).

(¢) R/(0:pr M) ist ein Kettenring.

Beweis. “(a)” Sei d := dimp(M). Weil dimgr(M) < dim(R), vgl. (6.7), gilt geméss (3.32)
und (3.16), dass d € Np. Sei (pi)!_, eine maximale Primidealkette in Var(0:r M). Wir
miissen zeigen, dass d = [. Nach (2.16)(B) hat jede Primidealkette in Var(0:p M) eine
Linge < dim(R/(0:z M)) und nach (6.11) ist dim(R/(0:5 M)) = d. Daraus folgt | < d. Es
bleibt zu zeigen, dass [ > d. Dies tun wir durch Induktion iiber d. Fiir d = 0 ist nichts zu

zeigen.
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Sei also d > 0. Dann ist das einzige Maximalideal m/(0:p M) von R/(0:g M) kein
minimales Primideal von R/(0:r M), also ist m kein minimales Primoberideal von 0:p M.
Wegen p; = m und weil py ein minimales Primoberideal von 0:p M ist, folgt po C p;, also
I > 1. Wegen pg C p; haben alle Primidealketten zwischen p; und m eine Linge < d — 1.

Sei q € Assr(M). Nach (6.21) ist dim(R/q) = d. Zwischen g und m gibt es nach
(2.16)(B) also eine Primidealkette der Ldnge d. Daraus folgt p1 ¢ . Dank (4.10) wis-
sen wir, dass Assp(M) eine endliche Menge ist. Also folgt mit (2.5) und (4.14), dass
p1 & UqEAssR(M) q=NTg(M).

Wir finden also ein € p; N NNTg(M). Nach (6.19) ist M/xzM ein CM-Modul der
Dimension d — 1. Wegen py € min(0:z M) folgt nach (4.16), dass pg € Assg(M). Nach
(4.14) folgt = ¢ po. Wegen x € py und pg 2 0:5 M folgt aus der Maximalitdt in Var(0:5 M)
unserer Kette (pi)ﬁ»:o sofort, dass p; ein minimales Primoberideal von py + xR ist. Nach
(5.17) folgt p1 € Assp(M/xM).

Nach (6.21) folgt dim(R/p,) = dimpr(M/xM) = d — 1. Also gibt es eine Primidealkette
der Lénge d — 1 zwischen p; und m. Weil die Menge Assp(M/xM) endlich ist, besitzt
sie ein beziiglich der Inklusion minimales Mitglied p mit p C p;. Nach (6.21) gilt dann
dim(R/p) = d — 1. Daraus folgt natiirlich p = p;. Also ist p; in Assgp(M/xM) minimal
beziiglich der Inklusion.

Nach (4.16) ist p; also ein minimales Primoberideal von 0:p M /xM, also ein minima-
les Mitglied von Var(0:g M/xM). Damit ist p1 C --- C p; = m eine in Var(0:g M/zM)
maximale Primidealkette der Lange | — 1. Wegen dimg(M/xM) = d — 1 folgt nach Induk-
tionsvoraussetzung sofort [ —1 > d — 1, also [ > d.

“(b)” Sofort klar aus (a) mit Hilfe von (2.16)(B).

“(c)” Sofort klar aus (b) und (6.24). [ ]

§ Cohen-Macaulay-Ringe

6.26 Definition. Ein lokaler noetherscher Ring (R, m) heisst ein Cohen-Macaulay-Ring
oder kurz ein CM-Ring, wenn er iiber sich selbst ein CM-Modul ist.

6.27 Korollar. Cohen-Macaulay-Ringe sind Kettenringe. I

Beweis. Wegen R =~ R/0 = R/(0:r R) schliesst man sofort mit (6.25). [ ]

6.28 Lemma. Sei (R, m) ein noetherscher lokaler Ring, und sei a C R ein echtes Ideal.
Dann sind dquivalent:

(i) R/a ist ein CM-Modul iiber R.

(ii) R/a ist ein CM-Ring.

Beweis. Nach (6.20) ist R/a genau dann ein CM-Modul iiber R, wenn R/a ein CM-Modul
iiber R/a ist. Letzteres ist gleichbedeutend dazu, dass R/a ein CM-Ring ist. |
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6.29 Satz. Sei (R, m) ein noetherscher lokaler Ringund sei (z;)7_; eine Nichtnullteiler-
folge in m beziiglich R. Dann sind dquivalent:

(i) R ist ein CM-Ring der Dimension d.

(ii) R/ Y. , ;R ist ein CM-Ring der Dimension d — 7.

Beweis. Klar aus (6.19) und (6.28). ]

6.30 Satz. Sei (R, m) ein noetherscher lokaler Ring der Dimension d > 0. Dann sind
dquivalent:

(i) R ist ein CM-Ring.

(ii) Jedes Parametersystem x1,...,24 € m von R ist eine Nichtnullteilerfolge beziiglich
R.
(iii) Es gibt ein Parametersystem 1, ..., 24 € m von R, welches beziiglich R eine Nicht-

nullteilerfolge ist.

Beweis. Die Implikation (ii) = (iii) ist trivial, (iii) = (i) ergibt sich sofort aus der Definition
des CM-Rings. Es bleibt (i) = (ii) zu zeigen.

Sei also 1, ..., 74 € m ein Parametersystem von R. Sei p € Ass(R), und sei -: R — R/p
die Restklassenabbildung. Nach dem Ungemischtheitssatz (6.21) gilt dim(R/p) = d, also
h(m/p) = d. Weiter ist m/p ein minimales Primoberideal von (Zg,...,T4), vel. (3.39). Nach
dem Krullschen Hohensatz (3.31) folgt insbesondere T7 # 0, also x7 ¢ p. Dies zeigt, dass
21 & Upeass(ry P = NT(R), also z; € mNNNT(R). Im Fall d = 1 zeigt dies, was wir beweisen
wollen.

Sei also d > 1. Sei = : R — R/x1R die Restklassenabbildung. Nach (6.29) ist R/xz1R
nun ein CM-Ring der Dimension d — 1. Nach (3.39) ist Z3, ..., T ein Parametersystem in
R/x1R. Nach Induktionsvoraussetzung ist also Tz, ..., T4 eine Nichtnullteilerfolge bezliglich
R/z1R. Nach (5.2)(B) ist also xs,...,24 eine Nichtnullteilerfolge beziiglich R/x1R. Nach
(5.2)(A) folgt, dass x1,..., x4 eine Nichtnullteilerfolge beziiglich R ist. |

§ Lokalisierung von Cohen-Macaulay-Ringen

6.31 Satz. Sei M ein CM-Modul iiber dem noetherschen lokalen Ring R, und sei
p € Suppr(M). Dann ist M, ein CM-Modul iiber dem noetherschen lokalen Ring R,,.

Beweis. Wir machen Induktion nach r := dimpg(M) — dim(R/p). Sei zunéchst » = 0. Dann
ist p ein minimales Mitglied von Suppy (M) = Var(0:z M), also ein minimales Primober-
ideal von 0:p M, nach (4.16) also schliesslich ein minimales Mitglied von Assr(M). Des-
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halb ist pR, nach (4.38) ein minimales Mitglied von Assg,(M,), also ein minimales Prim-
oberideal von 0:r, M,. Weil aber pR, zugleich das Maximalideal von R, ist, handelt es
sich um das einzige Primoberideal von 0:g, M,. Uber (6.3) und (2.16)(B) zeigt dies, dass
dimpg, (M) = 0. Wegen t(M,) > 0 und (6.17) ist M, also ein CM-Modul iiber R,.

Sei also r > 0. Nach (6.21) ist dann p in keinem Mitglied der endlichen Menge Assg(M)
enthalten. Gemiss (2.5) gibt es deshalb ein Element x € p, welches alle Mitglieder von
Assp(M) vermeidet. Gemaéss (4.14) gilt also x € NNTg(M) N p. Nach (2.30) und (5.5)
folgt aus p D (0:g M) + Rz sofort, dass p 2 (0:p M/xM). Nach (6.3) heisst dies, dass
p € Suppr(M/xzM). Nach (6.19) ist M/xM ein CM-Modul der Dimension dimpg (M) — 1.
Nach Induktionsvoraussetzung ist deshalb (M /xM), ein CM-Modul iiber R,,. Geméss (5.15)
ist dann auch M, /(zM), = M,/§M, ein CM-Modul iiber R,. Wegen (5.16) liegt { in
NNTRg, (M,) NpR,. So folgt iiber (6.19), dass auch M, ein CM-Modul ist. [ |

6.32 Korollar. Die Lokalisierungen eines CM-Rings sind wieder CM-Ringe.

Beweis. Klar aus (6.31). [ ]

§ Minimale Erzeugendensysteme

6.33 Festsetzung. Sei (R, m) ein lokaler Ring, und sei M ein R-Modul. Dann gilt offenbar
m(M/mM) = 0. Also ist M /mM gemaéss (3.3) in natiirlicher Weise ein R/m-Modul, d.h. ein
Vektorraum iiber R/m. Wir nennen diesen den Restklassenraum von M beziiglich m.

6.34 Lemma. Sei M ein endlich erzeugter Modul {iber dem lokalen Ring (R, m), und
seien myq,...,m, € M. Dann sind dquivalent:

(i) Die Elemente myq,...,m, erzeugen den R-Modul M.

(ii) Die Restklassen my,...,m, modulo mM der Elemente m,...,m, erzeugen den
Restklassenraum M /mM.

Beweis. Wir betrachten den Untermodul N :=Y"7_| Rm; von M. Die Aussage (i) ist dann
dquivalent zu N = M und die Aussage (ii) zu N + mM = M. Die Implikation (i) = (ii) ist
deshalb sofort klar. Die Implikation (ii) = (i) ergibt sich aus (3.27). ]

6.35 Festsetzung. Ein endliches Erzeugendensystem eines R-Moduls M, d.h. eine end-
liche Familie (m;)!_; von Elementen aus M mit M = Y|, Rm;, heisst ein minimales
Erzeugendensystem von M, wenn

J#i
fiir alle 7 € {1,...,r}. Ein Element m € M heisst basisch, wenn es in einem minimalen
Erzeugendensystem von M vorkommt.
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6.36 Satz. Sei (R, m) ein lokaler Ring, und sei M ein endlich erzeugter R-Modul. Dann
gilt:

(a) Eine endliche Familie (m;)i_; von Elementen aus M ist genau dann ein minimales
Erzeugendensystem von M, wenn das System (7;)7_; der Restklassen modulo mM
eine Basis des Restklassenraums M /mM ist.

(b) Alle minimalen Erzeugendensysteme (m;)7_; von M haben die gleiche Anzahl r von
Elementen. Dabei ist 7 die Dimension des R/m-Vektorraums M /mM.

(¢) Ein Element m € M ist genau dann basisch, wenn m ¢ mM.

Beweis. Die Aussage (a) folgt direkt aus (6.34), die Aussage (b) direkt aus (a).

“(c)” Sei zunéchst m ein basisches Element von M. Dann tritt also m als Element eines
minimalen Erzeugendensystems von M auf. Die Restklasse m von m modulo mM ist nach
Aussage (a) deshalb ein Basiselement des Vektorraums M/mM. Somit gilt @ # 0, also
m ¢ mM.

Sei umgekehrt m € M ~ mM. Dann ist die Restklasse m € M/mM von 0 verschieden
und ldsst sich deshalb zu einer Basis von M/m erginzen. Wihlt man von jedem von m
verschiedenen Element aus dieser Basis einen Représentanten in M, so bilden diese Repra-
sentanten zusammen mit m nach (a) ein minimales Erzeugendensystem von M, also ist m
basisch. |

§ Die Einbettungsdimension

6.37 Festsetzung. Ist (R, m) ein lokaler Ring, und ist M ein endlich erzeugter R-Modul,
so schreiben wir (M) fiir die sogenannte minimale Erzeugendenzahl von M, also fiir
die kleinste Anzahl von Elementen, die notig sind, um M zu erzeugen. Dabei ist p(0) = 0.
Nach (6.36)(b) haben alle minimalen Erzeugendensysteme von M gerade (M) Elemente.
Zudem ist u(M) die Dimension des Restklassenraums M /mM.

6.38 Definition. Sei (R, m) ein noetherscher lokaler Ring. Dann ist m endlich erzeugt.
Deswegen kénnen wir die Einbettungsdimension edim(R) definieren als die minimale

Erzeugendenzahl von m, also:
edim(R) := p(m).

6.39 Satz. Fiir einen noetherschen lokalen Ring (R, m) gilt:

dim(R) < edim(R).

Beweis. Nach (3.16) und (3.31) folgt in der Tat dim(R) = h(m) < p(m) = edim(R). ]
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§ Regulare lokale Ringe

6.40 Definition. Ein reguldrer lokaler Ring (R, m) ist ein noetherscher lokaler Ring,
flir den gilt:
dim(R) = edim(R).

6.41 Bemerkung. Fiir einen lokalen Ring (R, m) gilt:
m=0 < p(m)=0.

Deshalb ist klar, dass die reguléren lokalen Ringe der Dimension 0 genau die Korper sind.

§ Regulare lokale Ringe sind Integritatsbereiche

6.42 Lemma. Sei (R, m) ein regulirer lokaler Ring der Dimension d, und sei z € m~m?.

Dann ist (R/Rxz,m/Rx) ein reguldrer lokaler Ring der Dimension d — 1.

Beweis. Nach Voraussetzung ist m # 0, also 0 < p(m) = edim(R) = dim(R) = d. Wegen
x € m~m? ist x nach (6.36)(c) ein basisches Element des R-Moduls m, also Teil eines minima-
len Erzeugendensystems von m. Mit geeigneten Elementen x4, ...,24-1 € m kénnen wir also
schreiben m = (x1,...,24-1,2). Wir schreiben - fiir die Restklassenabbildung modulo Rz.
Nach (2.48) und (1.17) ist dann R = R/Rx ein noetherscher lokaler Ring mit dem Maximal-
ideal m = m/Rz. Wegen Z = 0 gilt nach dem oben Gesagten m = (Z1,...,Zq_1). Deshalb ist

edim(R) = p(m) < d—1. Nach (3.33) und (3.16) ist weiter d—1 = h(m)—1 < h(m) = dim(R).

Im Hinblick auf (6.39) folgt d — 1 = dim(R) = edim(R), also die Behauptung. |

6.43 Lemma. Sei (R,m) ein noetherscher lokaler Ring, und sei € m derart, dass
Rz € Spec(R) ~ Min(R). Dann ist R ein Integritétsbereich.

Beweis. Nach (2.27)(a) — angewandt mit a = 0 — gibt es ein p € Min(R) mit p C Rux.
Dabei ist p # Rz, also = ¢ p. Sei jetzt y € p. Dann gibt es ein Element z € R so, dass
y = zz. Wegen y € p und x ¢ p ist deshalb 2z € p, also y € pr = xp C mp. Damit ist
p C mp, d.h. p = mp. Weil R noethersch ist, ist p als R-Modul endlich erzeugt, und nach
dem Lemma von Nakayama (3.26) folgt p = 0. Also ist 0 ein Primideal von R, d.h. R ist ein

Integritatsbereich. |

6.44 Satz. Reguldre lokale Ringe sind Integritatsbereiche.

Beweis. Sei (R, m) ein regulédrer lokaler Ring der Dimension d. Wir zeigen durch Induktion
nach d, dass R ein Integritdtsbereich ist. Der Fall mit d = 0 ist klar nach (6.41).

Sei also d > 0. Dann ist m/m? ein R/m-Vektorraum der Dimension d > 0, also m? C m.
Nach (2.41) besitzt R als noetherscher Ring nur endlich viele minimale Primideale, die
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wegen dim(R) = d > 0 alle echt in m enthalten sind. Nach (2.5) finden wir also ein Element
x € m, welches sowohl m? als auch alle minimalen Primideale von R vermeidet. Wegen
x € m~ m? ist R/Rx nach (6.42) ein reguliirer lokaler Ring der Dimension d — 1. Nach
Induktionsvoraussetzung ist also R/Rx ein Integritatsbereich, also Rz ein Primideal von R.
Weil z in keinem minimalen Primideal von R liegt, ist Rx ¢ Min(R). Geméss (6.43) ist R
also ein Integritatsbereich. |

§ Regulare lokale Ringe sind Cohen-Macaulay-Ringe

6.45 Lemma. Sei (R, m) ein noetherscher lokaler Ring, und sei z € m N NNT(R). Dann
sind dquivalent:

(i) R ist ein CM-Ring.

(ii) R/Rx ist ein CM-Ring.

Beweis. Klar nach (6.29). [ |

6.46 Satz. Reguldre lokale Ringe sind Cohen-Macaulay-Ringe.

Beweis. Sei (R, m) ein regulérer lokaler Ring der Dimension d. Wir zeigen durch Induktion
nach d, dass R ein CM-Ring ist. Der Fall mit d = 0 ist klar nach (6.17).

Sei also d > 0. Wie im Beweis von (6.44) kénnen wir ein Element z € m \. m? finden.
Nach (6.44) ist x € NNT(R). Nach (6.42) ist R/ Rz ein regulérer lokaler Ring der Dimension
d—1. Nach Induktionsvoraussetzung ist also R/ Rz ein CM-Ring. Mit Hilfe von (6.45) fithren
wir jetzt den Induktionsschritt durch. |

§ Polynomringe iiber regularen lokalen Ringen

6.47 Lemma. Sei (R,m) ein regulirer lokaler Ring, und sei p ein Primideal des Poly-
nomrings R[X] so, dass p N R = m. Dann ist auch R[X], ein regulérer lokaler Ring.

Beweis. Seid := dim(R). Nach (2.14) ist mR[X] ein Primideal von R[X]. In R finden wir eine
Primidealkette (p;)%_, der Lénge d. Nach (2.14) ist dann (p; R[X])L, eine Primidealkette der
Lénge d unterhalb mR[X]. (Wegen p; = p, R[X|NR gilt p; R[X] C ppR[X] fiir 0 < j < k <d).
Damit ist h(mR[X]) > d.

Wegen der Regularitidt von R ldsst sich m durch d Elemente 1, ..., x4 erzeugen. Deshalb
gilt auch mR[X] = 2?21 x; R[X].

Ist p = mR[X], so folgt tiber (3.17), dass dim(R[X],) > d. Weiter ist auch pR[X], =
S ZiR[X],, also, edim(R[X],) < d. Nach (6.39) folgt, dass R[X], regulér ist.

i=1 1
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Sei also p # mR[X]. Im Hinblick auf die Inklusion m < p ist dann klar, dass mR[X] C p.
Nach (3.7) folgt daraus, dass h(p) > d+ 1, und (3.17) zeigt, dass dim(R[X],) > d+ 1.

Schreiben wir - fiir die Restklassenabbildung R — R/m, so wird durch die Zuordnung
S _pai Xt — >0 @ X" ein surjektiver Homomorphismus R[X] — R/m[X] von Ringen
mit Kern mR[X] definiert. Es besteht also ein Isomorphismus R[X]/mR[X] = R/m[X]
von Ringen. Weil der rechts stehende Ring ein Hauptidealring ist, ist es auch der links
stehende. Also ist p/mR[X] in diesem Ring ein Hauptideal, und wir finden ein Polynom
f € p, dessen Restklasse das Ideal p/mR[X] erzeugt. Nach (1.4)(B) ist somit p = mR[X] +
fR[X] = (x1,...,2q, f). Also wird das Maximalideal pR[X], von R[X], durch die d + 1
Briiche %+ ...,w—f,{ erzeugt. Damit ist aber edim(R[X],) < d + 1. Nach (6.39) folgt also

10
d+1 < dim(R[X],) < edim(R[X],) < d+ 1, und wir sehen, dass R[X], regulér ist. [ |

6.48 Lemma. Sei R ein Ring, und sei p ein Primideal des Polynomrings R[X] so, dass
Rynr ein reguldrer lokaler Ring ist. Dann ist auch R[X], ein regulérer lokaler Ring.

Beweis. Wir betrachten die Nennermenge S := R~ pN R in R. Dann ist S auch in R[X]
eine Nennermenge. Wegen S Np = & ist p’ := pS~—1(R[X]) nach (3.12)(C) ein Primideal in
STHRIX)).

Wir betrachten jetzt die Nennermenge 7' := R[X] \ p in R[X]. Dann ist S C T, und es
gilt ST = S71(R[X])\p’. Nach (3.9)(D) besteht also ein Isomorphismus (S~ (R[X]))p
(ST) 1S (RIX]) = T~ (R[X]) = R[X],.

Nach (3.9)(E) besteht ein Isomorphismus ® := &g : S~} (R[X]) — Rpnr[X]. Mit p” :=
®(p’) induziert ® nach (3.9)(F) einen Isomorphismus (S™'(R[X]))y = (Rpnr[X])p~. So
besteht ein Isomorphismus R[X], = (Rpnr[X])p.

Weiter ist die Kontraktion von p” auf Ryng gerade das Maximalideal (p N R)pnr von
Rpnr, denn p”" N Ryng = p' N Rynr = S™'pNS™'R =S (pNR) = (p N R)pngr. Gemiiss
(6.47) ist dann (Ryngr[X])p~ reguldr. Also ist auch R[X], regulér. [ ]

6.49 Satz. Sei K ein Korper, und sei p ein Primideal des Polynomrings K[X7, ..., X,].
Dann ist K[X1,...,X,], ein reguldrer lokaler Ring.

Beweis. (Induktion nach 7). Der Fall mit » = 0 ist nach (6.41) trivial. Sei also = > 0. Sei
R:= K[X1,...,X,_1], und sei X eine weitere Unbestimmte. Der durch

Xi1—Xq,...,.X, 1~ X,_1und X, — X

definierte Einsetzungshomomorphismus ® : K[Xy,...,X,] — R[X] ist dann ein Isomor-
phismus, und q := ®(p) C R[X] ist ein Primideal. Es besteht also ein Isomorphismus
K[Xy,...,X,]p & R[X],, definiert durch

u  D(u)

5~ 30’ (v€ K[X1,..., X, ]; v € K[Xy,...,X:] \p).

Es geniigt also zu zeigen, dass R[X], regulédr ist. Dies folgt aus (6.48), weil R;ng nach
Induktionsvoraussetzung regulér ist. |
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§ Einige Schlussfolgerungen

6.50 Korollar. Ist K ein Korper und p ein Primideal im Polynomring K[X3,..., X,],
so ist K[Xq,...,X,], ein CM-Ring.

Beweis. Klar aus (6.49) und (6.46). [ |

6.51 Korollar. Polynomringe iiber Kérpern sind Kettenringe.

Beweis. Sei R ein solcher Polynomring, und seien p C q zwei Primideale. Nach (3.12) geniigt
es zu zeigen, dass alle maximalen Primidealketten zwischen pR, und g4 gleich lang sind.
Dies folgt aus (6.50) und (6.27). ]



Kapitel 7

Projektive Dimension

§ Freie Moduln

7.1 Definition. Einen R-Modul F nennen wir fret, wenn es eine Teilmenge B von F so gibt,

dass zu jedem R-Modul M und jeder Abbildung ¢ : B — M genau ein Homomorphismus

?: F — M von R-Moduln existiert, fiir den |p = ¢ gilt. Wir sagen dann auch, F sei frei

iber der Basis B oder B sei eine Basts von F. Der Nullmodul ist frei iiber der Basis @.

7.2 Bemerkung. Aus der Linearen Algebra wissen wir, dass Vektorrdume iiber einem

Korper K freie K-Moduln sind, da sie immer Basen besitzen. Sind B und B’ zwei Basen

eines Vektorraumes F, so wissen wir auch, dass eine Bijektion B «— B’ existiert. Die

gemeinsame Kardinalitdt aller Basen eines Vektorraumes ist bekanntlich seine Dimension.

7.3 Bemerkungen. (A) Seien I eine Indexmenge und j € I. In Verallgemeinerung der

Bezeichnungsweise aus (1.13)(D) schreiben wir e?l fiir das Element (e;);c; € R®!, fiir
dasej = 1lunde; =0fiirallei € IN{j}. Ist a = (a;)icr € R®! soist die Trdgermenge
T(a):={j € I|a;j# 0} von a endlich, und wir kénnen schreiben

_ el
a= E aje; .

JET (a)

Insbesondere ist (e?l ) _ ein Erzeugendensystem des R-Moduls R®!.

jeI

Wir betrachten einen R-Modul M, die Menge B := {e?l |j € I} C R®! und eine Ab-
bildung ¢ : B — M. Fiir j € I sei m; := <p(e§91). Durch

a=(a)icr = Y a;m;

Jj€T(a)

wird dann offenbar ein Homomorphismus @ : R®? — M von R-Moduln definiert, fiir
den p|p = ¢ gilt. Dabei ist @ der einzige Homomorphismus mit dieser Eigenschaft.
Also ist R®! frei iiber der Basis B. Wir nennen diese Basis die kanonische Basis von
R®! und nennen 6?1 das j-te kanonische Basiselement von R®!.

Sei F' ein freier R-Modul iiber der Basis B C F. Dann gibt es einen eindeutig be-

stimmten Homomorphismus % : R®” — F von R-Moduln mit %(ef’”) = b und einen

87
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eindeutig bestimmten Homomorphismus 1 : ' — R®Z von R-Moduln mit 1 (b) = e?B

fir alle b € B. Weiter ist idges der einzige Homomorphismus X : R®? — R®E von
R-Moduln mit
Aiegmpery = gz peny

und idp der einzige Homomorphismus 7 : F' — F von R-Moduln mit
g =idg.

Weil %o ¢(b) = b und 1 o B(ef’?) = e? fiir alle b € B gelten, sind demnach % und %
zueinander invers. Insbesondere ist also % ein Isomorphismus, d.h. F = R®E,

(D) Sei F ein iiber der Basis B freier R-Modul und sei h : F' =, G ein Isomorphismus von
R-Moduln. Sofort sicht man dann, dass G frei iiber der Basis h(B) ist. Die Eigenschaft,
freier Modul zu sein, {ibertriagt sich also bei Isomorphie. Nach (C) ist deshalb auch klar,
dass ein R-Modul M genau dann frei ist, wenn es eine Menge I so gibt, dass M zum
R-Modul R®! isomorph ist.

7.4 Satz. Sei R # 0. Sei F ein freier R-Modul iiber der Basis B, und sei G ein freier
R-Modul iiber der Basis C. Dann sind dquivalent:

(i) F ist isomorph zu G.

(ii) Es besteht eine Bijektion ¢ : B — C.

Beweis. “(i)= (ii)” Gemiss (7.3)(C) gilt R®5 = F = G = R®C. Also o.E. kénnen wir
F durch R®P und G durch R®Y ersetzen. Sei m € Max(R). Dann sind auch die R/m-
Moduln F/mF und G/mG isomorph, d.h. es besteht ein R/m-Vektorraumisomorphismus
L F/mF =5 G/mG.

Sei *: R — R/m die Restklassenabbildung. Durch (ap)pep — (@p)pep wird dann offenbar
ein surjektiver Homomorphismus F — (R/m)®Z von R-Moduln mit Kern mF definiert.
Deshalb besteht ein Isomorphismus F/mF =, (R/m)®B von R/m-Vektorriumen. Genauso
besteht ein R/m-Vektorraumisomorphismus G/mG — (R/m)®C . Insgesamt besteht also ein
R/m-Vektorraumisomorphismus (R/m)®5 = (R/m)®¢. Dieser fiihrt die kanonische Basis
des ersten Vektorraumes in eine Basis des zweiten iiber, die nach (7.2) in Bijektion zur
kanonischen Basis des zweiten Vektorraumes stehen muss. Da B resp. C' in Bijektion zu
{e2B | b € B} resp. {2€ | ¢ € C} steht, folgt die Existenz einer Bijektion ¢ : B — C.

“(ii) = (i)” Eine Bijektion ¢ : B — C induziert zwei Homomorphismen von R-Moduln
P:F —Gund ¢ : G — F mit | = ¢ und |c = ¢~ . Wie in (7.3)(C) sieht man, dass @
und 1) zueinander invers sind. |

7.5 Definition. Seien R ein Ring und F ein freier R-Modul. Dann heisst
rk(F) := min{#2B | B ist eine Basis von F'}

der Rang von F. Ist tk(F) < oo, so sagen wir, F' sei frei von endlichem Rang. Ist
R # 0, so ist nach 7.4 klar, dass rk(F") die gemeinsame Kardinalitét aller Basen von F ist.
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7.6 Bemerkung. (A) Nach (7.4) fiir R # 0 sind zwei freie R-Moduln von endlichem Rang
genau dann isomorph, wenn sie den gleichen Rang haben.

(B) Nach (7.3)(B) ist folgendes klar: Ist r € Ny, so ist ein R-Modul F' genau dann frei vom
Rang r, wenn ein Isomorphismus F' = R®" besteht.

§ Freie Auflosungen

7.7 Lemma. Sind R ein Ring und M ein R-Modul, so gibt es einen freien R-Modul
F und einen surjektiven Homomorphismus h : FF — M von R-Moduln. Ist M endlich
erzeugt, so kann man zudem F' von endlichem Rang wéhlen.

Beweis. Sei (m;)icr ein Erzeugendensystem von M. Sei F := R®!. Der durch e;el = m;

induzierte Homomorphismus A : F' — M von R-Moduln ist dann offenbar surjektiv. |

7.8 Satz. Zu jedem R-Modul M gibt es eine exakte Sequenz

dnt1 d d d
—m P S F, S E, - =B S S M0

von R-Moduln so, dass F; fiir ¢ € Ny frei ist. Sind R noethersch und M endlich erzeugt,
so kann man zudem die freien R-Moduln F; alle von endlichem Rang wéhlen.

Beweis. Nach (7.7) besteht ein surjektiver Homomorphismus Fy Do, M von R-Moduln, wo
Fy ein freier R-Modul ist, der zudem von endlichem Rang gewé#hlt werden kann, wenn M
endlich erzeugt ist. Sei n € Ny. Nehmen wir an, es bestehe bereits eine exakte Sequenz

d’”. d d
F,~F, 41— —F—-5F->M-=0

von R-Moduln so, dass F; fiir i € {0,...,n} frei und — falls R noethersch und M endlich
erzeugt sind — von endlichem Rang ist. Sei N := Ker(d,,). Nach (7.7) gibt es einen freien
R-Modul F,,;1 und einen surjektiven Homomorphismus d/, 11 Foy1 — N von R-Moduln.
Wir betrachten die Komposition dp41 := vod),, : Fy1 — F, von dj,,; mit der Inklu-
sionsabbildung ¢ : N — F,,. Dann gilt Im(d,1) = Ker(d,). Sind R noethersch und M
endlich erzeugt, so ist F,, von endlichem Rang, also insbesondere endlich erzeugt, gewahlt
worden, und damit ist N als Untermodul von F,, endlich erzeugt; nach (7.7) kénnen wir
also in diesem Fall F}, 11 von endlichem Rang wihlen. So erhalten wir die gewiinschte exakte
Sequenz durch Rekursion. |

7.9 Definition. Ist M ein R-Modul, so nennen wir eine exakte Sequenz

dni1 d d d
= P S R, " s B S R S M0

eine freie Auflosung von M, wenn die R-Moduln F), alle frei sind. Sind alle R-Moduln
F,, frei von endlichem Rang, so nennen wir die obige Sequenz eine freie Auflésung von
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endlichem Rang von M. Gibt es ein n € Ny mit Fj, = 0 fiir alle h > n, so schreiben wir
die obige Auflésung in der Form

0= F 2 Fyy— - — P2 Ry 2 M —o.

§ Projektive Moduln

7.10 Definition. Ein R-Modul P heisst projektiv, wenn es zu jedem surjektiven Homo-
morphismus h : N — M von R-Moduln und jedem Homomorphismus ! : P — M von
R-Moduln einen Homomorphismus f : P — N von R-Moduln so gibt, dass das kommutati-
ve Diagramm

_N
f/;@ ih
P— M

l

besteht, d.h. ho f = 1.

7.11 Satz. Freie Moduln sind projektiv.

Beweis. Sei F' ein freier R-Modul iiber der Basis B, sei h : N — M ein surjektiver und
l : F — M ein beliebiger Homomorphismus. Fiir jedes Basiselement b € B wahlen wir
ein Element n € N so, dass h(n) = [(b), was wegen der Surjektivitdt von h moglich ist.
Dies definiert eine Abbildung ¢ : B — N. Weil B eine freie Basis von F' ist, gibt es einen
Homomorphismus f : F — N mit f|p = ¢. Es folgt ho flp =hop=1g. Weil | : F - M
der einzige Homomorphismus I’ : F — M mit I'|gp = l|p ist, folgt ho f = 1. |

§ Schnitte und Retraktionen

7.12 Definitionen. (A) Seien M und N zwei R-Moduln. Wir sagen, M sei ein direkter
Summand von N, und schreiben dafiir M g N, wenn es einen R-Modul M’ und einen
Isomorphismus M @& M’ = N gibt.

(B) Sind U und V Untermoduln eines R-Moduls W, so sagen wir, W sei die direkte Summe
von U und V, wenn der durch (u,v) — u + v definierte Homomorphismus U &V — W
ein Isomorphismus ist. Wir schreiben dann W =U @ V.

Damit ist M g N offenbar gleichbedeutend dazu, dass es einen injektiven Homomor-
phismus ¢ : M — N und einen Untermodul N’ C N so gibt, dass «(M) & N’ = N.

(C) Seir: M — N ein Homomorphismus von R-Moduln. Ein Schnitt zu r ist ein Homo-
morphismus s : N — M von R-Moduln so, dass ros =idy .

Sei s : N — M ein Homomorphismus von R-Moduln. Eine Retraktion zu s ist ein
Homomorphismus r : M — N so, dass ros =idy .
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Sind r: M — N und s : N — M Homomorphismen von R-Moduln, so ist klar, dass s

genau dann ein Schnitt zu r ist, wenn r eine Retraktion zu s ist.

7.13 Lemma. Seienr: M — N und s : N — M zwei Homomorphismen von R-Moduln

so, dass s ein Schnitt zu r (und damit r eine Retraktion zu s) ist. Dann gilt:
(a) s ist injektiv und r ist surjektiv.

(b) M =TIm(s) @ Ker(r).

(¢c) NaM.

Beweis. “(a)” Sofort klar.

“(b)” Sei m € M. Dann ist u := sor(m) € Im(s) und mit v := m — u gilt r(v) =
r(m) —r(u) = r(m) —rosor(m) = r(m) —idy(r(m)) = r(m) — r(m) = 0. Es folgt
v € Ker(r). Also gilt m = v + v mit u € Im(s) und v € Ker(r). Dies zeigt, dass die durch
(u,v) — u + v definierte Abbildung ¢ : Im(s) ® Ker(r) — M surjektiv ist.

Seien umgekehrt v € Im(s) und v € Ker(r) so, dass u+v = ¢(u,v) = 0. Dann ist u = s(w)
fiir ein w € N und es folgt 0 = r(0) = r(u+v) = r(u) +r(v) = r(u) = r o s(w) = w, also
u = s(w) = s(0) = 0 und mithin auch v = 0. Dies zeigt, dass ¢ auch injektiv ist.

“(c)” Klar aus (a) und (b). [ |

§ Spaltende Sequenzen

7.14 Lemma. Fiir eine kurze exakte Sequenz 0 — N 4 M2 T - 0 von R-Moduln

sind dquivalent:

(i) Es gibt einen Homomorphismus s : T'— M, der ein Schnitt zu p ist, d.h. mit

pos=idr.

(ii) Es gibt einen Homomorphismus r : M — N, der eine Retraktion zu 4 ist, d.h. mit

roi=1idy.

Beweis. “(i) = (ii)” Sei s : T'— M ein Schnitt zu p. Wir definieren einen Homomorphismus
r : M — N durch die Vorschrift m + i~'(m — s o p(m)). Wir verwenden hier erstens,
dass durch m +— m — s o p(m) ein Homomorphismus M — M definiert wird, zweitens, dass
—wegen p(m —sop(m)) = p(m) —posop(m) =p(m) —p(m) = 0— jeweils m —sop(m) €
Ker(p) = Im(i), und drittens, dass ¢ injektiv ist. Fiir n € N folgt wegen der Injektivitét
von i und s, dass r oi(n) = i~ 1(i(n) — sop(i(n))) = i 1(i(n)) —i~1(s(0)) = n. Damit gilt
roi=1idy.

“(ii) = (i)” Sei r : M — N eine Retraktion von 7. Wir definieren dann eine Abbildung
s : T — M durch t — m —ior(m) Fiir ein m € p~!(t). Dabei verwenden wir, dass
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fir m,m’ € p~1(t) gilt m —m’ € Ker(p) = Im(i), d.h. i o r(m —m') = m — m’, also

/

m—ior(m)=m'—ior(m'). Sofort prift man jetzt nach, dass s ein Homomorphismus ist

und dass p o s = idr gilt. |

7.15 Definition. Erfiillt eine kurze exakte Sequenz 0 — N 4 M 27— 0 von R-Moduln
die dquivalenten Bedingungen aus (7.14), so sagen wir, die Sequenz spalte.

7.16 Bemerkung. Sei 0 — N LS M2 T = 0 eine spaltende exakte Sequenz von R-
Moduln. Der Beweis von (7.14) zeigt, dass es fiir jeden Schnitt s : T — M zu p eine
Retraktion r : M — N zu i gibt derart, dass 0 — T <> M 5 N — 0 eine spaltende exakte
Sequenz, ist.

§ Kriterium fiir die Projektivitat von Moduln

7.17 Satz. Fiir einen R-Modul P sind die folgenden Aussagen dquivalent:
(i) P ist projektiv.
(ii) Zu jedem surjektiven Homomorphismus p : M — P gibt es einen Schnitt s : P — M.

(iii) Jede kurze exakte Sequenz von R-Moduln der Form 0 — N — M — P — 0 spaltet.

(iv) P ist ein direkter Summand eines freien R-Moduls.

Beweis. “(i) = (ii)” Sind P projektiv und p : M — P ein surjektiver Homomorphismus,
so gibt es einen Homomorphismus s : P — M so, dass das kommutative Diagramm von
R-Moduln

besteht.

“(ii) = (iil)” Ist trivial.

“(iii) = (iv)” Nach (7.7) gibt es einen freien R-Modul F und einen surjektiven Homo-
morphismus F© — P. Weil dieser nach Voraussetzung einen Schnitt besitzt, schliessen wir
mit (7.13)(c).

“(iv) = (i)” Sei P ein direkter Summand eines freien R-Moduls F. Es gibt also einen
R-Modul @ und einen Isomorphismus « : P & Q ~» F. Durch p — a(p,0) wird dann ein
injektiver Homomorphismus s : P — F definiert. Ist 7 : P ® @ — P der durch (p,q) —
p definierte Projektionshomomorphismus, so ist » :== moa™! : F — P eine Retraktion
von s. Seien jetzt h : N — M ein surjektiver Homomorphismus von R-Moduln und [ :
P — M ein Homomorphismus von R-Moduln. Weil F' nach (7.11) projektiv ist und der
Homomorphismus [ o r : I — M besteht, gibt es einen Homomorphismus g : FF — N
mit h og = [ or. Betrachten wir den Homomorphismus f := gos : P — N, so folgt
hof=hogos=loros=Iloidp =1. [ ]
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7.18 Lemma. Ist (R,m) ein lokaler Ring und sind M und N zwei endlich erzeugte
R-Moduln, so gilt u(M @ N) = p(M) + p(N).

Beweis. Natiirlich ist auch M @ N endlich erzeugt. Der durch (m,n) — (m+mM,n+mN)
definierte Homomorphismus M & N — M/mM & N/mN ist surjektiv und hat offenbar den
Kern m(M @ N). Deshalb besteht ein Isomorphismus von R-Moduln (M @& N)/m(M & N) =
M/mM & N/mN, der auch ein Isomorphismus von R/m-Vektorrdumen ist. Nach (6.36)(a)
und (1.30) folgt so (M & N) = lg/m((M & N)/m(M & N)) = lg/m(M/mM © N/mN) =
Uy (M) + Ly (N/mN) = (M) + (V). n

7.19 Satz. Sei (R, m) ein noetherscher lokaler Ring, und sei P ein endlich erzeugter pro-
jektiver R-Modul. Dann ist P ein freier R-Modul, und die minimalen Erzeugendensysteme
von P sind genau die Basen von P.

Beweis. Sei r := u(P), und sei (p;)j_; ein minimales Erzeugendensystem von P. Sei F' :=
R®" und sei 7 : F — P der durch (ay,...,a,) — Z;Zl a;p; definierte surjektive Homomor-
phismus, wobei aq,...,a, € R. Mit K := Ker(r) besteht dann die kurze exakte Sequenz
0 — K — F 5 P — 0, die nach (7.17) spaltet. Nach (7.16) gilt also F = K & P. Weil die
kanonische Basis {e?r | 1 < j <r} von F offenbar ein minimales Erzeugendensystem von
F ist, gilt u(F) = r. Weil R noethersch ist, ist K endlich erzeugt. Uber (7.18) folgt also
r=u(F)=puKe&P)=puK)+ uP)=puK)+r also u(K) = 0, d.h. K = 0. Deshalb
ist 7 ein Isomorphismus. Wegen ﬂ(egm) = p; fiir jedes j € {1,...,r} folgt nun aus (7.3)(D),
dass P frei ist iiber der Basis {p; | 1 < i < r}. Da offenbar Basen von P auch minimale
Erzeugendensysteme sind, sind wir fertig. |

§ Projektive Auflosungen und projektive Dimension

7.20 Definition. (A) Sei M ein R-Modul. Eine exakte Sequenz

d,+1 dy, d d
ce— n+1n—>Pn—>Pn,1—>~-‘—>P1—1>P0—0>M—>0

mit lauter projektiven Moduln P, nennen wir eine projektive Auflésung von M.

(B) Ist

dnt1 dn d d,
Fppp— n+1—>Pn—>Pn_1_>..._>P1_1>P0_0>]\/[_,O

eine projektive Auflésung von M und gibt es ein n € Ny so, dass P, = 0 fiir alle h > n,
so schreiben wir die obige projektive Auflésung in der Form

d dp— d d
0—-P, P, 5P, _y—--—P 5P M-0.

(C) Ist eine projektive Auflosung von M wie in (B) gegeben, so definieren wir deren Lédnge
als
sup{n € Ny ‘ P, # O} e NgU {oo, —oo}.
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Dabei sei wie schon frither sup @ = —oo, sodass eine Auflésung der obigen Art genau
dann die Linge —oo hat, wenn alle Moduln P, verschwinden, also hochstens dann,
wenn M = 0.

7.21 Satz. Jeder Modul besitzt eine projektive Auflésung.

Beweis. Klar aus (7.8) und (7.11). |

7.22 Definition. Die projektive Dimension pdim(M) eines Moduls M definieren wir
als das Infimum der Léngen aller projektiven Auflésungen von M.

7.23 Bemerkung. Ist M ein Modul, so ist pdim(M) = co gleichbedeutend dazu, dass M
nur projektive Auflésungen

P L p e p PPy T
mit lauter projektiven Moduln P,, # 0 hat. Gilt ndmlich in einer solchen Auflésung P, = 0
fiir ein n € Ny, so entsteht durch Ersetzen von P,, durch 0 fiir m > n wieder eine projektive
Auflésung von M.
Weiter ist pdim (M) = —oo gleichbedeutend zu M = 0, wihrend pdim(M) = 0 dquivalent
dazu ist, dass M isomorph zu einem projektiven Modul Py # 0 ist, also, dass M ein nicht-
trivialer projektiver Modul ist.

§ Minimale freie Auflosungen

7.24 Lemma. Sei (R, m) ein lokaler Ring, sei M ein endlich erzeugter R-Modul, und sei
h: M — N ein Homomorphismus von R-Moduln. Dann sind &quivalent:

(i) Fiir jedes minimale Erzeugendensystem (m;)7_; von M ist (h(mi))::1 ein minimales

Erzeugendensystem von Im(h).

(ii) Es gibt ein minimales Erzeugendensystem (m;)7_; von M so, dass (h(mi));l ein

minimales Erzeugendensystem von Im(h) ist.

(it}) p(M) = p(Im(h)).

(iv) Der durch m +mM — h(m)+ mIm(h) definierte Homomorphismus von R-Moduln
h: M/mM — Im(h)/mIm(h) ist ein Isomorphismus.

(v) Ker(h) C mM.

Beweis. Die Implikationen (i) = (ii) = (iii) sind trivial.
“(iil) = (i)” Ist (m;)7_; ein minimales Erzeugendensystem von M, so ist r = u(M).
. . T
Weiter ist (h(mi))i:1
handelt es sich um ein minimales Erzeugendensystem von Im(h).

ein Erzeugendensystem von Im(h). Wegen r = pu(M) = p(Im(h))
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“(iii) « (iv)” Dies ergibt sich aus der Beobachtung, dass h surjektiv ist, also genau dann
ein Isomorphismus ist, wenn die (endlichen) Dimensionen der Vektorrdume M/mM und
Im(h)/mIm(h) libereinstimmen.

“(iv) = (v)” Sei Ker(h) nicht in mM enthalten. Wir finden dann ein Element m €
Ker(h) ~ mM. Es folgt m := m + mM € M/mM ~ 0 und h(m) = h(m) + mIm(h) =
0 +mIm(h) = 0 € Im(h)/mIm(kh). Damit ist h aber nicht injektiv, also erst recht kein
Isomorphismus.

“(v) = (iv)” Sei Ker(h) € mM. Wir wihlen m € M so, dass m := m +mM € Ker(h).
Es folgt dann h(m) + mIm(h) = h(m) = 0 € Im(h)/mIm(h), also h(m) € mIm(h). Mit

geeigneten Elementen mq,...,m, € M und z1,...,z, € m konnen wir deshalb schrei-
ben h(m) = zih(m1) + ... + z.h(m,). Es folgt h(m — xymy — -+ — z,m,.) = h(m) —
(x1h(my) + -+ x,h(m,)) =0, also m—xymy —- - - —x,m, € Ker(h) C mM, d.h. m € mM,

also m = 0 € M/mM. Dies zeigt, dass h injektiv ist. Da h offensichtlich auch surjektiv ist,
ist i ein Isomorphismus. [ ]

7.25 Definition. (R, m) sei ein lokaler Ring, und M und N seien R-Moduln. Ein Homo-
morphismus h : M — N von R-Moduln heisst minimal, wenn M endlich erzeugt ist und h
die dquivalenten Bedingungen aus (7.24) erfiillt.

7.26 Bemerkungen. (R, m) sei ein lokaler Ring, und M und N seien R-Moduln.

(A) Ist h : M — N ein injektiver Homomorphismus von R-Moduln und ist M endlich

erzeugt, so ist h minimal.

(B) Ist h : M — N ein minimaler Homomorphismus von R-Moduln und ist 77 C N ein
Untermodul mit Im(h) C T, so ist auch A : M — T minimal.

(C) Sei r € Np. Ein Homomorphismus h : R®" — N ist genau dann minimal, wenn
w(Im(h)) = r. Ist insbesondere N ein endlich erzeugter R-Modul mit einem mini-
malen Erzeugendensystem (n;)!_,, so ist der durch (a1, ..., a,) — >.._; a;n; definierte
surjektive Homomorphismus 4 : R®” — N minimal.

7.27 Satz. Sei (R, m) ein noetherscher lokaler Ring, und sei M ein endlich erzeugter
R-Modul. Dann besitzt M eine freie Auflésung von endlichem Rang

dnt1 dn d d,
Py — P, - o PSS RS M —0

so, dass alle Homomorphismen d,, minimal sind.

Beweis. Nach (7.26)(C) besteht ein surjektiver, minimaler Homomorphismus Fj o, M, wo-
bei Fy := R®#M) frei von endlichem Rang ist. Nehmen wir also an, es sei n € Ny und bestehe
bereits eine exakte Sequenz

d’”. d d
F,~F 41— -—F35F%5M-=0

mit freien R-Moduln F; von endlichem Rang und mit minimalen Homomorphismen d;.
Weil F,, endlich erzeugt und R noethersch ist, ist N := Ker(d,) als Untermodul von F,
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ebenfalls endlich erzeugt. Nach (7.26) finden wir deshalb einen freien R-Modul F,, 11 von
endlichem Rang und einen surjektiven, minimalen Homomorphismus d;, ; : F41 — N.
Durch Komposition mit dem Inklusionshomomorphismus N <— F, erhalten wir eine exakte
Sequenz

dn41 d d d,
Fpp1 =5 Fy 5 Fyy = > F 5 Fy 5 M — 0

mit freien Moduln F; von endlichem Rang und mit minimalen Homomorphismen d;. Wenn
wir rekursiv so fortfahren, erhalten wir die gewiinschte freie Auflésung von M. |

7.28 Definition. Sei (R, m) ein lokaler Ring, und sei M ein R-Modul. Eine exakte Sequenz

dnt1 dy d d
e ’rL+1—>Fn—>Fn—1—>"'_>F1—1>FO—O>M—>O

mit freien R-Moduln F; von endlichem Rang und minimalen Homomorphismen d; nennen
wir eine minimale freie Auflosung von M.

§ Auflosungen von Homomorphismen

7.29 Lemma. Es bestehe das folgende kommutative Diagramm von R-Moduln mit halb-
exakter erster und exakter zweiter Zeile:

hex: P——=V —2= V"
hl S) \Lh’
ex: Q ? w T> w’.

Ist P projektiv, so gibt es einen Homomorphismus [ : P — @ mit hoc = dol, d.h. es
besteht das folgende kommutative Diagramm:

A e lh

w.

Q d

Beweis. Wir setzen M :=Im(c) und N := Im(d). Dann gilt
b(A(M)) C b(h(Ker(a)
= boh(Ker(a))
= h'oa(Ker(a))
— W(a(Ker(a))
= h'(0)
=0,
also h(M) C Ker(b) = Im(d) = N. Also gilt h(Im(c)) € N und mithin Im(hoc¢) C N. Es

besteht also ein Homomorphismus hoc: P — N und ein surjektiver Homomorphismus d :
@ — N. Ist P projektiv ist, so gibt es einen Homomorphismus [ : P — @ mit dol = hoc. W
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7.30 Satz. Sei h: M — N ein Homomorphismus von R-Moduln, sei
hex: ---— n+1L+1>P n,1—>---—>P1—>PU — M —0
eine halbexakte Sequenz von R-Moduln mit projektiven R-Moduln P;, und sei
ex: o= Qul Q0 B Qp— = Q1 Qe N =0
eine exakte Sequenz von R-Moduln. Dann gibt es eine Familie
(1t Pa = Q)
von Homomorphismen von R-Moduln so, dass die folgenden kommutativen Diagramme

d dn+1

Py——=M Py ——P,
| |
ho | e lh und hn+t1 \ e | R
N
QO — N Q7l+1 Qn

fir alle n € Ny bestehen.

Beweis. Wir setzen

P_1 = M, Q—l = N, h_l =h

und
Py:=0, Q2:=0, h_3:=0
sowie
d_l = 07 €_1 = 0.
Fiir n > —1 wollen wir die Homomorphismen h,, rekursiv konstruieren. Wenn n = —1, ist

h,, = h bereits vorgegeben.
Sei also n > —1. Nach Rekursionsvoraussetzung besteht dann das folgende kommutative
Diagramm mit halbexakter erster und exakter zweiter Zeile:

dn
hex: PHP 1*>Pn2

n
hnli e lhnz

ex: Qn P > Qn—l P > Qn—2~
n n—1

Weil P, projektiv ist, finden wir nach (7.29) einen Homomorphismus h,, : P, — @, von
R-Moduln mit h,_1od, = e, o h,. |
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7.31 Korollar. Sei h: M — N ein Homomorphismus von R-Moduln, und seien
dn
N oy TN I N AN V)

und

€nt1 €n € e
T Qn+1n—> Qn, — Qn—l_’ e Ql_l’ QO - N—0

projektive Auflésungen von M resp. N. Dann gibt es eine Familie
(hn : P" - Q”)neNo

von Homomorphismen von R-Moduln so, dass die folgenden kommutativen Diagramme

dny1
Pn+1 — P,

I
S | hn

d
Py——>M
|
ho | e lh und hnttl

\ \
Qn+1 e Qn

\
QO?N

fir alle n € Ny bestehen.

7.32 Definition. In der in (7.31) beschriebenen Situation nennen wir die Familie
(hn : Pn - Qn)nGNg

eine Auflésung von h (zwischen den gegebenen projektiven Auflésungen von M und N).

§ Auflosungen von Schnitten durch Schnitte

7.33 Lemma. Sei (R, m) ein noetherscher lokaler Ring. Es bestehe das folgende kom-

mutative Diagramm von R-Moduln mit exakten Zeilen:

ex: P*C>V4G>V/

l Oth o v

ex: FT>WT>W/_

Dabei seien F frei von endlichem Rang, d minimal und k ein Schnitt zu h. Dann gibt es
einen Schnitt s : F' — P zu r mit cos = ko d, d.h. es besteht das folgende kommutative

Diagramm:
P——V
A
0 e T
|
W.

F d
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Beweis. Sei p:=rk(F) = u(F). Weil d minimal ist, gilt nach (7.24)(iii) p(Im(d)) = g, und

wir finden Elemente n4,...,n, € N :=Im(d), die ein minimales Erzeugendensystem von N
bilden. Als Schnitt zu h ist k gemiiss (7.13)(a) injektiv, also ist k := k|y : N — V eben-
so injektiv und somit minimal, vgl. (7.26). Deshalb bilden k(ni),...,k(n,) ein minimales

Erzeugendensystem von Im(k) = k(). Dabei ist
a(Im(k)) = ao k(N) = a o k(Ker(b)) = k' o b(Ker(b)) = k'(0) = 0,

also k(n;) € Im(k) C Ker(a) = Im(c) fiir i = 1,..., u. Wir finden also Elemente py,...,p, €

P so, dass ¢(p;) = k(n;) fir i = 1,..., u. Wir setzen f; ;= r(p;) fiir ¢ = 1,..., u. Dann gilt
d(fi) =dor(p;) =hoc(p;) =hok(n;) =idn(n;) = ni,

denn k ist ein Schnitt zu h. Weil d minimal ist, definiert die Vorschrift f+mF +— d(f)+mN
ein Isomorphismus d : F/mF = N/mN von R/m-Vektorrdumen. Dabei gilt d(f; + mF) =
n; +mN. Weil die Restklassen ny +mN, ..., n,+mN gemiss (6.36)(a) eine Basis von N/mN
bilden, bilden die Restklassen fi +mF,..., f, + mF eine Basis von F/mF. Also bilden die
Elemente f1,..., f, wieder nach (6.36)(a) ein minimales Erzeugendensystem von F, nach
(7.11) und (7.19) also eine Basis von F. Deshalb gibt es einen Homomorphismus s : F' — P
mit s(f;) = p; fiir i = 1,..., u. Jetzt folgen aber

cos(fi) = c(pi) = k(n;) = k(d(fi)) = kod(f:)
und
ros(fi) =r(p:) = fi =idp(fi)

fir i = 1,...,u. Weil F frei ist iiber der Basis {f; | 1 < i < u}, erhalten wir cos =kod
und ros =1idg. [ |

7.34 Satz. Sei (R, m) ein noetherscher lokaler Ring, seien M und N R-Moduln, und
seien r: M — N und s : N — M Homomorphismen von R-Moduln so, dass s ein Schnitt

zu 7 ist. Sei

d
e n+1n—+1’Pn—>Pn 14’"'4’P1_’P0 MHO

eine projektive Auflésung von M, sei
ent1 e e
= Fy — F, —L>Fn 1—)--~—>F1—1>F0—0>N—>O
eine minimale freie Auflésung von N, und sei

(Tn P, — F, )nENo

eine Auflésung von r zwischen den gegebenen projektiven Auflésungen. Dann gibt es eine
Auflésung

( F — B, )HENO

von s so, dass s, ein Schnitt zu r, fiir jedes n € Ny ist.
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Beweis. Wir setzen P_.1 :=M, F_1:=N, r_1:=7r, s_1:=sund P_o:=F 5:=0, r_g :=
0, s o := 0 sowie d_1 := 0, e_; := 0. Fiir n > —1 konstruieren wir die Homomorphis-
men s, rekursiv. Wenn n = —1, ist s,, = s bereits vorgegeben. Sei also n > —1. Nach

Rekursionsvoraussetzung besteht dann das folgende kommutative Diagramm mit exakten

Zeilen:
dnf 1

dn
ex: P,——=P, 1—> P, o

Tnl e Tnfll TS‘,L71 e Tsn—2

ex: F,——F, 1 ——F, o.
€n €n—1

Dabei sind F,, frei von endlichem Rang, e, minimal und s,_; ein Schnitt zu r,_;. Nach

(7.33) gibt es also einen Schnitt s, : F,, — P, fir den d,, 0 s, = s,,—1 0 €, gilt. [ |

§ Betti-Zahlen

7.35 Korollar. Sei (R, m) ein noetherscher lokaler Ring, seien M und N R-Moduln, und
sei i : M ~» N ein Isomorphismus von R-Moduln. Sind

d dy d d,
— I'n41 — Fn aanl_)"'_)Fl 19-FO . M_>Oa
€n41 e e e
-—>Gn+1—> Gn — Gn,1—>'-~—>G1—>1 GO —>0 N—0

minimale freie Auflésungen von M resp. N, so besteht jede Auflésung

(in - F, — G”)neNo

von i (zwischen den vorgegebenen minimalen freien Auflésungen) aus Isomorphismen.

Beweis. Gemiiss (7.34) besitzt j := i~! eine Auflssung (4, : G, — Fy,)nen, derart, dass
in O jn = idg, fiir alle n € Ny. Insbesondere ist i, jeweils surjektiv. Die selbe ["Iberlegung7
angewandt auf (jn)nen,, ergibt, dass jedes j, surjektiv ist. Da aber j, als Schnitt von 4,

injektiv ist, ist j, jeweils ein Isomorphismus, der offenbar zu i,, invers ist. |

7.36 Korollar. Sind (R, m) ein noetherscher lokaler Ring, M ein endlich erzeugter R-
Modul und

dnt1 d d d
—m P S E, S E, - =SS M0

eine minimale freie Auflésung von M, so hingt der Rang rk(F,,) des n-ten freien Moduls
F,, in dieser Auflésung nur von n und M ab, nicht aber von der gew#hlten minimalen

freien Auflésung von M.

. . €n41 e e e . .
Beweis. Sei -+ — Gpy1 —— Gp — Gpo1 — -+ — G1 = Gy — M — 0 eine weitere

minimale freie Auflésung von M. Wendet man (7.35) mit ¢ = idps an, so ergeben sich

Isomorphismen F,, & G, fiir n € Ny. Nun schliessen wir mit (7.6)(A). |
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7.37 Definition. Seien (R, m) ein noetherscher lokaler Ring, M ein endlich erzeugter R-
Modul und n € Ny. Die n-te Betti-Zahl b, (M) von M definieren wir dann als

b (M) :=rk(F,),

wobei
dni1 dn d d
s By s F, S Fy e By g S5 M — 0

eine minimale freie Auflésung von M ist.

§ Betti-Zahlen und projektive Dimension

7.38 Satz. Sei (R, m) ein noetherscher lokaler Ring, und sei M ein endlich erzeugter
R-Modul. Dann ist pdim(M) die gemeinsame Lénge aller minimalen freien Auflésungen

von M. Insbesondere gilt

pdim(M) = sup {n € Nq | b,(M) # 0}.

Beweis. Sei -+ — P41 M P, — = P So, M — 0 eine projektive Auflosung von
M, sei- - — Fpqy Lot F, — - — Fy <% M — 0 eine minimale freie Auflésung von M,
und sei (ip, : P, — Fp)nen, eine Auflosung von idys : M — M zwischen den gegebenen
projektiven Auflésungen. Nach (7.34) ist dann i, jeweils surjektiv, so dass aus P, = 0
immer F,, = 0 folgt. Unter allen projektiven Auflésungen von M ist also unsere minimale
freie Auflésung diejenige der kleinsten Lénge. Deshalb ist pdim(M) gerade die Lénge der

gewéhlten minimalen freien Auflésung. Daraus folgt die Behauptung. |

7.39 Lemma. Sei (R, m) ein lokaler Ring, sei M ein R-Modul, sei

Ayt d,, d d
= B S F S Fyy— > P S g S M — 0

eine minimale freie Auflésung von M, und sei r € Ny. Dann besteht eine minimale freie

Auflésung

dnt1 d dryo d
e n+1—>Fni)Fn—1_>"'_> T+2—>FT+1_>Ker(dT)_>O

von Ker(d,.).

Beweis. Fiir alle n > r 4+ 1 sind die Moduln Fj, frei von endlichem Rang und die Homo-
morphismen dp, 41 : Frpy1 — F, und d : Frp1 — Im(dy41) = Ker(d,), m — dry1(m),

minimal. |

7.40 Notation. Im Folgenden sei

, {z, falls 2 >0

z = , fir z € ZU{*xoo}.
—oo, falls z <0
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7.41 Korollar. Sei (R,m) ein noetherscher lokaler Ring, sei M ein endlich erzeugter
R-Modul, sei

dnt1 dn d d,
= n+1—>F7L—>FrL—1_>"'_>F1—1>F0%0A/[_>O

eine minimale freie Auflésung von M, und sei r € Ny. Dann gelten:

(a) bi(Ker(dr)) = bi+,,+1(]VI) fiir 7 € Ny.

(b) pdim (Ker(d,)) = (pdim(M) —r — 1)/.

Beweis. Klar aus (7.39) und (7.38). [ ]

7.42 Korollar. Sei (R,m) ein noetherscher lokaler Ring, sei M ein endlich erzeugter
R-Modul, sei F ein freier R-Modul vom Rang (M), und sei p : F — M ein surjektiver

Homomorphismus von R-Moduln. Dann gilt:

(a) bL(Ker(p)) = b7+1(M) fir 7 € No.

(b) pdim (Ker(p)) = (pdim(M) — 1)/.

Beweis. Weil p minimal ist, besteht eine minimale freie Auflésung
dn+1

dn d P
s n+1—>Fn—’Fn—1*>"’*>F1—1>F_>M‘>O7

und wir schliessen mit (7.41). ]



Kapitel 8

(lobale Dimension

§ Globale Dimension

8.1 Definition. Die globale Dimension gldim(R) eines noetherschen Rings R ist definiert
als das Supremum der projektiven Dimensionen aller endlich erzeugten R-Moduln:

gldim(R) := sup { pdim(M) ’ M ist endlich erzeugter R-Modul }

§ Komplexe und Doppelkomplexe von Moduln
8.2 Definitionen. Sei R ein Ring.

(A) Ein Komplex (von R-Moduln) ist eine halbexakte Sequenz von R-Moduln (Ay,)mez.
Fiir m € Z setzen wir M,,, :== Qu(h;,). Dann wird der Komplex (h,;)mez auch mit A,
(M, hn)mez, (Mae, he) oder missbrauchlich mit M, bezeichnet.

(B) Sei (Ma, he) ein Komplex und sei n € Z. Dann heisst der R-Modul
Hy (M) = Hp (M, he) := Ker(hy )/ Tm (R 1)

die n-te Homologie von M,.

8.3 Definitionen. Sei R ein Ring.

(A) Ein Doppelkomplex (von R-Moduln) ist eine Familie (A n, lm,n)(m,n)ez> von Paaren
von Homomorphismen von R-Moduln so, dass die folgenden Aussagen gelten:

(a) Yn € Z : (hm,n)mez ist ein Komplex von R-Moduln;
(
(c) V(m,n) € Z? : Qu(hm.n) = Qulim.n);

)

b) Vm € Z : (Iym.n)nez ist ein Komplex von R-Moduln;
)V

(d) V(m, n) eZ*: lm—l,'n o hm,n = hm,n—l o lm,n-

(B) Sei (Bm,n:lmn)(mmnyczz ein Doppelkomplex. Fiir (m,n) € Z* setzen wir My, , =
Qu(hm,n) = Qu(lm,n). Dann wird der Dopplekomplex (hm,n, lm,n)(m,n)ezz auch mit

103
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(Moo los)s (Mm,nshmns limn)(mn)ez2, (Moo, Pae,les) oder missbrauchlich mit M,e be-
zeichnet. Die Axiome (a)—(d) sind gleichbedeutend mit der Aussage, dass das folgende
kommutative Diagramm von R-Moduln besteht

hmt1,n41 hom nt1
- —_— m+1,n+1 —_— Mm,n+1 _— M 71,n+1 _— .

lmt1,nt1 e Imnt1 e lm-1,nt1
hm,n

> Mpi1n My, p, My 1y —>---

)

Im41,n e lm,n e Im—1,n

hnl+1.n71 hm,nfl
—— M1 ——m Mm,n—l - s M, —1p-1——>"""

mit halbexakten “Zeilen” und “Spalten”.
(C) Sei (Mge, hes, les) €in Doppelkomplex und sei r € Z. Die Komplexe
Mo = (Mye,lre) := (lyn)nez  und Mg, := (Mer, her) := (hpmr)mez
heissen der r-te Spaltenkomplex bezichungsweise der r-te Zeilenkomplex von M,,.

(D) Ist Mee ein Doppelkomplex von R-Moduln so, dass M, , = 0, falls m < r oder n < s,
so wird das zugehdrige Diagramm als

hm41,m41 Prt1,ng1
= Mptin+1 —> Mm,n+1 — o —> Mypypy1 ——> Mr,n—i—l — ()
lm+1,n+1 e lm,n41 lrg1,n—1 e lrnt1
H—— M7n+1,n Mm,n te Mr—i—l,n Mr,n 0
hm,+1,n h7‘+1,n
hm+1,s+1M hog1,s41 M
> m+1,s+1 ——> m,s+1 ———> " > r4+l,5+1 ——> rs+1 —> 0
Imt1,s4+1 e Im,s+1 lrg1,s41 e I, s+1
> Merl,s Mm,s te Mr+1,s Mr,s 0
hm+1,s hria,s
0 0 0 0

geschrieben.
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§ Diagonalfolgen in Doppelkomplexen

8.4 Definition. Sei (Mee, les,les) €in Doppelkomplex von R-Moduln. Sei r € Ny. Eine
Diagonalfolge der Stufe r im Doppelkomplex M,, ist eine Folge

(mivj)¢+j:r = (mkwr_k)Z:O
2,50

von Elementen m; ; € M; ; so, dass
hij (i) = lima 1 (mizaj41)

fiir alle Paare (4,7) € Ng x Ng mit ¢ + 5 = r. Es besteht also die nachfolgend skizzierte
Situation
M1 bl —— -~
lim1,j41

hi s
my; j 7 -~ ec€ Mi—l,j

Ili’j
Rit1,5-1

Mit1,j-1+————> o0 € M; ;1

I

mit mMi—1,j+1 € Mi—l,j+1a m;; € M,;J und Mit+1,j—1 € M,;+17j_1.

8.5 Bemerkung. (A) Sei Meq = (Mo, hee,les) €in Doppelkomplex von R-Moduln. Sei
r € Np. Sind dann (m; )iy j=r und (m;j)iﬂ-:r zwei Diagonalfolgen der Stufe r in
Mae, so ist es auch deren Summe (m; ; +m; ;)i+j=r. Ist € R, so ist auch die Folge
(xm; j)itj=r eine Diagonalfolge der Stufe r.

(B) Ist (m; j)itj=r eine Diagonalfolge der Stufe r > 0, so gilt

hr,fl(lr,o(mr,o)) =hp_10 lr,o(mr,o)
= ly—1,0 © hr,0(my0)
=lr—1,0(hr0(mr0))
= lr—l,o(lr—l,l(mr—l,l))
= lr71,o © lrfl,l(mrfl,l)

:07

also I, o(my0) € Ker(h, _1). Genau gleich folgt natiirlich, dass hg ,(mo,) € Ker(l_q ;).

8.6 Lemma. Sei (Maee, heo,lee) €in Doppelkomplex von R-Moduln so, dass M, , = 0,
falls m < —1 oder n < —1. Sei r € Ny. Fiir alle m € {0,...,r} sei der m-te Spaltenkom-
plex (M., lm,e) exakt. Sei u € Ker(h, _1). Dann gibt es eine Diagonalfolge (1 )i+ =r

der Stufe r so, dass {,o(m, o) = u.
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Beweis. Geméss Voraussetzung ist I, o : M, o — M, _; surjektiv, und wir finden ein Element
My € My o mit I o(my o) = u. Ist 7 = 0, so sind wir fertig.

Nehmen wir also an, es sei >0 und 0 <t <m und die Elemente m, o, my_1,1,...,Mr_t+
seien bereits so gefunden, dass h,—; ;(My—i i) = lr—i—1,i+1(Mp—j—1,441) fir i € {0,...,t—1}.
Dann ist sofort klar, dass hy_;¢(my—¢t) € Ker(l,—y—1+) = Im(l,—4—1,¢41), und wir finden
ein Element m,_4_1 411 € My_y—1 441 mit hp_y 1 (Mr_st) = lr—y—1441(My_¢—1,441). Durch
Rekursion folgt nun die Behauptung. |

8.7 Lemma. Seien (Mee, hee,les) und r € Ny wie in (8.6). Zusétzlich sei der (r 4 1)-te
Spaltenkomplex M, 1 4 exakt. Sei v € M,4q1,_1, und sei (m; ;)it+;=r eine Diagonalfolge
so, dass I, o(my0) = hyr11,—1(v). Dann gibt es eine Folge (mrﬂ,m):ié so, dass

Vte {0, . ,’I"} Mpy1-tt € Mr-i—l—t,t;

Lrg1,0(Mrs1,0) = v;

Vte{0,...,r} i i1t (Mr—t 1) = My—tp — Rp—pp1 1 (M —pg10)-

Beweis. Nach Voraussetzung ist l,41,0 : My41,0 = Mry1,—1 surjektiv, und wir finden ein
Myrt+1,0 € Myt1,0 mit v = ly1,0(Mr41,0). Offenbar ist my. g — hyg1,0(Mr41,0) € Ker(l,0) =
Im(l,1). Also gibt es ein M1 € My 1 mit 1, 1(Tr1) = Mo — Arp1,0(Mry10). Ist 7 =0, so
sind wir fertig.

Sei also r > 0, sei 0 < s < r, und seien die Elemente m,41-+; € Myi1q1_¢, fiir alle

t=0,...,s bereits so konstruiert, dass
(%) Le—t o1 (Mt e1) = Myt — he—pp1,e(My—11), V<.

Wenn wir zeigen konnen, dass das Element m,_s s — Rp_sq1,s(Mr_st1,5) von M,_s s zum
Kern von I, s gehort, sind wir vermoge Rekursion fertig; denn, weil der (r — s)-te Spalten-
komplex (M,_s.e,lr—s o) exakt ist, finden wir dann ein Element 2,5 541 in My_s s41 mit

lr—s,s—&-l(mr—s,s—&-l) = mr—s,s - hr—s+1,s(mr—s+1,s)- In der Tat gllt

lr—s,s(mr—s,s - hr—s—&-l,s(mr—s—kl,s)) - lr—s,s(mr—s,s) - lr—s,s o hr—s+1,s<mr—s+l,s)
— hrfs+1,sfl(mrfs+1,sfl) -
hr—s-i—l,s—l o Zr—s+1,s(mr—s+l,s)
= hr—s+1,s—1(mr—s+1,s—1 - lr—s+1,s(mr—s+1,s))-
Geméss (x) flir t = s—1ist aber my_s11 -1 = lr—sq1,s(Mr—st1,5) Fhr—st2,5—1(Mr_st2,5-1)-
Das letzte Mitglied in der vorangehenden Kette von Gleichheiten kann also geschrieben wer-

den in der Form (hy_s41,6-1 © hy—st2,5—1)(Mr—st+2,s—1) und verschwindet deshalb tatséch-
lich. |

8.8 Definition. Sei Meq = (Maee, Nes, les) €in Doppelkomplex von R-Moduln. Sei r € Ng.
Seien v € M, _; und v € M_; ,. Wir sagen, die Elemente u und v seien verkniipft, wenn

es eine Diagonalfolge (m; )it =r der Stufe r in Mg, so gibt, dass

lr,O(mnO) =Uu und hO,r(mO)'r) = .
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Wir schreiben dann

u A wv.
Etwas genauer sagen wir dann auch, u und v seien verknipft durch die Diagonalfolge
(M 5 )it j=r-
8.9 Bemerkung. Sei Mee = (Mae, Nee, les) €in Doppelkomplex von R-Moduln. Sei r € Ny,
und seien w,u’ € M, 1 und v,v’ € M_;,. Sei weiter x € R. Sind u und v verkniipft
durch die Diagonalfolge (m; ;)i+j=r, und sind v’ und v’ verkniipft durch die Diagonalfolge
(m; ;)i+j=r, 50 sind u + ' und v + v’ verkniipft durch die Diagonalfolge (1 ; +m; ;)itj=r,
und zu und zv sind verkniipft durch die Diagonalfolge (xm; )it =r, vgl. (8.5)(A). Fiir
u,u’ € M, _1, v,v" € M_;, und x € R konnen wir also sagen:

uklkv Au AV = u+u Av+,

uAlv = U A 2.
Aus (8.5)(B) folgt fiir r > 0, u € M, 1, v € M_q,

uiv = u€Ker(h,_1) A veKer(l_q,).

8.10 Satz. Sei Mee = (Maee, hes,les) €in Doppelkomplex von R-Moduln so, dass M, , =
0, falls m < —1 oder n < —1. Fir alle m > 0 sei der m-te Spaltenkomplex (M, o, 1m o)
exakt. Sei r € Ny. Dann gelten:

(a) Ist u € Ker(h,_1), so gibt es ein v € M_;, so, dass u A v. Hierbei gilt immer
v e Ker(l_q1,).

(b) Sind u € Im(h,41,—1) und v wie in (a) mit u A v, so gilt v € Im(I_1 ,41).

(c) Sind u € Ker(h, —1) und v,v" € M_; , mit uAv und uAv’, so gilt v—v" € Im({_1 41).

Beweis. “(a)” Die Existenz von v ergibt sich aus (8.6). Ist » > 0, so folgt aus (8.9) sofort,
dass v € Ker(l_1 ). Fiir r = 0 ist dies trivial.

“(b)” Sei v = hpq1,—1(w) mit w € M, 41,1, und sei v wie in (a). Sei (m; ;)itj=r €ine
Diagonalfolge der Stufe r, welche u mit v verkniipft. Nach (8.7) gibt es dann ein Element
Mor+1 € Mo,41 so, dass mit einem weiteren Element 1, € My, gilt o y+1(T0,r41) =
mo,r — h1,,(M1 ). So folgt

v = ho,r(mo,r)
= hor(lor+1(M0,r+1) + by (1))
= ho,r 0 lo,r41(M0,r41) + ho,r © ha r(T1,)
= ho,r © lo,r41 (M0 r41)

=1_1,41° hor41(M0,r41),

also v € Im(l_1 y41).
“(c)” Klar aus (b) und (8.9). [ ]
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§ Der Homologievergleichssatz

8.11 Satz: Homologievergleich fiir Doppelkomplexe. Sei (Mee, heo,les) €in Dop-
pelkomplex von R-Moduln so, dass M,, , = 0, falls m < —1 oder n < —1, und so, dass
der Spaltenkomplex (M, o, lm,e) fiir alle m > 0 exakt ist. Sei r € Nyg. Dann wird durch

u—+ Im(hr+17,1) = v+ Im(l,17,~+1),
wobei u € Ker(h, _1) und v € Ker(l_; ;) mit u A v, ein Homomorphismus von R-Moduln

er : H’I‘(M.,—l) - HT(M—Lo)

von der r-ten Homologie des (—1)-ten Zeilenkomplexes (Mo —1, e —1) vor Mee zur 7-ten
Homologie des (—1)-ten Spaltenkomplexes (M_1 o,1_1.4) definiert. Ist fiir alle n > 0 auch

der Zeilenkomplex (M 5, he n) exakt, so ist ¢, sogar ein Isomorphismus.

Beweis. Dass durch die beschriebene Zuordnung ein Homomorphismus definiert wird, folgt
sofort aus (8.9) und (8.10). Ist der Zeilenkomplex (M, ,,, he ) fiir alle n > 0 exakt, so wird
natiirlich durch v + Im(l_1 ,41) — w + Im(h;41,-1), mit v € Ker(l_1,) und u A v, ein
Homomorphismus zzr s Hp(M_1.4) — H. (M, _1) definiert. Sofort sicht man, dass dieser zu

@, invers ist. |

§ Der Doppelkomplex T.(fw N)

Auflésungen

zu zwel minimalen freien

8.12 Konstruktion. (A) Sei (R, m) ein noetherscher lokaler Ring, und seien M und N
zwei endlich erzeugte R-Moduln. Wir betrachten die Bettizahlen

Bn=b,(M) und S, :=b,(N) (ne€N).
Weiter betrachten wir eine minimale freie Auflésung
dnt1 dny do
= Fyy—F, —F_1—-—=F—M-=0
von M und eine minimale freie Auflosung
o= Gng1 %Gn G — = G S N> 0
von N. Der Einfachheit halber setzen wir
Fi1:=M und G_;:=N.

Ist m > 0, so fassen wir den R-Modul F},, = R®P als den Modul R%»*! der (3,,,-Spalten
mit Eintrigen in R auf. Analog fiir jedes n > 0 fassen wir den R-Modul G,, = R%5x»
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als den Modul R**P» der B,,-Zeilen mit Eintriigen in R auf. Genauer, setzen wir fiir
(m,n) € Ny x Ny fest:

RO=x1 falls B, > 0; RYPn_ falls 3, > 0;
F,, = und Gp = =
0, falls B, = 0; 0, falls 3, = 0.

Fiir jedes Paar (m,n) € Z x Z definieren wir nun einen R-Modul T, ,, = T, },%{N) durch

0, falls m < —1 oder n < —1 oder m =n = —1;
MYBu falls m = —1 und n > 0;

NAmx1 - falls m > 0 und n = —1;

RBm Xﬁn, falls m > 0 und n > 0.

T = TVEN) =

Dabei schreiben wir MYPn fiir den R-Modul der B,,-Zeilen mit Eintrigen aus M,
NPBmx1 fiir den R-Modul der f(3,,-Spalten mit Eintrigen aus N und R°m B fiir den
R-Modul der Matrizen vom Format 3,, x 3, mit Eintriigen aus R. Wir verwenden die
Konvention, dass Matrizenmoduln mit 0 Zeilen oder 0 Spalten und Eintrédgen aus einem
R-Modul U immer Nullmoduln sind, also

U>%.=0 uwnd U :.=0

fiir alle R-Moduln U und alle ¢ € Ng. Mit den Festsetzungen aus Teil (A) kénnen wir
auch schreiben

T = pOLN) {O, . . falls m<—1 oder n<—1 oder m=n=—1;
’ mn (Fpp)'7Pn = (G,)Pm*1] sonst.

Seien m,n > 0. Seien (3, 3, > 0. Wir betrachten die kanonischen Basisspalten

0
e := [1| « i-te Stelle (i=1,...,0m)

0

von F,, = R?>1 und die kanonischen Basiszeilen
e’ :=10,...,0,1,0,...,0] (Gj=1,---,8,)
1
j-te Stelle

von G, = RYBn. Bs gilt dp(ef") € Frpy fiir i = 1,..., 8, und e,(e}) € G,y fiir
j=1,... ,Bn. Wir kénnen somit die Zeile

Doy = [d(e]"), ..., dm(€F )] € (Frne1)*Pm
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und die Spalte

definieren. Zuséatzlich setzen wir fest:
Dy :=0€0=(F,_1)"P falls 8, = 0;
E,:=0€0=(Gy_1)’*", falls 3, =0.

Ist m > 0, so gilt F,,_; = R %1 und somit kénnen wir D,, € (F,,_1)"*/m =
RPm-1%Pm als Matrix vom Format (,,_1 X 3, mit Eintriigen in R auffassen. Entspre-
chendes gilt fiir E,,, wenn n > 0. Wir kénnen also sagen:

m >0 = D,, € RFm-1"Im;
n>0 = E, € RBn*Brn1
(D) Ist (m,n) € Ng x Ng und ist X € T}, , = R *Pn 50 gilt
DX € (Frue1)VPn =Ty .
Entsprechend gilt in dieser Situation auch
XE, € (Gp 1)’ =T, 1 .
Ist m > 0 und ist X € Ty, —1 = (G_1)Pm*1 = NPn*1 50 gilt
DX € NPm=2Xb = (G_)Pm-xV =y )
Ist n >0 und ist X € Ty, = (F_1)*Pn = M"Pu_ so folgt entsprechend
XE, € MYPn-t = (F_)"Pn1 =T 4.
Zusammenfassend kénnen wir also sagen:
V(m,n) € Nog x Nog)U(Nx {-1}): X € Typn = DX € Tp1.;
V(m,n) € No xNo)U({-1} xN): X € T}, = X, Epp € Tipn—1-
Wir koénnen nun fiir alle Paare (m,n) € Z x Z Abbildungen

M,N) .
hm,n = hgnyn ) . Tm,n — Im—1,n,

=l

lm,n : Tm,n — dmn-1

definieren durch die Vorschriften

D, X, falls (m,n) € (Ng x Ng) U (N x {—1});
0, sonst;

hm’n(X) = {

XE,, falls(m,n)e (NgxNy)U({-1} x N);
0, sonst.

I (X) = {

Sofort ist klar, dass h, » und l,, , Homomorphismen von R-Moduln sind.
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8.13 Lemma. Es gelten alle Bezeichnungen von (8.12). Sei (m, n) € No x No, und seien
Bms B, > 0. Seien Zy,...,L5 € RP»*1 = F_ und Yyprooo Yy € RVPn = G,,. Dann
gelten:

(a) P[22 o235 ]) = [dm(@)), - dm(5, )]

Beweis. Wir schreiben fiir alle i € {1,...,3,} und alle j € {1,..., 3.}

xwm dip,,_, ZifBm 1

Wegen dp,(z;) = dm ( 1.23” ;") 67” 1 Tijdm (e "’) folgt dann z; = ZB

- mowgidg fir
j=1Tijdjk
alle k = 1,..., Bm-1 und alle 4 1,. ..,ﬁ So erhalten wir mit X : [:Ul,...,gm] €
(Fp)t>Pn = Tn,n die Gleichheiten

h'm,n ( [@1, ce ,&E”]) =D,X

[ dyy dg, 1 T11 ot Tg g
A1, Afpra] [T16,, LB,
[ 211 %31
| ”18m—1 " ZB,,ﬂm—l

= dm(gl)v"wdm(gﬁn) :

Damit ist Aussage (a) gezeigt. Aussage (b) wird analog bewiesen. |

8.14 Lemma. Es gelten die Bezeichnungen von (8.12). Sei (m,n) € Ny x No. Wir
betrachten die in (8.12)(C) definierten Matrizen

D,, € (mel)lxﬁm’ Dy € RﬁmXBerl’

En e (anl)ﬁﬂ’X:L, En+1 c RB"‘H XBn.
Dann gelten fiir deren Produkte die Gleichheiten:

(a) DmDm+1 =0.

(b) Eni1En =0.
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Beweis. Wir schreiben

di71 BWL
Ay (™) = | 1 | =D del (=1, Bmir)
di 3 g=1
Es folgt
] din - dg,an
DDy = [dua(e?), - e )] | :
dlvﬂm T dﬁm-%-lw@m
= _E?;ﬂl dLjdm(e;n)’ ceey 521 dﬁ,,,whjdm(e;n)]
_ [dm(zfgl digem), .. dm( S0, dﬁmﬂ,je;ﬂ)}
= [l (s (). e572)]
=[0,...,0] = 0.
Dies beweist die Aussage (a). Die Aussage (b) wird analog bewiesen. [ ]

8.15 Satz. Sei (R, m) ein noetherscher lokaler Ring, und seien M und N endlich erzeugte
R-Moduln. Dann wird durch die in (8.12) eingefiihrte Familie

B (M, N) M,N)

o M,N 1 M,N
((Tv(n]\{{N) - T7§171,72 ) T?S’LA,{{N) - Trsm,nfl)))(mm)ezfz

von Paaren von Homomorphismen von R-Moduln ein Doppelkomplex

T = (@0 R 1)

von R-Moduln mit den folgenden Eigenschaften definiert:

(a) Es gilt T,g%{N) =0, falls m < —1 oder n < —1 oder (m,n) = (-1, —1).

(b) Fiir alle m > 0 ist der m-te Spaltenkomplex T,(,%’N) = (T ,(,%’N), lg,y.’N)) exakt.

(c) Fiir alle n > 0 ist der n-te Zeilenkomplex T.(%’N) = (T.(%"N), hSJV,{N)) exakt.

Beweis. Seien m,n > 0. Wegen (8.14) gelten dann fiir alle X € T},,11 s und alle Y € T 41
(mit s > —1, und mit m,n > 0, falls s = —1) die Gleichheiten

hm,s o hm+1,s(X) = hm,s(hm+1,s(X)) = hm,s(Dm+1X)
= Diy(Dims1X) = (D Dini1)X = 0X =0

und

ls,n o ls,nJrl(Y) = ls,n(ls,n+1(y)) = ls,n(YEnJrl)
= (YEpi1)Ey = Y (Eni1Ey) = Y0 = 0.
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Weil T,y , = 0, falls (m,n) = (=1, —1) oder m < —1 oder n < —1, folgen
hm,n © hm—i—l,n =0 und lm,n o lm,n—i—l =0

fiir alle Paare (m,n) € Z x Z.
Sei nun X € T, ,, wobei m,n > 0 und (m,n) # (0,0). Dann gilt

lm—l,n o hm,n(X) = lm—l,n(hm,n(X)) = lm—l,n(DmX)
— (D X)En = Din(XEn) = hynm1(XEy)
= hm,nfl(lm,n(X)) = hm,nfl o lm,n(X)

Jetzt folgt wieder wie vorhin, dass

lnL—l,n o hm,n = hm,n—l o lm,n

fiir alle Paare (m,n) € Z x Z.

Damit ist gezeigt, dass die in (8.12) eingefiihrte Familie von Paaren von Homomorphis-
men tatséchlich einen Doppelkomplex von R-Moduln definiert. Die Aussage (a) ist klar aus
den in (8.12) gemachten Festsetzungen. Es gibt also noch, die Exaktheitsaussagen (b) und
(¢) zu zeigen. Natiirlich kénnen wir uns auf den Nachweis von (b) beschrinken.

Sei also m > 0. Wir miissen zeigen, dass Ker(l,,,) € Im(l,, nt+1) fiir alle n € Z. Sei

zunéchst n > 0, und sei Y € Ker(lpn) C Tipp = RBm By Wir schreiben dann

2}
Y =|: mit y € R™» fiiralle i = 1,..., Bn.
.
Gemiiss (8.13)(b) ist dann e, (y,) = 0, also y, € Ker(e,) = Im(e,41) fiir alle i = 1,..., By
Wir finden demnach Elemente z;,---,25 € RYPnt1 g0, dass e,11(2;) = y, fiir alle ¢ =
1, Bm. Mit
21
Z = € RAm*Pus1 = Tt
26,

folgt aus (8.13)(b), dass Iy nt1(Z) =Y, also YV € Im(lp nt1)-
Sei jetzt Y € Ty, 1 = N®Pm, Weil eg : R®Po — N surjektiv ist, finden wir Elemente
up, -+ ug € R®Po = R1*Po 5o, dass

eo(uy)
Y = :
eo(ug,,)
Mit der Festsetzung
Uy
U:=|: € RPm*Bo = T0
LB

folgt aus (8.13)(b) sofort, dass 1, o(U) = Y. Also ist Ly, 0 : Tmo — Tim,—1 surjektiv. Weil
Tn,n = 0 fiir alle n < —1 folgt jetzt das Gewiinschte. |
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8.16 Korollar. Sei (R, m) ein noetherscher lokaler Ring, und seien M und N endlich
erzeugte R-Moduln. Sei r» € Ny. Dann besteht ein Isomorphismus

o

Br i Ho (1Y) = H (190

o —1

zwischen der r-ten Homologie des (—1)-ten Zeilenkomplexes

(T(M,N) h(]W,N))

o —1 » 'Ye,—1

und der r-ten Homologie des (—1)-ten Spaltenkomplexes

(TM,N l(M,N))

—l,07 "—1,e

des in (8.12) zu den R-Moduln M und N konstruierten Doppelkomplexes

T = (Tl R SY).

Beweis. Klar aus (8.15) und (8.11).

8.17 Lemma. Sei (R, m) ein noetherscher lokaler Ring, und sei M ein endlich erzeugter

R-Modul. Dann sind die Homomorphismen von R-Moduln
B (M. /m)

m,—1

im (—1)-ten Zeilenkomplex
(T(AJ,R/m)’ h(M,R/m))

o —1 o, —1
des gemiss (8.12) zu den R-Moduln M und R/m konstruierten Doppelkomplexes

Toe = T.(ﬁ\/I,R/m) _ (T.(i\l,R/m) hSJi/[,R/m) lEZ.W,R/m))

alle Nullhomomorphismen.

Beweis. Sei m > 0. Geméss (8.12)(B) und (D) besteht in den dortigen Bezeichnungen die

Situation
h??l.*
Tm,— 1 = T 1,—-1
(R fm)f (Bm)Pnr1
w u
X D, X

Weil d,,,_1 : F;u_1 — F),_2 minimal ist, ist der durch d,,,_1 induzierte Homomorphismus von
R/m-Vektorriumen d,, 1 : Fy,_1/mF,,_1 — Im(d,,_1)/mIm(d,,_1) injektiv. Insbesondere
ist also Im(d,,) = Ker(dy—1) C mF,,—1, d.h. dp,(el™) € mF,,_1 fiir i = 1,..., 8. Wegen
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mX = 0, und weil d,,(e]") gerade die i-te Spalte der Matrix D,, ist, folgt hp,—1(X) =

7

D, X =0 fiir X € T, ;. Fiir m <0 ist die Behauptung klar aus (8.12)(B). |

§ Charakterisierung der globalen Dimension

8.18 Definition. Sei R ein Ring. Ein R-Modul M heisst Subgquotient eines R-Moduls N,
wenn er isomorph ist zu einem Restklassenmodul eines R-Untermoduls von N. Der einzige
Subquotient des Moduls 0 ist 0.

8.19 Satz. Sei (R, m) ein noetherscher lokaler Ring, und sei M ein endlich erzeugter R-
Modul. Sei 7 € Ng. Dann ist der R-Modul (R/m)®»(M) ein Subquotient von M ®0n(F/m),

Beweis. Im gemiss (8.12) zu den R-Moduln M und R/m konstruierten Doppelkomplex Toq =
TSR™ il T, _y = (R/m) @M und Ty ,, = M@= (R/™) Gemiiss (8.17) ist H,, (Ty 1) =
T, —1. Weil H, (T_1..) ein Restklassenmodul eines Untermoduls von 1" ,, ist, schliessen wir
mit (8.16). ]

8.20 Korollar. Sei (R, m) ein noetherscher lokaler Ring, und sei M ein endlich erzeugter
R-Modul. Dann gilt:
pdim(M) < pdim(R/m).

Beweis. Klar aus (8.19) und (7.38). |

8.21 Korollar. Fiir einen noetherschen lokalen Ring (R, m) gilt:

gldim(R) = pdim(R/m).

Beweis. Klar aus (8.20) und (8.1). ]

8.22 Korollar. Sei (R, m) ein noetherscher lokaler Ring mit m # 0 und t(R) = 0. Dann
gilt:
gldim(R) = oo.

Beweis. Wegen t(R) = 0 ist m € Ass(R), und nach (4.8) besteht eine kurze exakte Sequenz
0— R/m — R— M — 0, in welcher der R-Modul M wegen m # 0 nicht-trivial ist. Wegen
R/m # 0 ist pdim(R/m) # —oco, und mit Hilfe von (7.42) folgt pdim(R/m) < pdim(M) — 1.
Nach (8.20) ergibt sich pdim(R/m) < pdim(R/m) — 1. Es folgt pdim(R/m) = oo, und nach
(8.21) ist gldim(R) = oc. ]



Kapitel 9

Regulare lokale Ringe

§ Bettizahlen und Nichtnullteiler

9.1 Bezeichnung. (A) Ist M ein R-Modul, so schreiben wir auch pdimy (M) fiir die pro-
jektive Dimension dieses R-Moduls. Wir brauchen diese Schreibweise insbesondere, um
Zweideutigkeiten zu vermeiden.

(B) Sind (R, m) ein noetherscher lokaler Ring und M ein endlich erzeugter R-Modul, so
schreiben wir bf(M) fiir die i-te Betti-Zahl dieses R-Moduls. Dabei setzen wir fiir
i < 0 fest, dass (M) = 0.

9.2 Lemma. Seien R ein Ring und 0 — N 2 M L T — 0 eine exakte Sequenz
von R-Moduln, und sei weiter x € NNT(T). Mit den Homomorphismen h und [ von
R/xR-Moduln gegeben durch

n—i—leEh(n)—i-xM und m—i—a:Mi»l(m)—FxT

besteht dann die exakte Sequenz

0— N/zN 5 MjzM L T/aT — 0.

Beweis. Die Surjektivitiit von [ impliziert die von . Zudem ist Ker(l) = (xM -+~ (2T))/zM.
Weil [ surjektiv ist, gilt T = I(xM), also [~(2T) = M + Ker(l). Deshalb gilt Ker(l) =
(xM + Ker(1))/xM = (M + Im(h))/zM = Im(h). Schliesslich ist Ker(h) = (b= (zM) +
xN)/xN. Offenbar ist h=(zM) D xN. Sei umgekehrt u € h=1(xM). Mit einem geeigneten
Element m € M gilt dann h(u) = xm. Es folgt dann zi(m) = I(zm) = l(h(u)) =1lo h(u) =
O(u) = 0, und wegen x € NNTR(T) gilt I(m) = 0. Also ist m € Ker(l) = Im(h). Mit
geeignetem n € N ist also m = h(n), also h(zn) = zh(n) = xm = h(u). Weil h injektiv ist,
folgt u = on € xN. Also ist h~*(zM) = N, d.h. Ker(h) = 0. |

116
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9.3 Lemma. Seien R ein Ring und P ein projektiver R-Modul. Ist x € NNT(R), so ist
x € NNTR(P).

Beweis. Nach (7.17) ist P direkter Summand eines freien R-Moduls F. Schon wegen P C F
geniigt also zu zeigen, dass * € NNTx(F) = NNT(R®!), wobei I eine Basis von F ist. Dies
ist aber sofort klar. |

9.4 Satz. Sei (R, m) ein noetherscher lokaler Ring, sei M ein endlich erzeugter R-Modul,
und sei z € m N NNT(R) "N NNTg(M). Dann gilt:

(a) b5/ B(M/xM) = bE(M) fiir alle n € N,.

(b) pdimR/:cR(M/'r]V[) = pdimp(M).

Beweis. Im Hinblick auf (7.38) geniigt es, (a) zu beweisen. Dies tun wir durch Induktion
nach n. Zuniichst setzen wir R := R/zR, m := m/zR und M := M/xM. Wegen x € m hat
der kanonische surjektive Homomorphismus von R-Moduln M — M /mM den Kern mM.
Wegen mM = mM besteht so ein Isomorphismus von R-Moduln M/mM = M/mM. Es
folgt by “™ (M /xM) = b (M) = (M) =\ e (M /TM) = V(M /mM) = Lpoa(M/mM) =
w(M) = b{(M). Dies beweist den Fall mit n = 0.

Sei also n > 0. Sei p := (M) = bf{(M). Dann besteht die kurze exakte Sequenz
0 - N — R® — M — 0 von R-Moduln. Gemiss (9.2) induziert diese wegen x €
NNTRg(M) die exakte Sequenz 0 — N/zN — R /zR®" — M/xM — 0. Nach (9.3) ist
z € NNTx(R®#), also & € NNTg(N). Der durch (ay,...,a,) — (a1 + zR,...,a, + zR)
definierte surjektive Homomorphismus von R-Moduln R®* — (R/zR)®" hat den Kern
xR®# und wir erhalten so einen Isomorphismus von R-Moduln R®* /xR = (R/xR)®H
von R/xR-Moduln. Mithin besteht die exakte Sequenz von R/xR-Moduln 0 — N/zN —
(R/zR)®" — M/xM — 0. Nach dem Fall mit n = 0 ist u = bi{(M) = bl (M /M) =
frer(M/zM). Mit (7.42) folgt by "F(M/zM) = bZ/*®(N/2N) und bE(M) = bE_| (N).

Nach Induktionsvoraussetzung ist aber b wR(N /zN) =bE | (N), und wir sind fertig. W

n—1

§ Die Formel von Auslander-Buchsbaum

9.5 Lemma. Sei (R, m) ein noetherscher lokaler Ring, und sei t(R) = 0. Sei M ein
endlich erzeugter R-Modul endlicher projektiver Dimension. Dann ist M frei.

Beweis. Sei d := pdim(M). Gemiss (7.19) und (7.23) geniigt es zu zeigen, dass d < 0.
Nehmen wir das Gegenteil an! Wir finden dann nach (7.38) eine minimale freie Auflésung

0—F; <% Fyq — - — Fy =% M — 0 von M. Mit geeigneten Zahlen r, s € N kénnen
wir annehmen, es sei Fy = R®" und F;_; = R®*, und erhalten damit die exakte Sequenz
0— RO I pos L Im(l) — 0 mit minimalen Homomorphismen h := e4 und I := e4_1.
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Wegen t(R) = 0 ist m € Assg(R). Wir finden also ein € R mit 0 :p z = m. Wegen m # R
ist * # 0. Weil M nicht frei ist, ist R kein Korper, also m # 0. Deshalb kann z in R nicht
invertierbar sein, und wir erhalten, dass € m \. 0. Weil I minimal ist, gilt Ker(l) C mR®$
also Im(h) C mR®* = m®%. Seien u := (2,0,...,0), v:=(1,0,...,0) € R®". Weil h injektiv
ist, folgt der Widerspruch 0 # h(u) = h(zv) = zh(v) € zIm(h) C zm®s = 0% = 0. |

9.6 Lemma. Sei (R, m) ein noetherscher lokaler Ring, sei T' ein endlich erzeugter R-
Modul mit t(T") > 0, und sei N C T ein echter R-Untermodul mit t(7/N) = 0. Dann ist
t(N) =1.

Beweis. Wegen t(T') > 0 gibt es ein € m N NNTR(T'). Insbesondere ist damit auch = €
NNTRg(N). Dies besagt natiirlich, dass t(N) > 0. Gemiss (5.22)(a) bleibt zu zeigen, dass
t(N/xN) = 0, also dass m € Assg(N/xN). Wir setzen T := T/N und finden wegen m €
Assg(T) ein Element £ € T\ 0 mit 0 :p £ = m. Es ist dann m € Assr(Rf). Wegen
Rt C0:~x = (N :p z)/N folgt nach (4.7)(a) sofort m € Assg (N :p x)/N). Weil z
bezliglich T ein Nichtnullteiler ist, ist die durch t + N — xzt + &N definierte Abbildung
T/N — T/xN injektiv und bildet auch (N :1 z)/N nach N/xzN ab. Nach (4.6) folgt so,
dass m € Assp(N/zN). [ |

9.7 Lemma. Ist (R, m) ein noetherscher lokaler Ring und sind M und N endlich erzeugte
R-Moduln, so gilt t(M © N) = min{t(M),t(N)}.

Beweis. Wir kénnen annehmen, es seien M, N # 0, also t(M),t(N) € Ny. Wir machen
Induktion nach 7 := min{t(M),t(N)}. Sei 7 = 0. Dann ist t(M) = 0 oder t(N) = 0.
Nehmen wir etwa an, es sei t(M) = 0. Dann ist m € Assg(M). Die kurze exakte Sequenz
0—-M—->M@&N — N — 0 von R-Moduln zeigt dann iiber (4.6), dass m € Assp(M & N),
also dass t(M @ N) = 0.

Sei also 7 > 0. Dann gilt m ¢ Assgp(M) und m ¢ Assg(N). Jetzt zeigt (4.6), dass
m ¢ Assp(M @ N), also dass t(M @& N) > 0. Wir finden also ein x € m N NNTg(M @ N).
Wegen der injektiven Homomorphismen von R-Moduln M — M@&N und N — M@&N istz €
NNT (M) NNNT(N), und es folgt t(M/zM) = t(M) — 1 und t(N/zN) = t(N) — 1. Nach
Induktion ist also t(M/cM@N/xN) = 7—1. Der durch (m,n) — (m+xM,n+xN) definierte
surjektive Homomorphismus von R-Moduln M & N — M/xM @ N/xzN hat offenbar den
Kern z(M @ N). Deshalb besteht ein Isomorphismus (M &N)/a(M&N) = M/xMSN/xN.
Dieser zeigt iiber (5.22)(a), dass t(M & N) = 7. [ |

9.8 Lemma. Ist (R, m) ein noetherscher lokaler Ring und F' ein freier R-Modul von
endlichem Rang r > 0, so ist t(F) = t(R).
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Beweis. Wir machen Induktion nach r. Ist r = 1, so ist R = F', und wir sind fertig. Ist » > 1,
so bestehen die Isomorphismen F' = R®" = R @ R®"~!. Nach Induktionsvoraussetzung ist

R®"~1 von der gleichen Tiefe wie R, und wir schliessen mit (9.7). [ ]

9.9 Satz: Formel von Auslander-Buchsbaum. Sei (R, m) ein noetherscher lokaler
Ring, und M # 0 ein endlich erzeugter R-Modul endlicher projektiver Dimension. Dann
gilt:

pdim(M) +t(M) = t(R).

Beweis. Wir machen Induktion nach t(R). Ist t(R) = 0, so ist M nach (9.5) frei von endli-
chem Rang. Insbesondere ist geméss (7.11) und (7.23) pdim(M) = 0. Nach (9.8) gilt aber
auch t(M) = t(R) = 0.

Sei also t(R) > 0. Sei zunéchst t(M) > 0. Dann zeigt (9.7), dass t(R@® M) > 0 gilt. Wir
finden also ein z € NNTR(R @ M) Nm. Insbesondere ist € NNTr(R) " NNTr(M). Nach
(9.4)(b) ist pdimp,,z(M/zM) = pdimg(M). Nach (5.22)(a) und (5.4) gilt t(M/zM) =
t(M) — 1 und t(R/zR) = t(R) — 1, und zwar unabhéngig davon, ob M/xM und R/zR
als Moduln iiber R oder iiber R/xR auffasst werden. Nach Induktionsvoraussetzung ist
pdimp /g (M/xM) +t(M/xM) = t(R/xR), also pdim(M) + t(M) — 1 = t(R) — 1. Dies
beweist die behauptete Gleichheit, falls t(M) > 0.

Sei also t(M) = 0. Sei pu = bo(M) = (M), sei F := RP* seip : F — M ein
surjektiver Homomorphismus, und sei N := Ker(p). Nach (9.8) ist t(F) = t(R) > 0, und
wegen (9.6) folgt aus t(F/N) = t(M) = 0, dass t(N) = 1. Nach (9.8) ist M nicht frei.
Nach (7.38) ist demnach pdim(M) > 0. Geméss (7.42) ist also pdim(N) = pdim(M) — 1.
Nach dem schon behandelten Fall mit t(M) > 0, angewandt auf den R-Modul N, folgt
demnach pdim(M) — 1 = pdim(N) = t(R) — t(N) = t(R) — 1, d.h. pdim(M) = t(R), also
die Behauptung, falls t(M) = 0. [ ]

§ Minimale freie Auflosungen und Nichtnullteiler

9.10 Lemma. Sei (R, m) ein lokaler Ring, sei M ein R-Modul, und sei z € m N
NNT (M) N NNT(R). Sei

dn41 d d
[ n+1n—>Fn~>'-«~>F1—l>FO—O>M~>O

eine minimale freie Auflésung von M. Gegeben seien die Homomorphismen von R-Moduln
eo : Fo — M/xM, a — do(a)/xM und ey : Fy ® F; — Fy, (a,b) — xa + dq(b) und
schliesslich e, : Fj,_1 ® F,, = F,,_o ® F,,_1, (a,b) — (—dn_l(a), Ta + dn(b)) fir n > 1.
Dann ist

= By ® Fop S Py @ F, — = Ry ® Fy 25 Fy 2 M/aM — 0

eine minimale freie Auflésung des R-Moduls M /xM.




120 9. REGULARE LOKALE RINGE

Beweis. Wegen F,,_1 @ F,, = R@bgfl(M) @ ROb, (M) R@(bsfl(MHbf(M)) ist F,,_1 ®F, fur
alle n > 0 ein freier R-Modul.

Weil dy : Fy — M surjektiv ist, gilt dasselbe natiirlich auch fiir eq : F — M /xM. Weiter
ist offenbar Ker(eg) = Ker(dg) + zFy = Im(dy) + 2Fy = Im(ey). Wegen der Minimalitét
von dy gilt zudem Ker(dp) € mFy. Somit ist Ker(eg) = Ker(dg) + xFy C mFp. Also ist eg
minimal.

Sei jetzt (a,b) € Fy @ Fy. Dann ist e; o ea(a,b) = e1(e2(a, b)) = e1(—di(a), za+ da (b)) =
—xdy(a) + dy(za + da(b)) = —xdy(a) + xdi(a) + di o d2(b) = 0. Also ist Ker(e;) D Im(es).
Sei umgekehrt (u,v) € Ker(ep). Dann ist zu + di(v) = e1(u,v) = 0. Wir setzen zunéchst
N := Ker(dg) = Im(dy). Nach (9.2) besteht ein durch w + 2N — w + zFy gegebener
injektiver Homomorphismus von R-Moduln 7 : N/aN — Fy/xFy. Es gilt 7(dy (v) + 2N) =
di(v) + zFy = (zu+ di(v)) + xFy = 0+ zFy = 0, also d1(v) € aN = xIm(d;). Wir
finden also ein Element a € Fy mit dy(v) = zdi(a) = di(za). Es folgt di(v — za) = 0,
also v — za € Ker(dy) = Im(ds). Wir finden also ein Element b € F» mit da(b) = v — za.
Weiter ist zu = —di(v) = —di(za) = —xdi(a), d.h. z(u + di(a)) = 0. Wegen (9.3) ist
x € NNTR(Fp), und es folgt u + di(a) =0, also u = —d; (a). So folgt schliesslich ez(a,b) =
(=di(a),za + da(b)) = (u,za +v — xza) = (u,v). Damit ist gezeigt, dass Ker(e;) = Im(es).
Weil dy und dy minimal sind, ist Im(d;) = Ker(dp) C mFp, Im(d2) = Ker(d;) C mF;. Wegen
x € m folgt so Ker(ey) = Im(ez) € m(Fy @ F1), und e; ist ebenfalls minimal.

Seien jetzt n > 1 und (a,b) € F,, ® F,,11. Dann gilt e, o e,41(a,b) = en(eny1(a, b)) =
en(=dn(a), za+dn+1(b)) = (—dn-1(=dn(a)), —zdn(a) + dp(va+dn+1(b))) = (dn-10dn(a),
—dp(za) + dyp(za) + dy o dyy1(b)) = (0,0). Also ist Ker(e,) O Im(epy1). Sei umgekehrt
(u,v) € Ker(ey,). Dann ist (—d,,—1(u), zu + d,(v)) = en(u,v) = (0,0). Also ist dp,—1(u) =0,
d.h. u € Ker(d,—1) = Im(d,,). Wir finden also ein a € F,, mit d,(a) = u. Weiter ist jetzt
dp(za +v) = zdy(a) + dp(v) = 2u + d,(v) = 0, also za + v € Ker(d,) = Im(dn+1)).
Wir finden also ein Element b € F, 1 mit d,,+1(b) = za + v und erhalten e, i(—a,b) =
(—=dn(—=a),—za + dpt1(b)) = (dn(a), —za + xa + v) = (u,v). Dies zeigt, dass Ker(e,) =
Im(e,t1). Wegen der Minimalitdt von d,, und d,_1 ist wieder Im(d,,41) = Ker(d,) C mF,
und Im(d,,) = Ker(d,—1) C mF,,_1, also Ker(e,,) = Im(e,+1) C m(F,, @ F,,_1), was zeigt,
dass e,, minimal ist. [ |

9.11 Satz. Sei (R, m) ein noetherscher lokaler Ring, sei M ein endlich erzeugter R-Modul,
sei x € MmN NNTR(M)NNNT(R), und sei n € Ny. Dann gilt:

bE(M /2 M) = bl (M) 4 bE_ (M),

n—1

Beweis. Wegen RO (M) g RO (M) o po(0(M)+b (M) Kar aus (9.10). |

§ Bettizahlen und Nichtnullteilerfolgen

9.12 Bezeichnung. Seien n, k € Ny. Wir definieren den Binomzialkoeffizienten “n tief k”
wie tiblich durch
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" El(n — k)’

< ) ol s k<,
k) 0, sonst.

Wir erinnern an die Additionsformel von Pascal

9.13 Satz. Sei (R,m) ein noetherscher lokaler Ring, sei M ein endlich erzeugter R-

Modul, und es bilden z,...,
Fiir alle n € Ny gilt dann:

bl (M ijM> =
j=1

z, € m N NNT(R) eine Nichtnullteilerfolge beziiglich M.

O (:) bR, (M).

r

i=

Beweis. Wir machen Induktion nach r. Fiir » = 0 ist die Behauptung klar. Sei also r > 1.
Nach Induktionsvoraussetzung gelten mit M := M / E ] l‘JM die Formeln
r—1

b (M) = 32720 (5o (M) und by (M) = 52075 (7)o _y (M)

Weiter ist M / Z;Zl x;M = M [z, M. Dabei ist ,, € mNNNTg(M)NNNT(R). Nach (9.11)
folgt deshalb mit Hilfe der Additionsformel aus (9.12), dass

b (M) iy ;M) = b (M /z,M)

= by (M) + by, (M)
*ZT 1(7 DO (M) + 3015 ()bl (M)

i
Zo (bl (M) +Z“( Db (M)
—bR M)+ 3020 (7R (M) + 32 (G20 (M) + bl (M)
= bE(M) + 1 (7 ) ( DR (M) + bl (M)
= b (M) + 2721 ()b (M) + bl (M)
= Yo (D)br_i(M). n

9.14 Korollar. Ist (R, m) ein noetherscher lokaler Ring, und bilden 1, ..., x, € m eine

Nichtnullteilerfolge beziiglich R, so gilt:

a) bl (R/Z:d xiR) = (;) fiir alle n € Ng.

(b) pdimg(R />, z:R) =

Beweis. Gemiss (7.38) geniigt es, die Aussage (a) zu beweisen. Nach dem Vertauschungs-
satz (5.18) gilt x1,...,2, € NNT(R). Jetzt schliesst man mit (9.13) unter Beachtung der

Tatsache, dass bff(R) = 1 und bF(R) = 0 fiir j # 0. u
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§ Bettizahlen und globale Dimension regularer lokaler
Ringe

9.15 Lemma. Sei (R,m) ein reguldrer lokaler Ring der Dimension d > 0 und sei
T1,...,Tq ein Erzeugendensystem von m. Dann ist x,...,x4 eine Nichtnullteilerfolge
beziiglich R.

Beweis. Natiirlich ist x4, ..., 24 ein Parametersystem von R. Jetzt schliesst man mit (6.46)
und (6.30). [ |

9.16 Satz. Sei (R, m) ein reguliirer lokaler Ring der Dimension d € Ny. Dann gilt:

(a) bE(R/m) = () fiir alle n € No.

(b) gldim(R) = d.

Beweis. “(a)” Ist d = 0, so ist R ein Korper, also R/m = R, und die minimale freie Auflésung
5 0—0— R% R 0von R zeigt uns, dass bl (R/m) = bE(R) = 1 und b¥(R/m) =

bE(R) = 0 fiir alle n > 0.

Sei d > 0. Wir schreiben m = E?:1 z; R mit geeigneten Elementen x1,...,z4 aus m und
schliessen mit (9.15) und (9.14)(a).

“(b)” Ist d = 0, so gilt mit demselben Argument wie in (a) nach (8.21) und (7.38), dass
gldim(R) = pdim(R/m) = pdim(R) = 0.

Sei d > 0. Wir behalten die Bezeichnungen von (a) fest. Dann kénnen wir schliessen mit
(9.15), (9.14)(b) und (8.21). |

§ Einige Schlussfolgerungen

9.17 Korollar. Sei (R,m) ein regulérer lokaler Ring. Fiir jeden endlich erzeugten R-
Modul M # 0 gilt dann:

pdim(M) 4+ t(M) = dim(R).

Beweis. Klar aus (9.16)(b), (9.9) und (6.46). [ ]

9.18 Korollar. Sei (R, m) ein reguldrer lokaler Ring der Dimension d € Ny, und sei
M # 0 ein endlich erzeugter R-Modul. Dann sind dquivalent:

(i) M ist ein CM-Modul der Dimension d.

(ii) M ist frei.
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Beweis. O.E. sei d > 0, denn sonst ist M ein Vektorraum iiber dem Korper R, also erfiillt

M die beiden Bedingungen.

“(i) = (ii)” Ist M ein CM-Modul der Dimension d, so gilt t(M) = d. Nach (9.17) folgt
daraus, dass pdim(M) = 0. Nach (7.23) und (7.19) folgt, dass M frei ist.

“(ii) = (1)” Ist M frei, so folgt aus (9.8), dass t(M) = t(R), und wegen dimp(R) = dim(R)
und (6.46) sind wir fertig. |

9.19 Definition. Ein Modul M iiber einem Integritéitsbereich R heisst torsionsfrei, wenn
NNTg(M) = R~ {0}.

9.20 Korollar. Sei (R, m) ein regulirer lokaler Ring der Dimension 1, und sei M # 0
ein endlich erzeugter R-Modul. Dann sind dquivalent:

(i) M ist torsionsfrei.

(ii) M ist frei.

Beweis. Da (R, m) ein lokaler Integritétsbereich der Dimension 1 ist, ist Spec(R) = {(0), m}.
Die Torsionsfreiheit von M ist geméss (4.14) gleichbedeutend zu Assgr(M) = {(0)}, also
(wegen M # 0, d.h. Assg(M) # @) zu m ¢ Assp(M), d.h. zu t(M) > 1. Wegen t(M) <
dim(R) = 1 ist M also genau dann torsionsfrei, wenn M ein CM-Modul der Dimension 1

ist. Jetzt schliesst man mit (9.18). [ |

§ Homologische Charakterisierung regularer lokaler
Ringe

9.21 Lemma. Sei (R, m) ein noetherscher lokaler Ring, und seien M und N endlich
erzeugte R-Moduln so, dass M @ N. Dann gilt:

(a) bp(M) < b,(N) fiir alle n € Ny.

(b) pdimg(M) < pdimg(N).

Beweis. Geméss (7.38) geniigt es, die Aussage (a) zu beweisen. Sei
dn41 do
o Py L R s By S M0
eine minimale freie Auflésung von M, und sei
€n41

--—>Gn+1—>Gn---—>---Goe—0>N—>0

eine minimale freie Auflésung von N. Weil M ein direkter Summand von N ist, gibt es
zwei Homomorphismen von R-Moduln 7 : N — M und s : M — N so, dass s ein Schnitt
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zu r ist. Nach (7.31) gibt es eine Auflosung (1, : G, — Fy)nen, von r zwischen unseren
minimalen freien Aufldsungen. Nach (7.34) gibt es eine Familie (s, : F,, — Gp)nen, von
Homomorphismen von R-Moduln so, dass s, jeweils ein Schnitt zu 7, ist. Also gilt F,, 4 G,,
und damit b2 (M) = rk(F,,) < 1k(G,,) = bE(N) fiir alle n € Ny. ]

9.22 Lemma. Sei (R, m) ein noetherscher lokaler Ring, und sei # € m \ m?. Dann gilt
R/m gm/zm.

Beweis. Sei d := edim(R). Nach (6.36) finden wir dann Elemente z3,...,24 € m so, dass
m = (z,22,...,2q). Wir betrachten die zwei folgenden Untermoduln U := xR/xm und
Vo= (am+ 2?22 z;R) /am des R-Moduls m/zm. Der durch y — zy + am definierte und
surjektive Homomorphismus von R-Moduln h : R — U erfiillt Ker(h) 2 m. Geméss dem
Lemma von Nakayama ist zm C R, also U # 0. Deshalb ist Ker(h) C R, also Ker(h) = m.
Es besteht also ein Isomorphismus von R-Moduln R/m 2 U. Deshalb sind wir fertig, wenn
wir zeigen konnen, dass m/am = U @ V. Offenbar gilt U + V = m/am. Es bleibt also zu
zeigen, dass U NV = 0. Sei also y € m so, dass die Restklasse 3 von y modulo zm zu U NV
gehort. Es ist zu zeigen, dass y € xm.

Wegen 7 € U konnen wir mit einem geeigneten Element a € R schreiben y = za.
Wegen 5§ € V kénnen wir mit geeigneten Elementen b € m und as,...,aq € R schreiben
y = xb+ 2?22 z;a;. Wir erhalten so za = y = xb+ Z?:z x;a, also x(a—0b) = 2?22 zia;. Das
Element a — b kann aber in R nicht invertierbar sein, denn sonst wére x € (z2,...,zq4), also
m= (z,29,...,2q9) = (2,...,2q), was der Festsetzung edim(R) = d widerspriche. Also ist
a—b e m. Wegen b € m folgt a € m, also ist in der Tat y = za € xm. |

9.23 Satz. Jeder noethersche lokale Ring (R, m) endlicher globaler Dimension ist regulér.

Beweis. Wir machen Induktion nach d := dim(R). Ist d = dim(R) = 0, so ist auch t(R) = 0,
vgl. (6.17). Nach (8.22) ergibt sich dann wegen gldim(R) < oo, dass m = 0. Also ist R ein
Korper, mithin ein regulérer lokaler Ring, vgl. (6.41).

Sei jetzt dim(R) > 0. Dann ist m # 0, und aus gldim(R) < oo folgt mit (8.22) sofort
dass t(R) > 0, also dass m ¢ Assr(R). Sei {p1,...,p,} = Assg(R). Dann gilt p; & m fiir i =
1,...,r. Wegen m # 0 folgt nach Nakayama, dass m? C m. Gemiiss dem Vermeidungslemma
(2.5) existiert deshalb ein Element z € m~ (m?Up; U---Up,). Nach (4.14) ist x € NNT(R).
Natiirlich ist dann erst recht € NNT g(m).

Sei R := R/xR. Weil R von endlicher globaler Dimension ist, folgt nun aus (9.4)(b),
dass pdimgz(m/azm) = pdimg(m) < oco. Weiter ist der R-Modul R/m gemiss (9.22) ein
direkter Summand des R-Moduls m/xm. Weil jeder R-Untermodul von m/zm gemiss (3.3)
auch ein R-Untermodul ist, ist R/m auch als R-Untermodul ein direkter Summand von
m/xzm. Deshalb folgt aus (9.21) dass pdimp(R/m) < pdimp(m/zm) < co. Nun ist aber
m := m/rR das Maximalideal des lokalen Rings R, und es besteht ein Isomorphismus
R/m = R/m sowohl von R-Moduln als auch von R-Moduln. So folgt pdimz(R/m) < oc.
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Nach (8.21) ergibt sich somit gldim(R) < oo. Wegen & € NNT(R) folgt aus (5.24) sofort,
dass dim(R) = dim(R) — 1 = d — 1. Nach Induktionsvoraussetzung ist (R,m) deshalb
ein reguldrer lokaler Ring der Dimension d — 1. Insbesondere finden wir d — 1 Elemente

T1,...,Tq_1 € R so, dass m = (T1,...,Tq_1). Fiir i = 1,...,d — 1 wihlen wir x; € m so,
dass z;+xR = T;. Dann folgt m/zR = (z1,...,24-1)/zR, alsom = (z1,...,24-1, ). Damit
ist edim(R) < d = dim(R). Also ist R regulér. ]

9.24 Korollar. Fiir einen noetherschen lokalen Ring (R, m) sind dquivalent:
(i) R ist regular lokal.
(i) bX(R/m) = (4im(R)) fiir alle n € Ny.
(ili) pdimp(R/m) = dim(R).
(iv) gldim(R) = dim(R).

(v) pdimg(R/m) < 0.

(vi) gldim(R) < occ.

Beweis. “(i) = (ii)” folgt aus (9.16)(a), “(ii) = (iii)” aus (7.38), “(iii) < (iv)” aus (8.21),
“(iil) = (v)? aus (3.32) und (3.16), “(v) < (vi)” aus (8.21). “(vi) = (i)” ist gerade die

Aussage von (9.23). [ ]

§ Nenneraufnahme und projektive Dimension

9.25 Lemma. Seien R ein Ring und S C R eine Nennermenge.

(a) Ist F ein freier R-Modul, so ist ST'F ein freier S™'R-Modul. Falls 0 ¢ S, so gilt

zudem:
I'ks—lR(S_lF) = I'kR(F)

(b) Ist P ein projektiver R-Modul, so ist S~1P ein projektiver S~ R-Modul.

Beweis. “(a)” Wir kénnen gemiiss (7.3)(C) schreiben F = R®! wo I C F eine Basis von F
ist. Geméss (4.35)(A) und (7.3)(D) geniigt es zu zeigen, dass ein Isomorphismus

S*l(R@I) N (SflR)@I
besteht. Ein solcher wird in der Tat vermittelt durch die Vorschrift
(ai)ier s (@ )
s s Jiel

fir s € S und (a;)ier € R®! mit #{i € I | a; # 0} < oo.
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“(b)” Nach (7.17) existieren ein freier R-Modul F und ein R-Modul N so, dass P&N = F.

Durch
(p,n) (g ﬁ)

s s’ s

wird ein Isomorphismus

STt PoN)=S'PaSTIN

von S~!R-Moduln definiert. Gemiss (4.35)(A) folgt S~!P®S™IN = S~ F, und wir schlies-
sen mit (a) und (7.17). [ ]

9.26 Satz. Sind R ein Ring, S C R eine Nennermenge und M ein R-Modul, so gilt:

pdimg_1 z(S™ M) < pdimgz(M).

Beweis. Ist

d+1 d d
e n+1L>Pn—>---—>P1—1>PO—O>M—>O

eine projektive Auflosung des R-Moduls M, so ist nach (4.35)(B) und (9.25)(b) die Sequenz

—1 — —
> S7IP Mgflpn — .87 S7ldy, S-1p, SN g-13r g
eine projektive Auflésung des S—!R-Moduls S~ M. [ |

§ Lokalisierungen regularer lokaler Ringe

9.27 Satz. Sei (R, m) ein reguldrer lokaler Ring, und sei p € Spec(R). Dann ist der lokale
Ring R, ebenfalls regulér.

Beweis. Das Maximalideal von R, ist pR, = p,. Nach (5.15) besteht ein Isomorphismus
Ry /pRy = Ry /pp = (R/p)p von Ry-Moduln. Gemiss (9.26) folgt sofort pdimp (Ry/pRy) <
pdimg(R/p). Weil aber R regulér ist, folgt mit (9.24) die Ungleichung pdimg(R/p) < oo.
Wenn wir jetzt (9.24) auf den Ring R, anwenden, so folgt die Behauptung. |



Kapitel 10

Faktorialitat

§ Primelemente und Zerlegung in Primfaktoren

10.1 Bemerkungen und Definitionen. (A) Sei R ein Integrititsbereich. Ein Element
z € R heisst dann ein Primelement, wenn das Hauptideal xR von R ein Primideal
von R ist, d.h. wenn 2R € Spec(R). Ist R* die Menge der invertierbaren Elemente von
R, so konnen wir sagen, dass z genau dann ein Primelement ist, wenn z € R~ R* und
Vu,v€ R: (ww € xR = u € xR V v € zR).

(B) Einen Ring R nennt man bekanntlich faktorieller Ring, wenn er ein Integritétsbe-
reich ist und jedes Element z € R~ (R*U{0}) als Produkt # = 122 - - - z, endlich vieler
Primelemente z1,...,z, € R geschrieben werden kann. Eine derartige Produktdarstel-
lung von z heisst dann eine Zerlegung in Primfaktoren von x. Leicht priift man
iiblicherweise in der elementaren Algebra nach, dass eine solche Zerlegung in Primfak-
toren im Wesentlichen eindeutig ist. Genauer: Ist z = 2 - - 2}, eine zweite Zerlegung
von x in Primfaktoren, so gilt ' = r und es gibt eine Permutation o € S, so, dass
TR = xR fiir i = 1,...,7. Gleichbedeutend: Ist x = z7 --- ], eine zweite Zerle-
gung von z in Primfaktoren, so gilt 7/ = r und es gibt eine Permutation o € S, und
Einheiten €1, ...,&, € R* so0, dass x] = g;x,(; fliri = 1,...,7.

(C) Korper und Hauptidealringe sind bekanntlich faktoriell.

§ Noethersche faktorielle Ringe

10.2 Satz. Sei R ein noetherscher Integritatsbereich. Dann sind folgende Aussagen dqui-

valent:

(i) R ist faktoriell.

(ii) Jedes Primideal p € Spec(R) der Hohe 1 ist ein Hauptideal.

Beweis. “(i) = (ii)” Weil R ein Integritétsbereich ist, gilt (0) € Spec(R). Sei p € Spec(R)
der Hohe 1. Wir wéhlen = € p \ {0}. Nun zerlegen wir x in Primfaktoren und schreiben

127
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x =z x, mit ;R € Spec(R) ~ {(0)}. Wegen x; ---x, = x € p € Spec(R) gibt es einen
Index i € {1,...,7} mit x; € p. Es folgt ;R C p. Somit erhalten wir die Inklusionen von
Primidealen (0) C z;R C p. Wegen h(p) = 1 folgt p = a; R.

“(it) = (1)” Wir setzen nun voraus, dass jedes Primideal von R der Hohe 1 ein Hauptideal
ist. Nehmen wir aber an, R sei nicht faktoriell. Dann ist die Menge

U:={ze R~ (R"U{0}) ’  besitzt keine Zerlegung in Primfaktoren}

nicht-leer. Insbesondere ist also auch I:= {zR | z € U} eine nicht-leere Menge von Idealen
von R. Weil R noethersch ist, besitzt I ein beziiglich der Inklusion maximales Mitglied
xR, mit x € U. Wegen x ¢ R* ist xR C R. Nach (2.27) besitzt R also ein minimales
Primoberideal p. Nach dem Krullschen Hauptideallemma (3.28) folgt h(p) < 1. Wegen
0# x € pist p# (0). Weil R ein Integritéitsbereich ist, gilt (0) € Spec(R). In R besteht also
die Primidealkette (0) C p, und diese zeigt, dass h(p) > 1. Also ist h(p) = 1.

Nach Voraussetzung ist p ein Hauptideal. Wir finden also ein ¢t € R so, dass p = tR.
Wegen x € p gibt es also ein y € R mit x = ty. Wegen = # 0 ist y # 0. Weiter ist y ¢ R*,
denn sonst wire xR = tyR = tR = p, also x ein Primelement, im Widerspruch zu =z € U.
Also ist y € R~ (R* U {0}).

Offenbar gilt xR C yR. Wére dabei y € xR, so giibe es ja ein s € R mit y = s und wir
hétten x = txs = xts. Weil R ein Integritédtsbereich ist, ergdbe sich dann 1 = ts, also t € R*
und damit der Widerspruch p =¢tR = R. Also ist y ¢ xR, d.h. 2R C yR.

Wegen y € R~ (R*U{0}) und der Maximalitét von =R in I folgt y ¢ U. Also hat y eine
Zerlegung in Primfaktoren y = y;---y,. Es folgt x =t - y;---y,. Weil ¢ ein Primelement
ist, hat x also eine Zerlegung in Primfaktoren, im Widerspruch zu z € U. Also war unsere
Annahme falsch und damit ist R faktoriell. ]

§ Bruchringe faktorieller Ringe

10.3 Festsetzungen und Notationen. (A) Sei R ein Integritétsbereich und sei S C R
eine Nennermenge mit 0 ¢ S. Nach (3.9)(C) hat der durch z +— § definierte kanonische

Homomorphismus von Ringen ng : R — S ~! R gerade den Kern 0 und ist damit injektiv.
(B) Natiirlich ist R\ {0} C R eine Nennermenge. Sofort sieht man, dass
Quot(R) := (R~ {0)) 'R

ein Korper ist. Man nennt diesen den Quotientenkérper von R. Nach Teil (A) ist der
kanonische Homomorphismus von Ringen 7 := 7, {0} R — Quot(R) injektiv. Wir
wollen ab jetzt R immer als Unterring von Quot(R) auffassen, und zwar vermoge 7.

(C) Ist S C R eine beliebige Nennermenge mit 0 ¢ S, so gilt S C R~ {0}. Leicht rechnet
man nach, dass durch £ +— % fiir x € R und s € S ein injektiver Homomorphismus von
Ringen ¢4 : ST'R — Quot(R) definiert wird, der im kommutativen Diagramm
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erscheint. Wir wollen ab jetzt immer S~'R identifizieren mit
0s(STIR) = {E ’ r€ER,s€ S’} C Quot(R).
s

So kénnen wir alle Bruchringe von R ausser 0 als Unterringe von Quot(R) auffassen.
Fiir jede Nennermenge S C R mit 0 ¢ S gilt also

R C S7'R C Quot(R).

(D) Mit den obigen Bezeichnungen besteht — wie man leicht nachrechnet— ein Isomor-
phismus von Kérpern

g : Quot(R) — Quot(S™'R),

fir x € Rund y € R~ {0}, wobei

x
IR Tt
¥s (y>:ys
t

fir alle x € R, y € R~ {0} und s,t € S. Wir identifizieren ab jetzt Quot(R) mit
Quot(ST'R) vermoge ¥g. Dann gilt die Doppelbruchregel

xt

s

ke I8

fir allex € R,y € R~ {0} und s,t € S.

10.4 Satz. Ist R ein faktorieller Ring und ist S C R eine Nennermenge mit 0 ¢ S, so ist
auch der Bruchring S~!'R faktoriell.

Beweis. Zunichst ist R ein Integrititsbereich und es gilt S™'R C Quot(R). Also ist S™!'R
ein Integrititsbereich. Wir withlen y € SR~ ((S7'R)*U{0}). Es gibt dann ein € R und
ein s € S mit y = £. Wegen y # 0 ist 2 # 0. Wegen 1 € (S7'R)* und y = 1z ¢ (S7'R)*
ist z ¢ (ST'R)*. Wegen R C S™'R ist R* C (S™'R)*. Also ist ¢ R*. Somit hat z eine
Zerlegung in Primfaktoren x = z125 - - - x,, wobei jedes z; ein Primelement von R ist.
Wegen 2173 -2, = sy ¢ (ST!R)* sind einige der Primfaktoren z; ¢ (S™'R)*. Nach

allfdlliger Umnumerierung kénnen wir deshalb annehmen, es gebe ein ¢ € {1,...,r} mit
21,52 € (STIR)* und mit @441, ..., 2, € (STIR)*. Setzen wir € := %H;:Hl xj, so ist
e€ (STIR)".

Sei i € {1,...,t}. Dann ist x; ¢ (ST'R)*, also x;S7'RN (S7'R)* = @ und wegen
S C (S7IR)* folgt x;RN S = @, d.h. ;R € Specg(R) und damit ;S 'R = (z;R)S™'R €
Spec(S~IR), vgl. auch (3.12)(C). Also ist 2; ein Primelement von S~!R. Wegen ¢ € (S~'R)*
ist dann insbesondere ex; SR = 2;S7'R € Spec(ST'R), d.h. ex; ist ein Primelement
von ST!R. Wegen y = (exy) - @3- -+ x; erhalten wir so in S™'R eine Zerlegung von y in
Primfaktoren. |
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§ Ein Faktorialitatskriterium fiir noethersche Ringe

10.5 Festsetzung. (A) Sei R ein Ring und z € R. Dann ist {«” | n € Ng} C R offensicht-
lich eine Nennermenge. In dieser Situation braucht man folgende Notationen:

R, :={z" |n €Ny} 'R,

Nz |neNg}
_—

Nyt R R,.

Ist M ein R-Modul, so schreibt man entsprechend
M, :={z" | n € No} ' M.

Ist h: M — N ein Homomorphismus von R-Moduln, so schreiben wir

z"|n -1
h, : M, {2"[n€No} ™ N,.

(B) Genau dann liegt 0 nicht in der Nennermenge {z" | n € Ny}, wenn z € R\ /0, also

wenn x nicht nilpotent ist.

10.6 Satz. Sei R ein noetherscher Integritétsbereich, und sei € R~\{0} ein Primelement
so, dass R, faktoriell ist. Dann ist auch R faktoriell.

Beweis. Sei p € Spec(R) mit h(p) = 1. Nach (10.2) ist zu zeigen, dass p ein Hauptideal ist.
Ist x € p, so folgt aus (0) C R C p und h(p) = 1 zusammen mit R € Spec(R) sofort, dass
zR =p.

Sei also z ¢ p. Dann ist {z" | n € No}Np = &, d-h. p € Specyn|,en,} (). Nach (3.13)(a)
folgt, dass pR, C R, ein Primideal der Hohe 1 ist — vgl. auch (3.12)(C). Nach (3.10) ist R,

noethersch. Nach (10.2) gibt es also ein z € R, ~ {0} so, dass pR, = zR,. Mit geeignetem
y

fir ein n € N.

y € R~ {0} kénnen wir schreiben z = %

Wir wollen uns nun iiberlegen, dass es ein r € N so gibt, dass y ¢ 2" R. Nehmen wir das
Gegenteil an! Dann ist 0 # y € (),cy2°R =: a, wobei a C R ein Ideal ist. Sei nun u € a.
Dann gibt es zu jedem s € N ein 7, € R mit u = z°r,. Wir schreiben u = x - 5~ !r,. Fiir

571,’,‘ t—1 t—1

alle s,t € N gilt dann z - z s =u=x- -zt r, also 2" 1r, = 2 !r,. Es gibt also ein

s=lp. = v fiir alle s € N. Natiirlich ist dann v € a. Weiter ist aber auch

v € R so, dass x
u=2x- 25 1'ry = zv, also u € za. Es gilt also a C za, d.h. a = za, d.h. a = zRa. Weil R
noethersch ist, ist a als R-Modul endlich erzeugt. Nach (3.25) gibt es also ein ¢t € zR mit
(I14+¢)a = 0. Es folgt (14+t)y =0also 1+t =0,also 1 = —t € xR = p C R, ein Widerspruch.
Also gibt es ein r € N so, dass y ¢ 2" R. Wir wihlen r» € N minimal mit dieser Eigenschaft
und setzen s = r — 1. Dann gilt s € Ny, y € 2°R und y ¢ 251 R.

Wir finden ein ¢t € R so, dass y = z°t. Dann folgt ¢t ¢ zR. Wegen =z € (R,)* folgt
pR, = 2R, = SRy = 2" 5 Ry = yR, = 2°tR, = tR,.

Wir wollen zeigen, dass p = tR. Zunéchst ist tR C tR, N R = pR, N R = p, vgl
(3.12)(C), also tR C p. Sei umgekehrt w € p. Dann ist w € pR, = tR,, also w =t - %
fiir geeignete v € R und k € Ny. Wir wollen annehmen, £k sei minimal mit der Eigenschaft,
dass es ein v € R gibt mit w = ¢-%. Wir behaupten, dass dann k = 0. Andernfalls hitten



10. FAKTORIALITAT 131

wir ja tv = 2w € R € Spec(R). Wegen t ¢ xR wire dann v € xR, also v = v’ fiir ein
v’ € R. Es folgt w = i = t";—ﬂi/ = tw%il, ein Widerspruch zur Minimalitdt von k. Also ist
k = 0. Damit ist aber w = tv € tR. Dies zeigt, dass p C tR. Insgesamt ist jetzt gezeigt, dass
p = tR, also dass p ein Hauptideal von R ist. |

§ Ein Lokal-Global-Prinzip fiir projektive Moduln

10.7 Lemma. Sei R ein Integritétsbereich, und sei P ein endlich erzeugter R-Modul so,
dass P, fiir alle p € Spec(R) ein projektiver R,-Modul ist. Dann ist P torsionsfrei.

Beweis. Seien z € R~ {0} und p € P so, dass xp = 0. Wir miissen zeigen, dass p = 0.

Nehmen wir das Gegenteil an! Dann ist p # 0, also Rp # 0. Nach (6.12) oder seinem
Korollar (6.13) gibt es also ein p € Spec(R) mit (Rp), # 0. Wir fassen (Rp), als den durch
2 € P, erzeugten Rp-Untermodul von P, auf und erhalten § # 0.

Weil P, ein projektiver R,-Modul ist, gibt es einen freien Ry,-Modul G so, dass P, ein
direkter Summand von G ist. Insbesondere ist P, isomorph zu einem R,-Untermodul H
von G. Weil R, ein Integritétsbereich ist, ist G ein torsionsfreier R,-Modul. Damit ist der
R,-Untermodul H aber auch torsionsfrei {iber R,. Wegen P, = H ist also P, torsionsfrei
iiber R,. Betrachten wir das Element £ € Ry, so folgt £ -2 = 22 = 9 = (. Wegen 2 # 0
und weil P, torsionsfrei ist, folgt np(x) = 7 = 0. Weil R ein Integrititsbereich ist, ist der
kanonische Homomorphismus 7, : R — R, injektiv. Es folgt der Widerspruch = = 0. ]

10.8 Satz. Sei R ein Integritdtsbereich, und sei P ein endlich erzeugter R-Modul so,
dass P, fiir alle p € Spec(R) ein projektiver R,-Modul ist. Dann ist P projektiv.

Beweis. Gemiss (10.7) ist P torsionsfrei. Sei nun py,...,p, ein Erzeugendensystem von P.
O.E.seir # 0. Sei F := R, sei : F — P der durch (a1,...,a,) — >.._, a;p; definierte
Homomorphismus von R-Moduln, und sei N := Ker(). Es besteht dann die exakte Sequenz

(%) 0-NLFSP—O.

Nach (7.17) geniigt es zu zeigen, dass (x) spaltet.

Sei zunéchst p € Spec(R). Wenn wir (4.35)(B) anwenden mit S = R\ p, so erhalten wir
eine exakte Sequenz von Ry,-Moduln 0 — N, o, Ey SLN P, — 0. Nach Voraussetzung ist P,
ein projektiver R,-Modul. Nach (7.17) “(i) < (ii)” gibt es also einen Homomorphismus von
Rp-Moduln ¢®) : P, — F, mit m, o 0P =idp,. Wegen R~ p C R~ {0} = NNTR(R®") =
NNTR(F) ist der durch f — { definierte kanonische Homomorphismus von R-Moduln
np : F' — F, injektiv, vgl. (4.33)(C).
Nun schreiben wir o®)(2¢) =: %> wobei d; € Fund s; € R~ p fiiri=1,...,r. Mit
s®) =g, .5, und ¢; := Hj# s5d; f((')al)gt, dass s®) € R~ p, ¢; € F und s(l'J)g(P)(%) =4 =

ny(ci) fiir i = 1,...,7. Es gilt also o)) e N, (F) fiir alle 4 € 1,...,r. Schreiben wir

7y fiir den durch p + & definierten kanonischen Homomorphismus von R-Moduln P — P,
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(M, (pi)) € mp(F) fiir i = 1,..., 7. Weil P durch die Elemente p1,...,p,
erzeugt ist, erhalten wir damit sofort, dass Llp)o(p)(ﬁp (P)) Cny(F) C Fy. Weil n, : F — F,

injektiv ist, existiert der zu 7, inverse Homomorphismus von R-Moduln 7, 1, Ny (F) = F.
So kénnen wir schliesslich einen Homomorphismus von R-Moduln

(7 ()))

definieren. Dabei gilt ¢ (p;) = n, ( T a(p)(%)) = ngl (Mp(ci)) =ci firi=1,...,r.

RO
e® P F pr (5

Jetzt lassen wir p ganz Spec(R) durchlaufen und setzen a := ZPGSpeC(R) Rs(P). Wegen
) ¢ pist a ¢ p fiir alle p € Spec(R). Nach (2.27)(b) folgt @ = R. Insbesondere ist

also 1 € a. Deshalb finden wir endlich viele Primideale py,--- ,ps € Spec(R) und Elemente
ai,---,a; € R so, dass 1 = Zle a;sP). Nun betrachten wir den Homomorphismus von
R-Moduln

Y= Z;Zlalgo(pl) :P— F.

Voriibergehend halten wir nun wieder ein beliebiges Primideal p € Spec(R) fest. Weil
P torsionsfrei ist, ist NNTr(P) = R ~ {0}, also R~ p C NNTg(P). Deswegen ist der
kanonische Homomorphismus von R-Moduln 7, : P — P, injektiv, vgl. (4.33)(C).

Fiir alle f € F gilt die Beziehung np( (f)) = @ =, ({) =, (np(f)). Mit beliebigem
p € P und mit f:=n, ( 5% (np( ))) = go(")(p) folgt

7, (1 (P (0))) = 7, (m, (0 (5520 (7, (0)))))
=7, (50 ®) (7,(p)))

= 7y (e (7, (1))

. (p) )( p(p )
= ﬁ lde(np v)
_ (n) ( )
ﬁp( p)
Weil 7, injektiv ist, erhalten wir ﬂ(gp(p)(p)) s(P)p. Nun folgt

™o ¢(p) = 7(p(p))
=7(X_ ae®) (p))
= Zl 1al77( pl)(p))
— lelals PZ)p
= (Xizias®)p
— .

Damit ist m o ¢ = idp. Also spaltet die Sequenz (). |

§ Ein Kiirzungssatz fiir Ideale

10.9 Satz. Sei R ein Integritédtsbereich, sei r € Ny, und sei a C R ein Ideal derart, dass
a® R®" ein freier R-Modul ist. Dann ist a ein Hauptideal.
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Beweis. Falls a = 0, ist nichts zu zeigen. Sei also a # 0. Nach Voraussetzung gibt es eine
Zahl t € Ny und einen Isomorphismus von R-Moduln ¢ : a @ R®" — R®?,

Sei K der Quotientenkérper von R, vgl. (10.3). Die Inklusionen a C R C K erlauben,
a® RO C K@ KO = KO+ und R®* C K% zu schreiben. Sei a € a~ {0}. In a ® R®"
betrachten wir die r + 1 Elemente

vy == (a,0,0,...,0,0), vg :=(0,1,0,...,0,0), ..., vyy1 :=(0,0,0,...,0,1).

von a@® R®". Diese sind sicher linear unabhiingig iiber R; also sind deren r + 1 Bilder ¢(v1),
©(va), ..., p(vy41) € R®' ebenfalls linear unabhéngig tiber R und damit tiber K, denn ¢
ist ja ein Isomorphismus. Es folgt ¢ > r + 1.

Umgekehrt, betrachten wir die ¢ kanonischen Basiselemente

e1 = (1,0,0,...,0,0), e := (0,1,0,...,0,0), ..., e :=(0,0,0,...,0,1)
von R®'. Wieder sind dann die ¢ Urbilder ¢~ !(e1), ¢~ 1(ea), ..., ¢ (et) € a® R¥" C
K®0+1) linear unabhiingig iiber R. Es folgt 7 + 1 > t. Also ist t = 7 + 1.
Fiir i = 1,...,r + 1 wihlen wir a; € a und X\; 1, \i2,...,\i € R so, dass p~1(e;) =

(@i, Ai1, Aij2y .oy Ai ). Wir betrachten nun die Matrix

ar as o G
A1 A21 0 Apgan
A= (M2 A2 0 A
)\1,7‘ )\27r e A7‘+1,T
aus ROTDX(r+1) ¢ gr+D)x(+1) Wegen ay,as,...,ar+1 € a folgt durch Entwickeln nach

der ersten Zeile von A sofort, dass det(A) € a; also gilt det(A)R C a.
Wegen des Isomorphismus von R-Moduln ¢ : a @ R®" — R®(+D wird a @ R®" durch
die Elemente ¢~ 1(e1), o7 (e2),..., " (ep41) erzeugt. Fiir jeden Index i € {1,...,r + 1}

gibt es also Elemente p; 1, (i 2, - . -, fti,r+1 50, dass gilt
_ Nl -1
vy = ijlm,j@ (e5)
r+1 r+1 r+1 r+1
= (Ej:ll’cixja% Dt Do HigAi2, - Zj:lui7j)‘j7r)-
Betrachten wir nun die Matrix
H11 H1,2 ce H1,r+1
H2,1 H2,2 ce H2,r+1
M := . . .
Hr4+1,1 Hr+1,2 00 Brglr41

aus RUrTDx(r+1) ¢ g(r+1)x(r+1) g5 erhalten wir die Gleichheit

a

1

in RUHDx(r+1) ¢ g+ s folgt a = det(A)det(M), also a € det(A)R. Es folgt
a C det(A)R. Also ist a = det(A)R. Damit ist a ein Hauptideal. [ |
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§ Faktorialitat regularer lokaler Ringe

10.10 Satz. Regulére lokale Ringe sind faktoriell. I

Beweis. Sei (R, m) regulér, lokal und von der Dimension d. Wir machen Induktion {iber d.
Ist d = 0, so ist R ein Korper (vgl. (6.41)) und damit faktoriell (vgl. (10.1)(C)).

Sei also d > 0. Wir wihlen € m ~ m?, was wegen m # 0 gemiss Nakayama moglich ist.
Dann ist aber R := R/xR ein reguliirer lokaler Ring der Dimension d—1 (vgl. (6.42)). Insbe-
sondere ist R ein Integrititsbereich (vgl. (6.44)), also Rz C R ein Primideal (vgl. (2.2)(C)).
Also ist z € R ein Primelement. Nach (10.6) geniigt es zu zeigen, dass der Bruchring R,

faktoriell ist. Sei also p € Spec(R,) von der Hohe 1. Nach (10.2) geniigt es zu zeigen, dass
p ein Hauptideal ist.

Sei K der Quotienkérper von R. Es gilt dann R C R, C K (vgl. (10.3)). Dabei ist
q:=pNR e Spec(R). Es gilt p = g, (vgl. (3.12)(C)) und h(q) = 1 (vgl. (3.13)(b)). Nach
(9.24) gilt pdimp(q) < d, und deshalb besitzt g eine minimale freie Auflésung der Form

d di— d d
0-FR5F 1 ——F,— - —>F 5 F g0

mit ¢ := pdimg(q) < d.
Beachtet man, dass q, = p, und benutzt man (4.35)(B), so erhilt man eine exakte
Sequenz von R;-Moduln

(dt)a

di)z
0= (F)e 2= (F_y), (@)

(di—1)a (do)=
—_— q

(Fi—2)z — - — (F1)2 (F0)z — 0.

Dabei ist (F;), jeweils ein freier R,-Modul von endlichem Rang, denn mit b; := b;(q) beste-
hen ja Isomorphismen von R,-Moduln (F}), = (R®%), = (R,)®".

Fiir alle i € Ny setzen wir N; := Ker((d;),). Dann erhalten wir exakte Sequenzen von
R,-Moduln

(*) O—)N0—>(F0)$M}p—>0’

(%) 0= N; — (F)e 2 N, =0 firi=1,... ¢

Wir wollen uns nun iiberlegen, dass p ein projektiver R,-Modul ist. Nach (10.8) geniigt
es zu zeigen, dass ps = p(R;)s fiir jedes s € Spec(R;) ein projektiver (R;)s-Modul ist. Wir
wihlen dazu s € Spec(R,) fest und setzen t := s N R. Dann gelten t € Spec(R) und h(t) =
h(s) (vel. (3.13)(b)). Weiter gelten im Quotientenkorper K von R offenbar die Gleichheiten
(Ry)s = R¢ und ps = qR¢ = q¢, wie man unter Verwendung der Doppelbruchregel aus
(10.3)(D) leicht nachprift.

Ist ¢ € t, so ist ps = qRy = Ry = (Ry)s, und wir sind fertig. Sei also q C t. Wegen
h(q) = 1 ist auch qR; = q; ein Primideal der Hohe 1 im lokalen Ring R. Nach (9.27) ist
Ry ein reguldrer lokaler Ring. Wegen t = s N R und s € Spec(R,) ist = ¢ t (vgl. (3.12)(A)).
Weil (R, m) lokal ist, gilt ¢ C m. Es folgt also t C m. Damit ist h(t) < h(m) = dim(R) = d
(vgl. (3.16)), also dim(R;) = h(t) < d (vgl. (3.17)). Nach Induktion ist Ry also faktoriell.
Wie wir oben festgestellt haben, ist q¢ C Ry ein Primideal der Hohe 1. Nach (10.2) ist
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q¢ also ein Hauptideal, d.h. q¢ = yR; fiir ein y € R¢. Wegen q¢ # 0 ist y # 0. Weil Ry
ein Integritatsbereich ist, wird durch z — yz ein Isomorphismus von R{-Moduln Ry — q¢
definiert. Also ist ps = q¢ ein freier Modul vom Rang 1 tiber Ry = (R,)s und damit sicher
projektiv (vgl. (7.11)). Also ist p ein projektiver R,-Modul.

Nach (7.17) und (7.16) folgt mit der Sequenz (x), dass Ny @ p = (Fp),. Nach (7.17)
folgt, dass Ny ein projektiver Ry-Modul ist. Mit (7.17) und (7.16) folgt aus (xx), dass
Ny @ Ny = (F1), und nach (7.17) auch, dass Ny ein projektiver R,-Modul ist. In gleicher
Weise folgt aus (xx), dass No & Ny = (F3), und dass N» ein projektiver R,-Modul ist. Es
ist also N; & N;_1 & (F;), fur i = 1,...,t. Die R,-Moduln

U= @ogzjgt(F2j)z und W= @O§2j+1§t(F2j+l)w

sind jeweils frei von endlichem Rang. Weiter ist

POEW =p® (F1)s® (F3)s ® (F5)0 B -
=p® (No@® N1)@® (N2o@® N3) B (Ny B N5) P ---
=(p®No) B (N1 B N2) B (Ns®BNy) B -+
= (F0)e ® (F2)2 ® (Fu)e ® -+
=T,

dh.p@W = U. Aus (10.9) und (7.6)(B) folgt, dass p C R, ein Hauptideal ist. [ |



Kapitel 11

Normalitat

§ Ganze Erweiterungen

11.1 Definitionen. Seien R ein Ring und X eine Unbestimmte.

(A) Sei f =" ,a;X" € R[X] ein Polynom vom Grad n > 0 mit ag,a,...,a,-1 € R und
an € R~ {0}. Wir nennen a,, den Leitkoeffizienten von f. Dem Nullpolynom ordnen

wir den Leitkoeffizienten 0 zu.

(B) Ein Polynom f € R[X] heisst unitdr, wenn sein Leitkoeflizient in R eine Einheit, d.h.

invertierbar ist.
11.2 Bemerkung. Wir erinnern an den euklidischen Restsatz fiir Polynome:

Ist g € R[X] ein unitdres Polynom und ist f € R[X] ein beliebiges Polynom, so gibt es
eindeutig bestimmte Polynome h,l € R[X] so, dass

Grad(l) < Grad(g) und f=gh+1

Diesen Satz beweist man bekanntlich leicht durch Induktion {iber den Grad von f.

11.3 Lemma. Sei R ein Ring, sei R’ ein Erweiterungsring von R, sei x € R’ und sei

n € N. Dann sind dquivalent:

(i) Es besteht eine Gleichung 2™ + a, 12" ' + -+ ag = 0 mit ag,...,a,_1 € R.

(ii) Rlz] = R+ Rx +---+ Ra" L.

Beweis. “(i) = (ii)” Sei M := R+ Rx + --- + Rz"~!'. Natiirlich gilt M C Rx]. Sei also
y € Rlx]. Sei X eine Unbestimmte und sei g := X" + a, 1 X" ! + .- + a9 € R[X].
Wir finden ein Polynom f € R[X] mit f(z) = y. Weil g unitdr vom Grad n ist, finden
wir nach (11.2) zwei Polynome h,l € R[X] mit Grad(l) < n und gh +1 = f. Es folgt
y = f(x) = g(x)h(z) + I(z). Wegen g(z) = 0 ist also y = I(z). Natiirlich ist {(x) € M, also
ye M.

136
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“(ii) = (i)” Ist Rlz] = R+ Rx + --- + Ra""!, so gibt es wegen 2" € R[z] Elemente
bo,...,bp—1 € Rmit a® =bg+bix+---+bp_12" . Mit a; := —b; fiir i =0,...,n—1 folgt
2"+ ap_12" 4+ +ag=0. [ |

11.4 Definitionen. Sei R ein Ring und sei R’ ein Erweiterungsring von R.
(A) Sei z € R'. Eine Gleichung der Form
2"t ap_12" P+ +ag=0

mit n € Nund ag,...,a,—1 € R nennen wir eine ganze Gleichung vom Grad n fiir

z tber R.

(B) Geniigt € R’ einer ganzen Gleichung iiber R, so sagen wir, x sei ganz iber R. Die
Menge
R:= {a: € R ‘ z ist ganz iiber R} CR

der iiber R ganzen Elemente von R’ nennen wir den ganzen Abschluss von R in R'.

(C) Ist R’ gerade der ganze Abschluss von R in R, so sagen wir auch, R’ sei ganz tiber
R oder R’ sei ein ganzer Erweiterungsring von R oder R C R’ sei eine ganze
(Ring- ) Erweiterung.

§ Kriterien fiir die Ganzheit

11.5 Lemma. Sei R ein Ring, sei R’ ein Erweiterungsring von R und sei x € R’. Dann

sind aquivalent:
(i) Das Element z ist ganz tiber R.

(ii) Der Ring R[z] C R’ ist als R-Modul endlich erzeugt.

(iii) Es gibt einen Unterring R” von R’ mit R[z] C R” und so, dass R” als R-Modul
endlich erzeugt ist.

Beweis. “(i) = (ii)” Klar nach (11.3).

“(ii) = (iii)” Trivial.

“(iil) = (i)” Wir schreiben R” = Y  Rm; mit n € N und my,...,m, € R". Fir
jeden Index ¢ € {1,...,n} finden wir wegen zm,; € R” Elemente a;1,...,a;, € R so, dass
xm; = 23'1:1 a;jm;. Betrachten wir die Matrix A := [a;; | 1 < 4,5 < n] € R™*"™ und steht
I, € R™*" fiir die Einheitsmatrix, so folgt

mq 0
(xl, —A)- | : =
My, 0
Nach (3.24) ergibt sich det(zI,, — A)m; = 0 fir ¢ = 1,...,n, also det(zI,, — A)R" = 0.
Wegen 1 € R” folgt det(xI, — A) = 0. Wegen A € R™*™ ist dies eine ganze Gleichung fir z
iber R. |
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11.6 Lemma. Sei R ein Ring, sei R’ ein Erweiterungsring von R, der als R-Modul
endlich erzeugt ist, und sei M’ ein endlich erzeugter R’-Modul. Dann ist M’ auch als
R-Modul endlich erzeugt.

Beweis. Mit jeweils endlich vielen Elementen r1,...,7, € R’ und my,...,m; € M’ konnen
wir schreiben

R'=%7 Rri uwnd M =3'_ Rmj.
Natiirlich gilt rym; € M’ fir alle (i,5) € {1,...,s} x {1,...,t}. Wir wollen zeigen, dass
M’ iiber R gerade durch diese s - ¢ Elemente erzeugt wird. Ist m € M’, so gibt es Ele-
mente x1,...,x; € R so, dass m = 23:1 xjm;j. Zu jedem j € {1,...,t} gibt es Elemente
aji,... a5 € Rmit x; =37, aj;r;. Es folgt

m = wmy = Y (Cisagiri)my = X 1<i<s aigrimy € ¥ 1<i<s Rrom;.
1<5<t 1<5<t

Also ist M’ iiber R durch das System {rym; | (i,5) € {1,...,s} x {1,...,t}} erzeugt. W

11.7 Satz. Seien R ein Ring und R’ ein Erweiterungsring von R. Sei R der ganze Ab-
schluss von R in R’. Dann ist R ein Unterring von R’ mit R C R.

Beweis. Es ist klar, dass jedes Element 2 € R ganz iiber R ist. Deshalb gilt R C R. Es bleibt
zu zeigen, dass R ein Unterring von R’ ist. Seien also z,y € R. Wegen 1pr = 1 € RC R
miissen wir nur zeigen, dass x +y € R und zy € R.

Weil y ganz ist iiber R, ist y erst recht ganz {iber R[z]. Nach (11.3) gibt es ein n € N
so, dass R[z,y] = R[z][y] = R[x] + R[z]y + --- + R[z]y"~1. Nach (11.5) ist R[z] endlich
erzeugt als R-Modul. Also ist auch R[z,y] endlich erzeugt als R-Modul. Damit ist R[z,y]
ein Unterring von R’, der als R-Modul endlich erzeugt ist, vgl. (11.6).

Zudem gilt R[z +y] C R[z,y] und R[zy] C R[z,y]. Nach (11.5) folgt, dass  +y und xy
ganz iiber R sind, also z +y € R und zy € R. [ ]

§ Ganze Erweiterungen und Bruchringe

11.8 Bemerkung. Sei R ein Ring, sei R’ ein Erweiterungsring von R und sei S C R eine
Nennermenge. Dann ist S auch eine Nennermenge in R’ und der Bruchring S~'R’ stimmt
iiberein mit dem S~!'R-Bruchmodul S™'R’, den wir erhalten, wenn wir R’ als R-Modul
auffassen. Nach (4.32)(D) koénnen wir S~!R demnach in natiirlicher Weise als Unterring
von ST'R’ auffassen, indem wir fiir x € R und s € S die Briiche e S~'R und e SR
identifizieren. In diesem Sinne wollen wir S~'R immer als Unterring von S~'R’ auffassen.

11.9 Satz. Sei R ein Ring, sei R’ ein Erweiterungsring von R und sei R der ganze
Abschluss von R in R'. Sei S C R eine Nennermenge. Dann ist S~'R der ganze Abschluss
von ST'R in ST'R'.
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Beweis. Mit S—1R bezeichnen wir den ganzen Abschluss von S™!'R in S~'R’. Wir miissen
zeigen, dass S—1R = S™'R.
Sei zunichst y € ST'R. Wir finden dann Elemente z € R und s € S mit y = 2. Dabei

geniigt x einer ganzen Gleichung =" + a,_12" ' + --- +ag = 0 mit ag,...,a,—1 € R. Es
folgt
7 n—1 n n—1
o On—1 n_1 ap _ x"  ap—1a” ap  x" +ap_1x +---t+a 0
L T o =m0

Damit ist y ganz iiber ST'R, also y € S—1R.
Sei nun y € S—1R. Dann besteht eine ganze Gleichung y™ + b,_1y" > +---+by =0
mit bg,...,bp,—1 € ST'R. Die n + 1 Briiche y,bg,...,bp—1 € ST'R’ kénnen mit einem

An—1

gemeinsamen Nenner s € S geschrieben werden, also gilt y = %,bp = “2,... b, 1 = =%

fir x € R’ und aq,...,a,_1 € R. Es folgt (

"+ Ay 12"+ S0z 2+ -+ 5" g

Sn

= Y+ baay" T by = 0.

Wir finden also ein t € S mit t(z" + ap_12" " + sa,_22™ 2 + -+ + 5" Lag) = 0. Daraus
folgt (tz)™ + ta,_1(tz)" ! + t2sa, o(tx)" "2 + .- +t"s" lag = 0. Damit ist tz ganz iiber
R, d.h. tz € R. Es folgt y = % € SR |

11.10 Korollar. Sei R ein Ring, sei R’ ein ganzer Erweiterungsring von R und sei S C R
eine Nennermenge. Dann ist S~'R’ ein ganzer Erweiterungsring von S™!R.

Beweis. Klar aus (11.9) mit R = R'. [ ]

§ Normale Ringe

11.11 Definition. Sei R ein Ring und sei R’ ein Erweiterungsring von R. Wir sagen, R sei
ganz abgeschlossen in R', wenn R mit dem ganzen Abschluss von R in R’ iibereinstimmt,
d.h. wenn jedes iiber R ganze Element x € R’ bereits zu R gehort.

11.12 Lemma. Sei R ein Ring, sei R’ ein Erweiterungsring von R und sei S C R eine
Nennermenge. Ist R ganz abgeschlossen in R’, so ist S~!R ganz abgeschlossen in S~'R’

Beweis. Klar nach (11.9). ]

11.13 Definition. Ein normaler Ring ist ein Integritatsbereich, der in seinem Quotien-
tenkdrper ganz abgeschlossen ist.

11.14 Satz. Ist R ein normaler Ring und ist S C R eine Nennermenge, so ist auch S™'R
ein normaler Ring.

Beweis. Klar nach (10.3)(D) und (11.12). ]
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§ Normalitat faktorieller Ringe

11.15 Satz. Faktorielle Ringe sind normal.

Beweis. Sei R ein faktorieller Ring mit Quotientenkorper K. Sei z € K \ {0} ganz {iber
R. Nach (11.3) finden wir ein n € N so, dass R[z] = R+ Rx + --- + Ra"~!. Es folgt
2" € R+ Rz + --- + Rz~ '. Wir kénnen schreiben z = ¢, wo a,s € R~ {0} keinen
gemeinsamen Primfaktor haben. Es folgt

sl e R+ Res" 4+ Re" s = Rs" '+ Ras" 2 +---+ Ra" ! CR,

also @ = "1

Einheit in R sein, und mithin folgt = € R. ]

x"s € Rs. Weil a und s keinen gemeinsamen Primfaktor haben, muss s eine

11.16 Korollar. Reguldre lokale Ringe sind normal.

Beweis. Klar nach (10.10) und (11.15) ]

§ Eindimensionale regulare lokale Ringe

11.17 Lemma. Sei R ein noetherscher Integritdtsbereich mit Quotientenkorper K. Sei
z € K und sei a C R ein Ideal mit a # 0 und mit xa C a. Dann ist z ganz tiber R.

Beweis. Durch Induktion folgt sofort, dass fiir jede Zahl n € N gilt z"a C a. Alsoist z"a C R
fiir alle n € No. Sei a € a~ {0}. Es folgt 2"a € R fiir alle n € Ny, also 2" € 1R fiir alle
n € Ng. Weil %R ein R-Modul ist, folgt R[z] C %R. Weil %R ein endlich erzeugter R-Modul
ist und weil R noethersch ist, ist auch der R-Untermodul R[z] C R endlich erzeugt. Nach
(11.5) ist x ganz tber R. |

11.18 Satz. Fiir einen eindimensionalen noetherschen lokalen Ring (R, m) sind dquiva-
lent:

(i) R ist regulér.

(ii) R ist normal.

Beweis. “(i) = (ii)” Klar aus (11.16).

“(ii) = (i)” Sei R normal. Wegen dim(R) = 1 ist m # 0. Nach Nakayama folgt m? # m,
d.h. m? C m. Es gibt also ein z € m \ m?. Es geniigt zu zeigen, dass m = Rz.

Nehmen wir das Gegenteil an! Dann ist m # Rz, d.h. Rz C m. Damit wird aber
(Rx :gp m) # R, also (Rz :g m) C R, d.h. (Rz :p m) Cm.
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Ist a € (R :g m), so folgt nun am C Rz Nm?, also am C Rz und x ¢ am. Insbesondere
ist auch ex ¢ am fiir jede Einheit ¢ € R* = R~ m von R. Jedes Element von am gehort
also zu mz. Es folgt am C mz. In K := Quot(R) gilt deshalb 2m C m. Nach (11.17) ist
2 ¢ K also ganz iiber R. Es folgt ¢ € R, also a € xR. Dies zeigt, dass (Rz :r m) C Rz,
also (Rx :p m) = Rz.

Fiir beliebiges n € N folgt nun

(Rr : m") = ((Rl’ i m) : m"’_l) = (Rz B m" 1)

R R
o L. . n—2\ __ . n—2
[ (Rme):jog m.

Andererseits ist 0 C m die einzige maximale Primidealkette in R, denn (R, m) ist ja ein
lokaler Integritéitsbereich der Dimension 1. Wegen x # 0 folgt, dass m das einzige (minimale)
Primoberideal von Rx ist. Somit wird v Rx = m, vgl. (2.30). Nach (2.38) gibt es also ein

n € N mit m"” C Rz. Es folgt Rz :g m"™ = R ¢ m, ein Widerspruch. [ |

§ Zwei Resultate iiber normale Ringe

11.19 Satz. Sei (R, m) ein normaler noetherscher lokaler Ring mit dim(R) > 1. Dann
ist auch t(R) > 1.

Beweis. Nehmen wir an, es sei t(R) < 1 und wéhlen wir x € m ~ {0}. Weil R ein Integri-
téatsbereich ist, folgt € NNT(R). Nach (5.22)(a) erhalten wir t(R/xR) = tn(R) — 1 =
t(R) — 1 < 0. Deshalb ist m C NTg(R/zR). Nach (1.8)(b), (4.10), (4.14) und (2.5) folgt
m € Assp(R/xR). Wir finden also ein Element § € R/xR mit (0 :p 7) = m. Wir wihlen
y € R mit § = y + zR. Dann folgt (xR :r y) =m, also ym C zR.

Nehmen wir zunéchst an, es sei ym = xzR. Dann gilt in R, die Beziehung m = %R.
Insbesondere ist 5 € m, d.h. 5 € R, also m ein Hauptideal. Nach dem Krullschen Hauptide-
allemma folgt h(m) < 1 und damit der Widerspruch dim(R) < 1.

Deshalb gilt ym C zR. Es folgt, dass x ¢ ym und damit ex ¢ ym fiir alle e € R~m = R*.
Wir erhalten ym C zm. In K := Quot(R) gilt also m C m. Nach (11.17) ist der Bruch
¥ € K ganz iiber R. Weil R normal ist, folgt £ € R, also y € R und damit der Widerspruch,
dass m = (zR :r y) = R. [ |

11.20 Satz. Sei L ein Integritiatsbereich und sei (R;);cs eine Familie normaler Unterringe
von L. Dann ist auch (), ; R; ein normaler Unterring von L.

Beweis. Indem wir L durch Quot(L) ersetzen, kénnen wir annehmen, L sei ein Korper.

R := ;¢ Ri ist natiirlich ein Unterring von L. Insbesondere ist R ein Integritétsbereich.
Sei K :=={%€cL|lzeR, s R~{0}} undsei K; := {2 € L|z € R;, s € R; ~ {0}}
flir jedes ¢ € I. Es gilt dann R C K C K; fiir alle i € I. Zudem kdénnen wir identifizieren
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K = Quot(R) und K; = Quot(R;) fiir alle ¢ € I. Sei nun « € K ganz iiber R. Dann ist
x € K; fiir alle ¢ € I. Zudem ist x ganz iiber R; O R fiir alle ¢ € I. Weil R; normal ist, folgt
r € R; fiir alle i € I, also z € (,o; R; = R. Dies zeigt, dass R normal ist. |

§ Die Eigenschaften R, und S,

11.21 Definition. Sei R ein noetherscher Ring und sei n € Ny. Wir sagen, der Ring R habe
die n-te Serre-Eigenschaft R,, wenn der lokale Ring R, reguldr ist fiir alle p € Spec(R)
mit h(p) < n.

11.22 Definition. Sei R ein noetherscher Ring und sei n € Ny. Wir sagen, der Ring R
habe die n-te Serre-FEigenschaft S,,, wenn

t(Ry) > min{n,h(p)}

fiir alle p € Spec(R).

11.23 Bemerkungen. (A) Sei p ein beliebiges Primideal des noetherschen Rings R. Nach
(6.14) gilt t(R,) < dim(R,) = h(p). Die Serre-Eigenschaft .S,, besagt also, dass t(R,)
maximal ist, falls h(p) < n, und dass t(R,) > n, falls h(p) > n. Anders gesagt:

e R hat genau dann die Eigenschaft S,,, wenn fiir jedes p € Spec(R)
(1) R, ein CM-Ring ist, falls h(p) < n, und
(2) t(Rp) > n, falls h(p) > n.

(B) Leicht priift man nach:

e Jeder noethersche Ring hat die Eigenschaft Sj.
e Jeder reduzierte noethersche Ring hat die Eigenschaft Ry.

(C) Sofort ist auch folgendes klar:

e Ist m < n und hat R die Eigenschaft R,,, so hat R auch die Eigenschaft R,,.
e Ist m < n und hat R die Eigenschaft S,,, so hat R auch die Eigenschaft S,,.

11.24 Lemma. Fiir einen noetherschen Ring R sind dquivalent:

(i) R hat die Eigenschaft Ss.

(ii) Es gilt Assgp(R) = Min(R) und fiir jedes € NNTg(R) und jedes p € Assg(R/zR)
ist h(p) = 1.

Beweis. “(i) = (ii)” Es gelte fiir R die Eigenschaft Sy. Sei q € Assg(R). Dann ist t(R) = 0.
Weil R die Eigenschaft Sy erfiillt, folgt h(gq) = 0, also q € Min(R). Gemiss (4.16) gilt auch
Min(R) C Assr(R).

Sei jetzt * € NNTg(R) und sei p € Assg(R/xR). Dann ist pR, € Assg,((R/zR)y),
vgl. (4.38), also tyr, (R/xR),) = 0. Wegen (R/zR), = Ry /xR, = R,/ Ry, s. (5.15), und
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T € NNTg, (Ry), s. (5.16), folgt t(R,) = tpr, (Ry) = tpr, (Rpy/TRp) +1=0+1= 1. Wegen
der Ss-Eigenschaft von R folgt h(p) = 1.

“(if) =(1)” Es gelte (ii). Sei p € Spec(R). Ist h(p) = 0, so gilt 0 < t(R,) < dim(R,) =
h(p) =0, also t(R,) = 0.

Ist h(p) = 1, so ist p ¢ Min(R) = Assgr(R), also pR, ¢ Assg,(Rp), vgl. (4.38), also
tpr, (Rp) > 0. Wegen t(Ry) = tpr, (Rp) < dim(Rp) = t(p) = 1 folgt t(R,) = 1 = h(p).

Sei h(p) > 2. Wegen Assg(R) = Min(R) ist p ¢ q fiir alle g € Assg(R). Nach (2.5), (4.10)
und (4.14) folgt p € Ugeassn(r) 9= NTr(R). Wir finden also ein 2 € p N NNTg(R). Wegen
h(p) > 2 folgt p ¢ Assg(R/zR), also pR, ¢ Assg,((R/zR),), also tyr, (R/zR),) > 0.
Wieder ist (R/zR), = R,/{R, und § € NNTg, (R,), also t(R,) = t((R/zR),) +1 > 1,
d.h. t(Ry) > 2.

Damit ist gezeigt, dass R die Eigenschaft Sy hat, vgl. (11.23)(A). |

11.25 Satz. Sei R ein noetherscher Integritdtsbereich mit der Eigenschaft S5. Dann gilt

R = () Ry

pESpec(R)
h(p)=1

in Quot(R) die Gleichheit:

Beweis. Sei R := ﬂpESpcc(R),h(p):l R,. Ist p € Spec(R) mit h(p) = 1, s0 gilt R C R, C
Quot(R). Es folgt R C R.

Sei nun # € R. Ist p € Spec(R) mit h(p) = 1, so folgt © € R,. Wir finden also ein
Element s € R~ p so, dass s®P)z € R. Mit a:= Zpespec(m’h(p):ls(p)}% folgt ax C R.

Sei a € a~ {0} und sei {p1,...,p,} := Assg(R/aR). Nach (11.24) ist h(p;,) = 1 fiir
alle i € {1,...,7}. Wegen a > s ¢ p, folgt a ¢ p, fiir alle i € {1,...,r}. Nach (2.5)
gibt es also ein b € a ~ (p; U---Up, U{0}). Nach (4.14) ist b € NNTgr(R/aR), also ist
(a,b) eine Nichtnullteilerfolge beziiglich R. Wegen a € a und b € a gelten axz € R und
bx € R. Weil (a,b) beziiglich R eine Nichtnullteilerfolge ist, gilt aR N bR = abR. Es folgt
abr € aRN bR = abR, also abx € abR, also x € R. Dies zeigt, dass R C R. |

§ Das Normalitatskriterium von Serre

11.26 Satz: Normalititskriterium von Serre. Fiir einen noetherschen Integritats-

bereich R sind dquivalent:

(i) R ist normal.

(ii) R erfiillt die Bedingungen R; und Ss.

Beweis. “(i) = (ii)” Sei R normal. Sei p € Spec(R). Dann ist geméss (11.14) auch R, normal.
Sei h(p) = 0. Dann ist R, ein Korper, also regulér. Sei h(p) = 1. Dann ist dim(R,) = 1.
Nach (11.18) ist Ry, regulér. Damit hat R die Eigenschaft R;.
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Es bleibt zu zeigen, dass R die Bedingung Sy erfiillt. Fiir alle p € Spec(R) mit h(p) < 1
ist geméss (6.46) R, ein CM-Ring; fiir alle diese p gilt also t(R,) = h(p). Es ist noch zu
zeigen, dass t(Ry) > 2, falls h(p) > 2. In diesem Fall ist aber dim(R,) > 2, und wir kénnen
mit (11.19) schliessen.

“(ii) = (i)” R erfiille Sy und R;. Nach (11.25) gilt R = [, cspec(r), n(p)=1 Fp- Fiir jedes
p € Spec(R) mit h(p) =1 ist R, aber reguldr und damit normal, vgl. (11.18). Nach (11.20)
folgt jetzt, dass R normal ist. [ |



Kapitel 12

(Ganze Erweiterungen und
Primideale

§ Endliche ganze Erweiterungen

12.1 Satz. Sei R ein Ring und sei R’ ein Erweiterungsring von R. Dann sind dquivalent:

(i) Es existieren endlich viele iiber R ganze Elemente x1,...,x, € R’ derart, dass
R = R[z1,...,zy].

(ii) R’ ist ein endlich erzeugter ganzer Erweiterungsring von R.

(iii) R’ ist ein endlich erzeugter R-Modul.

Beweis. “(i) = (ii)” Es gelte (i). Dann ist R’ = R[x1,...,Z,] ein endlich erzeugter Erweite-
rungsring von R. Es bleibt zu zeigen, dass R’ ganz iiber R ist.

Sei R der ganze Abschluss von R in R’. Wir miissen zeigen, dass R’ = R. Gemiiss (11.7)
gilt R C R'. Es bleibt also zu zeigen, dass R’ C R. Nach Voraussetzung gilt z1,...,z, € R.
Weil R gemiiss (11.7) ein R umfassender Ring ist, folgt R’ = R[x1,...,2,] C R.

“(ii) = (iii)” Sei R’ ein endlich erzeugter ganzer Erweiterungsring von R. Wir finden
also endlich viele Elemente z1,...,z, € R’ so, dass R’ = R[z1,...,z,]. Wir zeigen durch
Induktion, dass R[x1,...,x;] fiir alle i € {0,...,n} ein endlich erzeugter R-Modul ist.

Der Fall mit i = 0 ist klar. Sei also ¢ € {1,...,n}. Nach Induktionsvoraussetzung ist
Rlx1,...,x;—1] ein endlich erzeugter R-Modul. Zudem ist z; ganz iiber R, also erst recht
iber R[x1,...,2;-1]. Nach (11.5) ist R[z1,...,z;] = R[x1,...,2z;—1][x;] demnach ein endlich
erzeugter R[zq,...,z;—1]-Modul. Damit folgt aber mit (11.6), dass auch R[x1,...,z,] ein
endlich erzeugter R-Modul ist.

“(iii) = (i)” Sei R’ ein endlich erzeugter R-Modul. Wir finden dann endlich viele Elemente
T1,...,2, € R so,dass R’ = )" | Ra;. Esfolgt R’ = R[z1,...,x,], denn R’ ist ja ein Ring.
Insbesondere gilt R[z;] C R’ fiir jedes ¢ € {1,...,n}. Nach (11.5) ist z; also ganz {iber R
fiir jedes i € {1,...,n}. |

145
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12.2 Definition. Sei R ein Ring und sei R’ ein Erweiterungsring von R. Gelten die dqui-
valenten Bedingungen (12.1)(i)—(iii), so sagen wir, R’ sei endlich ganz {iber R oder R’ sei
ein endlicher ganzer Erweiterungsring von R oder R C R’ sei eine endliche ganze
(Ring-) Erweiterung.

12.3 Satz: Transitivitdtssatz fiir endliche ganze Erweiterungen. Sei R ein Ring,
sei R’ ein endlicher ganzer Erweiterungsring von R und sei R” ein endlicher ganzer

Erweiterungsring von R’. Dann ist R” ein endlicher ganzer Erweiterungsring von R.

Beweis. Nach Voraussetzung ist R’ ein endlich erzeugter R-Modul und R” ein endlich er-
zeugter R’-Modul. Nun schliesst man mit (11.6). ]

12.4 Korollar: Transitivitatssatz fiir ganze Erweiterungen. Sei R ein Ring, sei
R’ ein ganzer Erweiterungsring von R und sei R” ein ganzer Erweiterungsring von R’.

Dann ist R” ein ganzer Erweiterungsring von R.

Beweis. Sei x € R”. Wir miissen zeigen, dass z ganz iiber R ist. Wir wissen, dass x iiber

R’ ganz ist. Deswegen finden wir ein n € N und Elemente ag,...,a,_1 € R’ so, dass
2"+ ap_12" "t + - 4+ ag = 0. Insbesondere ist z ganz iiber Rlag,...,a,_1] und somit ist
Rlag, ... ,an_1,7] = Rlag,...,a,_1][7] eine endliche ganze Erweiterung von R[ag, . .., an_1].
Weil R’ ganz iiber R ist, ist R|ag,...,a,—1] eine endliche ganze Erweiterung von R. Nach
(12.3) ist RJao, ..., an—1, 2] also eine endliche ganze Erweiterung von R. Insbesondere ist x
ganz liber R. |

§ Das Kontraktionslemma

12.5 Lemma. Sei R ein Ring, sei R’ ein ganzer Erweiterungsring von R und sei
aC R

ein echtes Ideal von R. Dann ist das Erweiterungsideal aR’ ebenfalls ein echtes Ideal, d.h.
es gilt:

aR' C R.

Beweis. Nehmen wir das Gegenteil an! Dann gilt 1 € aR’. Wir finden also ein n € N
und Elemente z1,...,2, € a und yi,...,y, € R derart, dass 1 = Y | z;5;. Wir setzen
R” := Rly1,...,Yn). Dann gilt 1 € aR”, also aR” = R”. Zudem ist R” ein endlicher ganzer
Erweiterungsring von R, also ein endlich erzeugter R-Modul. Nach (3.25) gibt es deshalb ein
x € amit (1+2)R" = 0. Es folgt 142 = (14+2)1 = 0, also der Widerspruchl = —z €a. W
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12.6 Bemerkungen. (A) Sei R ein Ring, sei R’ ein Erweiterungsring von R und sei a’ C R’
ein echtes Ideal. Mit a := a’ N R besteht dann ein injektiver Homomorphismus von

Ringen
tw : R/ja— R'Jd, x+a—z+d.

Wir werden in Zukunft R/a vermoge 1o als Unterring von R’/a’ auffassen, indem wir

T + a mit z + o fiir alle z € R identifizieren.

(B) Es gelten die Bezeichnungen aus (A). Sei =~ : R’ — R'/d’, = — x + o’ die Restklas-

senabbildung. Sofort priift man nach:

(a) € R = T € R/a.
(b) Sind n € N und z1,...,z, € R derart, dass R’ = R[x1,...,x,], so gilt

R'/d = (R/a)[Z1,...,Tp].
(¢) Ist x € R’ und sind n € N und ay, ..., a,—1 € R derart, dass
"+ ap_ 12" 4 ag =0,
so besteht fiir T € R'/a’ iiber R/a die ganze Gleichung

TV 4+ Gy T P+ +a = 0.

12.7 Lemma. Sei R ein Ring, sei R’ ein Erweiterungsring von R, sei a’ C R’ ein echtes

Ideal und sei a := @’ N R. Dann gelten:

(a) Ist R’ endlich erzeugt iiber R, so ist R'/a’ endlich erzeugt iiber R/a.

(b) Ist R’ ganz iiber R, so ist R'/a’ ganz iiber R/a.

(¢) Ist R endlich ganz iiber R, so ist R’/da’ endlich ganz iiber R/a.

Beweis. Die Aussage (a) ist klar aus (12.6)(B)(b), wihrend (b) klar ist aus (12.6)(B)(c).
Die Aussage (c) folgt sofort aus (a) und (b). |

12.8 Satz: Kontraktionslemma. Sei R ein Ring, sei R’ ein ganzer Erweiterungsring
von R, sei @’ C R’ ein Ideal und sei p’ € Spec(R’) so, dass

p’Cd und pPNR=dNR.

Dann gilt:

Beweis. Nach (12.7)(b) ist R’ := R'/p’ ein ganzer Erweiterungsring von R := R/(p' N R).
Wir betrachten das Ideal a’ := o'/p’ C R'/p' = R.. Esgilt d "R = (¢’ N R)/(»' N R) = 0.

Es geniigt zu zeigen, dass @/ = 0. Sei also y € a’. Dann ist y ganz iiber R. Sei n die
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kleinste natiirliche Zahl so, dass y iiber R einer ganzen Gleichung vom Grad n geniigt. Es
besteht dann eine Gleichung y™ + a,_1y" ' + -+ + ap = 0 mit ag,...,a,_1 € R. Es folgt
ag EYRRNRCad NR =0, also ag = 0. Ist n = 1, so folgt y = —ag = 0 und wir sind fertig.

Sei also n > 1. Dann folgt (y" !+ a,_1y" 2+ -+ +a1)y = 0. Wegen der Minimalitiit
von n gilt y" ' 4+ a,_1y"" 2+ - +a; # 0. Wegen p’ € Spec(R') ist R = R'/p’ ein
Integritatsbereich. Es folgt y = 0. |

12.9 Korollar: Kontraktionslemma fiir Primideale. Sei R ein Ring, sei R’ ein

ganzer Erweiterungsring und seien p’, q’ € Spec(R') so, dass

p’Cqd und pNR=q¢nNR.

Dann gilt:

Beweis. Man wende (12.8) an mit ' := ¢'. |

§ Das Lying-Over-Lemma

12.10 Satz. Sei R ein Ring, sei R’ ein ganzer Erweiterungsring von R, sei a’ C R’ ein
Ideal und sei p € Spec(R) so, dass

adNRChp.
Dann gibt es ein p’ € Spec(R’) so, dass

/

und p'NR=p.

a Cp

Beweis. Seien R’ := R'/a’, a:=a' N R, R:= R/a und p := p/a. Nach (12.7)(b) ist R’ ganz
iiber R.

Nehmen wir an, es gebe ein Primideal p’ € Spec(R’) so, dass p’ "R =p. Sei p’ := p'NR’.
Dann ist p’ € Spec(R’) und wegen (2.16)(B) gilt o’ C p’. Weiter besteht das kommutative

Diagramm

R R
fi il
z+a z+a’
R R

r4+a—z+a

und damit folgt p=pNR=(pPNR)NR=(p'NR')NR=p' N R, wobei die zweite Gleich-
heit wegen unserer Annahme gilt, wihrend die dritte aus dem kommutativen Diagramm
abzulesen ist. Es gentigt also, den Fall mit a’ = 0 zu betrachten und zu zeigen, dass es ein
p’ € Spec(R’) so gibt, dass p’ N R = p.
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Sei S := R~ p. Nach (11.9) ist S™' R’ ein ganzer Erweiterungsring von S™'R = R,,. Der
Ring R, ist lokal mit Maximalideal m := pR,. Nach (12.5) ist mS—'R’ C S™'R’. Es gibt
also ein m’ € Max(S™'R’) mit mS™!R' Cm/. Es folgt m CmS™'R' N R, Cm/ N Ry C Ry.
Wegen m € Max(Ry) erhalten wir m = m’ N Ry,. Sei p’ := m’ N R’. Dann ist p’ € Spec(R').
Esfolgtp=pR,NR=mNR=mNR,)NR=m'NR=(m'NR)NR=p'NR. [ ]

12.11 Korollar: Lying-Over-Lemma. Sei R ein Ring, sei R’ ein ganzer Erweiterungs-
ring von R und sei p € Spec(R). Dann gibt es ein p’ € Spec(R'), das “iber p liegt”, d.h.
so, dass

pNR=p.

Dabei gilt:

p’ € min(pR').

Beweis. Die Existenz von p’ folgt, indem man (12.10) mit ' = 0 anwendet. Dabei gilt
p' 2 (pP’NR)R =pR’, also p’ € Var(pR’). Ist ' € Var(pR’) mit p’ D q’, sofolgt p =p'NR D
g NRDOpR'NRDp,alsop’ N R =q NR. Gemiss (12.9) folgt p’ = ¢'. Dies zeigt, dass p’
in Var(pR’) beziiglich der Inklusion minimal ist. ]

§ Das Going-Up-Lemma

12.12 Satz: Going-Up-Lemma. Sei R ein Ring und sei R’ ein ganzer Erweiterungsring

von R, sei ' C R’ ein Ideal und sei

in Var(a’) so, dass

fur jedes i € {0,...,r}.

Beweis. Wir machen Induktion nach r. Der Fall mit » = 0 ist klar nach (12.10). Sei also
r > 0. Nach Induktionsvoraussetzung gibt es eine Primidealkette pj, C p}) € --- C pl._; in
Var(a') so, dass p; N R = p; fiir jedes i € {0,...,r — 1}. Wendet man (12.10) an mit p]._,
anstelle von a’, so findet man ein p. € Var(p,._;) C Var(a’) mit p, N R = p,.. |
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12.13 Korollar. Sei R ein Ring, sei R’ ein ganzer Erweiterungsring von R und sei
po S p1 € -+ C p, eine Primidealkette in R. Dann gelten:

(a) Es gibt eine Primidealkette pj, C p} C -+ C pl. in R’ so, dass p; N R = p,; fur jedes
ie{0,...,r}.

(b) Ist p’ € Spec(R') mit p’ N R = po, so kann die Primidealkette aus (a) zusétzlich so

gewihlt werden, dass py = p’.

Beweis. Die Aussage (a) folgt aus (12.12) angewendet mit @’ := 0. Zum Nachweis von (b)
wende man (12.12) an mit o’ :=p’. [ ]

12.14 Korollar. Sei R ein Ring, sei R’ ein ganzer Erweiterungsring von R und sei
p’ € Spec(R’). Dann gilt:

p’ € Max(R') < p' N R € Max(R).

Beweis. “=" Sei p’ € Max(R’). Nehmen wir an, es wire p’ N R ¢ Max(R). Dann gibt es ein
m € Max(R) mit p’NR C m. Wendet man (12.13)(b) auf die Primidealkette p’ "R C m =: p;
an, so findet man ein Primideal p} € Spec(R’) mit p’ C p’. Dies widerspricht der Maximalitit
von p’.

“<” Sei p’ N R € Max(R). Nehmen wir an, es wire p’ ¢ Max(R’). Dann gibt es ein
m’ € Max(R’) mit p’ C m’. Zudem gilt P "R C m'NR C R, also p’ N R = m’N R. Dies steht
in Widerspruch zu (12.9). ]

§ Ganze Erweiterungen und Dimension

12.15 Satz. Seien R ein Ring, R’ ein ganzer Erweiterungsring von R und p’ € Spec(R’).

Dann gilt:

h(p’ N R) > h(p’).

Beweis. Sei py C pj S -+ C p.. eine Primidealkette in R’ unterhalb p’. Nach (12.9) ist dann
poNRCPINRC -+ Cpl NR eine Primidealkette in R unterhalb p’ N R. [ ]

12.16 Satz. Seien R ein Ring, R’ ein ganzer Erweiterungsring von R und p € Spec(R)
von endlicher Hohe. Dann gibt es ein p’ € Spec(R’) so, dass

p'NR=p und h(p’)=h(p).
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Beweis. Sei h := h(p). Es gibt eine Primidealkette po C p1 C --- C pp = p in R. Nach
(12.13)(a) gibt es eine Primidealkette py C p} € --- C p}, in R’ so, dass p, N R = p, fur
alle i € {0,...,h}. Setzen wir p’ := p}, so folgt p’ N R = p und h(p’) > h. Nach (12.15) gilt
h(p’) < h. Es folgt h(p’) = h. [ ]

12.17 Satz. Sei R ein Ring und sei R’ ein ganzer Erweiterungsring von R. Dann gilt:

dim(R') = dim(R).

Beweis. Unter Beachtung von (12.15) erhalten wir zunéchst

dim(R’) = sup{h(p’) | p’ € Spec(R')}
< sup{h(p' N R) | p’ € Spec(R')}
< sup{h(p) | p € Spec(R)}
= dim(R),

also dim(R') < dim(R).
Ist umgekehrt po € p1 € -+ C p, eine Primidealkette in R, so gibt es nach (12.13)(a) eine
Primidealkette p C pj € -+ € pl. der selben Liange in R’. Es folgt dim(R’) > dim(R). W

12.18 Lemma. Seien R ein Ring und R’ ein ganzer Erweiterungsring von R. Seien a C R

und o’ C R’ Ideale. Dann gelten:

(a) Var(@ NR) ={p’NR|p’ € Var(d)}.

(b) Var(aR' N R) = Var(a).

Beweis. “(a)” Die Inklusion “2” ist sofort klar. Sei also p € Var(a’ N R). Nach (12.10) gibt
es ein p’ € Var(a’) mit p’ N R = p. Dies beweist die Inklusion “C”.

“(b)” Wegen a C aR' N R gilt Var(aR' N R) C Var(a). Sei also p € Var(a). Nach (12.11)
gibt es ein p’ € min(pR’) mit p’ "R = p. Es folgt p C pR'NR C p’N R = p, also
p=pR' NRDOaR' NR. [ |

12.19 Satz. Seien R ein Ring und R’ ein ganzer Erweiterungsring von R. Seien a C R
und @’ C R’ echte Ideale. Dann gelten:

(a) dim(R/(a’ N R)) = dim(R'/a’).

(b) dim(R/a) = dim(R'/aR’).

Beweis. “(a)” Klar aus (12.7)(b) und (12.17).
“(b)” Gemaéss (12.18)(b) gilt dim(R/a) = dim(R/(aR’ N R)). Gemé&ss Aussage (a) gilt
dim(R/(aR' N R)) = dim(R'/aR'). n
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§ Der Endlichkeitssatz fiir ganze Erweiterungen

12.20 Lemma. Sei R ein Ring endlicher Linge. Dann gilt:

# Spec(R) < I(R).

Beweis. Sei l :=1(R) und seien py,...,p, € Spec(R) paarweise verschieden. Nach (3.5) ist
Spec(R) = Min(R), denn diese Richtung von (3.5) gilt offensichtlich ohne die Voraussetzung,
dass R noethersch ist. Also gilt p; € p; fiir alle ¢, 5 € {1,...,r} mit i # j. Fiir jeden Index
i€{l,...,r} setzen wir a; :=p; N...Np,. Furallei € {1,...,r — 1} gilt a; C a;1, das ist
klar. Gibe eseini € {1,...,r—1} mit a; = a;;1, d.h. mit p;N(p;x1N...NP;) = Pip1N...NP,,
so wére p;11N...Np,. C p; (denn fiir beliebige Mengen ist AN B = B dquivalent zu B C A).
Nach (2.3) gébe es aber ein j € {i +1,...,r} mit p; C p,;, im Widerspruch zum oben
Gesagten. Wir erhalten so in R die Idealkette a; C as € -+ C a, = p, C R der Lénge r. Es
folgt r < 1. [ |

12.21 Lemma. Seien R ein Ring, R’ ein Erweiterungsring von R und z1,...,z, € R’
so, dass R' = )" | Rx;. Sei p € Spec(R). Dann gilt:

1 < #{p’ € Spec(R') | p’NR =p} <n.

Beweis. Sei F :={p’ € Spec(R’) | p’ "R =p}. R’ ist ein endlicher ganzer Erweiterungsring
von R. Nach (12.11) ist also F' # @, d.h. #F > 1. Es bleibt zu zeigen, dass #F < n.

Natiirlich gilt p € pR’ N R. Nach (12.18)(b) ist aber auch p € Var(p) = Var(pR' N R),
also pR' N R C p. Also gilt pR' N R = p.

Seien nun R’ := R'/pR’ und 7’ : R — R’ die Restklassenabbildung. Dann ist R’ ein
Erweiterungsring von R := R/p und es gilt R’ = > " | RT;.

Wir erinnern an die in (2.16)(B) definierte kanonische Bijektion Var(pR’) — Spec(R’)
gegeben durch p’ — p’'/pR = 7' (p). Ist p’ € F, so gilt p C p’, also p’ = p'R’ € Var(pR/),
und mit p’ := 7/(p’) erhalten wir

POR=(/pR)NR/p= ' /pR)N(R/(pR'NR)) = (p'/pR) N ((R+pR')/pR')
= (' NR+p NpR')/pR = (p+pR')/pR = pR'/pR = 0.

Mit F := {p’ € Spec(R’) | p " R = 0} induziert die oben erwiihnte kanonische Bijektion
deswegen eine Injektion F' — F gegeben durch p’ — p’/pR’ = 7’'(p’). Es geniigt also zu
zeigen, dass #F < n. Dazu kénnen wir R, p beziehungsweise R’ durch R, 0 beziehungsweise
R’ ersetzen (man beachte hierbei, dass 7/(R) = R/p C R'/pR’ und 7'(p) = p/p C R'/pR/,
wie man aus einem kommutativen Diagramm wie jenem im Beweis von (12.10) ablesen kann).
Damit kénnen wir uns auf den Fall beschranken, dass R ein Integritdtsbereich ist und dass
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p = 0. Wir miissen in dieser Situation zeigen, dass F' := {p’ € Spec(R’) | p’ " R = 0}
héchstens n Elemente umfasst.

Sei S := R~ {0}. Dann ist K := S~'R der Quotientenkdrper von R, S™1R’ ist ein
Erweiterungsring von K, und es gilt S™'R’ = > | K%+, Wir erinnern an die in (3.12)(C)
definierte kanonische Bijektion Specg(R’') — Spec(S™'R’), p’ — p’S™'R’. Offenbar ist
Specg(R') = F. Es geniigt also zu zeigen, dass # Spec(S™'R’) < n. Jedes Ideal von SR’
ist natiirlich insbesondere auch ein Vektorraum iiber dem Unterkérper K C S~!R’. Deshalb
gilt

(ST'R) <1k (ST'R) =1 (X1 K%).

Weil 1 (o) aber gerade die K-Vektorraumdimension ist, folgt 1(S™1R') < n. Mit (12.20)
folgt # Spec(S™'R') < n. |

12.22 Satz: Endlichkeitssatz fiir ganze Erweiterungen. Sei R ein Ring und sei R’
ein endlicher ganzer Erweiterungsring von R. Dann gibt es eine Zahl n € N derart, dass
fiir alle p € Spec(R) gilt:

1 < #{p’ € Spec(R') | p’NR =p} <n.

Beweis. Klar aus (12.21) und (12.2). [ |

§ Vergleich der Spektren

12.23 Bemerkungen und Definitionen. (A) Eine Abbildung f : X — Y zwischen zwei
Mengen X und Y heisst endlich, wenn es eine Zahl n € N so gibt, dass #f~(y) <n
fiir alle y € Y.

(B) Eine (stetige) Abbildung f : X — Y zwischen zwei topologischen Rdumen X und Y
heisst schwach diskret, wenn fiir jeden Punkt = € X gilt {z} = {z} N f~1(f(x)),
wobei ® fiir den topologischen Abschluss steht.

(C) Eine (stetige) Abbildung f : X — Y zwischen zwei topologischen Rdumen X und
Y heisst diskret, wenn fiir jeden Punkt € X und jede Menge Z C f~1(f(x)) gilt

Z=Zn0f(f(@)).

(D) Diskrete Abbildungen zwischen topologischen Rdumen sind schwach diskret. Endliche
schwach diskrete Abbildungen zwischen topologischen Riumen sind diskret.
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12.24 Satz. Sei R ein Ring, sei R’ ein ganzer Erweiterungsring von R und sei ¢ : R — R’

die Inklusionsabbildung. Dann gelten:

(a) Die auf den Spektren induzierte Abbildung
Spec(t) : Spec(R') — Spec(R)

ist surjektiv, abgeschlossen und schwach diskret.

(b) Ist R’ ein endlicher ganzer Erweiterungsring von R, so ist die Abbildung Spec(:)
zudem endlich und diskret.

Beweis. “(a)” Die Abbildung Spec(¢) ist gegeben durch p’ — p’ N R. Die Surjektivitat dieser
Abbildung folgt also aus (12.11).

Zum Nachweis der Abgeschlossenheit von Spec(t) wihlen wir eine abgeschlossene Menge
Z' C Spec(R'). Mit einem geeigneten Ideal a’ C R’ kénnen wir Z’ = Var(a’) schreiben. Nach
(12.18)(a) folgt Spec(t)(Z') = Spec(:)(Var(a’)) = {p'N R | p’ € Var(a’)} = Var(a’ N R).
Damit ist Spec(:)(Z’) abgeschlossen in Spec(R). Dies zeigt, dass die Abbildung Spec(r)
abgeschlossen ist.

Sei schliesslich p’ € Spec(R’). Wir wollen zeigen, dass {p’} = Var(p’). Ist Z’ C Spec(R)
abgeschlossen mit p’ € Z’, so konnen wir ein Ideal a’ C R’ so finden, dass Z’ = Var(a'). Es
folgt o’ C p’, also Var(p’) C Var(a’) C Z'. Insbesondere gilt Var(p’) C {p’'}. Weil Var(p’)
abgeschlossen ist und p’ enthilt, folgt {p’} = Var(p’). Unter Beachtung von (12.9) erhalten

wir somit

{p"} N Spec(t) ™! (Spec(e)(p')) = Var(p') N Spec(t) " (p' N R)
= Var(p’)N{q’ € Spec(R') | ¢ NR=p' N R}
={q' € Spec(R') |p" Cq' und ¢ NR=p'NR}
={'}
Damit ist Spec(t) schwach diskret.

“(b)” Die Endlichkeit von Spec(¢) folgt aus (12.22). Weil geméiss (a) die Abbildung Spec(t)
schwach diskret ist, ist sie natiirlich auch diskret, vgl. (12.23)(D). [ ]

§ Ganzheit iiber normalen Ringen

12.25 Bemerkungen und Definitionen. (A) Sei R ein Ring, sei R’ ein Erweiterungs-
ring von R und sei X eine Unbestimmte. Sei f € R[X] ein unitdres Polynom. Wir
fassen R[X] in natiirlicher Weise als Unterring von R’[X] auf. Dann gilt

(a) fRIX]N R[X] = fRIX].

Ist ndmlich v € fR'[X] N R[X], so finden wir ein Polynom ¢’ € R'[X] mit v = f¢’ und
Polynome ¢,r € R[X] mit v = fq+ r und Grad(r) < Grad(f). Es folgt f¢' = fq+r,
also r = fq¢' — fq = f(¢’ —q), d.h. Grad(f - (¢ — q)) = Grad(r) < Grad(f). Weil f
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unitér ist, folgt ¢/ — ¢ = 0, also ¢’ = ¢, d.h. u = fq € fR[X]. Damit ist die Inklusion
“C” bewiesen. Die Inklusion “D” ist direkt klar.

Sei K ein Korper. Sei a € K[X] ein von 0 verschiedenes Ideal. Wir wéhlen ein Po-
lynom von minimalem Grad in a \ {0} mit Leitkoeffizienten 1. Ist ¢ € a \ {0} ein
weiteres Polynom von minimalem Grad und mit Leitkoeffizient 1, so gilt f — ¢ € a und
Grad(f — g) < Grad(f), also f — g = 0. Deshalb ist f eindeutig bestimmt. Man nennt
f das Minimalpolynom von a. Aus (11.2) folgt sofort, dass a = fK[X].

Sei R’ ein Erweiterungsring von K und seiz € R'. Sei ®,, : K[X] — R’ der durch X —
definierte Einsetzungshomomorphismus. Ist @, injektiv, so heisst z transzendent iiber
K. Andernfalls heisst = algebraisch {iber K. Somit ist z genau dann algebraisch {iber
K, wenn Ker(®,) # 0, also genau dann, wenn es ein Polynom g € K[X] ~\ {0} so gibt,
dass g(z) = 0. Weil K ein Korper ist, konnen wir ein solches g mit Leitkoeffizient 1
wéhlen. Also kénnen wir sagen:

(b) x algebraisch iiber K <= x ganz iiber K.

Ist = algebraisch iiber K, so nennt man das Minimalpolynom des Ideals Ker(®,) C
K[X] das Minimalpolynom von x diber K. Gemiss Teil (A) ist das Minimalpolynom
f von z iiber K das Polynom kleinsten Grades f € K[X] mit Leitkoeflizient 1 so, dass
f(z) = 0. Es gilt aber auch Ker(®,) = fK[X]. Anders gesagt:

(c) Ist g € K[X] mit g(z) =0, so gilt f]g.
Weiter induziert ®, einen Isomorphismus von K-Algebren

(d) K[X])/(f) = Klz], X + (f) — .

Sei f € K[X] ~ {0}. Ein Erweiterungskorper K’ von K heisst ein Zerfdllungskdrper
von [ dber K, wenn f in K'[X] in Linearfaktoren zerfillt, d.h. wenn es Elemente
a € K~ {0} und N\j,..., )\, € K’ so gibt, dass

f=a(X = A)(X = X5) - (X = Ap).

Aus der Algebra wissen wir, dass jedes Polynom f € K[X] ~\ {0} einen solchen Zerfal-
lungskorper besitzt.

12.26 Lemma. Sei R ein Ring und sei R’ ein ganzer Erweiterungsring von R. Sei a C R

ein Ideal und sei z € aR’. Dann geniigt = einer ganzen Gleichung der Form

"™+ Q1™+ ag = 0,

mit m € N und ag,...,am-1 € a.

Beweis. Mit geeigneten Elementen b1, ...,b, € a und y1,...,y, € R’ konnen wir schreiben

z =" by;. Wir setzen R"” := R[yi,...,yn,z]. Dann ist R” ein endlicher ganzer Erwei-

terungsring von R und es gilt x € aR”, also zR” C aR”. Insbesondere ist R” ein endlich
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erzeugter R-Modul. Wir finden also ein m € N und Elemente t¢1,...,t,, € R’ so, dass
R" = 37", Rt; gilt. Insbesondere gilt nun xt; € aR” = 377" at; fiir jedes i € {1,...,m}.
Mit geeigneten Elementen c¢;; € a konnen wir also schreiben zt; = Z;nzl ci;jt; fiir jedes

ie{l,...,m}.
Wir betrachten nun die Matrix C' := [¢;; | 1 <4, j < m] € a”*™ und erhalten die
Gleichung
t1 0
(O_xlm> =11,
tm 0

wobei I, € R™*™ die Einheitsmatrix ist. Nach dem Satz von Kramer (3.24) folgt, dass
det(C —x1,,)t; = 0 fiir jedes i € {1,...,m}, also det(C' —zI,,)R” = 0 und damit schliesslich
det(C'—x1,,) = 0. Wegen ¢;; € a gilt aber det(C'—x1,,) = (—=1)™(x™ +am—_12™ 4+ +ao)
mit geeigneten Elementen aq,...,a,_1 € a. |

12.27 Satz. Seien R ein normaler Ring, K’ ein Erweiterungskorper von K := Quot(R)
und R’ der ganze Abschluss von R in K’. Seien a C R ein Ideal und = € aR’. Dann ist
z € K’ algebraisch iiber K und, wenn

f=X"+cna X" 4+ € K[X]
das Minimalpolynom von «x iiber K ist, dann gilt

CiE\/a

fir alle i € {0,...,n —1}.

Beweis. Trivialerweise ist z algebraisch {iber K. Sei L ein Zerfallungskorper von f iiber K’
und seien A, ..., \, € L so, dass f = (X — A1)+ (X —\,). Sei R der ganze Abschluss von
Rin L. Dann gilt R’ C R.

Sei p € Var(a). Wegen = € aR’ C pR’ gibt es nach (12.26) ein Polynom

hi=X"4am 1 X™ '+ 4ap € RIX] C K[X]

mit m € N und ag,...,am—1 € p so, dass h(z) = 0. Weil f das Minimalpolynom von
x lUber K ist, folgt h € fK[X]. Wir finden also ein ¢ € K[X] mit h = fg. Fiir jedes
i€ {1,...,n} gilt h(\;) = f(Ai)g(Ai) = 0, weswegen Aq,...,\, ganz iiber R sind. Damit

gilt R” := R[A1,..., ;] C R, und insbesondere ist R” ein ganzer Erweiterungsring von R.
Fiir jedes i € {1,...,n} folgt aus der obigen Gleichung h(A;) = 0 auch, dass A" =
@ AT — ... —ay € pR”. Nach (12.11) gibt es ein p” € Spec(R") mit p” N R = p,

denn R” ist ja ganz tiber R. Es folgt pR” C p”, also A" € p” und somit \; € p” fiir jedes
i € {1,...,n}. Durch Koeffizientenvergleich folgt aus X" + ¢, 1 X" '+ - 4+¢y = f =
(X = X)) (X = A\p), dass cg,...,¢n—1 € p” C R”. Insbesondere sind cg,...,ch—1 € K
ganz iiber R und, weil R normal ist, folgt cg,...,c,—1 € R. Damit erhalten wir schliesslich
€oy. .. Cn_1 € p”" N R =p. Daraus folgt nun cg,...,c,_1 € ﬂpevm(a) p=+0a [ |
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§ Das Going-Down-Lemma

12.28 Satz. Sei R ein normaler Ring, sei R’ ein integrer ganzer Erweiterungsring von R
und seien p € Spec(R) und ¢’ € Spec(R’) mit

pCqdNR

Dann gibt es ein p’ € Spec(R') so, dass

/

p=p'NR und p' Cq’.

Beweis. Wir betrachten die Menge
S :={st|se R~\p, t€ R\ q'}.

Weil die Mengen R\ p und R’ \ q’ abgeschlossen sind unter Multiplikation, ist auch S’
abgeschlossen unter Multiplikation. Wir wollen zuerst zeigen, dass S’ NpR' = &.

Nehmen wir das Gegenteil an! Dann gibt es ein z € S’ N pR’. Weil R’ integer ist, gilt
0¢ 5, also z # 0.

Seien K’ der Quotientenkérper von R, K C K’ der Quotientenkérper von R und R der
ganze Abschluss von R in K’. Dann ist R’ € R und wegen x € pR’ folgt auch = € pR.
Seinun f = X" + ¢, 1 X" 1+ 4 ¢g € K[X] das Minimalpolynom von z iiber K. Nach
(12.27) folgt co,c1,...,cn—1 € \/p = p. Mit geeigneten Elementen s € R~pundt € R \ ¢
kénnen wir auch x = st schreiben.

Seig:=X"+2=2 X" 4.4+ % € K[X]und sei h := X" +byp, 1 X" 4. -+by € K[X]
das Minimalpolynom von ¢ iiber K. Wenn wir (12.27) mit ¢ anstelle von  und R anstelle
von a anwenden, so erhalten wir by, by, ..., b, € R. Offenbar ist aber auch ¢(t) = s%f(st) =
= f(x) = 0. Deshalb gilt h|g, also m < n.

Sei k := X™ + sby, 1 X™ ! + ...+ s™by. Dann gilt k(z) = 2™ + sby,_12™ 1+ +
s™by = s™h(t) = 0. Es folgt f|k, also n < m. Damit ist m = n, und g ist bereits das
Minimalpolynom von ¢ iiber K. Dies bedeutet, dass g = h, also, dass =z = b; € R fiir
alle i € {0,...,n — 1}. Daraus folgt wegen ¢; € p und s € R~ p, dass b; € p fiir alle
i €{0,...,n—1}. So folgt aus t" + b, _1t" "1 4---+by =0, dass t" € pR' C (¢’ "NR)R' C ¢/,
also der Widerspruch ¢ € ¢'.

Es gilt also S’ NpR’ = @. Damit hat die Menge

Is/(pR’) :={b' C R' Ideal | pR' Cb' C R'\ 5’}
ein beziiglich der Inklusion maximales Mitglied p’, welches zudem zu Spec(R') gehort,

vgl. (2.25). Wegen p’ C RPN S C RN (R ~q)=¢q undp CpRRNR CpNRC
(RRNS)NR=R~ S CR~(R~p)=pist p’ das Erwiinschte. [ |
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12.29 Korollar: Going-Down-Lemma. Sei R ein normaler Ring, sei R’ ein integrer

ganzer Erweiterungsring von R, sei
PoCpP1 & Cpr
eine Primidealkette in R und sei p’ € Spec(R’) mit
p’NR=p,.

Dann gibt es eine Primidealkette

in R’ so, dass
p.=p und pNR=p;

fir alle s € {0,...,r}.

Beweis. Folgt leicht durch Induktion {iber r aus (12.28). ]

12.30 Korollar. Seien R ein normaler Ring und R’ ein integrer ganzer Erweiterungsring
von R. Seien p € Spec(R) und p’ € Spec(R’). Dann gelten:

(a) h(p') =h(p' N R).

(b) p’ € min(pR') < p'NR=p.

Beweis. “(a)” Folgt leicht aus (12.29) und (12.15).
“(b)” Es gelte p’ " R = p. Dann gilt p’ O (p’ N R)R' = pR’. Ist q' € Spec(R’) mit
p’ 2q D pR/, so folgt p’ = q' wie im Beweis von (12.11). Dies zeigt die Implikation “<".
Wir zeigen jetzt die Implikation “=". Sei p’ € min(pR’). Dann gilt p’ "R D pR'NR D p.
Nach (12.28) gibt es ein p” € Spec(R’) so, dass p” C p’ und p”’ N R = p. Damit gilt auch
pR Cp”. Wegen p’ € min(pR’) folgt dann p” =p’, alsop’ "NR=p"NR =7p. |

§ Ganze Erweiterungen von Korpern

12.31 Bemerkungen und Definitionen. (A) Sei K ein Korper und sei R’ ein Erweite-
rungsring von K. Sei x € R’. Wir haben bereits bemerkt, dass z genau dann algebraisch
iiber K ist, wenn 2 ganz iiber K ist, vgl. (12.25)(C)(b). Uber einen Kérper sind also

die Begriffe “ganz” und “algebraisch” synonym.

(B) Es gelten die Voraussetzungen und Bezeichnungen von (A). Entsprechend dem eben
Festgestellten sagen wir, R sei algebraisch tiiber K, wenn R ganz iiber K ist, also
wenn jedes Element y € R algebraisch {iber K ist. Genauso sprechen wir nun vom
algebraischen Abschluss von K in R anstelle vom ganzen Abschluss von K in R.
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12.32 Satz. Sei K ein Korper und sei R’ ein integrer ganzer Erweiterungsring von K.

Dann ist R’ ein Korper.

Beweis. Weil R’ ein Integrititsbereich ist, gilt 0 € Spec(R’). Weil K ein Korper ist, gilt
p’ N K =0 fiir alle p’ € Spec(R’). Nach (12.9) folgt p’ = 0, also Spec(R’) = {0}. Somit ist
R’ ein Korper. [ ]

12.33 Korollar. Sei R ein Integritatsbereich und sei R’ ein integrer ganzer Erweite-
rungsring von R. Dann ist (R~ 0)"!R’ ein Korper. Genauer gilt:

(R~ 0)"'R' = Quot(R').

Beweis. Es gilt R C (R~0)"'R' C (R'~0)"'R' = Quot(R’). Insbesondere ist (R~ 0)" 1R’
ein Integrititsbereich. Wir wissen auch, dass (R~ 0)"'R’ ganz iiber (R~ 0)"!R = Quot(R)
ist, vgl. (11.10). Nach (12.32) ist (R~ 0)" 1R’ ein Korper, also (R~ 0)"!R' D Quot(R’). M



Kapitel 13

Algebren uber Korpern

§ Algebraische Unabhangigkeit

13.1 Notation. Im folgenden seien K ein Korper, n € Ny und X7, ..., X,, Unbestimmte.

13.2 Bemerkungen und Definitionen. (A) Sei R ein Erweiterungsring des Korpers K

und seien z1, ..., z, € R. Wir sagen, die Familie (z1,...,x,) := (x;), sei algebraisch
unabhdngig tiber K, wenn der durch X; — z; definierte Einsetzungshomomorphismus

(I)wlv--wmn : K[Xl? e 7Xn] i R

injektiv ist. Gleichbedeutend ist, dass fiir jedes Polynom f € K[Xq,...,X,] ~ {0}
gilt f(z1,...,2,) # 0. Ist der Einsetzungshomomorphismus ®,, ., nicht injektiv, so
sagen wir, die Familie (x1,...,x,) sei algebraisch iiber K. In diesem Fall gibt es ein
Polynom f € K[Xy,...,X,] ~ {0} so, dass f(x1,...,2,) =0.

In den Notationen von (A) sagen wir missbriauchlich, die Elemente x1,...,z, seien
algebraisch unabhéngig bzw. algebraisch tiber K, falls die Familie (z1,...,z,) die ent-
sprechende Eigenschaft hat. Zu beachten ist dies in den Féllen mit n = 0 oder n = 1.
Die leere Familie ist algebraisch unabhéngig. Ist n = 1, so stimmen diese beiden Begriffe
mit “transzendent iiber K” bzw. “algebraisch {iber K” geméss (12.25)(C) iiberein.

Leicht priift man folgendes nach:

(a) Sind 1, ...,z, algebraisch unabhingig iiber K und ist o € S,, eine Permutation
von {1,...,n}, so sind auch Tg(1),- - > To(n) algebraisch unabhéngig iiber K.

(b) Sind z1,...,z, algebraisch unabhéngig iiber K und ist m € {0,...,n}, so sind
auch z1,...,x,, algebraisch unabhéngig iiber K.

13.3 Notationen und Bemerkungen. (A) Sei L ein Erweiterungskérper von K und sei

M C L. Wir schreiben K (M) fiir den kleinsten Unterkdérper von L, der sowohl K als
auch M umfasst. Wir nennen K (M) den @ber K durch M erzeugten Unterkdrper
von L. Offenbar gilt

(1 M = KM) = Quot(K[M]).

M CL Unterkorper
K,MCM

160
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Sind z1,...,x, € L so setzen wir
K(xy,...,2n) = K({z1,...,2,}).

(B) In Quot(K[Xy,...,X,]) konnen wir den Unterkérper K(Xi,...,X,) betrachten und

erhalten

K(X1,...,X,) = Quot(K[Xy,...,X,]).
Wir nennen K (X, ..., X,) den rationalen Funktionenkdrper iber K in den Un-
bestimmten X,,...,X,.

(C) Es gelten die Bezeichnungen von (A). Sind x4, ..., x, € L algebraisch (also ganz) {iber

K, soist K[z1,...,x,] geméss (12.1) ein ganzer (also algebraischer) Erweiterungsring
von K. Nach (12.32) ist Kx1,...,z,] zudem ein Koérper, d.h. es gilt K(z1,...,z,) =
Klxy,...,z,]. Wir konnen also zusammenfassen:

(a) Sind z1,...,x, € L algebraisch {iber K, so gilt
K(xy,...,2n) = K[z1,...,24],
und der Korper K(x1,...,x,) ist algebraisch iiber K.
Vermoge der Transitivitiat der Ganzheit, vgl. (12.4), folgt damit insbesondere:

(b) Sind z1,...,x, algebraisch iiber K und ist y € L algebraisch iiber K(z1,...,z,),
so ist y algebraisch iiber K.

13.4 Lemma. Sei L ein Erweiterungskoérper von K, seien x1,...,x, € L algebraisch
unabhéngig tiber K und sei y € L. Dann sind dquivalent:

(i) x1,...,Zn,y sind algebraisch unabhéngig iiber K.

(ii) y ist transzendent iiber K (x1,...,x,).

Beweis. Sei Y eine weitere Unbestimmte. Wir betrachten die drei Einsetzungshomomor-

phismen
O, K[Xq,....X,, Y] =L, Xi—xz, ..., Xp—2,, Yy
O, K[Xq,...,. X, ] =L, Xi—x1, ..., Xy xp;
O, K(z1,...,z,)[Y] = L, Y —uy.
“(i) = (ii)” Seien z1, ..., %y, y algebraisch unabhéngig tiber K. Dann ist ®, , injektiv.

Sei f € Ker(®,). Wir miissen zeigen, dass f = 0. Wir schreiben f = Z?:o ¢:;Y?, wobei
qos---,qd € K(z1,...,2,) = Quot(K|[z1,...,z,]). Mit geeigneten Elementen py,...,pqs €
Klzy,...,z,) und s € K[x1,...,2,] \ {0} konnen wir fiir jedes i € {0,...,d} auch ¢; = &
schreiben. Wir finden Polynome Py, ..., P; € K[X;,...,X,] so, dass ®,(F;) = p; fir jedes

i€{0,...,d}. Wir setzen F:= " | BY' € K[Xy,...,X,,Y]. Es folgt

Oy y(F) =L Pi(ar,. . xa)y’ = 30 u(P)y
=S it =L osqiyt = s30 gaiyt = 5B, (f) =0,
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also F' = 0. Es folgt P; = 0, also p; = ®,(P;) = 0 und damit ¢; = 0 fiir alle ¢ € {0,...,d},
also schliesslich f = 0.

“(ii) = (i)” Sei y transzendent tiber K (z1,...,2,), d.h. ®, injektiv. Sei F' € Ker(®, ).
Wir miissen zeigen, dass F' = 0. Wir kénnen F' = Z?:o PY' mit P; € K[X1,...,X,] fiir
i €{0,...,d} schreiben. Es folgt

D, (S0 By (P)YT) = S0 0 @u(P)y = S0 Pilan, ... )y
= F(.’El,-.- a$n7y) = (I)z,y(F) = 0’

also Z?:o ¢, (P)Y" =0, dh. ®,(P) =0 fiir alle i € {0,...,d}. Nach Voraussetzung ist ®,

injektiv. Es folgt Py = P, =--- = P; =0, also F = 0. |
13.5 Lemma. Sei L ein Erweiterungskérper von K, seien x1,...,x, € L algebraisch
unabhéngig tiber K, sei m € Ny und seien yy, ...,y € L. Dann sind dquivalent:

(i) 1,y &n,Y1,---,Ym sind algebraisch unabhéingig tiber K.

(ii) y1,.-.,Ym sind algebraisch unabhéngig tiber K(z1,...,zn).

Beweis. Wir machen Induktion nach m. Der Fall mit m = 0 ist trivial. Der Fall mit m =1
ist nach (13.4) klar. Sei also m > 1.
“(i) =(ii)” Seien x1,...,Tn, Y1, .-, Ym algebraisch unabhingig iiber K. Nach (13.4) ist

Ym transzendent iiber K(z1,...,Zn,Y1,...,Ym—1) und nach Induktion sind y1,...,Ym—1
algebraisch unabhéngig tiber M := K(z1,...,x,). Wendet man (13.4) mit M anstelle von
K an, so sieht man, dass y1, ..., ¥y algebraisch unabhingig tiber K(x1,...,z,) sind.

“(ii) =(i)” Seien yi,...,Yym algebraisch unabhéngig tiber M := K(z1,...,z,). Nach
(13.2)(C)(b) sind y1, ..., Yym—1 algebraisch unabhingig tiber M. Nach (13.4) ist y,, trans-
zendent iiber M (y1,...,Ym-1) = K(Z1,...,Zn,Y1,---,Ym—1), und nach Induktionsvoraus-
setzung sind Z1,...,%n,Y1,...,Ym—1 algebraisch unabhéngig tiber K. Wieder mit (13.4)
folgt, dass x1,...,2n, Y1, .., Ym algebraisch unabhéngig iiber K sind. |

13.6 Lemma. Sei L ein Erweiterungskorper von K, sei n € Ny, seien zg,...,x, € L
algebraisch unabhéngig tiber K und sei y € L transzendent iiber K. Dann gibt es einen
Index ¢ € {0,...,n} so, dass y,zg, ..., 2i—1,Tit1,-- ., T, Uber K algebraisch unabhingig

sind.

Beweis. Durch Induktion iiber n. Der Fall mit n = 0 ist klar. Sei n > 0. Nach Induktions-

voraussetzung gibt es ein i € {0,...,n — 1} so, dass y, Zg,...,Zi—1,Lit1,...,Tp_1 Uber K
algebraisch unabhéngig sind. Sind y, g, ..., z;—1, T, Tit1, - - - , Tn_1 algebraisch unabhingig
iiber K, so sind wir fertig. Sind y, zq, ..., %;—1,Tit1, ..., Ty, algebraisch unabhéngig iiber K,

so sind wir ebenfalls fertig.
Wir nehmen deshalb an, dass sowohl die Elemente y, xg, ..., %;—1, % Tit1,...,Tn_1 als
auch die Elemente y,xq,...,%;-1,%4+1,...,%, Uber K algebraisch abhéngig seien. Weil



13. ALGEBREN UBER KORPERN 163

XOy -y Tim1,Tiy Lig1,--.,Tp—1 Uber K algebraisch unabhingig sind, folgt aus (13.4) und
der Vertauschungsaussage (13.2)(C)(a), dass y algebraisch tiber M := K(zg,...,%n_1) ist.

Weil y, xg, ..., %i—1,Tit1,. .., Tn—1 algebraisch unabhingig tiber K sind, folgt mit (13.4)
aus der zweiten Annahme, dass z, iber K(y,xo,...,%i—1,Zit1,-.-,Zn-1) C M(y) alge-
braisch ist, also auch iiber M (y). Damit ist x,, nach (13.3)(C)(b) sogar iiber M algebraisch.
Weil zg,...,z,—1,x, algebraisch unabhingig tiber K sind, widerspricht dies (13.4). Die
beiden getroffenen Annahmen kénnen also nicht gleichzeitig gelten, und wir sind fertig. W

13.7 Satz: Austauschsatz fiir algebraisch unabhingige Familien. Sei L ein Er-

weiterungskorper von K. Seien m,n € Ny mit m < n. Seien z1,...,x, € L algebraisch
unabhéngig iiber K und seien y1, ..., ¥y, € L algebraisch unabhéngig iiber K. Dann gibt
es Indizes ipq1,im2,---59n € {1,...,n} 50, dass y1,...,Ym,Ti 1> Tippyos-- -+ Tiy, UDET

K algebraisch unabhéngig sind.

Beweis. Durch Induktion nach m. Der Fall mit m = 0 ist offensichtlich. Der Fall mit m =1
ist klar nach (13.6). Sei also m > 1. Nach Induktionsvoraussetzung und wegen (13.2)(C)(b)

gibt es Indizes jo,, fm41; Jm42,---»Jn € {1,...,n} 50, dass Y1, ..., Ym—1,Tj,.s Tjpisrsr-- - T,
iiber K algebraisch unabhéngig sind. Nach (13.5) sind x; ,%;, ..,...,2;, also algebraisch
unabhéngig iiber N := K(y1,...,Ym—1). Nach (13.4) ist y,, transzendent iiber N. Nach
(13.6) gibt es also einen Index k € {m, ..., n} so, dass Ym, ;... ., Tj,_ 1 Tjuirs- -5 Tj, alge-
braisch unabhéngig iiber N sind. Wir setzen {iy 1,00} = {Jm, -« Th—1s Jkt1y-- - Jn}-
Damit sind Y, i, ,,,...,%;, algebraisch unabhingig iiber N = K(y1,...,Ym—1). Nach
(13.5) folgt die Behauptung. [ |

§ Transzendenzgrad und Transzendenzbasen

13.8 Definition. Sei L ein Erweiterungskorper von K. Wir definieren den Transzen-
denzgrad trdegy (L) von L diber K als das Supremum der Lingen aller endlichen Folgen
(z1,...,2y) in L, welche iiber K algebraisch unabhéngig sind:

trdeg (L) := sup {n €Ny ‘ dzy,...,2, € L: (2;)1, ist algebraisch unabhéngig iiber K}.
13.9 Beispiel. Der Transzendenzgrad von R iiber Q ist unendlich.

13.10 Bemerkungen. (A) In den obigen Bezeichnungen ist klar, dass trdeg, (L) = 0
genau dann gilt, wenn L algebraisch iiber K ist.

(B) Leicht sieht man:
(a) trdegy (K (X1,...,X,)) =n.
(b) Sind K C L C M Kéorper und ist M algebraisch iiber L, so gilt
trdeg (M) = trdegy (L).

13.11 Bemerkung und Definition. Sei L ein Erweiterungskérper von K. Eine endliche
Familie (z;)!; von Elementen aus L heisst eine (endliche) Transzendenzbasis von L

tber K, wenn die folgenden zwei Aussagen gelten:
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(a) x1,...,2, sind {iber K algebraisch unabhéngig;

(b) x1,...,%n,y sind fir alle y € L {iber K algebraisch abhingig.
Nach (13.4) kann man die Bedingung (b) ersetzen durch:

(b’) L ist algebraisch iiber K(z1,...,x,).

13.12 Satz. Sei L ein Erweiterungskorper von K. Ist (z1, ..., x,) eine Transzendenzbasis
von L iiber K, so gilt
trdegy (L) = n.

Insbesondere bestehen alle Transzendenzbasen von L iiber K aus genau n Elementen.

Beweis. Einfach aus (13.7). ]
13.13 Satz. Sei L ein Erweiterungskorper von K und seien aq,...,a, € L derart, dass
L = K(ay,...,a,). Dann gibt es i1,42,...,%m € {1,...,n} so, dass a;,, Gi,, - ..,a;, eine

Transzendenzbasis von L iiber K bilden. Insbesondere gilt:

trdegy (L) < n.

Beweis. Wir finden natiirlich eine (eventuell leere) Menge {i1,...,4,n} C {1,...,n} so, dass
@i, ..., 0a;, Uber K algebraisch unabhingig und a;,,...,a;,,,a; fiir jeden Index j € J :=
{1,...,n} ~{i1, ... iy} liber K algebraisch abhéngig sind.

Sei M := K(a;,,...,a;,). Dann gilt L = M({a; | j € J}). Nach (13.4) ist a; fiir jedes
j € J algebraisch iiber dem Korper M. Damit ist L geméss (13.3)(C)(b) algebraisch iiber
M, d.h. jedes Element y € L ist algebraisch iiber M. Nach (13.4) folgt, dass a;,,...,a;,,y
fiir jedes y € L algebraisch abhéngig sind. Also bilden a;,,...,a;, eine Transzendenzbasis
von L iiber K. |

§ Das Normalisationslemma

13.14 Lemma. Seien R ein integrer Erweiterungsring von K, r:=trdeg (Quot(R)) < oo
und 1,...,2, € R so, dass R ganz iiber K[xy,...,2,]| ist. Dann sind z1,...,z, alge-

braisch unabhéngig iiber K.

Beweis. Nach (11.10) ist K(x1,...,2,) € Quot(R) eine ganze Ringerweiterung. Somit ist
Quot(R) algebraisch tiber K(x1,...,z,). Nach (13.10)(B)(b) gilt deshalb

trdeg e (K (21, ..., 2,)) = trdeg g (Quot(R)) = r.

Nach (13.12) und (13.13) gibt es also eine Teilfolge der Lange r von (x;)F_,, die eine Trans-
zendenzbasis von K(z1,...,x,) iiber K ist. Folglich ist (x;)f_; eine Transzendenzbasis von
K(zy,...,z,) liber K, also insbesondere algebraisch unabhéngig iiber K. |
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13.15 Lemma. Seien R ein Ring und R’ ein Erweiterungsring von R. Weiter seien
Mo, M1, M C R’ so, dass RIM;] C R[M] und R[MoU M| C R’ (endliche) ganze
Ringerweiterungen sind. Dann ist R’ (endlich) ganz iiber R[My U M;].

Beweis. Leicht sieht man, dass R[MoUM] (endlich) ganz iiber R[MqU M] ist. Aus (12.3)
und (12.4) folgt die Behauptung. |

13.16 Lemma. Seien R ein Ring, R’ ein Erweiterungsring von R und a’ C R’ ein Ideal.

Seien k,l,n € Ny mit k <! < n und seien zy,...,z, € R so, dass
l
x1,...,yped  und o NR[xki1,.. ., T, = Z TiR[Try1, ..o, Tnl.
i=k—+1
Dann gilt:

!
@ NR[xy,...,2,] = inR[acl, R e
i=1

Beweis. “2” Klar wegen x1,...,7; € d.

“C” Sei g € o' N R[xy,...,2,]. Wir kénnen g in der Form g = ZZGNSQK;UT coeapk
mit g, € R[zgi1,...,2,] fir v € NE schreiben, wobei die Elemente g, fast alle 0 sind.
Wegen ggl € R[Tkt1,---,Tn), g ela’ und h = deNg\{g}gﬂ?;l ceaph e d gilt also gg =
g—hedNR[zri1,...,25] = Zi:kﬂxiR[ka, ceyxy] C Zi:kaiR[ml, ooy Zy]. Wegen

k 1 l
hed jxRz,...,zn) €Y.z Rx1,...,x,] folgt g = go +h € Y,z Rx1,..., 2]
und daraus die Behauptung. |
13.17 Lemma. Seien R ein Erweiterungsring von K und zy,...,z, € R algebraisch

unabhéngig iber K so, dass R ganz iiber K[x1,...,x,] ist. Fiir jedes k € {0,...,n} gilt

dann:

k k
(ZLR> NK[zy,...,2,] = ZwiK[xl,...,xn].
i=1 i=1

Beweis. Sei R' := Klx1,...,z,]. Weil z1,...,2, iber K algebraisch unabhingig sind, ist
der Einsetzungshomomorphismus @ : K[X4,..., X, ] — R/, gegeben durch X; — z; fiir alle
i € {1,...,n}, ein Isomorphismus. Seien k£ € {0,...,n} und q' := ZleXiK[Xl, s Xal
Wegen q' € Spec(K[X1,...,X,]) folgt deshalb p’ := ZlexiR’ = ®71(q') € Spec(R'). Weil
R ganz {iber R’ ist, folgt aus (12.11), dass ein p € Spec(R) mit p N R’ = p’ existiert. Wegen
Z1,...,x5 € P Cp gilt ZleziR C p, was (ZlexiR) N R CpN R =y impliziert. Die
Inklusion “2” gilt offensichtlich. ]
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13.18 Lemma. Sei R:= K[X;,...,X,] und sei f € R von positivem Grad. Dann gibt

es iiber K algebraisch unabhéngige Elemente z1,...,2, € R so, dass 1 = f und dass
gelten:
(a) R ist eine endliche ganze Erweiterung von K|[z1,...,x,].

(b) meK[Ilav:rn] :‘TlK[’Ilv"'vIn]

Beweis. Wir kénnen

f= Z(Ul,.“,un)eMCw---unX1Vl S X
schreiben, wobei M C N", M ¢ {(0,...,0)}, #M < oo und ¢,,. ., € K ~ {0} fiir alle
(v1,...,vn) € M. Es gilt dann

N := Grad(f) =max {31 i | (1,...,vn) € M}.

Wir setzen weiter
pj = (N +1)71  fiir jedes j € {1,...,n}.

Wir betrachten die Abbildung
o M= No, (01, vm) > S,

Wegen unserer Wahl von N ist v die (N + 1)-ale Zahldarstellung von o(v) fiir jedes v € M,
und somit ist o bekanntlich injektiv. Es existiert also ein eindeutig bestimmtes n-Tupel

= (p1,...,pn) € M so, dass

Wir setzen nun
— — P2 e P
r1i=f, zoi=Xo — X372, ...,z =X, — X0

Es folgt

Z(l’ly...,Vﬂ,)eM CV1~~~V'n.X1]/1 (1'2 + X:fz)yz T (ZEn + an)y" — 1= f -z =0
Gemiiss unserer Wahl von p konnen wir diese Gleichung in der Form

cu X7 + E?:_&ngf =0 mitg; € K[zy,...,2,] firalle j € {0,...,7 — 1}
schreiben. Multiplikation mit c;l liefert nun eine ganze Gleichung fiir X; iiber K|x1, ..., z,].
Offenbar ist X; = z; + X' € K[zy,...,2,][X1] fiir jedes i € {2,...,n}. Daraus folgt, dass
R = K]Jx1,...,2,][X1], und daraus folgt nun, dass R endlich ganz tiber K|z1,...,x,] ist.

Nach (13.14) und (13.10)(B)(a) sind z1,...,z, algebraisch unabhingig iiber K, und
nach (13.17) gilt fRN K[z1,...,2,] = 21 K[21, ..., 2y]. [ ]

>=

algebraisch unabhéngige Elemente z1,...,z, € R so, dass gelten:

13.19 Lemma. Sei R := K[X3,...,X,]. Sei a C R ein Ideal. Dann gibt es iiber K

(a) R ist eine endliche ganze Erweiterung von K|z1,...,x,].

(b) Es gibt ein k € {0,...,n} so, dass a N K[xy,...,x,] = 25:1 K[z, ..., ).




13. ALGEBREN UBER KORPERN 167

Beweis. Ist a = 0, so setzen wir x; := X; fiir jedes ¢ € {1,...,n} und k := 0. Wir nehmen
also an, es sei a # 0.

Wir fithren eine Induktion nach n. Der Fall mit n = 0 kann wegen 0 # a C R = K nicht
eintreten.

Sei n = 1. Es gibt ein f € R = K[X;] mit a = fR. Wir wihlen k¥ = 1 und konnen mit
(13.18) schliessen.

Sei also n > 1. Wir wihlen f € a ~ 0. Nach (13.18) finden wir Elemente Zs,...,Z, € R
so, dass f,Ta,...,T, iber K algebraisch unabhingig sind, R {iber K|[f,Ta,...,T,] endlich
ganz ist und fROK|[f,Ta,...,Tn] = fK|[f,To,...,Tp| gilt. Wir setzen R := K[Xo,..., X,].
Der Einsetzungshomomorphismus

®:R— K[T,...,T,], X;—m; fiiriec{2,...,n}

ist ein Isomorphismus, denn Zs,...,Z, sind ja algebraisch unabhéngig tiber K. Nach In-
duktionsvoraussetzung finden wir {iber K algebraisch unabhingige Elemente ys,...,y, € R
und eine Zahl k € {1,...,n} so, dass R endlich ganz iiber K[ys,...,y,] ist und

O anN KTz, ..., Tn]) N Ky, un] = S0 viK Y2, - - -, Un]

gilt. Wir setzen z; := ®(y;) fir jedes ¢ € {2,...,n}. Dann sind zs,...,2, algebraisch
unabhéngig tiber K, und K|[Zs,...,T,] ist endlich ganz tiber K|xs,...,z,]. Wegen

aﬂK[xQ,...,xn] :(aﬂK[fg,...,Tg])QK[(L'Q,...,IEH]

erhalten wir auch

anNKlza,...,zy] :ZfzgxiK[xg,...,xn].

Wir setzen z; := f. Nach (13.15) ist R endlich ganz iiber K[z1,...,z,]. Aus (13.14) und
(13.10)(B)(a) folgt, dass x1,...,z, algebraisch unabhéngig iiber K sind. Die Gleichung

aNK[zy,...,x,) = ZlexiK[xl,...,xn].

folgt nun aus (13.16). |

13.20 Lemma. Sei R := K[X1,...,X,]. Seia; Cas € --- C a, eine aufsteigende Folge
von Idealen in R so, dass a,, C R. Dann gibt es iiber K algebraisch unabhingige Elemente

Z1,...,Tn € R und eine aufsteigende Folge k; < kg < -+ < k, von Zahlen in {0,...,n}

so, dass gelten:

(a) R ist endlich ganz iiber Kz1,...,zy].

(b) as N K[z1,...,2,) :Zf;‘lxi[([xh...,xn] fir alle s € {1,...,7}.

Beweis. Wir fiihren eine Induktion {iber r. Der Fall mit = 1 ist klar nach (13.19).

Sei also > 1. Nach Induktionsvoraussetzung gibt es iiber K algebraisch unabhéngige
Elemente Ty, ..., T, € R und eine aufsteigende Folge k1 < ko < --- < k,_; in {0,...,n} so,
dass R ganz iiber K[Zy,...,Z,] ist und

0 NK[T1, ..., Tn] = S8 T[T, . .., T
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fir alle s € {1,...,r — 1} gilt. Sei k := k,_1. Fur alle i € {1,..., k} setzen wir z; := Z;. Der

Einsetzungshomomorphismus
O K[ Xpi1,...,Xp] = K[Try1,-.,Tn), Xi— T frie{k+1,...,n}

ist ein Isomorphismus, weil ja Tx+1,...,T, liber K algebraisch unabhéngig sind. Wir setzen
R := K[X41,...,X,]. Nach (13.19) finden wir {iber K algebraisch unabhéngige Elemente
Yk+1s---,Yn € R und eine Zahl k. € {k,...,n} so, dass R’ iiber K[yki1,...,Yn] ganz ist
und
- _ — ke
O ar N K[Tir1, - Zn)) VK [Yrs1s - Un) = Doi ot YiK [Yrs1s -5 U]

gilt. Wir setzen x; := ®(y;) fur alle i € {k+1,...,n}. Wenden wir auf die obige Gleichheit
beidseits den Isomorphismus ® an, so erhalten wir sofort

K.
a N K[zps1,. .., 2, = Zi:k+1 i K[xrs1,. .., 20l

wobei K|[Tky1,...,%n] ganz iber K[xgi1,...,x,] ist. Nach (13.15) ist also R ganz iiber
K[z1,...,x,]. Nach (13.14) und (13.10)(B)(a) sind deshalb 1, ..., z, algebraisch unabhin-
gig iiber K. Nach (13.16) gilt weiter

a NKxy,...,2,] = Zf;lxiK[xl,...,xn],

und aus (13.17) folgen die entsprechenden Gleichheiten fiir ag mit s € {1,...,r —1}. [ |

13.21 Satz: Starkes Normalisationslemma. Sei R eine endlich erzeugte K-Algebra.
Sei a; C ag € --- C a, eine aufsteigende Folge von Idealen in R so, dass a, C R. Dann
gibt es liber K algebraisch unabhéngige Elemente x1,...,x, € R und eine aufsteigende
Folge von Zahlen k1 < kg < --- <k, in {0,...,n} so, dass gelten:

(a) R ist endlich ganz iiber K[z1, ..., Zy].

(b) as N K[zy,...,x4] :ZfilxiK[xl,...,xn] fir alle s € {1,...,7}.

Beweis. Mit geeigneten Elementen ay, ..., a,, € Rkoénnen wir R = Klay, ..., an) schreiben.
Seien X1, ..., X,, Unbestimmte. Wir betrachten den Einsetzungshomomorphismus

O:K[Xy,...,.Xm] =R, X;—a; furie{l,...,m}.
Natiirlich ist @ surjektiv. Wir setzen
bo := Ker(®) wund b;:=® (a;) fiirje{l,...,7}.

Sei R := K[X;,...,X]. Nach (13.20) finden wir iiber K algebraisch unabhéngige Elemente
Uty ..., Um € R und Zahlen ly,... I, € {1,...,m} mit l[p < l; <--- <, derart, dass R’

ganz iiber Kluq,...,un,] ist und dass

bs N K[ug, ...\t :Zﬁ;luil([ul,...,um]
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fir alle s € {0, ..., r} gilt. Wir setzen

n:=m — lg,
ks:=1ls—1lg firse{l,...,r},
x; = P(uiqy,) firie{1,...,n}.

Wegen uy,...,u, € by = Ker(®) gilt

O(K[ug,. . um]) = K[®(u1),..., 0(unm)]
= K[Oa aoaq)(ulo-‘rl)"'-aq)(um)]

[X1,...,20].

N

Weiter ist ®(R') = R. Weil R’ ganz iiber Kluq,...,uy] ist, folgt nun leicht, dass R ganz
iber ®(Kui,...,um]) = Klx1,...,2,] ist. Somit ist Aussage (a) bewiesen.
Weiter ist

bomK[ulo+1a"'au ]_ (bOmK[ulw"vum])OK[uloJrlv'”,um]
( 1uZK[u1,...,um]) N Kugg11s .- Um)
=0,

wobei die letzte Gleichheit gilt, weil uq, ..., u,, tiber K algebraisch unabhéngig sind. Durch
FEinschrinken von ® erhalten wir unter Beachtung der Definition der Elemente zq, ..., z,
einen Isomorphismus von K-Algebren

U= @ Kpuy youm] K (U155 U] — Klz1,...,Zn).

Weil die Elemente w41, ...,u, Uber K algebraisch unabhéingig sind, folgt dasselbe fiir
21 = U(up41), .- Tn = V(). Schliesslich gilt fiir alle s € {1,...,r} auch

as N K[z1,...,25] = ®(® Ya, N Klz1,...,22]))
O Hay)N® YN Kxy,...,2,]))
by N (Ker(®) + Kluy, ..., um]))

(
(
(
(bs 11 (6o + Klur, ..., upn)))
(
(
(

bo + bs N K[uq, ..., un])

bo—kz7 Wi ug, . ug))

bo) + 21:1(1)(”2’)[{[(1)(“1)7 s @(um)]

= ®(bp) + X0, ®(w) K0, ..., 0, ®(uy11),- - -, P(um)]
= i1 Q) K [@ (g 41), - D)

—Z Kz, xy).

Il
L= =

Jetzt ist auch Aussage (b) bewiesen. [ |



170 13. ALGEBREN UBER KORPERN

§ Der Kettensatz

13.22 Lemma. Sei R ein Erweiterungsring von K, sei n € N, seien ¢y,...,¢, € K und
seien x1,...,2, € R iiber K algebraisch unabhéngig so, dass R = K|z1,...,z,]. Dann
gilt

zn:(xz —¢;)R € Max(R).

Beweis. Sei m := > | (x; — ¢;)R. Leicht sieht man, dass R = K + m. Ist m # R, so ist
mN K = 0 und der Isomorphismus R/m = (K +m)/m =2 K/K Nm = K/0 = K zeigt, dass
m € Max(R). Es bleibt also zu zeigen, dass m C R.

Sei n := Z?=1(Xi —¢;)K[Xy,...,X,]. Der durch X; — x; definierte Einsetzungshomo-
morphismus ® : K[X3,...,X,] — K[z1,...,x,] erfillt ®(n) = m. Weil z4,...,z, liber K
algebraisch unabhéngig sind, ist ® injektiv. Wegen Klxy,...,2,] = K[®(X1),...,P?(X,)]
ist ® surjektiv. Also ist ® und ist ein Isomorphismus. Es geniigt also zu zeigen, dass n ein
echtes Ideal ist, also dass 1 ¢ n.

Dazu betrachten wir den Einsetzungshomomorphismus ¥ : K[X, ..., X,| — K, gegeben

durch X; +— ¢;. Es gilt ¥(1) =1, also 1 ¢ Ker(¥) D n, d.h. 1 ¢ n. [ ]

13.23 Definition. Sei R ein Ring. Eine mazimale Primidealkette in R ist eine maximale
Primidealkette po C p1 € -+ € p, in Spec(R), vgl. (6.22)(C). Es handelt sich also um eine

Primidealkette so, dass py € Min(R), p, € Max(R) und fiir keinen Index i € {0,...,r — 1}
und kein q € Spec(R) gilt p; € q C pit1-

13.24 Satz: Kettensatz. Sei R ein integrer, endlich erzeugter Erweiterungsring von K.
Sei ¢ := trdeg g (Quot(R)). Dann gelten:

(a) t < oc.

(b) Jede Primidealkette pg C p1 S -+ € p, in R hat Lange r < ¢.

(c) Ist po S p1 € -+ C p, eine maximale Primidealkette in R, so gilt r = ¢.

Beweis. “(a)” Sei L := Quot(R). Wir finden ay,...,a, € R mit R = KJay,...,ay]|. Nach
(13.3)(A) folgt L = K(a1,-..,anm), und mit (13.13) erhalten wir ¢ = trdegy (L) < m.

“(b)” Sei po € p1 € --- C p, eine Primidealkette in R. Nach (13.21) finden wir iiber K
algebraisch unabhéngige Elemente x1,...,z, € R und eine aufsteigende Folge von Zahlen
ko < ki1 < -+ <k, in {0,...,n} so, dass R ganz iiber R = Klxy,...,2,] ist und dass
fir alle s € {0,...,7} gilt p, N R = Zf;l z;R. Weil R ganz iiber R ist, ist nach dem
Kontraktionslemma (12.9) immer ps N R C ps+1 N ]:2, und damit aber auch ks < kgyq fiir
alle s € {0,...,r — 1}. Daraus folgt insbesondere, dass r < n. Weil R ganz {iber R ist,

folgt mit (11.10), dass (R ~ 0)"'R ganz iiber (R~ 0)"'R = Quot(R) = K(z1,...,x,)
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ist. Nach (12.33) ist (R ~ 0)"'R = Quot(R) = L. Also ist L algebraisch iiber K. Es folgt
t = trdegy (L) = trdeg g (K (z1,...,2,)) = n nach (13.10)(B). Insbesondere ist jetzt r < t.

“(c)” Sei unsere Primidealkette po C p1 € -+ € p, nun maximal. Dann ist pg = 0, also
ko = 0.

Als néchstes wollen wir zeigen, dass k. = n = t. Nehmen wir das Gegenteil an! Dann ist
k, < n. Nach (13.22) ist >/, 2;R € Max(R). Nach (12.13) gibt es also ein q € Spec(R)
mit p, C qund qNR = > xR 2p-N R. Insbesondere folgt p, C g, was der Maximalitat
der Kette po € p1 € - -+ € p, widerspricht.

Wir wahlen s € {0,...,7 — 1} und wollen zeigen, dass ks + 1 = ks41, woraus die Be-
hauptung folgt. Nehmen wir das Gegenteil an! Wir haben oben gesehen, dass ks < kgt1.
Es folgt also ks + 1 < kgy1. Sei nun R := R/p,. Betrachten wir den Restklassenhomomor-
phismus = : R — R. Dann ist K ein Unterring von R, und R ist ein Integrititsbereich und
zudem iiber K endlich erzeugt. Wegen Z; = 0,...,7, = 0 ist R eine ganze Erweiterung
von K[Z1,...,%p) = KTk, +1,...,Tn] = T. Weiter gilt

Ker(T) N K[Tp, 11, %] = (ps NR) N K[Th, 11, .., Tp]

= (Zf;lxiR) NK[zk 41,-..,2n] =0.

Einschrinkung der Restklassenabbildung = : R — R liefert deshalb einen Isomorphismus

o

N lennirzn] P K [Th11, - 20] — T
Schaltet man diesem den durch X; — x; definierten Einsetzungsisomorphismus
K[Xp, 41, Xn) — Kz, 11, )
vor, so erhélt man mit S := K[Xj_41,...,Xp] einen Isomorphismus von K-Algebren
p:S 5T, X;—m; fiirie{ks+1,...,n}.

Nun ist S als Polynomring bekanntlich faktoriell, also normal, vgl. (11.15). Also ist auch
T normal. Weiter ist Xy, +15 € Spec(S)~{0}. Also ist T, 117 = p(Xk,+15) € Spec(T)~{0}.
Wegen kg1 > ks + 1ist Xp, | ¢ Xy 415 Es folgt Ty, & T, 11T

Schliesslich ist p,,; € Spec(R) und wegen Ty, 1 € P,y folgt Tp 11T C Pyyq NT. Weil
T normal ist, gibt es nach (12.28) ein g € Spec(R) mit § C p,y und §NT = Ty, 117
Insbesondere gilt 0 C § € P .. Sei q := (7)7'(4) = §N R. Dann ist q € Var(ps) mit
q/ps =1. Es folgt ps C q C psy1. Dies widerspricht der Maximalitidt unserer Kette. |

13.25 Korollar. Sei R eine integre, endlich erzeugte K-Algebra und setzen wir
t := trdeg (Quot(R)). Dann gelten:

(a) Ist po € p1 S -+ S p, eine Primidealkette der Lénge r in R, so gibt es eine Primide-
alkette qo € q1 € - -+ € q¢ der Lénge ¢ in R derart, dass {po,...,pr} C {do,...,q¢}

(b) Eine Primidealkette po C p1 € --- C p, in R ist genau dann maximal, wenn sie von

=

der Lénge t ist, d.h. wenn r = ¢.

(c) dim(R) = t.
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Beweis. Aussagen (a) und (b) folgen aus (13.24). Aussage (c) folgt aus (a) und (b). |

§ Der schwache Nullstellensatz

13.26 Bemerkung. (A) Der Korper K heisst bekanntlich algebraisch abgeschlossen,
wenn es zu jedem Polynom g € K[X] von positivem Grad ein x € K so gibt, dass

g(x) = 0.

(B) Ist ¢ € K, so ist X — 2z € K[X] das Minimalpolynom von z {iber K. Mit (12.25)(C)
folgt daraus sofort der Satz von Vieta, der besagt:

(a) Ist g € K[X] und ist « € K so, dass g(x) = 0, dann gilt (X —z) | g.

Durch Induktion folgt daraus leicht, dass ein Polynom iiber einem algebraischen abge-
schlossenen Korper vollstdndig in Linearfaktoren zerféllt:

(b) Ist K algebraisch abgeschlossen und ist g € K[X] ein Polynom vom Grad d > 0,
so gibt es ein eindeutig bestimmtes Element a € K und bis auf die Reihenfolge
eindeutig bestimmte Elemente z1,...,z4 € K derart, dass

g=a(X —x1)(X —x2) - (X — z4q),
d.h. K ist ein Zerfallungskorper von g iiber K.

(C) Sei nun K algebraisch abgeschlossen und sei R ein integrer Erweiterungsring von K.
Sei z € R. Leicht sieht man mit (B)(b):

(a) Ist f € K[X]~ {0} mit f(z) =0, so gilt x € K, d.h. jedes iiber K algebraische
Element x € R gehort schon zu K.

Insbesondere folgt:

(b) Ist K algebraisch abgeschlossen und ist L ein algebraischer Erweiterungskorper
von K, so folgt L = K.

13.27 Lemma. Sei L ein Erweiterungskorper von K, der als Ring iiber K endlich erzeugt
ist, d.h. L = K[xz1,...,x,] fiir geeignete x1,...,x, € L. Dann ist L algebraisch {iber K.

Beweis. Weil L ein Korper ist, gilt dim(L) = 0. Weil L eine integre endlich erzeugte K-
Algebra ist, gilt trdegy (L) = dim(L), vgl. (13.25). Es folgt trdegy (L) = 0. Also ist L
algebraisch iiber K, vgl. (13.10)(A). ]

13.28 Lemma. Sei K algebraisch abgeschlossen und sei m € Max(K[Xy, ..., X,]). Dann
gibt es eindeutig bestimmte Elemente z1,...,z, € K so, dass
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Beweis. Sei L := K[X3,...,X,]/m. Sei weiter = : K[Xy,...,X,] — L die Restklassenab-
bildung. Wegen K Nm = 0 liefert die Abbildung ~ eine Einbettung von K in L. Wir kénnen
also K als Unterkdrper von L auffassen. Dann gilt L = K[X1,...,X,]. Nach (13.27) ist
L also ein algebraischer Erweiterungskorper von K. Nach (13.26)(C) folgt L = K. Wir
setzen z; := X; € K fiir jedes i € {1,...,n}. Es folgt X; —x; = X; —x; = 0, also
X;—z; € Ker(") =mfirallei € {1,...,n}. Es gilt also > | (X; —2;)K[X1,...,X,] Cm.
Nach (13.22) ist das linksstehende Ideal maximal. Es folgt > . | (X;— ;) K[X1,..., X,] = m.
Damit ist die Existenz der Elemente x1, ..., x, gezeigt. Zum Nachweis der Eindeutigkeit neh-
men wir an, es gelte > . (X; —v;)K[X1,. .., X,] = m fiir gewisse Elemente y1,...,y, € K.
Fiir allei € {1,...,n} gilt dann y; — x; = (X; —x;) — (X; —y;) €emN K =0, also y; = ;.
Dies beweist die Eindeutigkeit der Elemente x;. |

13.29 Satz: Schwacher Nullstellensatz. Sei K algebraisch abgeschlossen, sei n € Ny
und sei a € K[Xy,...,X,] ein echtes Ideal. In den Notationen von (1.23) gilt dann:

V(a) # @.

Beweis. Wegen a C K[Xy,...,X,] gibt es ein m € Max(K[X1,...,X,]) mit a C m. Nach
(13.28) finden wir Elemente x1,...,2, € K so, dassm =Y (X; — ;) K[X1,..., X,]. Sei
[ € a. Fiir geeignete Polynome g1, ...,9, € K[X1,...,X,] gilt also f = Y1 | (X; — 2:)g:.
Insbesondere folgt nun f(z1,...,2,) = >y (z; — x;)g(x1,...,2,) = 0. Dies zeigt, dass
(x1,...,2n) € V(a). [ |

§ Das Hilbertsche Durchschnittslemma

13.30 Satz: Hilbertsches Durchschnittslemma. Sei R eine endlich erzeugte K-
Algebra und sei a C R ein Ideal. Dann gilt:

\/a:ﬂm.

meEmax(a)

Beweis. Wegen max(a) C Var(a) und v/a = (), cyu(a) P> Vel (2.30), miissen wir nur noch
zeigen, dass ﬂmEmax(a) m C v/a. Nehmen wir das Gegenteil an! Dann gibt es ein Element
T € Nmemax(@) ™ va. Gemiiss (2.30) gibt es also ein p € min(a) mit = ¢ p. Seien R := R/p
und = : R — R die Restklassenabbildung. Dann ist T # 0, also TR # 0. Ist TR = R, so folgt
xR+ p = R. Fiir jedes n € max(p) folgt dann = ¢ n. Wegen a C p ist max(p) C max(a). Es
folgt der Widerspruch, dass = ¢ n fiir ein n € max(a). Also ist TR C R. Nach (13.21) gibt
es nun iiber K algebraisch unabhingige Elemente 71, ...,7, € R und ein k € {0,...,n} so,
dass R ganz iiber K[¥1,...,T,] ist und dass TRNK[T1, ..., Ty = Zle T; KT, ..., Ty) gilt.
Nach dem Kontraktionslemma (12.8) gilt wegen T # 0 zudem TRNK [Ty, ..., Ty| # 0. Damit
folgt k > 1. Nach (13.22) gilt weiter M := (Z1 — )K[T1,...,Tn] + D1 oTiK[T1,...,Ty) €
Max(K|[Z1,...,Zy]). Nach dem Lying-Over-Lemma (12.11) finden wir ein 7t € Spec(R) mit
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AN K[zy,...,T,) = m. Nach (12.14) folgt n € Max(R). Wegen 1 =7, + (1 —71) € ZR+1
ist T ¢ M. Setzen wir n :=nN R = (7)~!(n). Dann folgt n € max(p) C max(a) und = ¢ n.
Dies ist aber ein Widerspruch. |

§ Der Nullstellensatz

13.31 Bemerkungen und Definitionen. (A) In der in (13.1) vereinbarten Notation sei

V C K™ eine algebraische Menge. Wir kénnen also schreiben V = V(a) = Vi« (a),
wobei a ein Ideal des Polynomrings K[X1, ..., X,] ist, vgl. (1.23)(A). Wir setzen nun

I(V):=TIxn(V) :={f € K[X1,....X,)] | f(V)=0}.

Sofort sieht man, dass I(V') ein perfektes Ideal von K[X1, ..., X,] oder aber nicht echt
ist, d.h.
I(V) € Perf (K[X1, ..., X,]) U{K[X1,..., X,]}.

Dieses Ideal heisst das Verschwindungsideal von V in K[X1,...,X,].
Es gelten die obigen Bezeichnungen. Sofort priift man nach:

(a) Die leere Menge ist eine algebraische Menge und es gilt
I(2) = K[Xy,...,X,]
(b) Seien V,W C K™ algebraische Mengen. Dann gilt
VW = I[(V)DI(W).
(¢) Sind V4,...,V,. C K™ algebraische Mengen, so gilt
IViu---UV)=IVi)n---nI(V,).

(d) Ist a C K[Xy,...,X,] ein Ideal, so gilt

Va C I(V(a)).
(e) Ist V C K™ eine algebraische Menge, so gilt

VIwv)) =W

Sei (x1,...,2,) € K™ Dann ist die einpunktige Menge {(x1, ..., 2,)} algebraisch, denn
es gilt:

{(x1,...,2n)} =V(X1 —21,..., Xpn — )
:V((Xl 71‘1)K[X1,,Xn]++(Xn 717”)K[X1,,Xn])

Offenbar ist 1 ¢ I({(z1,...,24)}), also I({(x1,...,2,)}) € K[X1,...,X,]. Mit Hilfe
von (B)(d) und (13.22) folgt:

(a) I({.’I}l, ,J}n}) = Z?:l(Xi —.’I,‘i)K[Xl,... ;Xn]
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Mit (13.28) folgt nun insbesondere:

(b) Ist K algebraisch abgeschlossen, so besteht eine Bijektion

e K™ — Max(K[X,..., X)), p— I({p}).

13.32 Satz: Nullstellensatz. Sei K algebraisch abgeschlossen und sei a ein Ideal von
K[X1,...,X,]. Dann gilt:

Beweis. Gemiss (13.31)(B)(d) geniigt es zu zeigen, dass I(V (a)) C +/a. Sei also f € I(V(a)).
Nach (13.30) geniigt es zu zeigen, dass f € m fiir alle m € max(a). Nach (13.28) gibt es

fiir jedes solche m einen Punkt (zi,...,2,) € K" so, dass m = (X1 — x1,..., X, — ).
Insbesondere folgt (z1,...,2z,) € V(m) C V(a), also (z1,...,2z,) € V(a). Aus f € I(V(a))
folgt f(x1,...,2,) =0, also f € I({(z1,...,2,)}) =m, vgl. (13.31)(C)(a). |

13.33 Korollar. Sei K algebraisch abgeschlossen und seien a und b Ideale von
K[Xy,...,X,]. Dann gelten:

(a) a C K[X1,...,X,] < V(a) £ @.
(b) V(a)=V(b) < va=b.

Beweis. Folgt leicht aus (13.29), (13.31)(B)(e), (13.32) und daraus, dass V(a) = V(y/a). R
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