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1 Einleitung

Seit Ende des 18. Jahrhunderts beschiftigen sich Mathematiker mit der Theorie or-
thogonaler Polynome und bis heute stellt dieses Feld ein attraktives Forschungsgebiet
innerhalb der Mathematik dar. Orthogonale Polynome finden Anwendung in der Zahlen-
theorie, der Kombinatorik, der Approximationstheorie und der mathematischen Physik.
Gleichzeitig verbinden sie die verschiedenen Bereiche innerhalb der Mathematik mitein-
ander und vergrofern dadurch den Blickwinkel auf das jeweilige Teilgebiet. Aus diesem
Grund gehoren klassische Resultate iiber orthogonale Polynome sowie die Familien von
Chebyshev-, Legendre-, Laguerre- und Hermite-Polynomen zum Standardrepertoire ei-
nes jeden reinen oder angewandten Mathematikers.

Die Entwicklung des Computers gab den Impuls, die bereits existierenden Approxima-
tionsergebnisse als Grundlage fiir numerische Verfahren zu nutzen und nach weiteren
Resultaten zu forschen. So finden orthogonale Polynome Anwendung in Verfahren zur
Berechnung von Losungen partieller Differentialgleichungen mit Hilfe spektraler Me-
thoden. Bei spektralen Methoden wird die gesuchte Losung u mittels einer endlichen
Linearkombination von Basiselementen eines vorher gewéhlten Funktionenraums appro-
ximiert. Als Basiselemente sind beliebige C'*°-Funktionen zugelassen, wobei man aus
Konvergenz- und Effizienzgriinden Fourier-Summen von orthogonalen Polynomen bei
der Approximation verwendet.

Zahlreiche Phénomene in der Natur werden durch Systeme von partiellen Differentialglei-
chungen beschrieben. Eine besondere Klasse hierbei sind die hyperbolischen Erhaltungs-
gleichungen. Mit ihnen werden beispielsweise Stromungen modelliert. Im Allgemeinen
sind jedoch keine exakten Losungen fiir hyperbolische Erhaltungsgleichungen bekannt,
so dass man an numerischen Losungen interessiert ist. Als zusétzliche Anforderungen an
das numerische Verfahren lasst die Theorie hyperbolischer Erhaltungsgleichungen auch
unstetige Losungen zu, die auch keinesfalls eindeutig sein miissen. Die Eindeutigkeit
versucht man durch das Aufstellen zusétzlicher Entropie- und Kausalitdtsbedingungen
zu erreichen. Allerdings hat man weiterhin das Problem der Unstetigkeit der Losung
und die numerischen Methoden miissen dies berticksichtigen. Bei Sprungunstetigkeiten
variiert das Verhalten der verschiedenen numerischen Methoden abhéngig von ihrer je-
weiligen Konvergenzordnung. Verfahren erster Ordnung verschmieren die Unstetigkeit
und glatten sie. Bei Methoden héherer Ordnung hingegen werden die Sprungunstetig-
keiten scharf lokalisiert, und es bilden sich physikalisch unplausible Oszillationen, die zu
Stabilitatsproblemen fithren kénnen. Daher versucht man durch Dampfungstechniken
die Oszillationen abzuschwéchen und bestenfalls komplett zu entfernen.

Der Vorteil numerischer Verfahren hoher Ordnung liegt in der Moglichkeit genauerer
Approximationen der Losungen auf wesentlich groberen Gittern als bei Verfahren gerin-
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gerer Ordnung. Im Kontext der spektralen Methoden bedeutet dies die Verwendung von
hohen Polynomgraden in der Approximation. Die entstehenden Oszillationen versucht
man mittels modaler Filter, welche direkt auf die Koeffizienten der approximierenden
Summe von Polynomen wirken, abzuschwéchen.

Die Theorie spektraler Methoden ist bei Verwendung eindimensionaler Basiselemente
wohlverstanden und seit langem Gegenstand der Forschung.

Ziel dieser Arbeit ist es nun, die Theorie spektraler Methoden um klassische orthogonale
Polynome auf Dreiecken zu erweitern. Dabei werden wir neue Approximationsresulta-
te beweisen, optimale modale Filter konstruieren und einen ersten Ansatz fiir diskre-
te orthogonale Polynome bei spektralen Methoden liefern. Die Ergebnisse ermoglichen
uns bereits existierende numerische Losungsmethoden fiir hyperbolische Erhaltungsglei-
chungen durch Verwendung orthogonaler Polynome auf Dreiecken und modale Filter zu
erweitern und zu verbessern. Die Approximationsresultate liefern hierbei die theoreti-
sche Grundlage. In den abschliefenden numerischen Testrechnungen zeigt sich, dass sich
die Wahl der Basis und des Filters positiv auf die Stabilitdt der numerischen Methode
auswirken kann. Verwendet man in einem spektralen Verfahren eine klassische orthogo-
nale Basis, so muss man zur Berechnung der Fourier-Koeffizienten entweder ein Integral
auswerten oder ein lineares Gleichungssystem 16sen. In der Praxis erfolgt die Auswer-
tung des Integrals approximativ mittels eines Quadraturverfahrens und auch das lineare
Gleichungssystem wird numerisch gelost. Nutzt man anstelle klassischer orthogonaler
Polynome diskrete orthogonale Polynome, so wird zur Auswertung der Koeffizienten le-
diglich eine Summe gebildet. Dies vereinfacht die Berechnung wesentlich und ist exakt.
Aus diesem Grund ist die Verwendung diskreter orthogonaler Polynome bei spektralen
Verfahren ein vielversprechender Ansatz, der auch iiber diese Arbeit hinaus weiterver-
folgt werden sollte. Wir liefern hierfiir einen ersten Ausblick. Dabei gliedert sich die
Arbeit wie folgt:

Im ersten Kapitel liefern wir die grundlegenden Definitionen und Eigenschaften hyperbo-
lischer Erhaltungsgleichungen, bevor wir das Spektrale-Differenzen-Verfahren erkléren,
das wir im Zuge dieser Arbeit fiir allgemeine orthogonale Polynome auf Dreiecken und
ihre natiirlichen modalen Filter erweitern.

Im anschliefenden Abschnitt geben wir einen Uberblick iiber wichtige Eigenschaften
der Jacobi-Polynome und untersuchen ihr Approximationsverhalten. Bei den Jacobi-
Polynomen handelt es sich um klassische orthogonale Polynome in einer Variable. In die-
sem Zusammenhang erkliaren wir auch den Begriff der spektralen Konvergenz. Wir defi-
nieren die klassischen orthogonalen Polynome auf Dreiecksgebieten, die APK-Polynome,
und referenzieren einige elementare Eigenschaften. Anders als die Jacobi-Polynome sind
die APK-Polynome nicht Loésungen eines singuldren Sturm-Liouville-Problems. Aller-
dings wird gerade die Selbstadjungiertheit des Sturm-Liouville-Operators im Beweis der
spektralen Konvergenz der Jacobi-Polynome genutzt. Wir zeigen im Folgenden, dass
der Differentialoperator der APK-Polynome zwar nicht selbstadjungiert, aber potentiell
selbstadjungiert ist, was eine schwéichere Eigenschaft darstellt. Im Anschluss nutzen wir
diese Tatsache und einige von uns neu gezeigte Abschéitzungen fiir die APK-Polynome,
um das Verhalten der APK-Fourier-Koeffizienten, des Abschneidefehlers in einer ge-
wichteten L2-Norm und im punktweisen Sinn zu untersuchen. Gerade das Verhalten des



punktweisen Fehlers stellt hierbei ein wichtiges und neuartiges Resultat dar. Aus dieser
Analyse folgt schlieklich fiir eine C'*°-Funktion spektrale Genauigkeit bei der Approxi-
mation. Der Beweis liefert auch die theoretische Grundlage, um bei Verwendung der
Polynome in unserem numerischen Verfahren iiberhaupt von einer spektralen Methode
sprechen zu koénnen.

Im néchsten Kapitel beschaftigen wir uns mit der Problematik der Oszillationen. Bei
spektralen Methoden ist es ein iibliches Vorgehen, die Ostzillationen durch Verwendung
modaler Filter zu reduzieren. Wir erkldaren in diesem Zusammenhang das Gibbs’sche
Phéanomen und die grundlegende Idee, welche hinter der modalen Filterung steht. Dabei
rekapitulieren wir die in der Literatur bekannten modalen Filter und einige Approxima-
tionsresultate beziiglich gefilterter Reihenentwicklungen, um anschlieftend die gefilterte
APK-Reihe erstmals zu analysieren und ihr Verhalten zu beschreiben. Wir erlautern
noch die spektrale Viskositdtsmethode und beweisen, dass deren Verwendung als dqui-
valent zu einer spektralen Methode mit modaler Filterung gesehen werden kann. Aus
der Viskositétsformulierung fiir das spektrale Verfahren der APK-Polynome leiten wir
einen modalen Filter ab. Dieser hangt direkt von einem der frei wahlbaren Parameter der
APK-Polynome ab und wir nutzen ihn spéter bei der numerischen Untersuchung. Wir
diskutieren dann noch die Problematik der adaptiven Filterung und ihre Verwendung im
Spektrale-Differenzen-Verfahren an, ehe wir das Resultat aus der Arbeit von Hesthaven
und Kirby [36] fiir die gefilterte Legendre-Reihe nochmals aufgreifen und deren Beweis
verbessern. Wir verallgemeinern, soweit moglich, die Teilergebnisse und spezialisieren
uns erst am Ende auf die Legendre-Polynome. Eine Diskussion dieses Ergebnisses bildet
den Abschluss des Kapitels.

In Kapitel 5 stellen wir schlieflich die Hahn-Polynome als Beispiel diskreter orthogonaler
Polynome vor, zeigen ihren Zusammenhang mit den Jacobi-Polynomen und beweisen die
spektrale Konvergenz in den Koeffizienten fiir die Reihenentwicklung. Zudem erklédren
wir die Problematik bei Verwendung dieser Polynome, welche ihren Ursprung in der
aquidistanten Punkteverteilung haben. Wir schlagen méogliche Losungsansitze vor, die
alle die Verwendung diskreter orthogonaler Polynome auf nicht-gleichverteilten Punkten
beinhalten. Da wir grundsétzlich an Polynomen auf Dreiecksgebieten interessiert sind,
erlautern wir die zweidimensionale Erweiterung der Hahn-Polynome auf einem Dreiecks-
gitter. Im Ganzen stellt dieses Kapitel mogliche Ansétze zur Erweiterung der Theorie
spektraler Verfahren vor und dient als Grundlage fiir weitere Forschungsprojekte.

Im néchsten Abschnitt analysieren wir die APK-Polynome und ihre modalen Filter im
Spektrale-Differenzen-Verfahren in zwei nichtlinearen Testfillen. Wir vergleichen dabei
die verschiedenen APK-Polynome mit ihren modalen Filtern und diskutieren den Ein-
fluss der Parameterwahl auf die Stabilitdt des Verfahrens.

Neben einem Fazit schliefsen wir diese Arbeit mit einem Ausblick fiir weitere Forschun-
gen ab.

Diese Arbeit ist aus dem DFG-Projekt (Nummer SO 363/11-1 61411202) entstanden, in
dem es um die Konstruktion und den Vergleich von dem Spektrale-Differenzen-Verfahren
und Diskontinuous-Galerkin-Verfahren ging. Die Ergebnisse findet man in [55], [56], [57],
[58] und [87].






2 Mathematische Grundlagen

In diesem einfiihrenden Kapitel geben wir einen Uberblick iiber die Theorie hyperboli-
scher Erhaltungsgleichungen. Dabei erldutern wir die mathematischen Grundlagen und
erklaren die Problematik beim Losen dieser Differentialgleichungen.

Im Anschluss wird die fiir diese Arbeit relevante numerische Methode, das Spektrale-
Differenzen-Verfahren, vorgestellt und erlautert. Dieses Verfahren erweitern wir im spé-
teren Verlauf durch die Verwendung zweidimensionaler orthogonaler Polynome und spe-
zieller Filter, um es abschlieffend mit numerischen Testféllen zu analysieren.

Dem Leser seien fiir eine ausfiihrlichere Einfiihrung in die Theorie hyperbolischer Erhal-
tungsgleichungen die Biicher [28], [48], [84] empfohlen. Beziiglich spektraler Methoden
sind sicherlich das Standardwerk [11] und der Artikel [29] zu nennen. Eine Erklarung
der numerischen Methode findet man in [50] und ihre genaue Implementierung in der
Doktorarbeit [86].

2.1 Hyperbolische Erhaltungsgleichungen

Diese Arbeit beschéftigt sich mit orthogonalen Polynomen und deren Anwendung auf
numerische Verfahren von hyperbolischen Erhaltungsgleichungen. Wir beweisen grund-
legende Eigenschaften orthogonaler Polynome und verwenden sie schlieflich, um eine
bereits existierende numerische Losungsmethode fiir hyperbolische Erhaltungsgleichun-
gen zu erweitern. Allgemein modelliert man mit diesen Differentialgleichungen unter
anderem verkehrsdynamische Prozesse, Transporte und Stromungen. Auf einige dieser
Modelle werden wir in Kapitel 6 noch explizit eingehen.

Hier wird zunéchst ein Uberblick iiber die Begrifflichkeiten und mathematischen Grund-
lagen der Theorie hyperbolischer Erhaltungsgleichungen gegeben. Wir folgen dabei dem
Buch [28] mit Ergénzungen aus [48|.

Betrachtet wird eine Anderung einer Erhaltungsgrofe

u: R xR — Q

beziiglich des Raums R? und Zeit ¢ > 0. Die Funktion u bildet in einen Zustands-
raum ) C R? ab, weil fiir einige Grofken, beispielsweise aus der Physik, nur bestimmte
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Wertebereiche zuldssig sind. Wir beschéftigen uns ausschliefslich mit Systemen von hy-
perbolischen Erhaltungsgleichungen. Ein solches System ist gegeben durch

du(x, 1) <= Of(u(x, 1)) y

—7 ——— =0 Vx e Rt >0 2.1
ot + JZI 8xj X< ’ 7 ( )

wobei f; € (C1(Q2))? gilt und C*(Q2) der Raum der einmal stetig differenzierbaren Funk-

tionen auf 2 ist. Man bezeichnet die f;(u) = (f1,- -+, fp;)* als Flussfunktionen.

Das System (2.1) kann man in quasilineare Form

8uxt ZA 6uxt)_0
0z

bringen, wobei die A;(u) = (252()
ringen, wobei die A;(u) G ) 1<iney
Man nennt das System hyperbolisch, wenn fiir jedes u(x,t) € Q und alle w =

die zu f; gehorigen Jacobi-Matrizen sind.

d
(wy, -+ ,w,) € R? die Matrix A(u,w) = Y w;A;(u) reell diagonalisierbar ist.
j=1

Ublicherweise wird das System (2.1) beziiglich eines Anfangswertes ug : R? — Q unter-
sucht. Das Anfangswertproblem (oder auch Cauchy-Problem) fiir die hyperboli-
sche Erhaltungsgleichungen ist gegeben durch

vx e Rt >0
Ox; (2.2)

u(x,t) = up(x) VxR

ou(x,t d of;(u(x,t
ur) S O(ux0)

=1

Die Fragen nach der Existenz einer Losung u : (x,t) € R4 x Rf — u(x,t) € Q und
der Eindeutigkeit stehen dabei im Mittelpunkt'. Bevor wir (2.2) genauer betrachten,
motivieren wir noch, warum man beim System (2.1) von Erhaltungsgleichungen und bei
u von einer Erhaltungsgrofie spricht.

Dazu sei D C R ein beliebiges Gebiet mit hinreichend glattem Rand und n = (v, - -+ , v,)
der dufsere Normalenvektor an 9D. Integriert man Gleichung (2.1) beziiglich des Gebietes
D und verwendet den Gaufsschen Integralsatz, so erhélt man

d
e udx—l—Z/f( )-v;dS =0
D 7=tep
d d
@a/udx:—Z/f()ude
D 7=16p

!Man findet durchaus auch Abhandlungen in der Literatur, zum Beispiel [68], die sich mit hyper-
bolischen Randwertproblemen beschéftigen. Jedoch sind diese eher die Ausnahme. Hyperbolische
Randwertprobleme spielen in dieser Arbeit keinerlei Rolle. Das Anfangswertproblem muss sachge-
mék gestellt sein, also die Anfangsbedingungen widerspruchsfrei zum Problem.
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d.h. die zeitliche Verdnderung von | pudx ist gleich dem nach auken gerichteten Fluss
iiber den Rand.

Kommen wir dazu (2.2) genauer zu untersuchen. Man spricht von einer klassischen Lo6-
sung u : RY x Rj — Q des Cauchy-Problems, wenn die Funktion u € (C*(R? x R}))”
(2.2) punktweise erfiillt. Allerdings kann man bei hyperbolischen Erhaltungsgleichun-
gen, selbst bei sehr glatten Anfangsbedingungen, nicht garantieren, dass fiir jede Zeit
t > 0 klassische Losungen existieren. Die Losungen konnen nach einer bestimmten Zeit
Unstetigkeiten entwickeln. Hier kommt es zum Zusammenbruch der klassischen Losung,
was man am folgenden einfachen Beispiel erkennt.

BEISPIEL 2.1. Wir untersuchen eine eindimensionale skalare Erhaltungsgleichung mit
Flussfunktion f: R — R, f € C'(R). Es sei folgendes Anfangswertproblem gegeben:

ou(w,t) N ﬁf(u(x,t)) —0 Vo € Rt >0

ot Ox
u(z,0) = ug(x) VzeR.

gegeben. Sei u klassische Losung des Problems. Mit a(u) := f’(u) erhélt man

ou(zx,t) ou(z,t)

5 a(u) i 0.

Man betrachtet die Charakteristiken?, das heift die Losungen der gewohnlichen Dif-
ferentialgleichung

= a(u(z(t),1)). (2.3)

Wegen

du(z(t),t)  Ou(z(t),t) N Ou(x(t),t)dz(t)  Ou(x(t),t)

dt ot ox dt ot

ist jede Losung des Anfangswertproblems konstant entlang der Charakteristiken. Damit
folgt unter Beriicksichtigung von Gleichung (2.3), dass fiir Charakteristiken die Gleichung

z(t) = o + ta(uo(zo))

gilt. Die Steigung ist dabei abhéngig von den Anfangswerten uy. Existieren nun zwei

Punkte x1 < x5 mit
1 - 1
my = = My,
' a(ug(r1)) — a(uo(x2)) ?

2Fiir eine Einfiihrung in die Methode der Charakteristiken verweisen wir auf [23].
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dann besitzen die Charakteristiken C7 und C5 die

o Steigung m; bzw. ms und schneiden sich notwendi-
gerweise in einem Punkt P. Hier miisste die Losung u
sowohl die Werte von ug(z1) als auch ug(z2) anneh-
men, was zum Widerspruch fithrt. Somit kann die
Differentialgleichung keine stetige Losung in diesem

r Punkt besitzen, unabhéngig von der Glattheit der
Funktionen uy und f. Es bildet sich hier ein soge-
nannter Stofs.

T T

Wir haben durch dieses einfache Beispiel gesehen, dass selbst bei glatten Anfangsbe-
dingungen im nichtlinearen Fall a’(u) # 0 sich Unstetigkeiten nach einer gewissen Zeit
entwickeln konnen. Dieses Verhalten macht gerade die hyperbolischen Erhaltungsglei-
chungen so speziell und man muss ihr Verhalten infolgedessen genauer analysieren. Der
klassische Losungsbegriff ist jedoch nicht mehr ausreichend fiir die Untersuchung und
daher wird der Losungsbegrift erweitert.

Sei hierfiir C3 (R? x R}) der Raum der C'-Funktionen mit kompaktem Triger in R? x R
und u Lésung von (2.2). Wir multiplizieren eine Testfunktion ¢ € (CZ(R? x R))” an
die Differentialgleichung (2.1), integrieren sowohl {iber den Raum als auch die Zeit und
verwenden partielle Integration in den einzelnen Dimensionen. Es ergibt sich

0= / u + Z oz, - dx dt
RIxRF
0O 9
= — / [u 5 + ij(u) : a—xjgo dx dt — /u(x, 0) - p(x,0)dx.
REXRY =1 Rd

Dabei bezeichnet ,- “ das Skalarprodukt des RP. Eine klassische Losung u von (2.2)
erfiillt somit

/ [ cp+Zf

RIxRY

dx dt—i—/ 0(x) - p(x,0)dx = 0. (2.4)

Rd

Weiterhin muss die Funktion u nicht unbedingt differenzierbar sein, damit (2.4) gilt.
Mit L2 (R? x R°) wird der Raum der lokal beschriinkten messbaren Funktionen auf
R? x R bezeichnet und bereits eine Funktion u € (L (RY x R))? kann der Gleichung
(2.4) geniigen. Hiertiber werden schlieflich schwache Losungen definiert.

Definition 2.2. Seiug € (L2, (R?))P. Eine Funktion u € (L3 (R?x Ry ))? heifit schwa-
che Losung des Anfangswertproblem (2.2) oder Losung im Distributionensinn, falls
u(x,t) € Q fiir fast alle (x,t) € RY x R} und die Gleichung (2.4) fiir alle Testfunktionen

€ (C3(R? x RY))” erfillt ist.
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BEMERKUNG. Wir haben gesehen, dass jede klassische Losung u auch eine schwache
Losung des Cauchy-Problems (2.2) ist. Andererseits erfiillt jede schwache Losung (2.1)
im Distributionensinn und ist die Losung in einem Bereich stetig differenzierbar, so ist
sie dort eine klassische Losung.

Als néchstes wollen wir explizit das Verhalten der Losungen im Bereich der Unstetig-
keiten untersuchen. Wir treffen die Annahme, dass die Funktion u stiickweise glatt
ist. Dabei sprechen wir von einer stiickweise glatten Funktion u : R? x R — RP,
wenn eine endliche Anzahl an glatten, orientierbaren, n-dimensionalen Hyperflachen im
R" x R} existiert, auRerhalb derer u stetig differenzierbar ist und auf denen u eine
Sprungunstetigkeit besitzt. Sei H; eine dieser Hyperflichen und n = (v, 14, ,1,) #0
der Normalenvektor an H;, dann wird mit

Uiy, (t,x) = lg% u((t,x) £ en)

der Grenzwert von u beziiglich der Seiten von H; ausgedriickt.
Fiir stiickweise glatte Funktion kann man den folgenden Satz von Rankine-Hugoniot
beweisen.

Satz 2.3. Seiu:RI xR — Q eine stiickweise glatte Funktion. Die Funktion u ist ge-
nau dann Lésung von (2.1) im Distributionensinn, wenn nachfolgende zwei Bedingungen
erfullt sind:

(a) w ist klassische Losung von (2.1) in dem Gebiet, in welchem w stetig differenzierbar
18t.

(b) w erfillt die Rankine- Hugoniot-Bedingung

(wy —u v + Z(fj(m) —filu))v; =0

auf den Hyperflichen, auf denen w unstetig ist.

Beweis. |28, S.29ff] O

BEMERKUNG. In der Literatur findet man auch die Notation [u] := (uy —u_) und die
Rankine-Hugoniot-Bedingung (Sprungbedingung) lésst sich dann wie folgt beschreiben

d d

wlu) + S I (w)]y; = 0 <= sl = 3 [f(w)o, = 0.

j=1 j=1

Dabei wurde der Normalenvektor durch n = (—s,v) mit v € R% ||v||; = 1 ausgedriickt.
Die Grofe s nennt man Stofigeschwindigkeit. Man kann die Gréfsen s und v dahinge-
hen interpretieren, dass sie Ausbreitungsgeschwindigkeit und Richtung der Unstetigkeit
angeben.

Kommen wir zuriick zur Definition 2.2 der schwachen Losung. Die Losung von Gleichung
(2.4) muss - sofern sie existiert - nicht eindeutig sein.
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BEISPIEL 2.4. Wir betrachten die nicht viskose Burgers-Gleichung

9w+ 2 (“2(5”5)) ~0

zu folgenden Anfangswerten

u(w):{ul z <0

Uy x>0,

wobei u; # u, gelte. Ein solches Anfangswertproblem heift auch Riemann-Problem?.

Man berechnet die Stokgeschwindigkeit s = “*5*= und hiermit ergibt sich als erste
schwache Losung
U T < st
u(z,t) = 2.5
( ) {ur T > st. ( )

Des Weiteren wihlt man sich einen Parameter ¢ > max{u;, —u,}. Durch elementare
Rechnung kann man zeigen, dass die Funktionen

o T < s1t

—a sit<zr<0 . u — a Up + a
uq(x,t) = mit s; = ,  So =

a 0<x<sot 2 2

Uy Sot < x

die Gleichung (2.4) erfiillen und damit auch schwache Losungen des Anfangswertpro-
blems sind. Die schwachen Loésungen sind dabei abhédngig von dem fest gewédhlten Pa-
rameter a und weisen eine Sprungunstetigkeit auf. Unter der Voraussetzung u; < u,
erhdlt man mit der Methode der Charakteristiken sogar folgende stetige Losung des
Anfangswertproblems

u; z <yt
u(z,t) = q % wt <z < u,t (2.6)
Uy ut < .

Diese Losung wird auch als Verdiinnungswelle bezeichnet. Die Abbildung 2.1 zeigt die
schwachen Losungen (2.5) und (2.6) der Burgers-Gleichung. Als Anfangswerte wurden
u; = —1 und u, = 1 gewahlt.

Schwache Losungen kénnen demnach lokal existieren, sie sind jedoch im Allgemeinen
nicht eindeutig. Man benétigt eine weitere Bedingung um unter der Anzahl an schwa-
chen Losungen diejenige auszuwéhlen, welche die Kausalitdtsbedingung erfiillt, also einen
physikalisch plausiblen Vorgang beschreibt. Hierzu gibt es mehrere Ansétze, von denen
wir zwei vorstellen wollen.

3Ein Riemann-Problem ist ein spezielles Anfangswertproblem (2.2). Die Anfangswerte sind dabei bis
auf eine Sprungunstetigkeit konstant vorausgesetzt. Mehr zu diesem Thema findet man in der Lite-
ratur [78].
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u = —1 up = +1

Abbildung 2.1: Links die Losung von (2.5) und rechts von (2.6)

Den ersten Ansatz findet man auch als Viskositdtsmethode in der Literatur wieder.
Man 16st nicht mehr das Cauchy-Problem (2.2), sondern addiert zu der hyperbolischen
Erhaltungsgleichung (2.1) einen kleinen Viskositatsterm hinzu. Man untersucht also das
parabolische System

d

ou.(x,t) n Z of;(u-(x,1))

= d
ot oz, =cAu.(x,t) VxeRY Ve>0,t>0. (2.7)

J=1

Man bestimmt die Losungen u. und ihr Verhalten fiir ¢ — 0. Die Idee dabei ist, dass
die Losungen von (2.7) gegen die relevanten Losungen von (2.2) konvergieren.

Dieser Ansatz ist physikalisch motiviert; es beschreiben hyperbolische Erhaltungsglei-
chungen oft komplexere Modelle in der Natur, bei denen verschiedene Annahmen ge-
troffen wurden, um das Modell zu vereinfachen. Die Euler-Gleichungen der Gasdynamik
lassen sich aus den kompressiblen Navier-Stokes-Gleichungen ableiten, indem in den
Navier-Stokes-Gleichungen Viskositat und Warmeleitung nicht mehr beriicksichtigt wer-
den. Unter der Annahme, dass die kompressiblen Navier-Stokes-Gleichungen Loésungen
fiir eine gegebene Nullfolge von Warmeleitungs- und Viskositdtskoeffizienten besitzen,
erwartet man die Konvergenz dieser Losungen gegen die Losung der Euler-Gleichung.
Auch bei der Konstruktion von numerischen Verfahren ist die Viskositdtsmethode von
Bedeutung. Wir werden in Kapitel 4 nochmals genauer auf sie eingehen und ihren Zu-
sammenhang mit modaler Filterung darlegen. Dabei sei jedoch jetzt schon erwéhnt, dass
in diesem Kontext der Viskositatsterm e/Au komplexer sein wird.

In der Praxis scheint es wenig sinnvoll erst (2.2) zu l6sen und anschliefend noch die
parabolische Gleichung (2.7) mit dem Grenzwertprozess zu betrachten, um aus den
schwachen Losungen von (2.2) schlieklich die relevante Losung auszuwéhlen. Auch kon-
vergieren nicht immer die Losungen der Viskositatgleichung (2.7) gegen die Losung der
hyperbolischen Erhaltungsgleichung (2.1). Daher sind Bedingungen von Interesse, welche
direkt ein Kriterium an die schwachen Loésungen von (2.2) stellen. Man kommt zu den
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Entropiebedingungen bzw. dem Entropiekonzept. Diese Kriterien sind ebenfalls
physikalisch motiviert. Sie erhalten ihren Namen in Anlehnung an den zweiten Haupt-
satz der Thermodynamik. Dieser besagt, dass sich die Entropie nicht verringern darf.

Wir stellen hierbei eine spezielle Entropiebedingung vor, welche man aus der Viskositéts-
methode ableiten kann. Der Ansatz dabei ist, dass man die Entropie als mathematische
Funktion beziiglich u definiert. Die Entropie ist bei glatten Losungen der Erhaltungs-
gleichung (2.1) ebenfalls Erhaltungsgrofe und darf sich beim Durchqueren von Unstetig-
keiten nicht verringern. Wir beschranken uns dabei auf konvexe Entropiefunktionen und
erhalten schliellich nachfolgende Definition fiir die Entropie und die Entropielosung.

Definition 2.5. Der Zustandsraum (2 sei konvex. Eine konvexe Funktion n : 2 — R
wird Entropiefunktion fiir die Erhaltungsgleichung (2.1) genannt, wenn eine Funktion
1 : RP — R? existiert, so dass die Gleichung

(Van) Aj(u) = (V)" 1<j<d

fiir alle u € Q erfiillt ist?. Das Paar (7, ¥) bezeichnet man als Entropie-Entropiefluss-
Paar.
Eine schwache Losung u des Anfangswertproblems (2.2) heift schlieflich Entropiel6-
sung, wenn u fiir alle Entropie-Entropiefluss-Paare (7, %) von (2.1) die Entropieunglei-
chung

%(u) + 2; a%%(“) <0 (2.8)

J]=

im Distributionensinn auf R? x R erfiillt.

Die Ungleichung (2.8) bedeutet nichts anderes, als dass fiir alle Testfunktionen ¢ €
C3*(R X RT), ¢ >0,

/ [n(U) G+ Do () | x> 29)

R xR+

gelten muss. Unter den schwachen Lésungen sucht man diejenige heraus, welche zusatz-
lich (2.9) erfiillt. Das Problem der Eindeutigkeit der Losung ist trotz grofer Anstren-
gungen in diesem Forschungsgebiet leider noch nicht geklart. Ausschlieflich fiir skalare
Gleichungen konnte die Existenz eindeutiger Entropielésungen bewiesen werden. Fiir
allgemeine Systeme ist dies nach wie vor eine offene Frage.

Es gibt viele weitere Entropiebedingungen, die auf unterschiedliche Art und Weise mo-
tiviert sind. Dem Leser sei hier die Literatur [28], [48] und [84] fiir eine detailliertere
Betrachtung empfohlen. Wir beschrénken uns auf die Bedingung (2.8), da man sie aus
der Viskositdtsmethode heraus entwickeln kann. So findet man das nachfolgende Resultat
in der Literatur.

4Dabei bezeichnet V,, den Nablaoperator beziiglich u.
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Satz 2.6. Sei (n,v) ein Entropie-Entropiefluss-Paar fir die Erhaltungsgleichung (2.1)
mit n € C*(RP). Weiterhin sei (u.)_ eine Familie von glatten Losungen der parabolischen
Gleichung (2.7) mit den Figenschaften

b ||ue||(Loo(Rde§))p < C,
° liII[l) u. = u fast tiberall auf R? x R,
e—

wobei C' eine Konstante unabhdngig von € 1ist.
Dann ist w Lésung von (2.1) im Distributionensinn und erfillt die Entropiebedingung
(2.8).

Beweis. |28, S.42f. O

2.2 Numerische Methoden

Die Entwicklung von Unstetigkeiten nach einem bestimmten Zeitabschnitt, selbst fiir
glatte Anfangsbedingungen, machen die hyperbolischen Erhaltungsgleichungen so spezi-
ell und sorgen fiir eine gesonderte Betrachtung auch hinsichtlich der Konstruktion nume-
rischer Verfahren. Es gibt eine ganze Reihe an unterschiedlichen Ansétzen, hyperbolische
Erhaltungsgleichungen numerisch zu 16sen. Hierfiir verweisen wir auf die Ubersichtsarti-
kel [21] und [82]. In dieser Arbeit beschéiftigen wir uns allerdings ausschliefslich mit spek-
tralen Methoden und verwenden insbesondere das Spektrale-Differenzen-Verfahren.
Nichtsdestotrotz kann man die orthogonalen Polynome aus Kapitel drei und fiinf auch
bei anderen numerischen Methoden benutzen, wie beispielsweise beim diskontinuierli-
chen Galerkin-Verfahren aus [63]. Dabei soll ein System von Erhaltungsgleichungen

d

ﬁu (x1) = - 3 2t l) ‘9@ (2.10)

Jj=1

fiir x € G C RY, t > ¢, fiir ein ¢, € R und Flussfunktionen f; numerisch gelost werden.
Man diskretisiert sowohl in der Zeit als auch im Raum.

2.2.1 Zeitdiskretisierung

Bei der Zeitdiskretisierung untersucht man die Gleichung (2.10) fiir festes x als gewohnli-
che Differentialgleichung in der Zeit ¢. Aus der Literatur [9] und [34] sind hierfiir Ansétze
bekannt und man spricht in diesem Kontext von Zeitintegration.

Prinzipiell unterscheidet man bei numerischen Verfahren von gewchnlichen Differential-
gleichungen zwischen expliziten und impliziten Methoden. Bezeichnet man mit U* die
im ¢-ten Zeitschritt berechnete numerische Losung, so verwenden explizite Verfahren zur
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Berechnung der U**! im (k+1)-ten Zeitschritt ausschlieflich Werte U* von vorhergehen-
den Zeitschritten t, bis t. Bei impliziten Verfahren hingegen werden auch Werte U? zu
spateren Zeitpunkten verwendet. So liest sich das explizite bzw. implizite Eulerverfahren
fir Gleichung (2.10) wie folgt:

UkJrl(X) — Uk(X) _ / (Z %ﬁ) dt’

tet1 d Jtl <
UkJrl(X) _ Uk(X) _ / <Zl %xj())> dt’

wobei U%(x) = u(x, t) eine vorgegebene Anfangsbedingung ist. Explizite Zeitintegratio-
nen sind im Allgemeinen leicht zu implementieren, da sie lediglich auf bereits bekannte
Werte U* zuriickgreifen. Jedoch weisen sie hiufig Stabilititsprobleme auf, so dass man
sehr kleine Zeitschritte verwenden muss. Die Grofse der Zeitschritte kann durch die CFL-
Zahl® ermittelt werden.

Bei impliziten Verfahren kann man hingegen grofere Zeitschritte verwenden, da hier we-
niger Probleme beziiglich der Stabilitdt entstehen. Allerdings muss man zur Berechnung
der Werte U* stets ein Gleichungssystem l6sen, was sich negativ auf den Speicherbedarf
sowie die Rechenzeit auswirkt.

Die Auswahl des expliziten bzw. impliziten Zeitschrittverfahrens ist gerade in der Praxis
von Interesse und ein autonomes Forschungsgebiet.

In dieser Arbeit beschrinken wir uns allerdings auf ein bereits bekanntes und oft ge-
nutztes Zeitintegrationsverfahren hoher Ordnung. Wir verwenden das Runge-Kutta
Verfahren vierter Ordnung mit geringem Speicherbedarf aus [12]. Dieses lésst sich
schreiben als

U = U,

VO = A, V0D L AtL(UYY 4y + A, A =0,j=1,...,5
U = yl-b 4 ij(j)7 j=1,...,5,
Uk—i—l — U(5),

5Bei der Courant-Friedrich-Levy-Zahl handelt es sich um eine dimensionslose Gréfie C, die sich im
allgemeinen Fall aus einem Quotienten der Zeitschritte Aty, der Gitterlinge Az und der gesuchten
Grofe u berechnen ldsst. Die CFL-Zahl darf ein bestimmtes Maximum nicht iiberschreiten (im
expliziten Fall haufig Eins), damit die CFL-Bedingung erfiillt ist, was ein notwendiges Kriterium fiir
die Stabilitdt eines finiten Verfahren ist. Eine detaillierte Betrachtung der CFL-Zahl findet man in
der Literatur [28] bzw. [78]. Dabei wird die Grdfe C' in [28] auch geometrisch motiviert.
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wobei At =t — t;, die zugehorigen Zeitschritte, U* die numerisch berechneten Losun-
gen und L den zugehorigen Wert des diskreten rdumlichen Operators bezeichnet. Die
Koeffizienten A;, B; und ¢; sind

1432997174477
A = B = —
1 =0 L 9575080441755’ a =0
M 567301805773 5, _ 161836677717 1432997174477
= — = Co =
2 1357537059087 2 13612068292357’ 2 9575080441755
2404267990393 1720146321549 2526269341429
= — = C =
3 2016746695238’ ® 7 9090206949498’ ® T 6820363962896’
3550918686646 3134564353537 . _ 2006345519317
4 2091501179385’ 47 4481467310338’ 4 3924310063776’
1275806237668 9277821191437 9802321613138
— — Cr = .
b 842570457699 ' > 14882151754819° > 2924317926251

2.2.2 Spektrale-Differenzen-Verfahren

Im folgenden Abschnitt beschreiben wir das Spektrale-Differenzen-Verfahren (kurz:
SD-Verfahren) aus [86]. Dieses erweitern wir im spéteren Verlauf durch allgemeinere
Polynome und modale Filter. Auf die genaue Implementierung werden wir jedoch nicht
eingehen, dafiir verweisen wir auf die Doktorarbeit [86].

Wie der Name spektral schon beinhaltet, gehort dieses Verfahren zur allgemeinen Klasse
spektraler Methoden, deren grundlegender Ansatz die Annahme ist, dass die Losung
u(x, t) durch eine abgeschnittene Reihenentwicklung

u(x) ~ uy(x) = Z U P(x)

beliebig genau in einer gewidhlten Norm approximiert werden kann. Dabei ist @; der
p-Vektor der Koeffizienten und {¢s, ..., ¢y} Basis eines Funktionenraumes. Aus Griin-
den der Recheneffizienz und der Stabilitdt wahlt man prinzipiell eine orthogonale Basis
beziiglich eines gewichteten Funktionenraums. Beispielsweise wahlt man bei der soge-
nannten Fourier-Methode trigonometrische Funktionen, die eine Basis des Raumes
L]0, 2] darstellen.

Sowohl die Wahl der Basis und des Funktionenraumes als auch das Verfahren zur Be-
rechnung der Koeffizienten spezifiziert die Methoden weiter. Mehr dazu findet man in
der Literatur [11].

Wir verwenden schliefslich das SD-Verfahren zur rdumlichen Diskretisierung, das heifst
zur Berechnung der Flussfunktionen. Hierbei ist die Idee, die Erhaltungsgleichung an
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bestimmten Losungspunkten x; in jedem Zeitschritt ¢ zu diskretisieren. Wir beschrén-
ken uns in dieser Arbeit auf zwei Raumdimensionen und eine konforme Triangulierung
des zugrunde liegenden Gebietes G.

Definition 2.7. Eine Menge 7(G) = {7;|1 < i < N7} bestehend aus Dreiecken 7;
heifft Triangulierung von G C R?, falls gilt:
_ Nr
o G= U Tiy
i=1
e jedes Dreieck 7; € T ist abgeschlossen und hat ein nichtleeres Innere,
o cs gilt fiir alle 73, 7, € T mit i # j: 7, N 7; = D.

Zusitzlich heifit die Triangulierung 7 (G) konform, wenn jede Kante eines Dreiecks 7; €
T entweder Teilmenge von 0G oder Kante genau eines anderen Dreieckes 7; € T, @ # j
ist.

In der folgenden Graphik sehen wir eine konforme Triangulierung eines rechteckigen
Gebietes mit einem unstrukturierten Dreiecksgitter. Dabei benutzen wir ausschliefslich
unstrukturierte Gitter in unseren numerischen Beispielen, da sie flexibler einsetzbar sind.
Man kann mit ihnen komplexe Geometrien beschreiben und jedes Dreieck 7; kann auf
ein Standardelement transformiert werden. In unserem Fall ist das Standardelement das
Einheitsdreieck

T:={(En0<&n< 1, 40 <1}

Dabei verlduft die Ubertragung wie folgt:

Gegeben sei ein Dreieckselement 7, € 7 mit den Eckpunkten x;(i) = (x;(i), y;())
( =0,1,2) und den Richtungsvektoren g;(i) := x;(i) — x0(7), [ = 1,2 vom Punkt x,(¢)
nach x;(z). Damit lasst sich jeder Punkt im Dreieck 7; darstellen als

x(1) = Xo(i) + €8, (1) + 182(7)

mit (&,n) € T. Losen wir diese Gleichung nach (£,7) auf. So erhalten wir

(£) = (20— ot —oulo) ™ (o)~ )
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und durch elementare Rechnung schliellich

(€)= i (020 e a0 ()=l
n)  2V(i) \=y1(i) +yo(i)  x1(i) — wo() ) \y(i) — yo(2)

Dabei bezeichnet V(i) den Flacheninhalt des Dreiecks 7;. Durch die Gleichung (2.11) ist
somit eine Abbildung T; : 7; — T definiert. Siehe dazu auch die Abbildung 2.2.

RN

Abbildung 2.2: Transformation eines beliebigen Dreiecks auf das Standardelement

Um das universelle Aktualisierungsschema zu erkléren, beschranken wir uns zunéchst auf
den skalaren Fall. Die Rekonstruktion des Flusses erfolgt in jeder Zelle 7; und in jeder
seiner Komponenten (f1, f2)7 zur Zeit t. Man wihlt Np-Flusspunkte X,,,, an denen der
Fluss berechnet wird. Weiterhin seien I,,, C N eine geeignete Indexmenge und P,, 1 (T, h)
ist der Raum der Polynome vom Grad hochstens n 4+ 1 und Gewichtsfunktion A auf T.
{¢m : T — R|m € I, } ist eine orthogonale Basis von P, (T, h). Der Fluss F = (fy, o)
wird dargestellt durch

Pt = (100) - Z (jﬁ:g) DT (). (2.12)

wobei wir auf die Berechnung der Koeffizienten fmJ (t) spater explizit eingehen werden.
Setzen wir die Gleichung in die Erhaltungsgleichung (2.10) ein, so folgt wegen der Li-
nearitat des Differentialoperators

wx) ==Y (f’”’m) Vabu(Tx).
) — fmz(t) z¥Pm\L1
Wir verwenden die Abbildung 7; und es ergibt sich direkt aus der Kettenregel
Vadm(Ti(x)) = J5;Vedm(Ti(2)),
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wobei die Matrix Jr, gegeben ist durch die Transformation (2.11)

b (i) —yeli)  —ma(d) + wo(d)
I = 2V (1) <—y1(i) +yo(i)  x1(7) — 20(7) ) '

Daher muss man die Ableitungen der Polynome ¢,, lediglich beziiglich des Standardele-
ments speichern. Es entféllt die Berechnung in jedem Element 7;. Allerdings muss man
dafiir die Jacobi-Matrizen fiir alle Dreiecke 7; speichern, wobei in diesen nur die inne-
ren Normalenvektoren g;(7) und g,(¢) stehen. Man gelangt zu folgendem universellen
Aktualisierungsschema:

e85 (i) s

Die zeitliche Aktualisierung erfolgt an N, Losungspunkten x;.

Sowohl die Flusspunkte X%,, als auch die Losungspunkte x; miissen ausschlieflich im
Standarddreieck bestimmt werden und kénnen durch die Abbildung 7, ! auf jedes Drei-
eck iibertragen werden, was vor allem speichertechnische Vorteile mit sich bringt. Falls
§; = Ti(x;) und §,, = T;(X,,) nicht iibereinstimmen, wird auch u an den Flusspunkten
durch

m=1

Ny

W@, t) = D (@, 1)¢5(€,)

J=1

rekonstruiert. Die Koeflizienten 4 (x;, t) werden analog zu fml berechnet. Schlieflich wird
die resultierende gewohnliche Differentialgleichung

X ()
u(x;,t) = — Z (fm’2<t)> - I Vedn(Ti(x;))

m=1

durch das bereits beschriebene Runge-Kutta Verfahren gelost.
Bei Systemen erfolgen die Flussrekonstruktion und die Aktualisierung in jeder Kompo-
nente der Erhaltungsvariable, doch der Fluss wird im ganzen System berechnet.

Polynominterpolation auf dem Dreieck

Die Lage der Fluss- und der Losungspunkte hat wesentlichen Einfluss auf das Verfahren.
Daher beschiftigen wir uns auch mit der Frage nach geeigneten Interpolationspunkten
&, auf dem Dreieck T. Bei Verwendung eines dquidistanten Gitters ist ein klassisches
Ergebnis der Polynominterpolation in einer Raumdimension, dass das Interpolationspo-
lynom nicht notwendigerweise den qualitativen Verlauf der zu interpolierenden Funktion
wiedergibt (siehe Runge-Phédnomen in der Literatur [69] oder Kapitel 5).

Man betrachtet daher bereits in einer Raumdimension nicht-dquidistante Stiitzstellen
wie beispielsweise Gauf-Lobatto-Punkte, welche die Randpunkte des Intervalls beinhal-
ten.
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Ein Maf, um die Giite der Interpolationspunkte und somit auch der Interpolation einzu-
schiitzen, ist die sogenannte Lebesgue-Konstante® Ay . Diese ist fiir einen Definitions-

N
bereich D und Lagrange-Polynome L;, i = 1,..., N definiert durch Ay = max > Li(x)]
rel) =1

und sollte moglichst klein sein.
Fiir ein dquidistantes Gitter ergibt sich beispielsweise folgendes asymptotische Verhalten
aus [71]:

2N+1

Ay ~ ————
N eNlog N’

N — oo.

In der Literatur wurden bereits verschiedene Punktverteilungen verwendet wie etwa die
Fekete-Punkte [77], die durch Hesthaven [35] bzw. Chen und Babuska [14] konstruier-
ten Punkte oder die warp-and-blended-Punkte von Warburton [83|. Jedoch sind die
jeweiligen Berechnungen aufwendig, so dass wir in dieser Arbeit ausschlieflich die zwei-
dimensionale Erweiterung der Gauf-Lobatto-Punkte von Blyth und Pozrikidis aus [5]
und [6] benutzen.

Definition 2.8. Seien n € N und {vp,--- ,v,} Gauk-Lobatto-Punkte auf [0, 1]. Die
:(n+1)(n+2) 2D-GauB-Lobatto-Punkte auf T sind definiert durch die Koordinaten

&= (14 2v; —v; —vg),

1
(1+2v; —v; —vy), =3

Wl =

mit:=0,1,...,n,7=0,1,....n—iund k =n—17— J.

In der Abbildungen sind die Gauss-Lobatto-Punkte
fiir n = 4 auf dem Dreieck gezeigt.

. Weiterhin zeigt Tabelle 2.1, dass die Lebesgue-
Konstante der 2D-Gauss-Lobatto-Punkte vergleich-
bar ist mit denen der anderen Punktverteilungen, so
dass deren Verwendung gerechtfertigt ist.

6 Allgemein beschrinkt die Lebesgue-Konstante A den Interpolationsfehler beziiglich der Bestappro-
ximation.
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n ‘ 2D-Lobatto ‘ Fekete ‘ Chen and Babuska ‘ Hesthaven ‘ warp-and-blend
3 2.11 2.11 2.11 2.11 2.11
6 3.87 4.17 3.79 4.08 3.70
9 7.39 6.80 6.80 6.87 5.74

Tabelle 2.1: Lebesgue-Konstante unterschiedlicher Interpolationspunkte aus |6] und [83]

Berechnung der Koeffizienten

Kommen wir nun dazu, die Berechnung der Koeffizienten f bzw. @ zu betrachten. Der
klassische Weg ist die Berechnung als Fourier-Koeffizienten des zugrunde liegenden Ba-
sisraums {¢,, } mit Gewichtsfunktion h, also

A 1
mil = —————— , m(EVh(E)dE. 2.13
ot = g T/ FE, )b (€)N(E)dE (2.13)

Dabei sind allerdings die f; nicht global bekannt und man benétigt zur Auswertung
des Integrals numerische Quadraturverfahren. Falls man ein Verfahren der Ordnung n
erhalten mochte, muss es daher fiir u € P,(T,h) und F € (P,,.1(T, h))? exakte Ergebnisse
liefern. Daher miissen die Basispolynome ¢,, aus P, (T, h) stammen. Dies wiederum
bedeutet, dass in der Gleichung (2.13) Polynome 2(n + 1)-ten Grades stehen mit der
Gewichtsfunktion h. Davon ausgehend kann man das Quadraturverfahren wéhlen. Eine
Ubersicht iiber einige Quadraturverfahren findet sich in [15], [44] und [90].

BEMERKUNG. Beziiglich diskreter orthogonaler Polynome (Kapitel 5) ist dieser An-
satz von Interesse und wir nehmen dort nochmals Bezug darauf.

Wir verwenden schliefslich nicht diesen Projektionsansatz, sondern betrachten die
Gleichung (2.12), also folgendes Gleichungssystem

filx;.t) =V (fm,l(t))m Vi=1,2

wobei V die Vandermondsche Matrix zur Basis {¢,,},, darstellt. V hat die Gestalt
V = (om(Ti(x5))),, ;-

Das Gleichungssystem ist eindeutig losbar fiir fm,l(t), wenn ) invertierbar ist. Dabei
miissen die Anzahl der Interpolationspunkte &; = Tj(x;) und die Anzahl der Basisele-
mente ¢, gleich sein. Die Lage der §; soll weiterhin zu guten numerischen Figenschaften
von V fiihren, wie beispielsweise zu einer niedrigen Konditionszahl.

Wir verwenden hierbei erneut die Gauss-Lobatto-Punkte aus dem vorangegangen Ab-
schnitt. Diese haben nicht nur den Vorteil einer guten Lebesgue-Konstanten, sondern
ihre Konditionszahl ist verhaltnisméafig klein fiir die Polynomfamilien, welche wir unter-
suchen werden. Vergleiche hierfiir Tabelle 2.2.
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n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
kn 293 10.18 20.36 38.75 53.44 70.99 93.46 119 150 195

Kn 9 24 270 2023 10* 10° 7-10° 5-10° 3-107 2-10°

Tabelle 2.2: Konditionszahlen der Vandermondschen Matriz beziiglich der Spaltensummmen-
norm in der unteren Zeile fiir die Lagrange-Polynome und im oberen Fuall die
PKD-Polynome, welche ein Spezialfall der Polynome aus Kapitel 3 sind. Die Ta-
belle stammt aus |86, S.32 und S.35|

Konservativitat und Flussberechnung an den Dreiecksrindern

Nachdem wir die grundlegende Berechnung erklart haben, kommen wir auf die Konserva-
tivitat zu sprechen und damit zwangslaufig auf die Flussberechnung an den Rédndern der
Dreiecke. Dabei betrachten wir ausschlieflich hyperbolische Erhaltungsgleichungen. Die-
se zeichnen sich dadurch aus, dass bestimmte Groéfen, wie beispielsweise Masse und Im-
puls, erhalten bleiben. Das verwendete numerische Verfahren sollte ebenfalls diese Eigen-
schaften nicht verletzen und das hier vorgestellte SD-Verfahren erfiillt diese Bedingung
unter gewissen Voraussetzungen. Dabei sei nochmals erwidhnt, dass das SD-Verfahren
den ganzen Fluss in der semidiskreten Gleichung benétigt. Die Flussberechnung im In-
neren erfolgt mit Hilfe der Flussfunktionen aus den Werten von u in den Flusspunkten.
Jedoch miissen die Fliisse am Rand jeder Zelle gesondert betrachtet und gegebenen-
falls verandert werden, da sie die Kopplung zwischen zwei Zellen vornehmen miissen
und die globale Konservativitéat nicht verletzt sein darf. Daher diirfen sich die Fliisse in
Normalenrichtung zwischen zwei benachbarten Zellen nicht unterscheiden, wobei in der
Implementierung selbst zwischen Kantenpunkten x; und Eckpunkten x. unterschieden
wird und man sowohl in den Kantenpunkten als auch in den Eckpunkten einen neuen
numerischen Fluss berechnet, so dass die Kopplung zwischen zwei Zellen erfiillt ist.
Ohne weiter ins Detail zu gehen sei dazu angemerkt, dass zur Berechnung der neuen
Flussfunktion die Normalenkomponenten zwischen den Zellen durch Riemann-Loser
bestimmt wurde. Eine detaillierte Erklarung der Implementierung und der Berechnung
der Flussfunktion findet man in der Doktorarbeit von Wirz [86]. Allgemein sollte jedoch
noch festgehalten werden, dass die Wahl einer geeigneten numerischen Flussfunktion ein
eigenstandiges Forschungsgebiet darstellt und in der Literatur 78] ausfiihrlich behan-
delt wird. Die numerische Flussfunktion ersetzt im Aktualisierungsschema die jeweiligen
Werte an den Randpunkten und weiterhin wurden in [86, S.30f] noch folgende zwei Lem-
mata bewiesen, welche die Konservativitdat der SD-Methode garantieren. Gerade Lemma
2.10 liefert noch einen weiteren Grund fiir die Wahl der Gauf-Lobatto-Punkte, da bei
dieser Punktverteilung hinreichend viele Punkte auf den Dreieckskanten liegen und somit
die globale Konservativitit gewahrleistet wird.

Lemma 2.9. Seien N,, Np € N, {z,|]1 < m < Ng} die Menge der Flusspunkte,
{z;|]1 < j < N,} die Menge der Losungspunkte und L, die Lagrange-Polynome. Lie-
gen die Flusspunkte auf Interpolationspunkten fir ein Polynom (n + 1)-ten Grades und
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die Losungspunkte auf Quadraturpunkten fir ein Quadraturverfahren n-ter Ordnung zur
Berechnung des Volumenintegral, dann ist die Spektrale-Differenzen-Formulierung

wtet) ==Y (F0) Vel (1)

m=1
lokal konservativ.

Das Lemma ist bereits giiltig, wenn anstelle der Lagrange-Polynome andere orthogo-
nale Polynombasen verwendet werden. Dies wurde ebenfalls in [86, S.36] gezeigt. Fiir
die globale Konservativitdt betrachtet man zwei an der Kante k benachbarte Zellen
mit den jeweiligen Fliissen Fy in der linken bzw. Fg in der rechten Zelle, sowie einem
Normalvektor n an der Kante k. Fiir die globale Konservativitiat muss der Fluss in
Normalenrichtung zweier benachbarter Zellen gleich sein, das heifst

/FL'dS:/FR'dS.

k k

Weiterhin ist F € ((P,41,h))?. Verwendet man eine exakte Quadratur bis zum Poly-
nomgrad n + 1 mit Gewichtung a; und Stiitzstellen x;, ist dies dquivalent zu

Z o Fr(x;) -n= Z o Fr(x;) - n. (2.14)

Ein Lemma aus [86, S.31| besagt folgendes:

Lemma 2.10. Liegen auf jeder Kante eines Dreiecks mindestens n Flusspunkte auf
Quadraturpunkten fiir das eindimensionale Volumenintegral entlang dieser Kante und
erfillen sie Gleichung (2.14), dann ist die Spektrale-Differenzen-Methode global konser-
vativ.

Stabilitat des SD-Verfahren

Neben der Konservativitdt und Konvergenz ist die Stabilitéit eines numerischen Verfah-
rens auch noch von Interesse. Dabei ist ein Verfahren stabil, wenn es gegeniiber kleinen
Storungen der Daten unempfindlich ist, das heifst vor allem, dass sich Rundungsfehler
nicht aufaddieren und die numerische Losung beschriankt bleibt, wenn die eigentliche
Losung beschrankt ist.

Das SD-Verfahren ist bereits beziiglich Stabilitdt von Jameson [38] und van den Abeele
et al. [1] analysiert worden. Dabei beschrénkt sich Jameson auf eine Raumdimension und
untersucht die SD-Methode beziiglich einer Energienorm vom Sobolev-Typ, vergleiche
dazu [38]. Van den Abeele et al. analysieren die SD-Methode im ein bzw. zwei dimen-
sionalen Fall fiir verschiedene Flusspunktverteilungen und Ordnungen. Dabei konnen sie
fiir Ordnung drei und vier keine numerische Stabilitéit im gleichseitigen Dreieck feststel-
len. Wirz kann das SD-Verfahren fiir PKD-Polynome auf das klassische SD-Verfahren
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in Matrixschreibweise zuriickfithren. Es kann dann analog zu [1| vorgegangen werden,
um zu zeigen, dass das SD-Verfahren auch fiir den Fall der PKD-Polynome Stabilitéts-
probleme bei hoher Ordnungen bekommt und sicherlich auch im allgemeineren Fall der
APK-Polynome.

Dadurch lésst sich auch numerisch keine geeignete CFL-Zahl bestimmen und die Wahl
geeigneter Zeitschritte wird problematisch.

Wir beschrianken uns erneut auf den Ansatz aus [86]. Die Stabilisierung soll durch den
Einsatz von modalen Filtern realisiert werden, sieche Kapitel 4. Mit zunehmender Ord-
nung n wahlen wir fallende Zeitschritte

Cax h
ar— G _N
(n+1)2 N\,
wobei Ch, ein fester Wert, h ein Lingenma® im Dreieck” (hier speziell der kiirzeste
Abstand vom Schwerpunkt zu einer Kante im Dreieck) und A, die maximale Ausbrei-
tungsgeschwindigkeit in einer Zelle ist.

"Mégliche Langenmafe sind beispielsweise die kiirzeste Kante, der Inkreisradius oder die kiirzeste Hohe
des Dreiecks.






3 Orthogonale Polynome und spektrale
Konvergenz

Nachdem die mathematischen Grundlagen und das Spektrale-Differenzen-Verfahren er-
klart wurden, beschéftigen wir uns in diesem Kapitel mit orthogonalen Polynomen und
ihren Eigenschaften. Ziel dieses Abschnittes ist es, Satz 3.13 zu beweisen. Der Satz
beinhaltet Resultate hinsichtlich des Approximationsverhaltens einer abgeschnittenen
Fourier-Reihe klassischer orthogonaler Polynome auf Dreiecken. Entwickelt man eine
Funktion u € C*, folgt aus dem Resultat insbesondere spektrale Konvergenz. Wir er-
weitern das Spektrale-Differenzen-Verfahren aus Kapitel 2 mit diesen Polynomfamilien.
Bevor wir allerdings den Satz 3.13 beweisen, erklaren wir den Begriff der spektralen
Konvergenz und wiederholen einige elementare Eigenschaften klassischer orthogonaler
Polynome. Wir beschéftigen uns zuerst mit den Jacobi-Polynomen, um anschliefsend die
APK-Polynome einzufiihren. Bei den APK-Polynomen handelt es sich um klassische or-
thogonale Polynome auf Dreiecken. Wir beweisen fiir die APK-Polynome eine Reihe von
technischen Abschéatzungen, die wir im Beweis von Satz 3.13 bendtigen. Der Satz und
sein Beweis bilden den Abschluss des Kapitels.

3.1 Orthogonale Polynome in einer Variablen

Grundlage vieler numerischer Methoden zur Approximation einer gesuchten Funktion
u ist die Verwendung einer Folge von speziell gewéhlten Funktionen, vergleiche [11],
[44] und [70]. Wie bereits in Kapitel 2 erwihnt, beschéftigen wir uns in dieser Arbeit
mit spektralen Methoden. Man verwendet als Folge von Funktionen eine orthogonale
Basis {¢r} eines gewéhlten Funktionenraums. Der Approximationsfehler kann in der
Norm des Raums gemessen werden. Die Approximation der Funktion u erfolgt durch die
abgeschnittene Reihe

N
k=1

Das wohl bekannteste und am meisten untersuchte spektrale Verfahren ist die Fourier-
Methode. Bei der Fourier-Methode wird eine periodische Funktion u durch ein trigo-
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nometrisches Polynom® angenihert. Fiir eine 27-periodische Funktion u lassen sich die

Fourier-Koeffizienten 1, mit der Formel

2

~ 1 —ikx
= o u(z)e "™ dx, Vk e N,
0

berechnen. Gerade die Approximation mit Hilfe von trigonometrischen Funktionen wur-
de bereits ausfiihrlich analysiert und man findet hierzu viele Resultate in der Literatur
[91].
Wenn die Funktion u unendlich oft differenzierbar ist und alle Ableitungen auch pe-
riodisch sind, dann konvergiert der Betrag der k-ten Koeffizienten |iy| schneller gegen
Null als jede Potenz k=7 mit j € N. Genau dieses charakteristische Verhalten bezeichnet
man als spektrale Konvergenz bzw. spektrale Genauigkeit. Generell spricht man
von einem spektralen Verfahren, wenn die Koeffizienten der abgeschnittenen Fourier-
Reihenentwicklung dieses Verhalten aufweisen. Die Fourier-Methode wurde bereits zum
Lésen von hyperbolischen Erhaltungsgleichungen genutzt und hinsichtlich Konvergenz,
Stabilitdt und Existenz einer Losung in [11], [74], [75] und weiteren Arbeiten analysiert.
Bei nichtperiodischen Fragestellung entwickelt man die Funktion u in ihre Fourier-Reihe
beziiglich anderer orthogonaler Basisfunktionen {¢;} als den trigonometrischen Funk-
tionen. Jedoch kann fiir eine beliebige orthogonale Basis in der Regel nur algebraische
Konvergenz der Koeffizienten w; garantiert werden. Man spricht von algebraischer
Konvergenz, wenn sich die Koeffizienten iy, wie O(k™/1) fiir ein festes j; € N verhalten.
Hingegen weisen die Fourier-Koeffizienten immer spektrale Genauigkeit auf, wenn zur
Entwicklung einer C*°-Funktion u Eigenfunktionen ¢ eines singulidren Sturm-Liouville-
Problems verwendet werden oder u spezielle Randbedingungen erfiillt.
Auf dem Intervall (—1,1) ist das klassische Sturm-Liouville-Problem durch

Lop(x) = Mw(x)dp (), re(—1,1), (3.1)

mit Loy, := —(p(x) @) (x)) +q(x)dr(z) und geeigneten Randbedingungen fiir ¢y gegeben.
Die Koeffizientenfunktionen p, ¢ und w erfiillen weiterhin die nachfolgenden Bedingun-
gen:

e p ist stetig differenzierbar, strikt positiv in (—1, 1) und stetig am Rand = = +1.
e ( ist stetig, nicht-negativ und beschrankt.
e Die Gewichtsfunktion w ist stetig, nicht-negativ und integrierbar auf (—1,1).

Singulédr wird von uns das Problem (3.1) genannt, wenn zusétzlich p(£1) = 0 gilt. Wir
halten uns an die Definition aus [11]. Die Autoren sprechen dabei ausschliefslich von
einem singuldren Problem, wenn p an beiden Randpunkten verschwindet. In der allge-
meinen Sturm-Liouville-Theorie spricht man hingegen bereits von singuléren Problemen,

!Unter einem trigonometrischen Polynom versteht man eine endliche, reelle Linearkombination tri-
gonometrischer Funktionen. Man entwickelt somit die Funktion w in ihre Fourier-Reihe beziiglich
trigonometrischer Funktionen.
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wenn p an einer der Grenzen verschwindet.

Klassische orthogonale Polynome wie Legendre-, Chebyshev- oder Jacobi-Polynome 16-
sen genau solch ein singuléres Sturm-Liouville-Problem (3.1). In der Tabelle 3.1 sind die
einzelnen Koeffizientenfunktionen p, ¢, die Gewichtsfunktion w sowie die Eigenwerte Ay
aufgelistet.

H Legendre ‘ Chebyshev ‘ Jacobi
pll 1—22 | =22 | (1 —2)*H (1 +2)!
q 0 0 0
e || K(k+1) k? k(k+a+p+1)
w 1 (1—2%)"z | (1—z)1+2)

Tabelle 3.1: Werte aus 73], wobei o, > —1 gilt.

Bei nichtperiodischen Funktionen u entwickelt man die Funktion u beziiglich dieser Ba-
sisfunktionen in eine Fourier-Reihe. In diesem Kontext wurden die klassischen ortho-
gonalen Polynome bereits in verschiedenen Verfahren zum Losen von hyperbolischen
Erhaltungsgleichungen genutzt und die unterschiedlichen Verfahren hinsichtlich Konver-
genz, Existenz einer Losung und Stabilitat in [11], [29], [30], [41], [52], [53] , [54] und
weiteren Arbeiten untersucht. Zur Analyse verwendet man elementare Eigenschaften or-
thogonaler Polynome und Abschéatzungen. Auch wir bendtigen im spéteren Verlauf der
Arbeit noch einige dieser Resultate und wiederholen sie daher. Wir verweisen auf das
Standardwerk [73] iiber orthogonale Polynome sowie die Formelsammlung [2].

Jacobi-Polynome

Bei numerischen Verfahren greift man oft auf Legendre- oder Chebyshev-Polynome zu-
riick. Sie sind Spezialfélle der Jacobi-Polynome, die folgendermafen definiert sind:

Definition 3.1. Es sei n € Ny und «, 8 > —1. Die Jacobi-Polynome P%?(x) sind
fir # € [-1, 1] durch die Formel

wiin . Tla+n+l) K(n\LDla+B+n+i+tl) (z-1Y
P”ﬁ(x>'_n!F(a+6+n+1>;(z‘> Mla+i+1) (2> (3.2)

oder alternativ mit Hilfe der hypergeometrischen Funktion?

n+ o

1 —
ngﬁ(:p) ::( )2F1 (—n,n+a+6+1;a+1; 2x>

n

gegeben.

2 Auf diese Darstellung werden wir in Kapitel 5 explizit eingehen.
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Man berechnet die Jacobi-Polynome héufig nicht durch die explizite Formel (3.2), son-
dern nutzt die Rodriguez-Formel. Es gilt

Fy(x) =1,
PR () = 5((a— B) + (0 + A+ 2)a),

a1 P () = a2, P (x) — a3k Y (),

)

mit den Koeffizienten

a; =20+ 1D)(i+a+F+1)(2i —a+ B),
['2i+a+p+3)

aze=(2ita+ B+ 1) +5) ~a T2 +a+p)

ag; = 2(i+a)(i+ B)(2i + a+ S +2).

Sei P,,([—1,1]) der Raum der Polynome vom Hochstgrad n. Die Jacobi-Polynome vom
Grad hochstens n bilden eine orthogonale Basis auf P, ([—1, 1], w) mit der Gewichtsfunk-
tion w(x) = (1—2)*(1+2)” und sind Losung eines singuliren Sturm-Liouville-Problems,
wie man aus den nachfolgenden zwei Lemmata entnehmen kann.

Lemma 3.2. Die Jacobi-Polynome vom Grad hochstens n mit festem «, B bilden eine
orthogonale Basis von

P.([—1,1],w) := {Zaixi

1=0

a, €R, z € [—1,1]}

beziiglich des Skalarprodukts

1
(Pee:p?) — / w(z) P2 () P () da

L2([-1,1],w)
mit der Gewichtsfunktion w(x) = (1 — x)*(1 + z)°.
Weiterhin gilt

aB 2 — ( poB. pasB 20l (k+a+ 1)I(k+ B +1)
IPEP Ny = (PO PE) = , |
2(-1,1w) Rk+a+p+1DkT(kE+a+pF+1)

Beweis. [24] O

Lemma 3.3. Die Jacobi-Polynome y = P%(x) erfiillen die lineare Differentialglei-
chung
L—a®)y +[B—a—(a+f+2aly +nn+a+f+1y=0,
was auch in der Form
d
o\

geschrieben werden kann.

1—2)*M(1+2)"y}+nn+a+B8+1)(1—2)*(1+2)°y =0
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Beweis. |73, S.61] O

PP ()
||P;f’ﬂ\|L2<[f1,1],w)
normale Basis von P, ([—1, 1],w) bilden. Auch sie erfiillen die Differentialgleichung aus

Lemma 3.3. Aus der Darstellung (3.2) berechnet man
pos(1) = F(a+n+1) 2”: n P(a+@+@+z‘+1) 0\’
nlla+B+n+1) 4=\ Na+i+1) 2

_ Tla+14n) (a+5+n+1) (8.1) (n+a>
Call(a+B+n+1)  T(a+1) B '

Mit Lemma 3.2 folgt, dass die normierten Jacobi-Polynome eine ortho-

(3.3)

n

Im letzten Schritt haben wir die Darstellung der verallgemeinerten Binomialkoeffizienten
durch die Gammafunktion benutzt. Durch lineare Transformation folgt die Identitét [64,
S.81f.]

PP (—x) = (=1)"P"(x), (3.4)

und wenn zusétzlich ¢ = max{a, f} > —% gilt, erhalt man weiterhin

e (727 = ("), (35)

z€[—-1,1]

Alle diese Eigenschaften findet man in jedem Standardwerk iiber orthogonale Polynome,
vergleiche z.B. [73]. Das nachfolgende Resultat ist jedoch spezieller und stammt aus [32].
Wir sind nicht nur am Maximum der Jacobi-Polynome interessiert, sondern benétigen
spater Abschatzungen beziiglich jedes x-Wertes im Definitonsbereich.

Lemma 3.4. Esseixr e [—1,1], a,8 € Ry, n € Ny und

S ) <r<n+1>r<n+a+ﬁ+1))é (1;:5) (1233)51335(@_

'n+a+1I'(n+8+1))

Dann existiert eine positive Konstante C < 12, so dass

C
C2n+a+p4+1)

(1= %) o) <

el

fir alle x € [—1,1] gilt.

Beweis. [32] O

Spektrale Konvergenz

Wir sind schon zu Beginn des Kapitels kurz auf spektrale Konvergenz eingegangen,
was wir im folgenden Abschnitt fortsetzen wollen. Seien hierfiir die ¢ normierte Ba-
sisfunktionen, die ein Sturm-Liouville-Problem (3.1) 16sen. Nutzt man (3.1) und die
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Selbstadjungiertheit des Differentialoperators, so kann man zeigen, dass fiir die Fourier-
Koeffizienten einer Funktion wu gilt:

i = <%) / w(a)(Lu)()n(e) de = 5 () G ()ula) - dulo) (@)

vergleiche [11, S.283|. Die Funktion u muss dabei die Voraussetzung ugy := =(Lu) €
L2((—1,1),w) erfiillen.

Sei weiterhin die rekursive Folge ug) := LLui_1y € L*((—1,1),w) N C*([—1,1]) fiir alle
i = 0,...,m gegeben. Mit Hilfe der Gleichung (3.1) und der Selbstadjungiertheit des
Differentialoperators £ kann man fiir die Koeffizienten

= (5,) 90 () @) a3 [E 6k 2) — eutai )

(3.7)
zeigen.
Sind die ¢ Losungen eines regularen Sturm-Liouville-Problems, so weisen die Eigen-
werte ein Verhalten von \; = O(k?) auf, siehe [11, S.282]. Will man fiir eine Funktion
u € C*([—1,1]) spektrale Genauigkeit erreichen, so muss in der Gleichung (3.7)

_ 1
[P() (¢ (@) (z) — dr(@)ufy) ()], =0
fiir alle i € Ny gelten. Man kann das garantieren, solange die Randbedingungen

sty (—1) + xaue (—1) =0, G+ X1 #0,
;) (1) + xau (1) = 0, G+ x5 #0,

fiir geeignete <1, G2, X1, X2 € R immer erfiillt sind. Fiir die Koeffizienten folgt schlielich,
dass

iy = (i)m /1 (@) (Lugn_s)) (2)n(x) da

gilt. Das Integral ist fiir alle u(y) := L Lu(m,_1) € L?((—1,1),w) beschrinkt. Es folgt mit
der Schwarz’schen Ungleichung

&1

|| < k2m||u(m)‘|L2((fl,l),w)

mit einer Konstanten ¢; € R™ fiir alle m € N. Die Koeffizienten streben schneller gegen
Null als jede Potenz k™7 fiir ein fest gewahltes 7 € N. Es folgt spektrale Konvergenz.
Sind hingegen die Basisfunktionen ¢ Losungen eines singuldren Sturm-Liouville-Problems,
dann ist dementsprechend p(+1) = 0 fiir alle i € Ny in (3.7) und die hintere Summe in
(3.7) verschwindet. Fiir die Koeffizienten erhélt man ebenfalls

g = (Aik)m /1 (@) (Cupny) (@)u(z) da.
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Wir betrachten die normierten Legendre-, die normierten Chebyshev- oder die normier-
ten Jacobi-Polynome, deren Eigenwerte ebenfalls ein Verhalten von O(k?) aufweisen. Es
ergibt sich die Abschétzung

“ C2
[l < 5wz 1.0

mit einer Konstanten ¢, € R* fiir alle m € N und insgesamt spektrale Konvergenz.
Tatséchlich handelt es sich bei den Jacobi-Polynomen um die einzigen klassischen Poly-
nome, die ein singuldres Sturm-Liouville-Problem auf (—1, 1) 16sen. Eine ausfiihrlichere
Betrachtung der Approximationsresultate findet man in [11, Kapitel 2 und 9].

3.2 APK-Polynome und ihre Eigenschaften

Kommen wir zu den Familien von orthogonalen Polynomen, fiir die wir spektrale Kon-
vergenz am Ende dieses Abschnittes beweisen. Im ersten Abschnitt haben wir bereits
festgestellt, dass man unter bestimmten Voraussetzungen an die Funktionen ¢ spek-
trale Konvergenz garantieren kann, und die Jacobi-Polynome erfiillen diese Vorausset-
zungen. Allerdings haben wir die Untersuchung ausschlieflich in einer Variablen durch-
gefiihrt. Bei mehrdimensionalen Problemen verwendet man Tensorprodukte klassischer
orthogonaler Polynome, wie beispielsweise Legendre-Legendre-Polynome oder Legendre-
Chebyshev-Polynome auf Rechtecksgebieten.

Einen anderen Ansatz nutzt Dubiner in [17]. Er transformiert ein Tensorprodukt von
Jacobi-Polynomen vom Rechteck [—1, 1]2 auf das Dreieck T := {(z,y) € Rz > —1,y >
—1,2 4y < 0}, indem er die obere Kante (—1,1) — (1,1) auf den Punkt (—1, 1) zusam-
menzieht. Dabei wird das Dreieck als Quadrat mit zwei identischen Ecken aufgefasst.
Die Abbildung =1 : [-1,1]> — T beschreibt somit die “Kollabierung” des Quadrats auf
das Dreieck und ist gegeben durch

o [-1,12 — T

Hingegen bildet die Funktion

¢ T\{~1,1} — [-1,1] x [-1,1)

()= (=7)-0)

das Dreieck auf das Quadrat ab, wobei die Ecke (—1,1) nicht im Definitionsbereich
liegt, vergleiche Abbildung 3.1. Die dadurch entstandene polynomiale Basis bezeichnet
Dubiner selbst als warped product und nutzt sie bei der numerischen Untersuchung der
Navier-Stokes-Gleichung [17]. In [63] wird spektrale Konvergenz fiir diese Polynomfamilie
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(_17_1) (17_1) (_L_l) (1a_1)
Abbildung 3.1: Transformation 1 und ¢p—!

bewiesen und [86] verwendet sie im Spektrale-Differenzen-Verfahren. Jedoch sind die
von Dubiner verwendeten Polynome bereits lange bekannt und ein Spezialfall klassischer
orthogonaler Polynome auf Dreiecken, die von Proriol zuerst in [66] beschrieben wurden.
Diese allgemeinen Polynomfamilien fithren wir nun ein. Allerdings werden wir einige
Restriktionen vornehmen, die im spéateren Verlauf fiir Rechnungen und Abschéatzungen
noch von Vorteil sein werden.

Sei dazu T das Einheitsdreieck, h(z,y) = 2 'y’ (1 — 2 —y) P (o, 3,7 € N,y >
a+pB—1) die Gewichtsfunktion®. Aus Griinden der Ubersichtlichkeit werden wir zukiinftig
die Notationen p := v — a — f und a; := p + B + 2l verwenden.

Definition 3.5. Die Polynome A,,;(z,y), m,l € Ny, definiert durch

2
Anslo) = P71 = 20)Pp 2 (2= 1) (1= o) (33)
-z
auf T nennt man Appell-Proriol-Koornwinder-Polynome (kurz: APK-Polynome).

BEMERKUNG. Verwendet man anstelle des Einheitsdreiecks T das Dreieck {(z,y) €
R%|z > —1,y > —1,2 + y < 0}, so transformieren sich die APK-Polynome zu

~ 2 1 1—z\'
Roalog) = P ase(eapetont (D ) (125
— X

Fiir o = 8 =1 und v = 2 erhilt man die PKD-Polynome* vom Grad N :=m + [.

Wir zeigen, dass die Polynome (3.8) ein System von klassischen orthogonalen Polyno-
men auf T beziiglich der Gewichtsfunktion h(z,y) bilden. Die Namen Appell, Proriol
und Koornwinder spiegeln die geschichtliche Entwicklung in diesem Forschungsgebiet

3Fiir den allgemeinen Fall mit a, 8,7 € RT und h(z,y) := 2 1y~ 1(1 — z — y)?~ !, sieche [19], [46]
und [72].

4Dabei ist allerdings noch zu beachten, dass hier die Singularitit im Eckpunkt (1,—1) liegt. Durch
eine Transformation kommt man schlieflich zum tatséchlichen Dubiner-Fall.
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wider. Appell hat Ende des 19. Jahrhunderts ein biorthogonales Polynomsystem auf
dem Einheitsdreieck konstruiert [72, S.79] . Dabei kénnen die Appell-Polynome als Ver-
allgemeinerung der Jacobi-Polynome in zwei Variablen angesehen werden. So stehen sie
auch nur orthogonal zu jedem Polynom kleineren Grades, jedoch nicht zu Polynomen
gleichen Grades.

Proriol hat in seiner Arbeit [66] von 1954 die klassischen orthogonalen Polynome auf
Dreiecken definiert. Diese Polynome erfiillen die Orthogonalitdtsbeziehung im klassischen
Sinne, das bedeutet unterschiedliche Polynome gleichen Grades stehen auch orthogonal
zueinander.

Koornwinder hat schlieklich einen duferst wichtigen Ubersichtsartikel [46] iiber die Cha-
rakterisierung von klassischen orthogonalen Polynomen auf verschiedenen Gebieten ge-
schrieben. Seine Arbeiten haben bis heute einen enormen Einfluss im Forschungsgebiet
der orthogonalen Polynome. Des Weiteren hat sich der Name des Spezialfalls der Proriol-
Koornwinder-Dubiner-Polynome (PKD-Polynome) in der Literatur durchgesetzt, daher
sollte man aus Griinden der Vollstdndigkeit auch Koornwinders Namen im allgemeine-
ren Fall mit auffithren. In der Literatur wird auch von klassischen orthogonalen Poly-
nomen auf Dreiecken oder von Jacobi-Polynomen auf Dreiecken gesprochen, wenn die
APK-Polynome gemeint sind. Die von uns verwendete Definition 3.5 der APK-Polynome
stammt aus [19] und [72].

Die ersten sechs APK-Polynome sind

Aoolz,y) =1,

Ao(@,y) = a = (L+)e,

Ao,l(x y) 5( ) + (1 Ca+ v)y,

Aso(z,y) = & (7+2)(7+3) - 2x(72+ 2+ 1)+ (ot Da

Apa(z,y) = (1—2)28(8+1) —2y(1 —2)(B+1)(y —a+2) + (v —a+2)(y — a +3)

5 :
Ava(z,y) = (@ = B+ 7)2)(=B+ Br + (1 —a+7)y).

Zur Vorbereitung des Beweises der spektralen Konvergenz definieren wir noch die Funk-
tionenrdume und Normen, auf denen wir arbeiten. Anschliefend fassen wir bereits be-
kannte Eigenschaften zusammen und beweisen noch einige neue Abschétzungen.

Definition 3.6. Sei h(z,y) eine Gewichtsfunktion auf dem Dreieck T. Mit L*(T, h)
wird der Hilbertraum mit dem Skalarprodukt

(oo = [ e y)uCe (e y) do dy

T

bezeichnet. Die durch das Innenprodukt induzierte Norm ist

D=

[l zrm = /Mawwam%mw
T
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Wir bezeichnen mit H™ (T, h) den gewichteten Sobolev-Raum, definiert durch

H™(T, h) := {v € L*(T, h): fiir jeden nichtnegativen Multiindex ¢ mit
|o| < m, gehoren die distributionelle Ableitungen
D%v zu L*(T, h)}.

Er besitzt als natiirliche Norm

||U||Hm(1r,h) = Z ||DUU||i2(1r,h)

lo|<m

Die APK-Polynome erfiillen die Orthogonalitatsbeziehung beziiglich der Gewichtsfunk-
tion h(z,y).

Lemma 3.7. Die APK-Polynome A,,; sind orthogonal auf dem Dreieck T beziiglich
des Innenprodukts

1

Am 7Ans 2 :57””65 7
(Ami; Ans)L2(T,n) 0Ly — @) 2(m + 1)+ )R,

. L (l+ﬁ)pm(m+a )0‘
wobei Ky, := \/(l—i—l)p(m)a(mial) und

(©o:=1, (&);:=]J€+i-1) fiirjeN

i=1

das Pochhammer-Symbol darstellt.

Beweis. Es sei

11—z

_ 2y _ 2y _
K(z,y) ::/<Pf”5 1(—1_:5—1))131”5 1(—1_33—1)115 (1-z—y)dy

0
und damit gilt:

1
(i AnaJizceay = [ P01 = 20) P (1= 22)(1 = 2)(1 = 2" K (n,) do.

0

Durch die Indextransformation

2y
11—z

t =

-L (-r-y=—7F—" Y=
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erhalten wir fiir K(z,y)

T

7j?51(1_x—1>ﬂw1<1?I—4>M3%1—x—yfdy
::/f%*%wﬂw”@)<u+¢gr_@)ﬁ1<u_$§1_w)p(1;x)m

-1

:(1g$>mpj}%w%wgw4@x1+www1—wﬂh

-1

Aus der Orthogonalitét der Jacobi-Polynome (Lemma 3.2) folgt fiir das Integral

8.2 T +p+ 1T+ B)
RI+p+ BT+ +p+B)

/ BPA (1) PP (1) (1 + 1P (1 — Pt =

Einzig fiir [ = s ist das Integral nicht Null. Es ergibt sich durch elementare Rechnung

Tl+p+ DI+ P)
T+ +p+B)2l+p+B)
1
. /Pﬁj_l"”(l — 22)PO71a (1 — 22) (1 — )2 TP Ppot dy,
0

(Aps; An,S)LQ(T,h) -

Durch die Indextransformation

1—t 1+t
x , x 7 x 5
erhélt man fiir das Integral
1

/Pﬁ_l"”(l — 22) PO (1 — 2x) (1 — 2) 2Pt dy
0

1
1—¢ 2l+p+p 14¢ a—1 1
— Pafl,al —t Paflyal —t — _ — dt
[rcormeco ()T ()

34 (1 Arprpta / 2l 1

= (—) (—1)””"/3?{"‘1(t)PT‘jl’°‘1(t) (1—1) +p+5(1+t)a_ dt.
-1

Aus Lemma 3.2 folgt hierin

1

[ Petopme -0 @ e

-1

Omn 22T (m + a)l'(m +a; + 1)
m+1)I(m+a +a@)2m+a + )
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Mit diesem Resultat erhilt man insgesamt fiir das Skalarprodukt der APK-Polynome

(Am,ﬁ An,S)LQ(’Jl‘,h)
5 Fl+p+ 1)1+ P) 207U (m + )T’ (m + a; + 1)
ST+ D)L+ p+ B)(2L + p+ B)29 e T(m + DI(m + a; + o) (2m + a; + o)
Fl+p+ )T+ B8)I'(m+a)l(m+a, +1)
L+p+ BT+ 1)2l+y—a)l(m+1)T(m+a +a)(2(m+1) +7)
Fl+p+ I+ (m+ )l (m+20+~v—a+1)
2+y—a)2m+ )+ Tl +vy—a)T{+1)T(m+ DI(m + 20+ )
1 Fl+p+1) T(I+pP) Tm+a)T(m+a+1)
2I+y—a)2m+1)+v) Tl+1) Tl+p+B8)Tim+1)Iim+a+a)

:5m,n5l,s F(

:5m,n5l,s

:5m,n51,s

Unter Verwendung der Rekursionsformel I'(k + p+ 1) = (k + p)I'(k + p) und
der Darstellung der Gammafunktion mit Hilfe der Pochhammer-Symbole

(#)o=1 und % ~ @, =[[@+i-1DfirneN (3.9)

ergibt sich

1 I+ 1)p(m)a(m+ )
@2l+y=a)2m+1) +7) (I+B)pm(m+a)a

(Am,l ; An,s) :5m,n6l,s

. I N . e
Mit Ky = (g ;@’Z%Zjﬁll) folgt schlieflich

1

AmaAns 2 :57””55 .
(A )L (T,h) mOL, 2l+vy—a)(2(m+1) +7)’€z2,m

O

Wie wir bereits im ersten Paragraphen dieses Kapitels gesehen haben, kann man im eindi-
mensionalen Fall spektrale Konvergenz garantieren, wenn die Basisfunktionen ¢, Losun-
gen eines singuldren Sturm-Liouville-Problems sind. Hingegen sind die APK-Polynome
im allgemeinen Fall keine Eigenfunktionen eines singuldren Sturm-Liouville-
Operators. Sie erfiillen die Eigenwertgleichung

DAm,l = )\m,lAm,l (310)

beziiglich des Differentialoperators D, der gegeben ist durch

2 62 32

B 9
D := (wQ—x)@Mxyaxay+(y2—y)a—y2,+[(7+1)$—&]%+[(7+1)y—5]a—y (

3.11)

und der Eigenwerte A,,; = (m +1)(m + 1+ ), siehe [19, S.46]. Eine der wichtigsten Ei-
genschaften des Sturm-Liouville-Operators im Beweis der spektralen Konvergenz ist die
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Selbstadjungiertheit des Differentialoperators. In unserem Fall ist, wie wir noch zeigen
werden, der Operator D nur im Fall « = § = 1 und v = 2 selbstadjungiert, was genau
dem PKD-Fall entspricht. Tatséchlich wird in [76] gezeigt, dass die PKD-Polynome ®,,,;
Losungen eines Sturm-Liouville-Problems sind. Die zugehorige Gleichung lautet

EPKD(I)mJ(U,U)) = )\m’lq)m,l('l}, U}), V(U, w) eT, (312)
mit dem Differentialoperator

Loxp=— 5 <(1+v) [(1 o) (1+w)a%D

_8% ((1+w) [(1_w)a%—(1+v)%D,

und den Eigenwerten \,,; = (m + 1)(m + [ + 2). In der Arbeit [63] wird schlieflich
bewiesen, dass es sich bei (3.12) um ein singuldres Problem handelt, der Operator Lpgp
selbstadjungiert ist und die Koeffizienten sowie der Abschneidefehler spektral gegen Null
konvergieren. Mit der Transformation

9 y=73

14w 14w
xr = =

und fiir den Fall « = § =1, v = 2 iibertrigt sich der Operator D auf Lpgxp. Es gilt

1+w\®> 14w| & 0>
D= — 4 2(1 1
( 2 ) 2 82w+ (1 +w) +U)8wﬁv
1+v\?> 14v]| 0 d 0
— 4— 1)— 1)—

+ ( 5 ) 5 82v+(3w+ )aw+(3v+ )81)
—(w2—1)8—2+2(1+w)(1+v) : +(v2—1)a—2+(1+3w)i+(1+3v)£
N 0%w owdv 0%v ow ov

0 0 0

Obwohl der Operator D nicht selbstadjungiert ist, kann man fiir die APK-Reihenent-
wicklung spektrale Genauigkeit der Koeffizienten und des Abschneidefehlers beweisen. So
ist zwar der Operator D nicht selbstadjungiert, aber im Inneren des Dreieckes potentiell
selbstadjungiert, vergleiche |72, S.131].

Definition 3.8. Sei G C R? ein Gebiet. Den Differentialoperator

2 2 2
Fulz,y) o OFulz,y)  Fulzy)  Oulzy) +g3U(x7y)

D —
uz,y) =« Ox? Oxdy Oy? Ox oy

(3.13)
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mit a—g € C'(G) nennt man potentiell selbstadjungiert auf dem Gebiet G, wenn eine
zweimal stetig differenzierbare positive Funktion k(z,y) existiert, so dass der Operator

Pu(z,y)
0x?

0*u(z,y)
0xdy

(ko) 2%(;2’ 9.4 ()

3u(x,y)+(kg)<9u(x,y)

kDu(z,y) = (ka) o o

+2(kb)

selbstadjungiert ist.

BEMERKUNG. Im zweidimensionalen Fall hat ein selbstadjungierter Operator die all-
gemeine Form

5 o (aau(x,y) +bau(:c,y)> N 5, (bau(x,y) +C€9u(x,y)) '

= o Ox Ay 8_3/ Ox dy

Der Operator D ist genau dann selbstadjungiert, wenn

da  0Ob
=ty
s 9y (3.14)
b, o
9= or oy’

gilt bzw. potentiell selbstadjungiert, wenn eine positive C?(G)-Funktion k(x,y) exisitert,
so dass

kd =

O(ka)  O(kd)

o oy
~ O(kb)  O(kc)
kg = Ox + oy '

gilt.

Differenziert man diese Gleichungen und stellt sie um, so erhélt man

Ok 0 (g0 )

o oy oxr 0Oy
ok 0k ob  Oc
b—+c—=klg————|.
Ox - C(?y ( Ox 3y>
Mitgp::d—%—g—Zund\Iﬂ:g—%—g—; ergibt sich
ok 0k ok ok
o p =k h=—= = kU 1
“or + oy ¥ ox * Cay ’ (3.15)

dabei sind die Funktionen ¢ und ¥ wohldefiniert. Wir fassen das System (3.15) als Sys-
tem von Differentialgleichungen zusammen. Weiterhin nehmen wir an, dass die Funktio-
nen ¢ und ¥ im Gebiet nicht gleichzeitig Null sind, das heifst

©*(x,y) + ¥ (x,y) >0 VY(z,9) € G. (3.16)
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Es exisitert genau dann eine Losung fiir (3.15), wenn
0=ac—b#0 (3.17)

gilt. Ferner fiihren wir noch die Funktionen T := ¢c — ¥b und O := aV¥V — by ein. Man
erhélt die Losung des Systems (3.15) unter den Bedingungen (3.16) und (3.17) aus den

Gleichungen
10k T 10k O
- =, —— = (3.18)
kox 0 koy 6

Diese Darstellung erméglicht es ein hinreichendes Kriterium dafiir anzugeben, dass der

Differentialoperator D potentiell selbstadjungiert ist. In [72, S.133] findet man folgenden

Satz.

Satz 3.9. Der Differentialoperator (3.13) ist genau dann potentiell selbstadjungiert,

wenn die Bedingun
o 5 (o) = Gyt (319)

Beweis. Zunéchst nehmen wir an, dass der Differentialoperator (3.13) potentiell selbst-
adjungiert ist. Nach Definition 3.8 existiert eine positive zweimal stetig differenzierbare
Funktion k(z,y) auf dem Gebiet G, die das System (3.15) 16st. Differenziert man wei-
terhin die Gleichungen (3.18), so erhélt man

erfillt ist.

0 (O(x,y)) 1 Ok(x,y) Ok(x,y) 1 0%k(x,y)
oz \ 0(x,y) k*(z,y) Oz Dy k(z,y) 0xdy
2 <T(m,y)) 1 Ok(z,y) Ok(x,y) N 1 0%k(x,y)
dy \ 0(z,y) k*(z,y) Oy oz k(z,y) Oxdy

Das wiederum beweist (3.19).
Gelte nun (3.19) auf dem Gebiet G. Betrachtet man die Gleichungen (3.18), so ergibt
sich

Ink(z,y) = / g((;’;; dz + ¢1(y), (3.20)
Ink(x,y) = / g(f:j)) dy + co(z). (3.21)

Yo

Zur Berechnung von ¢ (y) differenzieren wir (3.20) nach y und nutzen die Beziechung
(3.19). Man erhélt

x

1 Ok(z,y) Olz,y) [ 0 (Y(x,y)
/ (9(fv,y)

k(x,y) 0Oy 0(z,y)

dy

)dx+ca<y> - - e

o
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und damit

Yo

mit einer Konstanten c¢3 € R. Auf analoge Art ergibt sich

1 0k(z,y) Y(z,y) Y(z,y) YT(z,v) /

k(z,y) Ox B 0(z,y) - 0(z,y)  0(x,yo) + cp(z),
_ r T($7y0) T c
co(x) = / [9(%%)} dz + ¢y

Zo

mit einer Konstanten ¢; € R. Setzt man ¢;(y) und cp(z) in die Gleichungen (3.20)
und (3.21) ein, so erhélt man als Resultat eine geeignete Funktion k(x,y). Aus ¢; und
Gleichung (3.20) folgt

xT

k(z,y) = exp /%dx—k/a(x—o’y)dy%—%

o Yo

Mit dem Satz 3.9 sind wir nun in der Lage, den folgenden Satz zu beweisen:

Satz 3.10. Der Differentialoperator (3.11) der APK-Polynome ist fir jede beliebige
zuldssige Parameterwahl o, B und v auf dem Inneren des Dreiecks T potentiell selbstad-
jJungiert.

Beweis. Wir betrachten den Differentialoperator (3.11)
2 2 2

0
e (2 _ 2 _
D :=(x x)&ﬁ + Qxyﬁxay + (y y)ay2 +

O+ Dz = al - + [+ Dy - Bl

Es gilt

a(x,y):x2—x, b($,y):$y, C(l’,y):y2—y,
dz,y)=(v+ Dz —a, gx,y) =nH+1y—p

und fiir die Ableitungen

8&59:6,11) _or 1, 3ng,y) _y ob(x,y) _ .. 80?&) _oy 1,
da(z,y) Ob(x,y) _ Ob(z,y) | Oc(x,y)
52ty WL o 5y 1

Es folgt aus (3.14), dass der Operator D nur im Falle « = § = 1 und v = 2 selbstadjun-
giert ist, was wir bereits festgestellt hatten.
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Nehmen wir nun an, dass D nicht selbstadjungiert ist. Es ergeben sich fiir die Funktionen
v, ¥, 6, T und O die folgenden Darstellungen:
e(r,y) = (y—2)z—a+1,
VU(z,y)=(—-2y-B+1,
O(z,y) = zy(l —x —y), (3.22)
T(z.y) = (1 - )y’ + (L -7+ By — (1 - a)y,
O(z,y) = (1= B)2* + (1 =7 + a)ay — (1 - B)z.
In T ist sowohl 8(z,y) # 0 also auch Y2(z,y) + O%*(z,y) > 0. Somit miissen wir nur

noch die Bedingung (3.19) aus Satz 3.9 iiberpriifen. Differenziert man beide Seiten von
(3.19), so folgt mit der Kettenregel

9 <0(x,y)) _ 1 90(x,y) Olx,y) 9(z,y)
oz \ 0(z,y) O(z,y) Ox 02(z,y) Ox
9 (T(ffay)> _ 1 (wy)  Y(wy) e,y
dy \ 0(z,y) 0(z,y) Oy 0*(z,y) Oy

und damit ist

0(,0) 22— 00, ) ) 0, T 1) P

zu verifizieren.
Nutzen wir die Darstellung (3.22), so ergibt sich

0(x, y)—aOéz’ 2 Oz, y)_aegz v
:[L'y( —x—y)(Q!L‘(l—/6)+(1_7+a)y_(1_5))

1
— (=82 + (A =y +a)ay— (1= B)z) (y1 —z—y) — y)
=zy(l—2—y)2z(1-B)+ (1 —v+a)y—(1-5))
—(1=p)*+ (1 =y +a)zy — (1= p)z) (y — 22y — v°)
=ry(l—z—-y)2z(1-8)+ (1 —v+a)y—(1-0))
—zy(l =2z —y)((1 - Bz + (1 —v+a)y(l - H))
=ay((l -z —y)2e(1=p) = (1 =20 —y)(1 - Blz —z(1 -y +a)y
(

+z(1-0)+2z(1 —v+ o)y —22(1 — 9))
=2y ((1-B)z(2—-2r -2y —1+2r+y) +ay(l —7+a) —z(1 - j))
=zy((1-p)z(1—y) +zy(l —v+a)—z(1-p))
= *y*(a+ 6 —7)

und

o) 5 0 Pt

=zy(l-—z—y) 2yl —a)+ (1 =7+ p)z— (1 —a))
—(T=a)y?+ (1 —v+ By — (1 - By) (z — 2zy — 2°).
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Vergleicht man diese Terme mit den Termen der Rechnung zuvor, speziell denjenigen
nach dem zweiten Gleichheitszeichen, so erkennt man eine dhnliche Struktur. Mit ana-
loger Rechnung folgt

Y (z,y)
Oy

0(z,y)
Jy

0(x,y) — Y (z,y) =2y’ (a+ B —7).

Die hinreichende Bedingung (3.19) ist fiir jede zuléissige Paramterwahl o, 8 und  erfiillt
und nach Satz 3.9 folgt, dass der Differentialoperator (3.11) auf T potentiell selbstad-
jungiert ist. O

Diese Eigenschaft wird der Schliissel im spéteren Beweis der spektralen Konvergenz
sein. Jedoch benotigen wir noch eine Reihe an weiteren Abschétzungen fiir die APK-
Polynome, welche wir formulieren und beweisen.

Lemma 3.11. Die folgende Normabschdtzung gilt fir alle APK-Polynome

1

< 2(m + 4 ) Kim, (3.23)
[ AmillL2(T,n)

mit Kim aus Lemma 3.7.

Bewers. Fiir das Skalarprodukt gilt nach Lemma 3.7

1 (L+1)p (m+a)(m)a
2+y—a)2m+1)+7)(L+5), m(m+ a)a

(Amts Ami)r2 () = (
und daraus folgt schlieflich

1 _\/(21—1—7—04)(2(771—1—1)—1—7) m o (L4 B),(m + a)a

||Am,lHL2(T,h) a 1 (m+a) ([+1),(m)q

<¢@m+2HﬂM%n+%+ﬂU+ﬁWMm+m%
- I+ 1),(m~+a)(m)a

=(2m + 2l + V) kim

L2(m + L+ v)Kim.

O

Lemma 3.12. Seien I,m € Ny. Fir das Innere des Dreiecks T, (x,y) € T, bekommt
man folgende APK-Abschdtzung

E(z,y)
2L+ B+ p)T(2(m + 1) +7) Tk

[Ama(z, )] < (3.24)

mait
. E

E(x,y) = - -
( y) 2(1 — T — y)g""%y%"‘%x%"'%(l — ;p)%
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und einer positiven Konstanten E < 144.
Auf der Kante [0,y] mit y € [0,1] erhdlt man

A (0,)] < ((m +ﬂ‘f: - 1) -max{(l *;p), (l +Bz_ 1) }) . (3.25)

Auf den Kanten [x,1 — x| und [z,0] gilt

C
Am l‘,O S a—1 y—o
B PR e e P (3.20
((m)a(m +a)\* (148 -1 |
(m+ a;)am l
und o
|Am,l(l‘, 1- ZL’)’ < 1 1, a1 1,7-«a
Am )N WEEC- T
((m)alm +a)\? (1+p '
(m+ a;)am l
fiir alle x € (0,1) mit einer positiven Konstanten C' < 12.
Apai(1,0) besitzt den Wert
mAya =0
| A i(1,0)] = {( n ) wenn ’ (3.28)
0, sonst .

Beweis. Die Definition der APK-Polynome 3.5 liefert die Darstellung

2
Analaeg) = P71 =20 (2 <) (1= o)
— X

als Produkt zweier Jacobi-Polynome und einem Faktor (1—z)'. Fiir die Abschétzung der
Betrige (3.24)-(3.28) miissen wir daher hauptséchlich die Jacobi-Polynome untersuchen.
Als Hilfsmittel nutzen wir die Relation (3.9) der Gammafunktion und die Abschétzung
(3.6) aus Lemma 3.4, mit deren Hilfe wir die Jacobi-Polynome im Inneren des Intervalls
punktweise abschétzen konnen. Wir beginnen unsere Analyse im Inneren des Dreiecks
und nutzen Ungleichung (3.6), um die einzelnen Faktoren der APK-Polynome abzuschét-
zen. Man erhalt

Po (1 - 22)|

(35 C
T 2m+a+a)i(l—(1—22))i(1+ (1 —2z))i
. A <F(m +a)D(m+a + 1))5
(1—(1—22)" (14 (1—22))2 \D(m+1)C(m+a+a)

59 C. 275" ((m)a(m + al))%
2(m+1)+7)1(22)17T (21 — z))1+7F \ (M +a)am ’
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bzw.

a—lar(] _ 9y ¢ (m)a(m + @)\ *
P2l (2(m+z)+y)i(:c)i+a;1<1—x>i+?ﬁ( <m+az)am> (329

und

[NIES

: ( Ll +p+ 1)L+ B)2rts-t )
L+ DI +p+p) ( _ ﬁ)? (Q_y)ﬁ—l

-z 11—z

(39) C(1— )25 ((l +1), >§
(@14 p+9) (2(1- 25) (29)]F (H022) ()

1—x 1—x 1—x

C(1— )+ i ((z )%
V2(2 + B+ p)i2® s (1 -z —y)its (

_ C(1— )+ (((z + 1),,)5 |

V2Q2L+ B+ p)i(l —x —y)ithyits

(3.30)

Unter der Verwendung von (3.29) und (3.30) kann man fiir alle m,l € N und alle
(z,y) € T die Werte der APK-Polynome nach oben abschétzen. Es gilt

2
il = | Pt (1= 202 (2 1) (- o)
— T
_ 2y
= |pater(] — o) PPN = 1) (1 — o)
L ) [
1
< C <(m)a(m+al)>2
T Rm A1) +)i() T (1-2)1 V2 (mFadam
Ol — z)+%° <(l + 1),,)é
V2014 B+p)i(l —x —y)itbyits \(+8),)
Mit Ky, = (Ei@j%ﬁlﬁﬁ) und £ = O? gilt weiterhin
E(l—z)7
‘Am,l(xay” S p,1 B—=1,1 a—1,1 ( azx)l 1
21—z —y)2tay =tz Ti(l—a)2 %1 (20 + B+ p)(2(m +1) + 7)) Kim
B E
21—z —y)5 iy T i T (L= 2) (2 + B+ p)2(m+1) +7))F hm
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Die von [ und m unabhéngigen Faktoren fassen wir alle zusammen:

Insgesamt gilt fiir alle (z,y) € T
E(z,y)
(20 + B +p)5(2(m+1) +7)ikn

|Am,l(xay)| S

also Ungleichung (3.24).
Als néchstes untersuchen wir das Verhalten der APK-Polynome an den Kanten.
Wir beginnen mit der Kante [0,y] fiir y € [0,1]. Es ist

m+a—1

Ans(0.)] = [P rp 2y -] 2 ) |- ).

m

Fir ¢ = max{p, —1} > —% nimmt das Jacobi-Polynom seinen maximalen Betragswert
an einem der Randpunkte an. Mit (3.5) folgt daher

s () {1 (74 e

Die Abschétzung (3.29) gilt auch auf den Kanten [x,0] und [z,1 — z] mit z € (0,1). E
ergeben sich fiir die Betrdge der APK-Polynome mit Hilfe der Gleichungen (3.3) un

(3.4)
|Apa(,0)] = |Pa7b(1 = 22)(1 — )' PPP 7Y (-1
= |Poba(1 — 27)|(1 — x)l(l +5- 1)

z
29 o1 - )

2(m+1) +7)i(z)1t T (1 —2)1t2 /2 ((2a£ﬂ;l;;zfi))é (l " Bl : 1)

und
[Ama(z, 1 — 2)| =|Pab(1 — 22)(1 — 2)' PP (1)

(3.29) C(1 - x) (m)a(m + ;) 3 /1 +p
S<mm+o+wﬁ<w+zu—x>“u@<<m+mhm) ()

(m)a(m + @)

(z )i+“21(1—x)i“;“\/§( (m+az)am> ( l >

2(m +1) +7)

W=
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Als letztes wird der Wert der AKP-Polynome im Punkt (1,0) bestimmt.
Dafiir betrachten wir zuallererst die Faktoren von PP~ (£ —1) (1 — z)". Mit Hilfe

l—x

der Reihendarstellung der Jacobi-Polynome (3.2) erhélt man

2
e (-1 a0

l1—=x

=2 Tp+1+1) o~ (N\Tp+B—1+1+i+1) (2y—1+2)\’
_l!F(p‘i‘ﬁ—l—i—l—l—l)Z(') I(p+i+1) ( 2(1— ) )

 Tp+l+1) Xl:(l)r(p+6—1+l+z'+1)
S UT(p+B—-1+1+1) i L(p+i+1)

Fiir [ # 0 folgt, dass bei dem Wert (z,y) = (1,0) die Summe verschwindet. Dies fiihrt
auf

(y—1+2) (1—2)'"

I
. +1+1 (p+B—1+1+i+1)
A, (1,0)] = |PoLe(—q Ly ) (> 0!
[Ama (1, 0) = P )Z'F(p+5—1+l+lz T(p+i+1)
:0.
Im Falle [ = 0 ergibt sich
_ F(p+1)T(p ﬁ)‘ (m—l—al)
Am 170 = POC 1’al —]_ . =
O]

3.3 Approximationseigenschaften der APK-Polynome

Nicht nur das Verhalten der Koeffzienten ,,; ist fiir uns von Interesse, sondern auch der
Abschneidefehler beziiglich der gewichteten L2(T, h)-Norm sowie beziiglich des Betrages.
Wir untersuchen die Approximationseigenschaften der abgeschnittenen APK-Reihe in
Satz 3.13 dahingehend. Fiir eine C*°-Funktion u folgert man insbesondere aus dem
Resultat die spektrale Konvergenz.

Satz 3.13. Seien o, B € N, p € Ny und sei u eine Funktion aus dem Raum H?*(T, h)N
C(T), k € N, mit Gewichtsfunktion h(z,y) = 21y~ (1—x—y)P. Die APK-Entwicklung
von u st gegeben durch
Pyu(z,y) = Y fniAmi(2,y),  lmg = f(lu’ 42’0”‘“’” . (3.31)
I+m<N ( m,ls m,l)LQ(T,h)
I,m €Ny

Dann gelten folgende Abschdtzungen:

(Am 1y Aml>L2('ﬂ* h) |ﬂ/m,l‘ = O(A;fl)a (m + l) — 00, (332)
lu — Pyullrzanm = O(N#), N — oo (3.33)
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Fiir die punktweise Abschdtzung des Abschneidefehlers erhdlt man

. +8 .

(a) fir 5—1<p und1+%§%+%(x+§<k.
|U’(I7 y) - PNU<JI,y)| - O(N_2k+%a+p+%)v \V/(ZL', y) S T7

(b) fir B—1<pund2+3a+2 <1428 <k:
[u(z,y) = Pru(z,y)| = O(NFH43) - V(z,y) €T,

(c) firp<p—1 undl+#§i+%a+§<k:
[u(z,y) = Prulz,y)| = O(NF34073) V(z,y) €T,

(d) firp<pg—1 und}l+%a—l—§§1+’%ﬁ<k:

u(z,y) — Pyu(z,y)| = O(N~#HH543) () € T.

BEMERKUNG. Das Verhalten (3.33) wird bereits von Braess und Schwab in

53

(3.34)

(3.35)

(3.36)

(3.37)

[8] gezeigt,

allerdings mit einem komplett anderen Ansatz. Dabei verwenden sie Schwerpunktskoor-
dinaten, transformieren den Differentialoperator und nutzen Symmetriebeziehungen im

Dreieck.
Fiir den Beweis benotigen wir noch folgendes Lemma.

Lemma 3.14. Unter den Annahmen von Satz 3.13 besitzt die Funktion w, :
definiert durch

u(1,0), r =1,
wy(z) = p+ﬁ+1 yﬁ 1—x—y)p

0
folgende FEigenschaften:

(i) w, ist stetig.

(ii) Entwickelt man w, in die Reihe Y Wy, P2~ 1YPP(1 — 22), dann gilt

m=0
Wy,m = Um,0-

Dabei sei Wy, die Fourier-Entwicklung beziglich der Jacobi-Polynome
Po1PH8(1 — 22) und @ (3.31) aus Satz 3.13.

0,1] = R,

(3.38)
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Beweis. Die Stetigkeit von w fiir alle x € [0, 1) folgt direkt aus der Stetigkeit von u. Wir
miissen lediglich die Stetigkeit von w im Punkt x = 1 beweisen.
Sei e >0 und 0 < |1 —¢| <6, dann gilt

e
T(p+p+1) / Y=g —y)

L(p+ 1)I(B) (1= &)pth uw(é,y) dy —u(1,0)].

p+1)I'(8
stammt aus den Eigenschaften der Betafunktion, vergleiche Definition 8.2. Dies fiihrt zu

r@+ﬁ+1>y1ﬂ%1—s—wp
T+ i) ) -

1-¢
Wir multiplizieren u(1,0) mit FF((p 5 +1)) J yﬁ(llflg;f@y)p dy = 1. Die Integraldarstellung®
0

|wu(§) — wu(1)] = (u(€,y) —u(1,0)) dy

1-¢
Cp+B+1) [0 -E—y)P o
SF@+1WW)/ A u(Ew) - u(L.0)] dy
1-¢
Plp+B8+1) [y (1-E—y)
< ogrgﬂg}l(—ﬁ [u(€ y1) — u(l,0)] T'(p+ 1)I(B) O/ (1 —¢)pts dy

(. S

=1

= dnax Ju(§,y1) —u(1,0)] <e.
Daher ist w, auch im Punkt z = 1 stetig.
Wir entwickeln w,(z) in die Fourier-Reihe beziiglich der Jacobi-Polynome
Po~1p+8(1—2x). Das zu betrachtende Intervall ist [0, 1] und als Gewichtsfunktion erhilt
man w(x) = (22)*71(2 — 22)P*P. Es ergibt sich mit Lemma 3.2

1

~ 1 o— a—
Wy, m :HPO‘*LH’BH? /(293) 12 — 22)P TP, (x) PO~ 1P (1 — 22)2 dor
m LQ([—l,l},w) 0

1
LemgaS.Q(zm + ’Y)F(m + l)F(m + p + ﬂ + a)2a+ﬁ+p /Pa—17p+5(1 _ 21’)
F<m+a)r(m+p+/3+ 1>2a+5+p m

0
T(p+pB+1) 71/5‘1(1 —z —y)?

() (] — )PtB
W\ o) |

u(z,y) dy | dz.

Mi
: 1 Cm+y)I(m+DI(m+p+B+a)l(p+5+1)

(A0, Am,0)L2(T 1) N Fim+a)l(m+p+ 5+ 1)I(p+ HI(G)

®Die Berechnung wurde mit Mathematica durchgefiihrt.
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folgt:
1 11—z
1
wu,m :A—Q/ / (‘T)a_lyﬁ_l(]- — &= y)pu(x, y)P’%—LP'ﬁ‘ﬁ(l - 21‘) dy dz
| m,0||L2(Th) ~~ d
"o =h(z,y)
=Up,0-

Schliefllich konnen wir nun Satz 3.13 beweisen.

Beweis. Sei m + 1 # 0. Dann gilt

~ (3.10) DA,
(Amgs Am)r2(rp) - Umg = (W3 Apyg)rzrn) = (U; 3 ) :
m,l L2(T,R)

Der Differentialoperator D aus (3.11) ist nach Satz 3.10 im Inneren des Dreiecks T
potentiell selbstadjungiert. Der Rand T hat das Maf Null und deshalb keinen Einfluss
auf den Wert des Integrals®. Da D potentiell selbstadjungiert ist, existiert nach Definition
3.18 eine positive C2-Funktion g, so dass gD selbstadjungiert ist. Die Funktion é ist

wohldefiniert und ebenfalls selbstadjungiert. Es gilt

(u‘ DAm’l) = <u —(QD)Am’l) _ b (E(QD)U‘A z)
/\m,l L2(T,h) g- >\m,l L2(T,h) )\m,l g 7 L2(T,h)

rekursiv 1 g k
-\ (D U;Amvl)m(mh)’

m,l

und insgesamt hat man

1

k
(Amts Ama)2(Tp) « Umg = ()\—l> (DM Am,z)Lz(M) (3.39)

gezeigt. Mit der Schwarz’schen Ungleichung auf L?(T, h),
(Dku) Amvl)LQ(T,h) < | ’Dku’ |L2(T,h) ‘ ‘Am,l ’ |L2(T,h)7

erhalten wir fiir alle k£ € N die Abschétzung

k
|D*ullr2mm = ONK)
——

<00, da u€ H*(T,h)

| Al [L2(m,n) - [Tma| <
m,l

6 Alternativ hiitte man auch mit der Stetigkeit des Innenprodukts argumentieren kdnnen.
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was (3.32) beweist.
Wir nutzen die Parseval’sche Identitét und Gleichung (3.39) und erhalten

1 2
_p 2 Pars:eval _p Am
||u NUJHL?(T,h) l ZEN (At Am)iz(mm) |(U NU; ,l)LQ('[[‘,h)‘
1 0

‘ 2

B Z | (w; A g)rzeny — (Pt Amg)izrn
(Am,l; Am,Z)L2(T,h)

l,m €Ny
~92 .
- Z Uy, (Amts Amg)L2(r,n)

l+m>N
l,m €Np

(3.39) Z |(D*u; A y) r2erpy|?
(A1) 2F (Amts Am)r2(mop)

l+m>N
I,m €Ny
k,,. 2
< 1 |(D™u; A t) L2 )|
— \2k z : .
)\N—l-l l+m>N (Am7l7 Am,l)Lz(T,h)
I,m €Ny

Parseval ]|

= % HDku\ ‘%ﬂ(’]l‘,h)
N+1

mit Ay = m Wir verwenden die Abschétzung

||Dku||iQ(T,h) < Ck||u||H2k(11‘,h)7

wobei C} eine von u unabhéngige positive Konstante ist. Insgesamt gilt

1
lu — Pyvullizerp < Ch (W

) ey = O
Zum Beweis der Gleichungen (3.34)-(3.37) orientieren wir uns am Beweis der PKD-
Approximationseigenschaften aus [63, S.38]. Zuerst bestétigen wir, dass

w(@,y) = Y it Am(2,y) (3.40)

m,l€Ny

fir jeden Punkt (x,y) € T gilt und danach beweisen wir die Gleichungen (3.34)-(3.37).
Bevor wir (3.40) zeigen, geben wir noch drei elementare Abschétzungen an, die wir im
Folgenden oft nutzen.

Unter der Voraussetzung \,,; # 0 kénnen wir eine Abschétzung fiir |, | mit Hilfe von
Gleichung (3.39) und Abschétzung (3.23) herleiten. Es ist

(3.41)

k, .

o (3.39) < 1 >k (D U’Amvl)m(r,h) (323) 2(m + 1 4 y) K| D ul L2 (0 py

m,l - :
A (Amts Ami)r2rp) ((m+D(m+1+7))k

m,l
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Weiterhin benétigen wir die Abschatzungen

T (l+p+i—1 P -1 -
H(l—i—l—i—z—l) H(1+ﬁ>§(1+5—1)”—51’ (3.42)

und
(m+a)am _ ng(m+al+i_1) :il_IQ(m+al+i—1)
(m)a(m + a;) (m+az)g(m+i—1) :l_lz(m+i—1)

(3.43)

a—1

[T(m+a+i) o . e

:Z:Ll :H(1+ ! _)§(1+ ll) .
H(m‘H) Pl m—+1 m —+

=1

Wir beginnen den Beweis von (3.40) damit, eine abgeschlossene Teilmenge Q2 C T zu
betrachten. Wenden wir (3.24) und (3.41) an, so folgt:

Z SUP |t 1 Am (2, y)] < Z |G| sup |Ap(z, )]

0<l4+m<N (@Y)EQ 0<l+m<N (z,y)eQ
l,m €Ny l,m €Np
(3.24) ~ - 1
S i s |E(y) , .
0<l+m<N (z,y)eQ U+ B+p)i(2(m +1) + 7)1k,
l,m €Np
~ 1
< sup |E(z,y)| | @t
(z,y)en 0<l+ZmSN (2l + 5 + p)i( (m + l) + ’Y)i
I,m €Ny
(3.41) N 2m + 1+ v)Kim
& s B Y (L
()€ oty \((m+D(m+1+7))
l,m €Ny

' ||1D"ul[L2(1,n)
20+ p +p)i(2(m +1) + v)im,m

Mit Hilfe der Identitat

3 (mLH)k:é’;l (3.44)
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und elementaren Abschétzungen erhalten wir

sup |ﬂm,lAm,l<x7 y)|

0<l+m<N (@Y)€R
Il,m €Np
N 1
< 2||D*ullr2py sup |E(z,y)
(z,9)€Q 0<l+Zm<N (m—+D*km+1+ ’y)k*%
I,m €Ny
~ 1
< 2||D*ull2rpy sup |E(z,y)| Y ————.
(z,9)€Q Z.EZN (0)k (1 + 7)’“’Z
S

Die Reihe S; kann man durch die Reihen

Ziiﬁ?k bzw. Z(Z —1—7)%7%

ieN 1€EN

nach unten bzw. oben abschétzen. Fiir £ > % konvergieren beide Reihen und damit
auch die Ausgangsreihe. Unter den Voraussetzungen an k ist k > % immer erfillt.
Daher und aufgrund des Weierstrafs’schen Majorantenkriteriums kénnen wir sogar die
gleichméfige Konvergenz der Reihe garantieren und dementsprechend die Stetigkeit der

Grenzfunktion auf Q. Mit der Abschéatzung
llu — Pyulleern = O(N*) (3.33)

und der Stetigkeit von u folgt, dass die Reihe mit der Funktion u auf €2 {ibereinstimmt.
Da () beliebig gewéhlt war, stimmt « mit der Reihe im kompletten Inneren T des Dreiecks
T tiberein.

Im Folgenden untersuchen wir noch die Kanten. Anstelle von (3.24) verwenden wir die
Abschétzungen (3.25)—(3.27) fiir die jeweiligen Kanten. Wir beginnen mit der Kante
[0,y] mit y € [0, 1]. Hier gilt die Abschétzung (3.25). Wir nutzen die Ungleichung

(m+a—1)_0n+a—ml ?ﬂm+w

_(mwa_nr_?;_mlgon+a—nwh (3.45)

bzw. die entsprechenden Ungleichungen fiir die jeweiligen Binomialkoeffizienten mit p
oder § — 1. Fiir den Fall o = 1, § = 1 oder p = 0 gilt, dass die jeweiligen Binomialkoef-
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fizienten gleich 1 sind.
Im Fall max { (ltp), (lﬂj_l)} = (ltp) erhélt man

SUp [ty A (0,9)] < D Nlima| sup A (0,y))]

0<l+m§N (Ovy)e [071]

l,m €Ny Lm €Ny
(3.25) B m_|_a_1 l+p l+5_1
< .
> Z |Uml|<( m ) max{( ] , l
0<l+m<N
I,m €Ng
~ m+a—1 [+ P
- Z |um,l| .
m [
0<l+m<N
I,m €Ng
(3.45)
< >l (m+ o= 17 (I + p)P.
0<l+m<N
Il,m €Ng

Zum Abschétzen von 1,,; nutzt man (3.41). Es gilt

> il (m+ o= 1)1+ p)?
0<l+m<N
Il,m €Ny
2(m +1+ ’y)/‘imlHDkUHLQ(T h) -1
: ’ +a—1)*"(l+p)?
Z (m+D(m+1+7))Fk (m+ o= 1T +p)

0<l+m<N
I,m €Ng
Z 2(m + a — 1)° (1 + p)|| D¥ul 2oy ( (1 + B)ym(m + a)a )%
a 0<l+m<N (m + Z)k(m + [ + V)kil (l + 1)p(m + al)(m>a
I,m €Np

Mit Hilfe der Abschétzungen (3.42) und (3.43) erhélt man

at1 » m+a— 1)l +p)P
<2 || Dullarp Bt S ( ) k_1_>a1
0<l+m<N (m+0DFm+1+7) 2

l,m €Np
a — 11 p
:2#’|DkUHL2(T,h)5g Z (m+a—1)*"Y :f)al —. 5.
0<l+m<N (m+DFm+1+7)" "2
I,m €Ng
Wegen o — 1 < yund p =~ —a — [ < v gilt weiterhin
_ an 0 [+ m+ ~)ptet
=1 <272 ||_Dk7,t||Lz('E’h)ﬂg Z ( . ) h_l_o-1
o<itmen (M4 DFm +1+7) :
lym GNO
(3.44) o41 P 1
< 272 Dku LQTh6§ =1 -
|| || ( ’ ) ZEZN Z.k(i+'}/)k_1_p_a_T1
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Fiir die weiteren Kanten werden wir analoge Resultate erhalten. Dabei werden wir uns
immer auf die hier gefiihrte Argumentation beziehen. Wir untersuchen die Reihe

3 +7)§; rE (3.46)

auf ihr Konvergenzverhalten. Grundlegende Idee ist es, den allgemeinen binomischen
Lehrsatz zu benutzen. Der Satz besagt, dass fiir ein ( € R und z,y € R

wep=a (42 =S () (D) =2 (e

gilt und die Reihe” (3.47) konvergiert fiir alle z,y € R mit > 0 und |4| < 1. Man
untersucht anstelle von Reihe (3.46) nur noch den Teil, bei dem i > ~ ist, also

(i + ,7)0.5+p+37a—k
> oL . (3.48)
S
1>

Da man lediglich eine endliche Anzahl an Summanden entfernt, unterscheidet sich das
Konvergenzverhalten von (3.48) und (3.46) nicht. Wir wenden den allgemeinen binomi-
schen Lehrsatz (3.47) auf den Teil (v + 4) in Reihe (3.48) an und erhalten

S P U () ()

Nk - ke
e (7) p i
1> 1>
05+p+32—Fk\ /7\"
- Z j—05—p— 3—°‘+2k Z n (;) '
€N n=0
l>’Y N J/

C;

C; konvergiert fiir alle 7. Sei nun Cy; = m%x{wi]}, was man aus der Summe zieht. Man
S

1>y
untersucht nur noch die Reihe )
Z ;05— p—32 42k
€N
1>y

auf Konvergenz. Die Reihe konvergiert, wenn der Exponent grofer als 1 ist. Daher muss

3o . 3 3a p
2k—0.5—7—p>1, das heifst £ > <Z+I+§)’

fir die Konvergenz von (3.48) und damit auch fiir (3.46) gelten. Nach den Vorausset-
zung an k wird auch das immer erfiillt und entsprechend der bereits im Inneren gefiihrten

"Bei dem Binomialkoeffizienten handelt es sich erneut um den verallgemeinerten Binomialkoeffizienten.
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Argumentation liber das Weierstrafs’sche Majorantenkriterium, der gleichméfigen Kon-
vergenz und der Normabschitzung (3.33) folgt, dass auch auf dieser Kante die Reihe
mit der Funktion u iibereinstimmt.

Im Fall max{(ltp), (Hﬁl_l)} = (Hﬁl_l) erhélt man durch vergleichbare Umformungen
und Abschétzungen die Bedingung

k> - — 4+ =
4Oz+ +4

3 g 1
2

und das gleiche Ergebnis auch in diesem Fall.

Als néchstes wenden wir uns der unteren Kante des Dreiecks zu. Man wéhlt sich eine

beliebige, aber abgeschlossene Teilmenge 2y C [z,0] mit = € (0,1).

Auf O gilt die Abschétzung (3.26). Verwenden wir diese Abschitzung mit (3.41) und

(3.42), so ergibt sich die Rechnung:

Z sup |ty mAm(x,0)|

0<l+m<N (@:0)€21

l,m €Np
(3.26) C
g ’alyml Sup a— —«
O<I+Zm<N @oyee | (2(m +1) +7)1(2) 142 (1 —2)i+73% /2
Im GN_O
. ((m)a(m + al)) <l + 8- 1)
(m+ a;)am
(Sél) sup C (l + 08— 1)
B 0<ltm<n (@0)€ 2(m+1) + 'Y)i( )%+ (1 - $)4+%\/§ !
Il,m €Np

N

2(m + L4 )| D*ul|i2(rp)

(ma(m+a)\ 2 ([ (4 B)ym(m + e
( ) (; )

(m + a)am L+ 1)p(m + ar)(m)a (m+D(m+1+7))*
(3.42) . 20
< || D*ully 2 £z sup — ==
I LA (2,0)€9 (x)i+T(1 — )i RREAN)
Co

. Z 1 (l + 5 - 1)
octomen (2(m+1) +7)3 (m+ D (m + 1+ 7)k !
lym ENO

1 l -1
<c, Y 3<+5 ):
<l (m+DFm + 1+ )k 1 !
Im GN_()

[1]
[ 3]

(l—l—ﬁl—l) <(+p-1)"
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und v > 8 — 1 erhélt man

l — 1)1 1
=, <0y Z ( —:ﬁ ) —5 < Cs Z - -
o<lrmen (m +DF(m + 1+ ) ocisman (m + DF(m + |+ ~)F+
ym €No ;m €Np

Mit analoger Argumentation wie auf der Kante [0, y] folgt schlieflich die Konvergenz der
Reihe, wenn
s

Qk_g—ﬂ>1, dasheif%tk>g+§,

gilt. Nach den Voraussetzungen an k ist dies garantiert und entsprechend einer analogen
Argumentation folgt, dass die Funktion u mit ihrer APK-Reihe auf €2; {ibereinstimmt.
Da ) beliebig war, stimmt sogar u mit der Reihe auf der ganzen Kante [z,0] mit
x € (0,1) iiberein.

Als néchstes untersuchen wir die Darstellung auf der letzten Kante [x,1 — z] mit = €
(0,1), bevor wir den Punkt (1,0) gesondert betrachten. Sei Qs C [Z,1 — Z| mit T €
[1, 2] C (0,1) und z1, 25 € (0,1). Dann gilt fiir die APK-Polynome die Abschétzung
(3.27). Durch analoges Vorgehen wie bei den vorherigen Féllen erhélt man

Z |ty A (2,1 — )|

0<l4+m<N
I,m €Ng
(3.27) c e
< sup 1 I, a1 I o ( )
ocimen B1-2)e% | (2(m 4+ 1) +7)i ()3t T (1 —2)it 2 V2 l
I,m €Ny

. ((m)a(m +a) ) : ( (L + B)ym(m + a)a > 2 || Dl e 2(m + L+ 7)
(m + a)am (L +1)p(m + a)(m)a (m+D(m+1+7))"
e Z (I+p)?

ocirmen (L+m)E(L+m + )k

alw

I,m €Ny
1 1
SC?; 3 S Cg — = .
0<l;§zv (L+m)F(l+m4y)r—aP gl\:! ik (i + )P
l,m €Np

Die Reihe konvergiert genau dann, wenn

7 11
2k—1—p> 1, das heifit £ > §+g,
ist und mit entsprechender Argumentation, wie in den letzten Fallen, ist somit (3.40)
auf der Kante [z,1 — 2] mit x € (0, 1) nachgewiesen.

Somit ergeben sich an k folgende Bedingungen:
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’ Kante ‘ max{ (lJl’p), (l+5l_1)} ‘ Bedingungen an k

09} (77 k>21+2-_043

[0,9] ("7 k>da+ 841

[z, 0] k>148
[z,1 — z] k>1_81+§

Diese Bedingungen sind nach unseren Voraussetzungen immer erfiillt und insgesamt ist
damit (3.40) fiir alle (z,y) € T\{(1,0)} gezeigt.

Im Punkt (1, 0) beweisen wir (3.40) direkt. Sei dafiir w, : [0,1] — R die stetige Funktion
aus Lemma 3.14. Mit Hilfe der Parseval’schen Identitét folgt:

1 2

/ 202)° 12 — 2007 |wu(w) = 3 W PEPH(1 —22)| dw=0.  (3.49)

0 meENy

Wir untersuchen daher die Reihe > 0y, PSP (1 —2z). Mit den Gleichungen (3.5),
meENy

(3.38), (3.41), (3.42) und (3.43) erhélt man

3 Py (L 20) 2N P (1 - 22)]

0<m<N 0<m<N

= > NPy P =22)| <) o PP (1 - 21)
0<m<N 0<m<N

3.41 m(m + ao)a ||D*ul|Lz(rn a—1pt
Ep> 2(m”)\/ i T o g 7320 =20

0<m<N
(3.42)& 1
(343) P a—1
< ||D* 282y T potprh(p -2
H u||L2(T,h) B Y Z m"?(m—ky)k_l ‘ m ( [E){

meN

a—1 .
(3'5) ||Dku||L2(’H‘7h)2/Bg’yT Z W7 fur o — 1 < p + /8,
S ot meN )
|| D*ul|p2erny2B27° 7 WLEGJNW, fira—1>p+ 3.
Mit der gleichen Argumentation wie zuvor folgt, dass die w-Reihe absolut konvergiert

und die Grenzfunktion stetig auf [0, 1] ist. Wegen (3.49) stimmt die Reihe mit w iiberein.
Insgesamt erhalten wir

D g Ama(1,0) = > din o Pa P (=1) = w, (1) = u(1,0).

l,meNg meNg
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Nachdem wir (3.40) bewiesen haben, kommen wir im zweiten Abschnitt des Beweises
dazu, den Abschneidefehler zu berechnen. Dabei werden wir erneut das Innere, die Kan-
ten und den Eckpunkt (1,0) gesondert betrachten.

Fiir (z,y) € T folgt mit den Gleichungen (3.39) und (3.40)

'LL(.T, y) - PNU(Q?, y) = Z ﬂ’m,lAm,l(x7y)

l+m>N
I,m €Np

:/h(l"l,yl)RN(%y,il?l,yl)DkU(xl,?h)d%dyh
T

mit

Z Am,l(xy y)Am,l<x17 yl)

RN<x> Yy, Ty, yl) =
| |Am7l | |i2(11‘,h) )\fn,l

l+m>N
I,m €Np

Berechnet man die Norm von Ry(z,v, -, "), erhdlt man

Ar (2, y)
HRN('TJ Yy, -, ')||12_,2(']1'7h) = Z HA H72 )\2k (350)
m>N m L2 (T, h) Ml
;ym €No

und damit

A? l(x Y)
1R (2 g, M amy = Y ST VE
I+m>N Al (rn) m

l,m €Np
(3.23) A% (z,y)
< A(m + 1+ ~)k? i
l+mZ>N ( ) i (m+1+7)%(m+ 1)
l,m €Ng
(3.24) Iilz 1
< 4E(z,y)? -
%;N (m+ 14 7)*2(m + D% (20 + B+ p)2 (2(m + 1) + 7) 263,
Il,m €Ng
- 1 1
—4E(x,y)?
H;N (m A1+ 2(m+0)%* 20+ B+ p)2(2(m+1) +7)2
l,m €Np
- 1
<4BE(z,y)? ;

l+mZ>N (m + l + py)Zka(m _|_ l)2k+§
l,m €Np

3.44) 1 7

(<)4E(xy) Z - < 4E(x,y)? (xy)N —ak,
i>N (Z)4
i €Np N

Schlieflich gilt mit der Schwarz’schen Ungleichung fiir jeden Punkt im Inneren des Drei-
ecks

— 7
‘U(l‘,y) - PNU(LE,Z/)’ < HDkuHLQ(T,h)HRN(xaya ° ')HLQ(T,h) = O(N 2k+4).
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Im weiteren Verlauf untersuchen wir das Verhalten von ||Ry|[12(rx) auf dem Rand des
Dreiecks T.
Beginnen wir abermals mit der Kante [0,y] mit y € [0,1]. Es wurde bereits mit (3.25)
und (3.45)

ax |A,,(0,y)] <
yrg[off]l 1(0,9)] <

(m+a— 1)+ p)?, fir p > 5 — 1,
(m+a—1)*"11+8-1)", firp<p—1,

gezeigt.

Fir den Fall p > g — 1 ergibt sich damit fiir die Norm von Ry mit den weiteren
Abschétzungen (3.23) (3.42), (3.43) und (3.44)

A%nl(xvy)
||RN(07y7'7')||iQ(T,h) = Z 7

oz Az o Vo
l,m €Ny
(329 3 (m+a—1)272(1 + p)*dk;, (m + 1+ 7)?
Wt (m+D)(m+1+7))%*
I,m €Np

_ (m+a—1)221+p)*4 ([ 1+ 8),m(im+ a))a
= 2 (m+ 12 (m+ 1 + )2 ((l +1)p(m + az)(m)a)

l+m>N
l,m €Np

(42) (I4+p)P(m+a—1)%2 [ m(m+ )
< 4p Z (m+ )2 (m + 1 + )22 ((m+al)(m)a)

l+m>N
I,m €Np

(3.43) (I+p)*(m+a—1)%2 a \*
< 4pp 1 :
> (m + 1) (m + 1 4 )22 T

l+m>N
I,m €Np

Wegen v > o — 1 und a; + 1 < 2(m + 1 + ) folgt:

1
Ra(0 4. - )2 < 9o+l gp
RN (0,9, ) [f2erp) B l+;N (m + [ + ~)2—30+1-2p (py  [)2k
I,m €Ny
(3.44) 1
< 2a+lﬁp : . = R.

DZN (Z +,y)2k—3oc—2p(l)2k
i €N

Ohne Beschriankung der Allgemeinheit nehmen wir an, dass N > ~ gilt®. Wir argumen-
tieren analog iiber den allgemeinen binomischen Lehrsatz (3.47). Die Konvergenz fiir die
Reihe ist gesichert, da i > N > « ist. Geht man zum Supremum S, {iber, so erhélt man

)
1 CRQ )
R < 20t1pPS, E ——— < (Cp /t_4k+3a+2pdt < —21
\4k—3a—2p 2(1) 4k—3a—2p—1
T,_/ pa (z) J N
Ro1y  i>N

8Da es sich bei v € N um eine fest gewihlte Konstante handelt und wir uns fiir das Approximations-
verhalten fiir N — oo interessieren, ist diese Annahme legitim.
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Es folgt mit der Schwarz’schen Ungleichung
okt Batptd
(0, y) — Pyvu(0,y)| < ||D*ullizm || Ba (0,4, -, )lLamn = O(N2FF2049+2),
Im zweiten Fall p < g — 1 kommt man durch analoges Auswerten auf

[u(0,) — Pyu(0,y)| < O(N~2+304573),

Als néchste Kante betrachtet man [x,0],2 € (0,1). Es ergibt sich fiir ||Ry/||r2(r) mit
den Abschétzungen (3.23), (3.26), (3.42) und (3.44):

||RN($7 0, ')||i2('ﬂ‘,h)
(3.23)&

(3.26) (I + B)pm(m + a))a 1 I+3—-1\°
D D e T e P R e e ( l >
I,m €Ny

| ( c ) (<m>a<m+al>)
@m+ )+ )@ (1 - o) va ) \ (ot aem

2
o), o) ¢ S (xpo1pr
@FFA=a) 30y (e )™ o D

l,m €Np

2
C 1
<25p a— —a
((x)‘ll+21<1 - 37)‘1‘4—72) l+mZ>N (m+1+ 7)2k_25+%<m + 1)
I,m €Ng

2
(3.44) C 1
< 2/8p 1, a—1 1, yv—« 1 = R .
<<x)4+2<1 - >> 2 (i+7)%25()%

i>N
i €N

Erneut mit N > v und analoger Argumentation mit Hilfe des allgemeinen binomischen
Lehrsatzes (3.47) gilt mit Ubergang zum Supremum, dass man die Reihe nach oben hin

durch

1 1
Ri<Cr Y ———<C

R: 3
4k—2p-1 3 AT4k—28—2
>N Z> 2 N 2

mit einer passenden Konstanten Cr, abschétzen kann. Man erhalt mit der Schwarz’schen
Ungleichung

lu(z,0) — Pyu(z,0)] < O(N-2F+i+5),
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Bei der Kante [z,1 — 2|,z € (0,1) gehen wir analog vor:

||RN(I’ l—x a'f)”%ﬂ('ﬂ‘h)
(3.23) (x,1—1x) I+ B)ym(m + a;)
< +1+7)° ’ °
z+;zv m+1) Qk (m 41+ 7) 1 ) (L + Dp(m)alm + a)
Il,m €Ng

(14 B)ym(m + a;)a
(L4 1)p(m)a(m + a;)

327 ( >2k4( Ny )2
m v
W=y m+1)( m—i—H—’y)

I,m €Ng

( 2(m +1) + )i (x) 6%1(1—95)%”5“\/5 ((?;?Lagz;;z?)é (Hlp))

» 1 l+p 2
> <m+l)2’“<m+l+v>2’“‘3( l )

l+m>N
l,m €Ny

(3.45) C ? . (l—l—m+’y)2p
) ((x)i“?(l—x)i“f) o T P 14

NI

I+m>N
I,m €Np

1
2 P
4y’ (m 4 1) (m + [ +~)%=5-2

l+m>N
l,m €Np

2

3.44 C 1
< 1, a1 1, 7—«a 2/81) 5 = R .
<<x>4+2<1—x>4+2) 2 G

>N
i €N

Durch analoge Argumentation wie auf den iibrigen Kanten ergibt sich

o
1 1 Chr
Ry < C E — < dt < -
25 YRy L (g R4N/t4k—g—2p Nk T2

und mit der Schwarz’schen Ungleichung insgesamt
fu(z, 1~ 2) = Pyu(z, 1 - )] < O(N-2+5+).

Betrachten wir zum Schluss den Punkt (1,0). Es ist

(3.28)&
1R (L,0,, ) Ray 2 3 [Ano(1,0)2
[ I L2(T.h -
@07 L 2 (m ) Ao oy
(3.23) 0 N mAy—a 2
< 4(m—|—7)2( +5)pm(m—|—a0) ( m ) =:Rs

(0 + 1)p(m)a(m + ag) m?*(m + )

m>N
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Ra <3§2>4(@7a—1> Z (" N . 4(<6>p7a_1) §= m )

)2k—2 2k 2%—2
(1) F(m+ ) (1) o mP(m+7)
o0
Chrs
< Uk, Z m4k+2a s < / t4k+2a 27 2 t< N4kt2a—27-3°
m>N N

mit einer Konstanten Ch,.
Insgesamt ergibt sich mit der Schwarz’schen Ungleichung

[u(1,0) = Pyu(1,0)] < ||D*ullagmml [ By (1,0, ) [Lamay = O(N-#-0t7t3),

Fassen wir schlieklich die Approximationsresultate fiir die einzelnen Mengen zusammen,
so erhélt man folgende Tabelle:

’ Menge ‘ max{ (Hp), (H’[fl)} ‘ |u(z,y) — Pyu(z,y)| < ‘

B O(N2k+1)
0.9 ("7") O(N-2+5atr+h)
0,9] (lﬂ;_l) O(N*W”%O”rﬁf%)
[z, 0] O(N-2k+i+8)

2,1 2] O(N-2+5+7)
1.9 O(N--atr+3)

Tabelle 3.2: Approximationsresultate

Vergleicht man die Approximationsgeschwindigkeiten auf den einzelnen Abschnitten mit-
einander, so ist festzustellen, dass die Geschwindigkeit unter den Voraussetzungen an k
auf der Kante [0, y] oder im Punkt (1,0) am geringsten ist. Man erhélt die Gleichungen
(3.34)-(3.37).

]

BEMERKUNG. Es ist nicht verwunderlich, dass die APK-Summe entweder auf der Kante
[0, y] oder im Punkt (1,0) das langsamste Konvergenzverhalten der Approximation auf-
weist. Im Beweis von Satz 3.13 waren die Abschétzungen der APK-Polynome aus Lemma
3.12 wesentlich. Diese Abschéatzungen hatten direkten Einfluss auf das Approximations-
verhalten der abgeschnittenen APK-Reihe. Je grofer der Wert der APK-Polynome war,
desto schlechter wurde die Approximation. Warum also ist die Approximation auf der
Kante [0, y] oder im Punkt (1,0) am schlechtesten?
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Die Jacobi-Polynome nehmen ihr Maximum in einem ihrer Randpunkte an und als Pro-
dukt zweier Jacobi-Polynome folgt somit fiir die APK-Polynome, dass sie ihr Maximum
in einer der Ecken annehmen. Daher ist dort die Approximation am schlechtesten. Trotz-
dem waren wir auch interessiert am Verhalten im Inneren des Dreiecks und auf den
beiden iibrigen Kanten, da dort bei der spéteren numerischen Verwendung der APK-
Polynome im Spektrale-Differenzen-Verfahren viele Gauf-Lobatto-Punkte liegen werden.
Eine genauere Abschatzung fiir die Approximationsgeschwindigkeiten der APK-Summe
auf den einzelnen Abschnitten des Dreiecks liefert uns Tabelle 3.2.

In [60] findet man den Satz 3.13 bereits verdffentlicht. Auch enthdlt der Artikel eine
numerische Untersuchung des Fehlers bei der Approximation zweier Testfunktionen. In
dieser Arbeit werden wir hingegen in Kapitel 6 die APK-Polynome direkt im Spektrale-
Differenzen-Verfahren verwenden und untersuchen.






4 Modale Filter

Wie bereits im zweiten Kapitel dargelegt wurde, kdnnen Lésungen von hyperbolischen
Erhaltungsgleichungen nach einer bestimmten Zeit Unstetigkeiten entwickeln. Bei der
Konstruktion der numerischen Methode muss daher dieses spezielle Verhalten mitbe-
riicksichtigt werden. In diesem Abschnitt beschéftigen wir uns explizit mit einem Ansatz
zur Verbesserung der numerischen Losung, der modalen Filterung.

Dabei nehmen wir nochmals Bezug zur allgemeinen Problematik. Wird eine Funktion
u mit Sprungunstetigkeiten durch eine abgeschnittene Fourier-Reihe approximiert, so
kommt es in der Umgebung der Unstetigkeiten zu Oszillationen. In der Literatur spricht
man dabei vom Gibbs’schen Phdnomen [91|. Um die Oszillationen abzuschwéchen bzw.
bestmdglich zu entfernen, werden wir, wie in der Technik, Tiefpassfilter einsetzen. Hierfiir
definieren wir modale Filter mathematisch und nehmen kurz Bezug zur Elektrotechnik
bzw. Signalverarbeitung. Fiir die gefilterte APK-Summe beweisen wir daraufhin noch
einige neue Approximationsresultate, um anschliefsend den Zusammenhang zwischen Fil-
terung und der Spektralen Viskositdtsmethode (kurz: SV-Methode) zu erldutern.
Bei der SV-Methode wird ein kleiner Viskositédtsterm zu der Differentialgleichung ad-
diert. Lost man diese veranderte Differentialgleichung mit Hilfe einer spektralen Me-
thode, so ist dies dquivalent dazu, dass man das spektrale Verfahren fiir die urspriing-
liche hyperbolische Erhaltungsgleichung verwendet, dabei jedoch die Lésung in jedem
Zeitschritt einem speziellen Exponentialfilter unterwirft. Fiir verschiedene Familien von
APK-Polynomen erhélt man dabei abhéngig von einem Parameter verschiedene Filter.
Anschliefsend erklidren wir noch, wann und in welchen Ausmalfs wir tiberhaupt filtern
und schliefslich nehmen wir Stellung zum Theorem 4.2 aus [36]. Dieses trifft eine Aussa-
ge dariiber, wie schnell die abgeschnittene gefilterte Legendre-Reihe gegen eine Funktion
u konvergiert, wenn u nach Voraussetzung genau eine Unstetigkeitsstelle im Nullpunkt
besitzt.

Gibbs’sches Phianomen

Spektrale Methoden besitzen als zugrundeliegenden Ansatz die Entwicklung der Lo-
sung der Differentialgleichung mittels Basisfunktionenen eines Funktionenraumes. Aus
Effizienzgriinden werden vorrangig orthogonale Funktionen verwendet und mittels einer
Fourier-Entwicklung die Funktion approximiert.

Waéhrend wir in Satz 3.13 zeigen konnten, dass die Projektion einer C*°-Funktion in dem
APK-Funktionenraum eine sehr gute punktweise Naherung darstellt (spektrale Konver-
genz), weist die Entwicklung einer nur stiickweise stetigen Funktion nicht solche exzel-
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lenten Approximationseigenschaften auf. In diesem Kontext wird in der Literatur haufig
vom Gibbs’schen Phanomen gesprochen. In seiner urspriinglichen Form wurde dabei
eine stiickweise stetige, nichtperiodische Funktion in ihre Fourier-Reihe beziiglich tri-
gonometrischen Funktionen entwickelt und ihre Approximationseigenschaft analysiert.
Dabei geht nicht nur die gleichméfige Konvergenz der Fourier-Reihe verloren, sondern
es kommt in der Nahe der Unstetigkeitsstellen zu Schwingungen, wie man am nachfol-
genden Beispiel sofort sieht.

BEISPIEL 4.1. Wir betrachten die Funktion

-1, —wm<x<0,
u(z) =
1, O<z <.

Entwickelt man diese Funktion in ihre Fourier-Reihe beziiglich trigonometrischer Funk-

o .
tionen, so erhilt man die Reihe 2 W

Dargestellt in Abbildung 4.1 Sindngie Partialsummen fiir N = 2, 20, 50 Summanden.
Man erkennt daran deutlich, dass die Reihe sowohl an den Réndern wie auch im Punkt

Abbildung 4.1: Partialsummen mit N = 2, 20, 50

x = 0 nicht gleichméafig konvergiert. Die Oszillationen weisen fiir alle drei Félle etwa die
gleiche Amplitude auf. Dies ist auch nicht verwunderlich, da man durch analoge Analyse
wie in [91, S.61] zeigen kann, dass die Hohe der Oszillationen circa 9% der Sprunghdhe
misst. Die maximalen Uber- und Unterschwingugen der Partialsummen konvergieren fiir

N — oo gegen den Wert £2 [ 32 ~ +] 18
0

Im Jahre 1899 veroffentlichte Gibbs das Resultat, dass die Oszillationen der Partialsum-
men gegen einen festen Wert konvergieren. Dabei korrigierte er eine von ihm ein Jahr
zuvor getroffene Aussage, die das Abklingverhalten der Oszillationen proportional zu
N~ bezifferte. Allerdings war Gibbs nicht der erste, der sich mit dem Verhalten der



4.1 Modale Filter 73

Fourier-Reihen von unstetigen und nicht periodischen Funktionen beschéftigte. Bereits
50 Jahre zuvor analysierte der englische Mathematiker Wilbraham diese Verhalten [85],
jedoch blieb seine Arbeit lange Zeit unentdeckt, so dass sich der von Bocher zuerst
verwendete Begriff des Gibbs’schen Phénomens fiir den Verlust der gleichméafigen Kon-
vergenz der Fourier-Reihe durchsetzte [7]. Heute findet man des Ofteren vorrangig in
der englischen Literatur 37| die Bezeichnung Gibbs-Wilbraham-Phinomen. In der
Theorie spektraler Verfahren wird der Begriff auch fiir den globalen Genauigkeitsverlust
der punktweisen Approximation verwendet, siehe [31].

Diesen Verlust, sowie den der gleichméfigen Konvergenz und das oszillierende Verhal-
ten, findet man nicht nur im Spezialfall bei der Entwicklung beziiglich trigonometri-
scher Funktionen, sondern allgemein bei der Fourier-Entwicklung einer unstetigen Funk-
tion beziiglich anderer orthogonaler Polynome, wie beispielsweise fiir Chebyshev- und
Legendre-Polynome ([41], [52]) bzw. allgemeiner Jacobi-Polynome [22].

Da sich bei hyperbolischen Erhaltungsgleichungen Unstetigkeiten in der Losung entwi-
ckeln konnen, kommt es auch hier zum Gibbs’schen Phénomen, wenn man ein spek-
trales Verfahren verwendet. Dies wiederum bedeutet in unserem Falle, dass die APK-
Entwicklung global keine hohe Ordnung besitzt und es zu Oszillationen in der Nahe der
Unstetigkeitsstelle kommt. Mit beiden Problemen werden wir uns im nachfolgenden Ab-
schnitt beschéftigen. Wir beginnen damit, den Umgang mit den Oszillationen genauer
zu betrachten. Wir verwenden zu ihrer Abschwéichung modale Filter.

4.1 Modale Filter

Eine der einfachsten und effektivsten Ansétze zur Reduktion des Gibbs’schen Phéno-
mens ist die direkte Modifikation der Koeffizienten in der Reihenentwicklung. Beim
Gibbs’schen Phéanomen fallen die hochfrequenten Fourier-Koeffizienten nur sehr lang-
sam ab und verursachen dadurch Oszillationen in der Nahe der Unstetigkeitsstellen.
Die grundlegende Idee der modalen Filterung ist es, an die hochfrequenten Koeffizi-
enten einen Dampfungsfaktor/Filter direkt zu multiplizieren, um so die Schwingungen
abzuschwéchen bzw. bestmoglich zu entfernen. Jedoch besitzen die hochfrequenten Ko-
effizienten Informationen iiber die Unstetigkeit und ein zu starker Dampfungsfaktor hat
den Verlust dieser Informationen zur Folge, was wiederum zu einer schlechteren Appro-
ximation der Funktion fiihren wiirde. Daher ist es notig, die Dampfungsfaktoren genauer
auf ihre Eigenschaften zu untersuchen bzw. bei der Konstruktion darauf zu achten, dass
die Filter allen Anforderungen geniigen.

Die ersten Abhandlungen, die sich mit der Konstruktion von passenden Démpfungsfak-
toren beschéftigten, lagen im Bereich der digitalen Signalverarbeitung, da dort haufig
unstetige Funktionen durch Fourier-Summen approximiert werden und dementsprechend
immer das Gibbs’sche Phéanomen auftritt ([18], [79]). Ideen und Resultate aus der
Signalverarbeitung wurden schlieklich auf allgemeine spektrale Methoden {ibertragen
und zur Verbesserung der Losung fiir hyperbolische Erhaltungsgleichungen genutzt. Thre
Beschreibung findet man in der Literatur, vergleiche [11], [31] und [80].



74 4 Modale Filter

Definition 4.2. Sei p € Nund o : [0,1] — [0, 1] eine (p — 1)-mal stetig differenzierbare
Funktion. Wir bezeichnen o als Filter der Ordnung p, falls die Eigenschaften

o(0) =1,

4.1
cd®0)y=0, VI<k<p-1, -y

erfiillt sind.

Weiterhin sei N € N, [y eine Indexmenge und uy die Rekonstruktion einer Funktion
w in der Basis {¢r}, k € Iy. Die Funktion 7 : Iy — [0, 1] bilde jeden Index k auf [0, 1]
ab. Man spricht von einem modalen Filter, wenn o direkt auf die Koeffizienten der
Reihenentwicklung wirkt, so dass die gefilterte Rekonstruktion die Form

ufe(x) =Y o (n(k)) dxdi(x)

keln
besitzt.

BEMERKUNG. Die Funktion 7 dient lediglich dazu, die Indexmenge [ abhéngig von
den Frequenzen bzw. dem Polynomgrad auf [0, 1] abzubilden. So wird iiblicherweise
n(k) = % fiir die Fourier-Entwicklung beziiglich trigonometrischer Funktionen bzw.
Chebyshev- und Legendre-Funktionen verwendet. In unserem Fall der APK-Polynome

— l4m

mit dem Polynomgrad N =1+ m ist 1 ((I,m)) = =%

Zusétzlich zu den Eigenschaften (4.1) fordern viele Autoren, vergleiche [31] und [80], die
nachfolgende zusétzliche Bedingung, dass fiir den Filter ¢ der Ordnung p

c(1)y=0, 0<I<p-1, (4.2)

gilt und [36] verlangt dazu aufserdem o € C?([0, 1]).

Die Bedingung (4.2) beschreibt, wie glatt der Ubergang vom gefilterten Reihenabschnitt
zum ungefilterten Teil ist und wird bei der Analyse des Approximationsverhalten zwi-
schen der gefilterten und ungefilterten Reihendarstellung benétigt. Vandeven [80] nutzt
dabei diese Bedingung als Erstes und kann mit ihr fiir eine stiickweise glatte Funktion
u folgendes Approximationsresultat zeigen.

Satz 4.3. FEs sei o ein Filter der Ordnung p und u : R — R eine stiickweise glatte,
2m-periodische Funktion. Dann gelten die folgenden Abschdtzungen:

(i) Seiu € CP(R). Dann gilt
1
NP3

lu(z) —ug(z)| < Cy z € R, (4.3)

mit einer Konstanten C € R.

(11) Erfullt der Filter o die zusdtzliche Bedingung (4.2), besitzt u eine oder mehre-
re Sprungunstetigkeiten und ist weiterhin an der Stelle x stetig, so gilt folgende
Abschdtzungen

1

[P N 4

u(z) — ufy(z)] < C
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wobei d(x) den Abstand von x zur ndchstgelegenen Sprungstelle bezeichnet und
C5 € R eine Konstante ist.

BEMERKUNG. Die Konstanten € und (5 sind unabhéngig von x und N, jedoch ab-
héngig von der gegebenen Funktion u sowie von den Filtern o.

Gleichzeitig erweitert Vandeven sein Resultat auf Chebyshev-Reihen. Allgemein wur-
den bis jetzt analoge Resultate zu Satz 4.3 nur fiir spezielle Reihenentwicklung gezeigt.
Die Arbeit [36] beinhaltet eine zu (4.3) vergleichbare Abschitzung fiir die Legendre-
Entwicklung, [63] erweitert die Untersuchung auf mehrdimensionale Basisfunktionen
(PKD-Basis) und zeigt ebenfalls ein zu (4.3) analoges Resultat. In [36] versuchen die
Autoren ebenfalls; ein analoges Ergebnis zu der zweiten Aussage (4.4) zu beweisen, also
fiir Funktionen u, welche nur stiickweise glatt sind. Jedoch weist ihr Beweis einige Un-
genauigkeiten auf, so dass wir uns am Ende dieses Kapitels nochmals explizit mit der
Aussage (4.4) beschéftigen werden.

Bis heute sind die theoretischen Untersuchungen der Approximation durch modal gefil-
terten Fourier-Summen nicht abgeschlossen. Wir werden erstmals ein neues Teilergebnis
zeigen. Wir vervollstdndigen das Ergebnis aus [63, S.69|, indem wir es fiir allgemei-
ne APK-Polynome beweisen. Die PKD-Polynome sind nur ein Spezialfall der APK-
Polynome.

Satz 4.4. Seiu € H*(T,h)NC(T),k €N, h(x,y) = 22191 (1—2—y)? mita, B €N
und p € Ny und sei o ein modaler Filter der Ordnung 2k — 1, mit der zusdtzlichen
Eigenschaft o € C*71([0,¢)) in einem Teilintervall [0,€) C [0,1], € > 0. Weiterhin sei

k> o { 44 o 884 B2+ das 2],

Dann gelten die punktweise Abschdtzungen mit jeweiligen Konstanten K; — Kg:
(i) Fir das Innere des Dreiecks (z,y) € T gilt

1

|U(I’,y) - U?V(I,y” S Kl N2k_£ .

(11) Auf der linken Kante [0,y] mity € [0, 1] erhalt man

KQ%, firp> -1,

N2k—§o<—p—§

1 ..
K?’W’ firp<pg—1.

|U(O7y) - UCJTV(O7y)| S {

(111) Fir die untere Kante [z,0] mit z € (0,1) ist

1

[u(z,0) — uf(x,0)] < K4m-

(iv) Fir die Hypothenuse [x,1 — x| mit x € (0,1) gilt
1

a1 =) — (1 = )| € Ky
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(v) Im Punkt (1,0) erhdlt man

1

|u<1a 0) - UJUV(170>| < K6N2k+a—'y—% ’

Beweis. Mit Verwendung der potentiellen Selbstadjungiertheit des Operators D und
da wu hinreichend glatt ist, gilt fiir die Koeffizienten der APK-Reihenentwicklung die
Gleichung (3.39) fiir m + [ > 0. Damit, und mit der Reihendarstellung (3.40) fir die
Funktion u, folgt

" l+m N .
‘U(ZL’, y) - uN(:U7 y)‘ = Z (1 —0 <T)) um,lAm,l(xv y) =+ Z um,lAm,l<:C7 y)
0<l+m<N I+m>N

I,m €Ng I,m €Np

Y

/ B, 1) [Sw (v 21, 31) + B (g, 01, 91)] Doy, ) day dyy
T

wobei Sy(z,y,x1,y1) und Ry(x,y,x1,y;) definiert sind durch

L\ A, ooy g0 Ay (.
Sn(z,y,1,11) = Z (1_0( Nm>> Wz, ) ,z(aﬁy)7

1<l+m<N || Am.i| ‘iQ(T,h))‘fn,l

l,m €Ny
Aml(x17y1>Aml<xay)
R - ’ LSatss
N (T, Y, 21, 91) Z [ A2 P
I+m>N HHL2(T,h) 7
l,m €Ny

Abschétzungen der Norm von Ry entnehmen wir dem Beweis des Satzes 3.13. Fasst man
die Ergebnisse aus Tabelle 3.2 zusammen, so ergibt sich Tabelle 4.1.

’ Gebiet ‘ max{(ltp), (z+z§—1)} ‘ RN (2,9, )| L2m < ‘

T CR1 N72k+£
[0’ y] (Hl-p) CRQ(l)N72k+%a+p+%
[0’ y] (z+,6;—1) CRQ(Q)Nf%Jrgme%
[l’, O] CRsNi%Jr%Jrﬁ
[,1 — z] Cr,N~2k+itp
(1,0) CRSN—%—a—i—'y—&-%

Tabelle 4.1: Approximationstabelle

Dabei sind Cg,,...,Cg, € RT Konstanten.
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Zum Abschétzen der Sy gehen wir analog zum Beweis von Satz 3.13 vor. Wir zeigen
zuerst (i), also die Abschétzung fiir Punkte (z,y) im Inneren des Dreiecks. Es gilt

l+m 2 A2 l(xvy)
Sl = Y (100 ()
SN (2, y )HLz(T,h) Z N ||Am,l||i2(1r,h)>‘%lf,l

1<l+m<N
l,m €Np
?323313& l 2 2 A(m+ 1+ )QEQ( )
' K m x,
Y (1_a(+m>) L NCURR A oY)
1<ipmN N K2, 2L+ B+ p)> (m + D)% (m + [+ )2k
l,m GNO
5 L+m\\> 1
<apea) Y (10 (5 1
1<I+m<N N (m 4 1)+ 2 (m + 1 + )22
I,m €Np
al ; 2 4k-5
(3.44) - ) ; L RS
< 8B(x,y) 2 (1 —0 (N)) T

S (52 (0 () (7)),

Fiir N — oo entspricht der letzte Faktor dem Integral

1

/ (1 o(r))2ritdr.

0

Unter den gegebenen Voraussetzungen ist dieses Integral immer beschrankt. Um dies zu
verifizieren entwickeln wir die Funktion ¢ in ihre Taylor-Reihe im Punkt 7 = 0. Es gilt

o(r) = Z la(j)(O)Tj + 0(7’2’“_1) V1 € [0,¢).

Wegen ¢(0) = 1 und ¢ (0) = 0 fiir alle j = 1,2,..., 2k — 2 reduziert sich der Ausdruck
zu

1
(2k — 1)!

fir alle 7 € [0, ). Setzen wir dies in das Integral ein, so ergibt sich

0.(7.) =1+ 0(21971)(0)7_%71 + O(T%*l)

€ 1
(2k—1) 2
/ ER—_— (O)T%fl +o(r Ny ) a4+ /(1 — 0’(7’))27'%7416(117' < C%,

(2k — 1)! !
0

£

da jeder Teil beschrénkt ist. Daher gilt

||SN<x7 Y, ')HLQ(T,h) < \/§E~I(x7 y)Niszr%Ch = CS1N72I€+£7



78 4 Modale Filter

und mit der Schwarz’schen Ungleichung insgesamt

|U(l’,y) - u?—V(l‘ay” SHDkUHLQ(T,h) (||RN('Ia Y, -, ')||L2(']I',h) + ||SN(x7ya ) ')||L2('H‘,h))
7
< ([|D"ullL2(r.1)(Cr, + Cs,) N~

N

-

Ky

Zum Abschétzen der Norm Sy an der linken Kante [0, y| betrachten wir zuerst den Fall
p > 3 — 1. Es ergibt sich

l+m 2 A2 l(oay)
S~ Y (1m0 ()
H N( Yy )HLZ(T,h) Z N ||Am,l||i2(1r,h)>‘%f,l

I,)m €Ng
PPy 2 (l4p\2 (mta—1\2 2. 2
@2) L+m\\* () (M) Am + 1+ 9)%7,,
1<l+m<N N (m+ D)2 (m +1+7)
l,m GNO
2 im+a—
.y Z (1_U(l+m)>2 (l—il-p) ( +m 1)2 (L + B)ym(m + a).
1<l4m<N N (m + 12k (m 41+ 7)?*=2 (1 + 1)pma(m + a;)
l,m €Np
(:())34423& [+ 2 ( + 1)2&—2(l+ >2p a—1
For 3 () G ()
1lgz+m§zv (m+02*k(m+1+7) m +
ym €No

Mit v > a—1und a; + 1 < 2(m + 1 + ) gilt weiter

I+m\\’ 1
< 20¢+1 P 1 —
- ﬁ Z ( o ( N )> (m + 1+ 7)2k+1—2p—3a(m + l>2k

1<l+m<N
I,m €Np

N
(3.44)
Sy (10

? 1 N4k—3a—2p
i—1 )) (’L + 7)2]’6*2}7*3&(2)2]6 N4k73a72p

N ; 2 sk —2k+3a+2
_ 1 i i1+ ) P
atl 4k+3a+2p+1
<27 QPN P (NZ(1_U(N>) ( = >)

=1

=~

Wenn ¢; := —2k + 3a + 2p < 0 ist, wird die Summe nach oben abgeschétzt, indem man
im (¢ + 7)-ten Faktor v einfach weglésst. Fiir ¢; > 0 gilt

. S1
(i +7)" =1 (Z t 7) <A1+ )"
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Insgesamt erhalten wir fiir Sy

1SN (0,9, -, |iQ(T7h) <901 gp N k3t

G

1, fir ¢ <0,
C, = y
(1+ ), fir < >0.

Fir N — oo konvergiert die Riemann’sche Summe gegen das Integral

1 SN2 [ g\ —dktsat2p 1
1 _ _ _ _ — . 2, _—4k+3a+2p
1\}1—{%0 (N Z <1 o <N)) <N> ) /(1 o(1))°T dr.
1<i<N )

Durch eine Taylor-Entwicklung und Verwendung der Filtereigenschaften folgt mit ent-
sprechender Argumentation wie zuvor, dass das Integral immer beschrankt ist, und damit

1SN (0, 4, - M2y < N-2+3047t3 0,
Mit der Schwarz’schen Ungleichung folgt

|u(0,y) - U(]Tv((),y)\ SHDkUHLQ(T,h) (HRN(O,Q, ) ')HLQ(’JI‘,h) + HSN<an7 ) ')HL2(T,h))

_ 3a 1 _ 34 1
< (HDkuHLQ(Tﬁ))(CRM) + CSz) N2ktaetpts — KN 2ktyatpty

(. J

~
K>

Sei nun S — 1 > p. Man erhalt fiir Sy mit einer analogen Rechnung zum vorherigen Fall

I+m\)> A2 (0, y)
||SN(07y7'7')||22 = (1_0-( )) ’
L3(T,h) Z N ‘|Am,l|‘52('ﬂ*7h))‘727?,l

1<l fm<N
I,m €Ng
(3.23)&
< > (1 <l 3 m) ) 2 (AP (e g (m 4 L+ )22,
> —0cg |l —— ’
1<l+m<N N (m + )2k (m + 1+ )2

l,m €Np
N4k:—304—2,3+2

SN 2
a+1 t 1
<2 Z (1 -9 (ﬁ)) i2k( + ~)2k—30—26+2 N4h—3a—25+2

1<i<N

1 i 2 i —4k+3a+26-2
a+1 —4k—14+3a+28 [ _ v v
< 2+1grC N (N Z (1 O'(N)> (N) )
1<i<N

mit ¢ := —2k + 3a + 25 — 2, und

1, fiir ¢ <0,
C, = ,
(14 v)=, fir ¢ >0.
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Betrachtet man N — oo, erhédlt man erneut eine Riemann’sche Summe, und mit einer
analogen Argumentation wie in den beiden vorherigen Féllen folgt, dass das Integral
beschrankt ist, und somit

1SN (0, 4, - ) |r2erm < N_2k+%a+ﬁ—§csg

folgt. Mit der Schwarz’schen Ungleichung und den Abschétzungen fiir Ry ergibt sich
dann schlieflich
3 1
1u(0,) — uS(0,y)| < KzN2k+20th-2

Auf der unteren Kante [z,0], der Hypothenuse [z,1 — z]| sowie im Punkt (1,0) wird
analog argumentiert. Man schétzt |[Sy||2(r ) fiir alle drei Félle mit den Abschétzungen
aus Kapitel 3 ab und gelangt jeweils zu einer Riemann’schen Summe. Fiir N — oo
konvergieren sie gegen die Integrale. Man verifiziert die Beschranktheit der Integrale,
indem man die Eigenschaften des Filters ¢ ausnutzt und diesen im Nullpunkt in seine
Taylor-Reihe entwickelt. Die meisten Terme sind 0 und man erkennt sofort, dass die
Integrale in jedem der Fille beschréankt sind. Mit den Abschétzungen fiir die Ry (siehe
Tabelle 3.2) und der Schwarz’schen Ungleichung sind schlieflich (iii)-(v) gezeigt. Im
Folgenden werden wir daher nur noch die Rechnungen beziiglich der ||.Sx||2(r,») angeben
und die finale Abschétzung. Fiir die untere Kante [, 0] gilt fiir |[Sy||Lz(rn):

L+m\\  An(2,0)
1Sn (2,0, )||f2 - (1_0( ))
L2(T,h) _Z_ N ||Aml\|L2 () A

1<l+m<N
I,m €Ng
at) z 2 Ym0+ 7)22
. m K
<Y (- (5) i
1<l+m<N N (m +0)*(m+1+7)

I,m €Np

(%) (l+€_1)2(2< +l)+7)§(x(/;2 (1 — z)3tra2

m
(342) C? B I+ 2 (I+p—1)%2
< % a:o‘—%(l — x)%ﬂ—a Z N <1 7 ( N )) (m+1+ 7)%_%(771 + )%

1<l+m<
I,m €Np
(3.44) 2 l 2 1
2617 1 1 <1 -0 ( tm K 1.
72 (1 — )2t o N (i 4 y)*h 2022

N : 2 4k—28—1
1 1 N

=1

, N . 2/ —4k+2p8+3
< CSSN—4k+2,8+§ ( Z (1 —0 < )) (N) ) ,
=1

ZIH
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dabei ist die Konstante C's, von x und von der Tatsache abhéngig, ob 2k —25 — % grofser
oder kleiner Null ist. Allgemein gilt dann

u(z, 0) — u% (,0)] < KyN-2F+5+7,

Fiir die Hypothenuse [z,1 — z] erhalten wir

L+m\\* Az, 1—2)
||SN($,1—x7'7')||iQ(T,h): Z (1—0( N >) || A )‘%

1<l+m<N m ZHLQ T,h)
I,m €Ny

(3.23)&

(2.:20) 5 <1_U(l+m))2( Am +1+7)? (L + B)pm(m + a)a

- N m+ 02k (m+1+7)% (1 +1),(m)a(m+ )

1<l+m<N
I,m €Ny

| <(2(m P T e ((?:r)lﬁn;ligi))é ( +zp)>
(3.42)&

(3.45) C? L+m\\° l4+m+~)%
Y g 2 (o) e
z 2(1 _‘T)Q K 1<l+m<N N (m—i—l)%(m—i—l—i-”y) 2
EmENo

(3.49) C? - i . iV 1 Nk-2-3
< I T —0 | —=
xa—§<1 N x)§+7—a N (,L')Qk(z-+,y)2k 2p—3 N4k— 2p—3

=1

. 1 N i 2 i —4k+2p+3
N—4k+2p+f . 1— v v
< Cg, 2 (N ; ( o N N

und insgesamt

lu(z, 1l —2) —ul(z,1 —2)| < KsN~2k+ite,

Kommen wir noch zum Punkt (1,0). Hier gilt

N
[|Sn (1,0, 7')||L2 T,h) e Z( U(%)Y ||Am0||L2(1'I[‘f(L))A%IZO
)

(3.23)& I N .
() S0 (7

N

m+'y oc2

2
) ka m+7)2k 2

2 1 N4k’—2—2’y+2a
<C5Z(1_U(T> 2%
N m (m + 7)2k—2—2’y+2a N 4k—2—2v+2a

N
1 m 2 m 74k+2+27*2a
—4k+3+2y—2a
< Cs N ' (N 2 (1 ’ <N>) (N) ) ’
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und schlielich folgt 3
‘u(l’ O) o U(JTV(la 0)‘ < K@N_Qk_a""’%’rg.

]

Unsere Untersuchungen sind ausschliefslich fiir modale gefilterte Reihenentwicklungen
von hinreichend glatten Funktionen giiltig. Hinsichtlich des Approximationsverhaltens
fiir Funktionen mit Sprungstellen kénnen auch wir keine Aussage treffen. Diesbeziiglich
miissen noch weitere Arbeiten folgen. Gerade im Hinblick auf die Verwendung von spek-
tralen Methoden bei hyperbolischen Erhaltungsgleichungen und der Entwicklung von
Losungen mit Sprungunstetigkeiten hat man an theoretischen Resultaten Interesse. Fr-
gebnisse dazu konnen zu Kriterien fiihren, die es beispielsweise ermoglichen, die Auswahl
des Filters, der Filterstérke und/oder der Ordnung zu optimieren, um eine genauere Lo-
sung zu erhalten. So sind auch die Konstanten Kj,..., K¢ aus dem Satz 4.4 von dem
gewahlten Filter und der Funktion v abhéngig. Man findet als Beispiele modaler Filter
o folgende Funktionen in der Literatur, siche [31]:

1) Fejér-Filter erster Ordnung
01 (77> =1- m,

2) Lanczos-Filter erster Ordnung

_ sin(mn)
o2(n) = —

3) raised-cosine-Filter von zweiter Ordnung

(14 cos(m)),

N | —

a3(n) =

4) shaped-raised-cosine-Filter von achter Ordnung

oa(n) = o3(n)(35 — 8403(n) + 7003(n) — 20035 (n)),

5) Exponentialfilter p-ter Ordnung

—anP

os(n) =e

Die ersten vier Filter erfiillen alle die Zusatzbedingung (4.2), der Exponentialfilter je-
doch nicht, da o5(1) = e™® gilt. Um fiir den Exponentialfilter die Zusatzbedingung zu
gewihrleisten, wahlt man daher iiblicherweise die Filterstarke a so, dass e~ im Bereich
der Rechnergenauigkeit liegt.

Alle diese Filter finden in der digitalen Signalverarbeitung Verwendung und sind Tief-
passfilter. Sie filtern die Impulsantwort eines Signals. Dabei wurden sie in der Literatur
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Abbildung 4.2: Filterfunktionen o1,...,05

schon auf die Anwendung bei spektralen Methoden angepasst. So findet man als Defini-
tion fiir den allgemeinen Lanczos-Filter folgende Funktion:
asin (7n) sin (72)

o (71)? ’

wenn —a <n<a, aF#mn,

fiir n = 0,

0, ansonsten,

wobei a die Grofse des Tragers bezeichnet bzw. die Frequenzbreite. Wir werden in den
numerischen Untersuchungen die Filter oy, ..., 05 verwenden, um ein Gespiir fiir den
Einfluss der Filter auf die Approximation zu erhalten. Allgemein gilt: Je hoher die Ord-
nung des Filters, desto geringer werden die niedrigfrequenten Koeffizienten verdndert.
Aber das reicht nicht aus, um zu entscheiden, welchen Filter man intuitiv verwenden
sollte. Der néchste Abschnitt gibt allerdings ein hilfreiches Indiz.

4.1.1 Die spektrale Viskositatsmethode

Wir stellen in diesem Abschnitt einen weiteren Ansatz zur Reduzierung der Gibbs’schen
Ostzillation vor, der auch einen engen Zusammenhang zur modalen Filterung aufweist.

Bei diesem handelt es sich um die Spektrale Viskositdtsmethode (kurz: SV-Methode
oder SSV-Methode!). Dabei ist die grundlegende Idee, einen sehr kleinen Viskositéits-
term zur Erhaltungsgleichung zu addieren, und die so entstandene Gleichung mit einem

In der englischen Literatur unterscheidet man zwischen spectral-viscosity-method und super-
spectral-viscosty-method. Die Unterscheidung hiangt von dem Viskositédtsterm ab, welchen man
addiert. Beide Methoden werden unter dem Begriff ,Spektrale Viskositdtsmethode” zusammenge-
fasst.



84 4 Modale Filter

spektralen Verfahren zu 16sen [81]. Hierzu ist festzuhalten, dass Tadmor in [74] zeigt,
dass spektrale Methoden nicht zwangsldufig gegen die eindeutige Entropielésung kon-
vergieren miissen und dies im Allgemeinen auch nicht tun. Seine Uberlegungen beruhen
auf der Burgers-Gleichung und der Fourier-Methode.

Er untersucht dabei nicht mehr

0 0
auN(xJﬂ + %PNJ%UN(xat)) = O,
wobel uy = > e und Py die Fourier-Projektion in den Raum der trigonometri-

k|<N
schen Funktionen ist, sondern betrachtet

%UN<J],t) + %PNf(UN(I7t)) == €N(—1)p+1% [QN%UN(ZL’, t):| (45)

mit dem Operator Qy, der definiert ist durch

Qnuy == Z Qrige™ mit Qy € [0, 1].

|k|<N

Die Qy, bilden eine Art Glittungsfaktor. Sie haben Einfluss auf die jeweiligen Frequenzen
und wie stark diese modifiziert werden. Die niedrigen Frequenzen lédsst man viskositéts-
frei und entsprechend wéhlt man Qk = 0 fiir |[k|] < m < N, wobei der Parameter m
von N abhéngig ist. Der Parameter p gibt die Ordnung des Viskositatsterms an. Fiir
= 1 spricht man von spektraler Viskositat und fiir p > 1 von superspektraler
Viskositat.
In Gleichung (4.5) gibt es mehrere Parameter, und ihre Wahl wird entscheidend sein fiir
das Verhalten der Losung von (4.5), auch hinsichtlich der Ursprungsgleichung. Tadmor
beweist in |75] den nachfolgenden Satz, der das Konvergenzverhalten der SV-Methode
fiir den skalaren eindimensionalen Fall beschreibt.

Satz 4.5. Seip € N eine feste Filterordnung und die Filterstirke gehorche der Unglei-
chung

P

Cp < ) 108 f ()] oo |un =" (4.6)

k=1
Die Parameter © < % und my ~ N seien gewdhlt. Fir die Viskosititsstirke ey
gelte
20,
EN 2%’
und fir die Viskositditskoeffizienten
Qk = 07 |k| S muy,

© ~
1— (—) < Qk <1, |k’| > mpy.
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Dann gilt:

Sind die Losungen uy von Gleichung (4.5) mit obiger Parameterwahl gleichmdafig be-
schrankt, dann konvergieren die uy fir N — oo stark gegen die eindeutige Entropield-
sung der Erhaltungsgleichung

d 9,
au(m,t) + %f(u(x,t)) =0, (z,t)€|—mmn x][0,T]

mit konvexer Flussfunktion f sowie 2m-periodischen Anfangsbedingungen
u(-,0) =ug: [-m, 7] = R
und periodischen Randbedingungen.

Weitere Arbeiten iibertragen dieses Resultat auf mehrdimensionale Erhaltungsgleichun-
gen mit periodischen Anfangsbedingungen |[13] und auch auf andere spektrale Methoden,
wie die Legendre-SV-Methode [54]. Dennoch sind hier noch einige offene Fragen zu kl&-
ren, da fiir Systeme der Ansatz {iber kompensierte Kompaktheit [16] nicht mehr genutzt
werden kann. Auch schon bei skalaren Gleichungen und der Jacobi-SV-Methode fiihrt
eine Argumentation iiber kompensierte Kompaktheit zu keinem Ergebnis, da man fiir
die Konvergenzaussage eine Abschitzung des Energiefunktionals ||u%||r2 < C' (fiir ein
konstantes C' € R™) benotigt, und diese fiir allgemeine Parameterwahl «, 8 > —1 der
Jacobi-Polynome nicht existiert.

Auf diesem Gebiet sind somit noch viele interessante Studien zu fithren und offene Fra-
gen zu beantworten, allerdings ist dies nicht Inhalt dieser Arbeit.

Wir gehen im Folgenden immer davon aus, dass die Spektrale Viskositatsmethode gegen
die eindeutig bestimmte Entropielosung konvergiert. Was diese Methode fiir unsere Zwe-
cke so interessant macht ist die Tatsache, dass die SV- bzw. SSV-Methode dquivalent zu
einer spektralen Methode mit modaler Filterung ist. Wir zeigen:

Satz 4.6. Sei N € N, Iy eine Indexmenge und {px|k € In} die APK-Polynome auf
dem Dreieck T. Diese erfiillen das Eigenwertproblem

wobei D den Differentialoperator (3.11) bezeichnet. Sei ferner Py die Projektion auf den
von {¢r} aufgespannten Raum. Dann ist das Lisen der viskosen Gleichung

%UN(m, t)+ V- Pyf(un(z,t)) = en(—1)P "' DPuy(z, t) (4.8)

aquivalent zur Multiplikation der Koeffizienten uy, mat der Funktion
0_(k> — e—é‘NAt)\z

nach jedem Aktualisierungsschritt der nicht viskosen Gleichung.
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Beweis. Die Gleichung (4.8) wird durch ein Splitting-Verfahren in zwei Schritten gelost,

%UN(X,’C) = en(=1)PDPuy(x,t) (4.9)
und 9

@UN(X,t)—i-V-P(bf(UN(X,t) = 0. (4.10)
Mit un(x,t) = > urdr(x) folgt aus (4.9)

keln

D %gbk(x) =) en(-1)PT Do (x) = Y —eniin(t)Np(x),

kel kel keln

wobei im letzten Gleichheitszeichen die Eigenwertgleichung (4.7) verwendet wurde. Ver-
gleicht man die Koeffizienten, muss man daher allein folgende gewohnliche Differential-
gleichung
Ouk(t)
ot
16sen. Die Losung ist g (t) = ce 8%t ¢ € R. Mit At := t"*! —¢" und der Forderung
Uy, (1Y) = dx (™) fiir At = 0 folgt schlieklich

= _€NUAk(t))\Z, Vk € Iy

—EN)\Z(At-l-tn) — 6(_€N>\ZAt) ﬂk(tn)

ak(tn—i-l) —e
=:0(k)
m
Damit wir von o(k) = o((I,m)) = e s+ (+m+9)PAL a]g modalen Filter sprechen
kénnen, erweitern wir den Exponenten mit N7, d.h.
l + m —e N2p(l+7n)p(l+m+’v)pAt —e NQPAt(H»nL)Zp
o T =e N N N ~e N N . (411)

Dabei ist o : [0,1] — [0,1] und man kann o als Exponentialfilter der Ordnung 2p mit
Filterstirke o; := —ey N?PAt auffassen. Betrachtet man (4.11) genauer, so erkennt man,
dass der modale Filter vom Parameter « abhéngig ist, vor allem wenn die Polynome
kleinen Grad besitzen. Fiir verschiedene Familien von APK-Polynomen erhélt man da-
her auch abhéngig vom Parameter v verschiedene Filter. Dies werden wir spéter bei den
numerischen Testfdllen noch genauer analysieren, auch im Hinblick auf die Stabilitat des
Verfahrens. So ergeben sich durchaus andere Resultate fiir verschiedene APK-Familien.
Mehr dazu im Kapitel 6.

Die Aussage des Satzes 4.8 kann man analog fiir jede orthogonale Basis {¢y} tatigen,
solange die ¢}, eine Eigenwertgleichung erfiillen, da man im Beweis nur eben jene Eigen-
schaft benétigt.

Die Ubertragung der Spektralen Viskositdtsmethode und ihrer Formulierungen auf das
von uns verwendete Spektrale-Differenzen-Verfahren wird analog zu [86, S.51| vollzo-
gen. Die Transformationen 7; vom Element 7; in das Standarddreieck T bewirkt dabei
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keinerlei Verdnderung in der Funktion (4.11). Das SD-Aktualisierungsschema lésst sich
somit fiir eine skalare Erhaltungsgleichung in einem Element 7; € 7 mit Viskositétsterm
vergleichbar zu (4.8) mit dem Losungspunkt &; € T wie folgt formulieren:

Sun(T7(E,0) + Ve Pu () Flux (17 (€),0)

=en(—1)PDP (uy (T (&), 1))

(4.12)

Dabei ist F die entsprechende Flussfunktion, Py die Projektion auf den APK-Polynom-
raum und V¢ der Nabla-Operator? beziiglich der Raumkomponenten in T.

Mit einem analogen Vorgehen wie im Beweis von Satz 4.6 folgt die Aquivalenz von (4.12)
und dem Spektrale-Differenzen-Verfahren mit modaler Filterung. Der modale Filter ist
der Exponentialfilter aus Gleichung (4.11). Der Nutzen dieser Aquivalenzbeziehung liegt
darin, dass modale Filterung meist effizienter implementiert werden kann als der Vis-
kositéatsansatz, so dass wir im Code des Spektrale-Differenzen-Verfahrens den modalen
Exponentialfilter (4.11) verwenden. Fiir die Wahl der Filterordnung und Viskositétstér-
ke ey folgen wir den Ideen aus [63] und halten uns an die Abschitzungen aus Satz 4.5.

Dabei sei ey ~ zz=r mit einer von p abhéngigen Konstanten, die als obere Schranke
den Wert

NE

p
Cp < Y N05(In) F ()l = 11(J2) Moo Y N1OLF ()|
k=1

x~
Il

1

besitzt. Die Abhéngigkeit von u vernachléssigen wir jedoch. Aus der Koordinatentrans-
formation (2.11) und mit einem Léngenmafs h; des Dreiecks 7; folgert man

1077)" llee =

max{|z11| + [z12], |w2n1| + |T22]} ~ —.

Damit ist die Norm proportional zum Kehrwert des Langenmafes und man wahlt daher
auch C), sinnvollerweise proportional dazu, was schlieflich auf

P -
L Sk
EN = h; N2p—1 < h; N2p—1

(4.13)

fithrt, wobei ¢ € R ein vom Testfall und Filterordnung abhéngiger Parameter ist.

4.1.2 Stofindikator

Bei einer globalen Anwendung der modalen Filter kommt es zum Abfall der Ordnung
des Verfahrens und damit auch der Konvergenzraten. Um diesen Verlust zu vermeiden,

2Es sei nochmals auf das Grundlagenkapitel 2.2.2 verwiesen. Man beachte hierbei, dass sich die Fluss-
funktion aus zwei Komponenten zusammensetzt, abhéngig davon, ob der Punkt £, auf dem Rand
oder im Inneren von 7; liegt. Weiterhin gilt Vx = Jr, V¢ fiir x € 7.
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filtert man nicht in jedem Element, sondern nur in solchen, in denen Oszillationen auftre-
ten bzw. Unstetigkeiten vermutet werden. Zum Auffinden dieser Elemente sind bereits
verschiedene Indikatoren bekannt, vergleiche [4] und [65].

Wir verwenden in dieser Arbeit den koeffizientenbasierenden Indikator aus [4], der die
grundlegenden Uberlegungen aus [65] weiterfiihrt. Dabei ist die Idee, das Verhiltnis der
héchsten zu den niedrigen Koeffizienten der APK-Reihenentwicklung in jedem Element
7; zu vergleichen, wobei man zur Vermeidung der Division durch Null ein € > 0 hinzu-
addiert. Man untersucht also

-1
wim Y |rAm,l||2<m,m>2~<Z ||Am,lu2<al,m>2+e> -

l+m=N l+m<N

Die Definitionen der verschiedenen Indikatoren verwenden in der Regel jeweils w;, dabei
nutzen alle die Abschéitzung

2/ 2(3'32) —2k —2k —4k
wi= Y NAmal P(im)® < NTHN + )| D(wo Th)l|L2mm = O(N~).

l+m=N

Der Indikator aus [4] wird schlieflich definiert durch
Spes := min{1000(5N* + 1)w;, 1},

und mit s,.; wird die Filterung beziiglich des Exponentialfilters (4.11) mit dem Langen-
mafs (4.13) mit Hilfe der Filterstirke

srescN%, Spes > 0.01,
QN = !
0, sonst,
gesteuert. Bei schwachen Oszillationen unterhalb des Grenzwertes ist somit die Filter-
starke Null. Der Filter (4.11) hat als Wert Eins und somit wird in diesem Element 7;
nicht gefiltert.

BEMERKUNG. In [4] wurde auch noch ein Sprungindikator eingefiihrt, der allerdings
bei numerischen Tests einen héheren Ordnungsverlust abseits der Unstetigkeitsstelle auf-
weist, wie man [63] entnehmen kann.

Eine weitere Methode zum Auffinden der Elemente stellt das Kantendetektierungsver-
fahren mit Hilfe konjugierter Fourier-Reihen dar. Einen Uberblick iiber diese Theorie
liefert [61], und in [86] wurden sogar beide Ansitze fiir das SD-Verfahren beziiglich
PKD-Polynomen miteinander verglichen. Dabei wurden die Koeffizienten der konjugier-
ten Fourier-Reihe direkt aus den Koeffizienten der PKD-Polynome berechnet. Eine Fr-
weiterung des Kantendetektierungsverfahrens auf allgemeine APK-Polynome ist hierbei
ohne Probleme moglich und ist im Anhang ausgefiihrt, ohne jetzt explizit auf Details
einzugehen.
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4.2 Die Legendre-Methode

In der bisherigen Untersuchung der gefilterten APK-Reihe ist immer die Glattheit der zu
entwickelnden Funktion u vorausgesetzt, siche Satz 4.4. Jedoch soll der modale Filter in
unserem numerischen Verfahren eingesetzt werden, wenn die Funktion u Sprungunste-
tigkeiten aufweist. Wir sind daher gerade fiir diesen Fall an Approximationsergebnissen
der gefilterten APK-Reihe interessiert. Aus [80] ist eine Fehlerabschétzung fiir Reihen-
entwicklungen beziiglich trigonometrischer Funktionen bekannt, siehe Ungleichung (4.4).
Diese wird in [36] auf Reihenentwicklungen beziiglich einer Familie orthogonaler Poly-
nome iibertragen. In [36] untersuchen die Autoren das Verhalten der abgeschnittenen,
gefilterten Legendre-Reihe fiir den Fall, dass die zugrundeliegende Funktion u genau eine
Sprungunstetigkeit aufweist. Jedoch sind der Satz und sein Beweis in der dort gegebe-
nen Form nicht korrekt. Indem wir weitere Bedingungen an die Filterfunktion o stellen,
korrigieren wir die Aussage. Abschliefsend analysieren wir diese neuen Bedingungen und
erlautern, warum der verwendete Ansatz nur bei Verwendung der Legendre-Polynome
funktioniert.

Wir folgen der Notation und dem Aufbau der Arbeit [36]. In [36] werden Formeln und
Darstellungen fiir die Legendre-Polynome gezeigt, wir hingegen beweisen soweit mdglich
den allgemeinen Fall der Jacobi-Polynome. Im spéteren Verlauf beschréinken wir uns auf
die Gegenbauer-Polynome, um am Ende ausschlieklich den Legendre-Fall zu betrachten.
Soweit nicht anders vorausgesetzt, wird eine hinreichend glatte, skalare Funktion u in
eine Fourier-Reihe entwickelt. Fiir die Filterfunktion o gelte die Defintion aus [36] bzw.
Definition 4.2 mit der Glattheitsbedingung (4.2) und o € C?[(0, 1]).

4.2.1 Darstellung und Eigenschaften der Jacobi-Polynome

Elementare Eigenschaften der Jacobi-Polynome wurden bereits in Kapitel 3 wieder-
holt. Dabei beinhaltet Lemma 3.3, dass die Jacobi-Polynome Losungen eines singuldren
Sturm-Liouville-Problems sind. Sie erfiillen die Eigenwertgleichung

i _No+l B 1dP7?’5(x) _ ERY 8 pa.s
St T - a8 ) 2 PR ),
— LP,?”B(QC) = —)\nw(x)P,?’ﬁ(x),

mit dem Differentialoperator L, der Gewichtsfunkion w(z) = (1 — 2)*(1 + x)” und dem
Eigenwert A, = n(n+a+p+1). Der Sturm-Liouville-Operator L, := ﬁ[z reduziert
das Problem auf

L,PP(z) = =\, P> (x).
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Der Differentialoperator L, ist selbstadjungiert und mit ihm kann man fiir die Fourier-
Koeffizienten einer Funktion zeigen, dass

1 1 —1
u= o o (U, PV?HB>L2 —1,1lw) — — (U, <—) LwPS’B)
(Pn 767 PTL 76)1?([—1,1}@) ( be) Tn An L2([~1,1],w)

-

=Yn
-1 Kursi 1
— o, rekursiv —
- ’Yn)\n (quvpn )L2([—1,1],w) - = (_1) )\% Y

(L&, PP)a(-1,1)0)

gilt. Untersucht wird die abgeschnittene, gefilterte Fourier-Reihe der Jacobi-Polynome

Fnun(z ia( >unPO‘B( ), mit un:—/ (5) PP (s)ds.

n=0

Verwendet man die Darstellung iiber die Fourier-Koeffizienten, so gilt

1

Fyuy(z) = /w(s)u(s)KR,(x,s)ds,

1 n
it Ki(@,s) =D —o (1) P ()P (@),
mit k(e = 32 o () PGP @)
Man definiert eine Folge durch

LK (2, 5) = Ki(z,s), VI=0,1,2,.

cey

wobei die K (x,s) die Darstellung

N !
1\! Pos(s) Pt
Kfv(w,s):ZU(%> (—)\—> w(9) P (x), Vi=0,1,2,...,

Tn

besitzen. Im weiteren Teil dieses Kapitels wird eine Funktion u betrachtet, die genau
eine Sprungunstetigkeit in einem Punkt x = ¢ mit ¢ € (—1,1) aufweist. Ansonsten ist u
hinreichend glatt. Fiir die gefilterte Fourier-Summe Fyuy(x) erhalten wir

C

1 1
Fyun(z) = /w(s)un(s)K]OV(x,s)ds = /w(s)u(s)LwK}V(w,s)ds—i—/w(s)u(s)LwK}v(a:, s)ds.
-1

-1 ot
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Betrachtet man nun nur das linke Integral, so gilt mit zweimaliger partieller Integration:

c Cc

/ w(s)u(s) Lo KL (2, 5)ds = / u(s) <§ [(1 _ (14 s)5+1§8K}V(x,s)D ds

-1 -1

1
=u(c™)(1 —e)*TH 1 + C)BH%K}V(ZL’, s) . - / <§8u(s)) (1—s)H 1+ S)B”LlaK]\éix’ S)ds
51

9 N du(s)\ 0K (x,
=u(c7)(1 —e)*TH1 + c)'BH%K}V(aj, s) . - / ((1 —5)2(1 4 )51 228)) ]\égz S)ds
21
=u(c™)(1 —e)*TH(1 + c)ﬁHiK}V(m, s) - [(1 — ) (1 4 )P <888u(c)>} K (z,c)
T 0 a+1 B+1 9 ] 1
+ / 95 (1=95)*""(1+s) %u(s) Ky (z,s)ds.
—1 -
Mit Hilfe des Sturm-Liouville-Operators folgt
[0 wiigg 4 i 2 1 | 1
55 (1—=5)*"(1+s) %u(s) Ky(z,s)ds = | w(s)Lyu(s)Ky(z,s)ds.
—1 -1

Analoges gilt fiir

S=cC

1
/w(s)u(s)LwK}V(x, s)ds = —u(c)(1 — c)* (1 + c)ﬁﬂaiK}v(:c, s)
1
+ {(1 —chyetl(1 4 st (iu(c*))] KN (z,¢) + /w(x)(qu(s)K}V(m, s)ds.

Fasst man beides zusammen, so erhélt man

Fxu() = (1= 0" (140" (u(e”) —u(c) & Kh(a,s)

+ ((1 — o)1+ c)ﬁH) % [u(c™) — u(c)] KX (z,¢) +

|
»—l\,_.
&
—~
NG
~
€
<
—~
»
S~—
2
—~
s
NG
[oB
»
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Durch mehrfache Anwendung dieser Rechenoperationen gelangt man zu der Formel

—

q—

0

Fyuy(z) =Y (1 —¢)* (1 +¢)™ [quu(c_) - LLu(cJ“)} %Kﬁl(a:, s)
Y- P (L) — ()] K5 o) 4

—=
o

+ [ w(s)Liu(s) K (x,s)ds.

—

-1

Als néchstes beweisen wir ein Resultat beziiglich des Approximationsverhaltens der ab-
geschnittenen, gefilterten Jacobi-Reihe. Dabei ist w hinreichend glatt. Ein vergleichbares
Ergebnis wurde bereits fiir die APK-Polynome gezeigt, vergleiche Satz 4.4.

Satz 4.7. Seiu € H*([-1,1],w) und der Filter o(n) € C?(]0,00)) mit den Eigen-
schaften

c(0) =1,
o(n)=4oc(n) =0, fiirn > 1,
cD(0)=0, firl=1,...,2¢—1,

gegeben. Weiterhin sei 6 = max{«, f} fir o, 8 € Ny und 4g —2 — 20 > 0. Dann gilt:

lu(z) — Fyuy| < N2 [ LEul|r2(-11)0)-

Beweis. Sei u(x) gegeben mit
1 (o]
u(z) = /w(s)u(s)Go(x, s)ds, G%x,s) = Z in’ﬁ(s)PS’ﬁ(x).

el n=0 In

Weiterhin definieren wir mit dem Differentialoperator L, die Folge
LG =G 1=0,1,2,...,

mit u(z) € H?([-1,1],w). Die G'(x, s) besitzen die Darstellung

G'(z,s) = i (_—l)l Pai(s) P (x)

An Tn

n=0
Mit Gleichung (4.14) und partieller Integration folgt:

1

u(z) — Fyuy(x) = /w(s)Lgu(s) [GY(x,s) — K3(x,s)]ds. (4.15)

-1
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Aus der Definition von G? und K4 folgt:

lu(z) — Fyuy(z)] < /SN(x,s)LZ,u(s)w(s)ds + /RN(x,s)Lgu(s)w(s)ds :

mit
N , » y
Sy(z,s) = HZ:O [1 — 0 (Nﬂ <_)\in) PoB( 320 (s)
und
Rny(z,s) = an::H <_in)q Pgﬁ(xﬁ)yfgﬁ@)

Mit Hilfe der Schwarz’schen Ungleichung gilt fiir Ry die Ungleichung

N =

/1 R (x, s)Lou(s)w(s)ds| < /1 w(s) (R (x, s))2ds 7 /1 w(s)(Leu(s))2ds 5

Analoges folgt fiir Sy. Wir untersuchen

1

2
RN (2, 3)||i2([71,1],w) :/ ( Z )\q Pfﬁ Pa’B( )) ds.

1 n=N+1

Das Produkt zweier Jacobi-Polynome unterschiedlichen Grades im Skalarprodukt ist
aufgrund der Orthogonalitatsbeziehung gleich Null und verschwindet aus der Rechnung.
Man schétzt die Jacobi-Polynome der Variablen x mit (3.5) ab. Es ist

1

[|Rn(z, S)H%Z([—l,l},w) = /w(s) ( Z )\2572 (Pr?’ﬁ(fc))z (Pf’ﬁ(s)f) ds

] n=N+1
= Y s (P [ ule) (e s
n=N+1"" In

-1

1
35 o 1 (n+d) PPN
<Y () [y

n=N-+1
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Es ist § = max{a,f} mit a,f € Ny. Sei @« > [ (analoges fiir § > «), dann gilt mit
Lemma 3.2

1 n!F(n+a+5+1)(2n+a+ﬁ+1)<n+5)2

R <
P n:zN:H n2n+a+pB+1)2 Dn+a+ ) (n+ B+ 1)20+5+1

n

o0

1 nl(n+a+ B)((n+a)!)?
3 o ( BN ")

= n+a+ 8+1)%21 (n+ a)l(n+ B)1208(nlal)?

n=N+1
oo

1 Z = 1 I'n+a+pF+1)(n+a)

= — =: Ro.
2050(al)2 £t m¥(nta+f+1)% Tn+B+1) ol ’

Fiir a > 1 schétzt man die hinteren Faktoren wie folgt ab:

C(n+a+p+1) @9 e | )
Tn+p+1) (n+B+Da=][(n+8+0) < (n+B8+0a),

(n Z!a)! = H(n +1) < (n+ o).

Fiir o = 0 sind die beiden Faktoren gleich Eins. Man erhalt

[e.e]

1 1
Ro < ————— o o
S G 2w rar prE At e)inTa)

< ey > :
= 208 (al)? n2(n+a+ [+ 1)2-1-2

n=N+1
Cs - 1 A 4
s - —4q+2a+2
< 2045 ()2 Z niq—2a-1 <COIN )
n=N+1

mit den Konstanten C. und ?’1 € R*. Fiir 8 > « erhalt man eine analoge Abschatzung
mit HRN(:U7 5)“%}([71,1],0.:) < OQN_4q+25+2'

Fiir ||Sy (2, 5)|[E2 (1.1 81l

N 2q a,B 2
: B 12 (1) [Pof(a)
[ENC (Z - ()] (%) ) s
NIPY @) (1N 1 & LY 2
SM - _Z[l_“<_>] An —. 5.
N AN N N AN
Unter Verwendung des bereits Gezeigten erhélt man

e (Ao () () ) =

n=0
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Es gilt

n\2 _nn+a+p+1) = m\2
) < < —
(N) —N(N+a+6+1)—C<N) ’
und damit folgt

sz (LS ()P (2)™))
= N &~ N/I AN

Bei der Klammer handelt es sich um eine Riemann’sche Summe fiir N — oo. Sie kon-
vergiert fiir N — oo gegen das Integral

[ = oty

mit 7 := %. Durch Taylor-Entwicklung der Funktion o im Nullpunkt und mit Hilfe der
Filtereigenschaften folgt, dass das Integral

(= ot nan < oo

beschrankt ist. Es gilt
1Sn (2, $)|[F 21 1) < CalN 1220,

und somit folgt R
u(z) — Fyun ()| < CN 72| Lul| 2 (21.1)w),

mit einer Konstanten C' € R¥. 0

BEMERKUNG. Im Beweis wurde die Konstante C. verwendet ohne dabei nidher auf sie
einzugehen. C. héngt von der Grofe 2¢ — 26 — 1 ab und ob dieser Wert grofer oder
kleiner Null ist, vergleiche dazu den Beweis von Satz 4.4.

Der Satz 4.7 beinhalten das Theorem 4.1 aus [36, S.1438|. In [36] wird ausschlieflich der
Legendre-Fall analysiert.

Das néchste Lemma enthilt eine Reihendarstellung der Jacobi-Polynome im Nullpunkt.
Zusatzlich zu unserer Grundvoraussetzung o € Ny schrianken wir uns auf den ultrasphé-
rischen Fall ein, das heifst, es gilt o = S.

Lemma 4.8. FEs seim € N und a € Ng. Dann g¢ilt

' (—1)™(2m+a+1)a (i &qm;q> ’ fiirm < a,
[eNe Mo =0
P2m (0) = I

. (4.16)
Yom (=)™ > a;mz"1, firm > a,
q=0
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dabei sind a, und a, nicht von m abhdngig.
Fiir ein Polynom ungeraden Grades gilt

1
— P (0) = 0.
Y2m+1 2m+1( )

Beweis. Aus |73, Theorem 4.1, S.59] erhdlt man die beiden Formeln:

Pyc(x) = (_Umggimjaa:l)l) (2(: j: B P (1 — 242), (4.17)
Py (@) = (—1)”“?&”1:@&:1)2) (2(213 P2A(1 — 22). (4.18)

Es gilt Pi*%)(0) = 0 fiir alle a € Ny. Dies gilt sogar fiir alle —1 < a € R.
Man benutzt Formel (4.17) mit Gleichung (8.3) und erhélt

r
r

2m+a+1) (m+1

a0 o m )
)
)

P (1)
_ ml 2m+a+1) (m+1
=) s DI(2m + 1
CTem+a+)Im+1) (3), ol
T I(m+a+DI2m+1) (a+ %)mCQm (0),

—| =< |

(=)™ P (1)

wobei die C;;r 2 ultrasphérische Polynome? sind. Mit Gleichung (8.6) fiir C’;:l 2(0) gilt

woqy L@m+a+Dl(m+1) (5), WLla+s+m)
Far(0) T(m+a+DIm+1) (a+ ;)m(_” m!T (o + 1)
(3.9) r@em+a+ DI'(m+ 1) T(m+ 3)D(a+ 3)T(5 +a+m)

Gk

I(m+a+1)I2m+1) D3 (a+ 2 +m)mD(a+ 1)
L@m+ o+ 1)I(m+ 3)
FG)(a+m+1)I(2m+1)

—(-1)"
Mit der bekannten Identitét fiir die Gammafunktion I'(m + ) = = 4m\/_ vm € Ny,

vergleiche Anhang, folgt

2m)IT(2m+ a+1)
22mmIl(a+m+ 1DI'(2m + 1)

P (0) = (=)™ (4.19)

3Die ultrasphirischen Polynome oder auch Gegenbauer-Polynome sind ein Spezialfall der Jacobi-
Polynome. Im Anhang 8 findet man die Definition und einige ihrer elementaren Eigenschaften auf-
gelistet.
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Mit Lemma 3.2 fiir 7, erhélt man insgesamt

Py (0) — (—1)m 2m)IT(2m + a + 1) 1
Yom 22mmIl (o +m + 1I(2m + 1) yom
(4m + 2a+ 1) (2m)! L(2m + 2a + 1)

— (—1)™
(=1) 220+ 14+2m m! T2m+a+ 1)I'(m+a+1)
(dm+2a+1)2m)! 2m+a+1),2m+ a+1)

92a+f1t2m m L2m+ a+ 1)m!(m),

_(=)mmtat+1)y 1 dmA+ 14 2a(2m)!

= o 92a+1 92m mlm)!
A

Fiir o = 0 hétten wir genau den Legendre-Fall aus [36, S.1441|) nachgewiesen. Mit Hilfe
der Stirling-Formel

1 1
F(n+1)=n!=V2mnn"e ™ (14— -
(n+1)=n mnn"e <+12n+288n2+0(n ))

und einem analogen Vorgehen zu [36, S.1441] fiir den Teil A erhélt man

Yom me,

Po90)  (=1)™2m +a+ 1), ( > q> |

Somit ist der erste Teil der Formel (4.16) gezeigt.

Wir untersuchen jetzt noch den Faktor @W;nﬂ unter der Voraussetzung m > a. Es
gilt
2 ) a .
(2m+a+1)a_i131(m+a+l)_2a1—[(1+a+z) m m
m e . N om Jm+1  mHa—1
@ m+1—1 i=1
flmsio

Mit Lemma 8.4 aus dem Anhang kann jeder Faktor mT)\a mit A\, = 1,2,...,a—1 durch

eine unendlichen Reihe ) l;p, AP dargestellt werden. Jede Reihe konvergiert absolut
p=0
und mittels Cauchy-Produkt kann man alle Reihen in eine absolut konvergente Reihe

der Cestalt 3 b,m P zusammenfassen, das bedeutet:

p=0
a—1 m 00
” = 5 b,m™".
m
Aa=1 + a p=0
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Berechnet man das Cauchy-Produkt dieser absolut konvergenten Reihe mit der Reihe

(Z &qméq), ergibt sich

q=0
PQ(E:Q)(O) moo - Oé—|-2 - 7 4 - 3 l*q
T = (—1) 2 H 1 + om prm Z&me

i=1

mit ¢, = Zba

Die Faktoren 2 [] (1 + "2‘—'1;2) bewirken nur eine Verdnderung in den Koeffizienten der
i=1

Reihe, nicht jedoch im Konvergenzverhalten. Durch Umsortierung erhéalt man

LPO‘O‘ = Za m21,

Yom

4.2.2 Approximationsverhalten bei einer Unstetigkeitsstelle

Als néchstes kommen wir zum wichtigsten Punkt der Untersuchung. Wir analysieren das
Approximationsverhalten der abgeschnittenen, gefilterten Legendre-Reihe einer Funkti-
on u, die im Inneren des Intervalls [—1, 1] genau eine Sprungunstetigkeit im Punkt x = ¢
aufweist und ansonsten hinreichend glatt ist. Mit (4.14) und (4.15) folgt

u(z )— Fyun(z)

_Z a+1 14+ c>ﬁ+1 [Lfdu(cf) _ LLU(CJF)} %GHl(x, 3) - %Kﬁl(m, 8)} .
B Z a+1 14 C)ﬁ+1% [LLMC—) _ Lfdu(ch)} [GHl(x’C) - Kﬁl(x,C)}

1
+ [ w(s) L) (67(a.5) = K, 9] ds.
]
Man muss das Verhalten von

el —shine =3 10 (7)) () FGE

n= Tn

I e R

n=N-+1 Tn
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und
» 9 R n\Y (=1 Pe(e)Pef ()
3SG(:U’S) _ &S‘KN(%S) :c_nz:; (1_U<N)) ()‘n) In
0 1 lpa,ﬁ' Paﬁ
b3 (5) FHEE - e + oo
n=N+1 " "

verstehen, um das Approximationsverhalten angeben zu kénnen. Wir untersuchen

Qk, Q%, RY\ und R% fiir den Legendre-Fall unter der Annahme, dass die Unstetigkeits-
stelle von u im Nullpunkt liegt. Somit gilt &« = = 0 und ¢ = 0. Wir betrachten das
Ganze in den Randpunkten z = +1 und beginnen unsere Untersuchung mit Q} und R}
im Punkt (z,¢) = (£1,0). Die Legendre-Polynome ungeraden Grades verschwinden im
Nullpunkt, vergleiche Lemma 4.8. Daher gilt mit 2M = N

QN(£1,0) =Y (1 . <%>> (;) P (1) Py, (0)

m=0 Tom
-1 I M m )\Qm)_l sz(O)
= — 1—0o(—
< 2M> mZ:O< <M>) (/\2M Yam
und
2 =1\ Pon(x1)P. N S W =
m=M+1 2m 2m 2M m=M+1 2M Yom

Die Legendre-Polynome nehmen in den Randpunkten die Werte P,(+1) = (£1)" an,
siche Gleichungen (3.3) und (3.4). Sei weiterhin M > 1, dann gilt fiir den Quotienten
der Eigenwerte

)\QM

<)\2_m) - — (QM)Z<2M+ 1)l _ MQZ ml Lemga&ll <m>_2li(jpm_p'
2m)(2m+ 1)t m? (m + %)l —

Mit Lemma 4.8 erhalten wir

i . L
() 2 (o Soaon) () S o)
= (1) (% - i (Z; dr_p },) ma2" (4.20)
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Mit —— ~ ﬁ und Gleichung (4.20) ergibt sich

s = () 300 (7)) (i) Bar
() S (0o G e (S )
() S e (e () ()
und

e = (1) 38 ( > (—1)%2”*%) .

r=0 m=M+1

Der Filter o besitzt die Filterordnung p > 0 und ist zudem hinreichend glatt im Null-
punkt. Man kann ¢ durch seine Taylor-Entwicklung im Nullpunkt beschreiben. Es gilt
mit 1 := 2 und wegen 0(?(0) =0 firalles =1,...,p — 1:

o)
omn) =1+ Lm)(?7)]” mit &, € [0,7].

(p)!

Unter der Voraussetzung 21 — % > p, gilt fiir jedes r € Ny, dass 2] +r — % —p > 0 ist.
Somit gilt

und die Reihe ) er ~P~7" konvergiert aufgrund der absoluten Konvergenz der Reihe
r=0

S fomz", vergleiche Gleichung (4.20).
=0

Es ergibt sich RY(£1,0) ~ O(M~?).
Fiir die Abschitzung der Q) nutzen wir die Taylor-Entwicklung des Filters o. Es ist

1 1\’ > < o) (&)
Qn(£1,0) = <‘1) M‘p;fr;<—1)mm‘

Mit einer analogen Argumentation wie zuvor folgt, dass die Reihe iiber r beschrénkt ist.
Es gilt
Qn(£1,0) ~ O(M ™)

und insgesamt fiir den Fall 2] — % >p

QN (£1,0) + Ry (£1,0)| = O(MP).
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Bevor wir den Fall 2 — 1 < p betrachten, untersuchen wir noch Q% (%1, 0) + R% (£1,0).
Wir verwenden Formel 4.5.7 aus |73, S.72]. Die Formel lautet
(@n+a+8+2)(1— x2>%pgﬂ(:¢) — o+ 1)(n+a+ B+ 1P ()
+(n+a+B+1)((2n+a+p+2)z—(a—p) PH(x).
Fiir die Legendre-Polynome o = 3 = 0 ergibt die Formel im Nullpunkt 2 = 0 angewandt:
Py 1(0) = —2m Py, (0),
und damit folgt
Py, 1(0)  (4m —1)(2m — 1)!T'(2m)(2m) Py, (0)

Yom-1 2(I'(2m))?
= —(4m — 1)mPy,(0) = —(4m?* — m) Py, (0).

Verwenden wir Gleichung (4.19) fiir Ps,,,(0) und gehen analog zum Beweis von Lemma
4.8 vor, so ergibt sich

By 1(0) (a19) 2 (2m)! —, 8
—_em— V2 (4 — —1)™ = (=1 § 374
Yom—1 ( m m)( ) 22m<m')2 ( ) hqm )

und die Koeffizienten h, sind nicht von m abhéngig.
Fiir die Quotienten der Eigenwerte gilt

()\Qm_1>_l _ (QM)Z<2M—|— 1)l B M2 ml ad <m>—21 oo B

(2m)!(2m — 1)1 m2 (m — %)l

Ao

Kombiniert man beides, erhilt man analog zum Fall der Q}, und R}, eine Darstellung

(Agm_l)—l Phuca©) _ (_yyo (7 fg fomiT,

o Yom—1

welche fiir jedes m € N absolut konvergiert.
Mit einem analogen Vorgehen wie zuvor folgt fiir 2] — % >p

QN (E1,0) + RY(£1,0)] = O(MP).

Nun sei 2] — % < p vorausgesetzt. Man betrachtet die Summe

[ oo
QL0+ Ry(10) = (1) T F
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()=o) ()™

Wenn 2/ 4+ r — % > p gilt, ist man wieder beim bereits gezeigten Fall.
Wir fordern im Weiteren fiir den Filter, dass der Ubergang im Punkt = = 1 hinreichend
glatt ist. Es existiert ein ny € N mit p — 2] + % <p-—2+ g <2n <p-2l+ %, so dass

(4.21)

=0, VieNmitl<i<n;—1,

{ o(z) ] (2i-1)

gilt. Des Weiteren sei die Funktion g € C*"1([0,1]) mit n; > 2. Wir werden diese
Forderung bendtigen, um Lemma 8.5 verwenden zu kénnen. Wir betrachten fiir ein
gerades M die Summe aus Q}, + RY im Fall r = 0. Solange g € C*"1([0,1]) fir r > 0
gilt, kann analog argumentiert werden. Ansonsten nahern sich die Faktoren (%)r fiir
r > 0 schneller gegen Null an als (%)T1 fiir 11 < r. Man zieht (%)r2 aus der Summe, bis
die Voraussetzungen fiir g gelten. Den Faktor (%)T2 schitzen wir zuséatzlich elementar
ab, um ein aquivalentes Ergebnis wie im Fall » = 0 zu erhalten. Wir verwenden Lemma

8.5 und Lemma 8.6. Es ergibt sich

s S () 5 e

m=1 m=M+1
1. 1
= M2 (g(1) — g(0) — 1
M (a(1) = 9(0) ~ 1) )
ni—1 3 .
; By, . (20 — 5 + 2i) : ,
} : V22 22 g gy AT 2 T A (2i-1) (1) _ 42i-D(

+ O(M_21_2n1+%).

Wegen 2] — % < p und den Eigenschaften des Filter o gelten

1—0(1)
g(1) = Tl T 1
und
1-— "Hospita! —oP)
g(0) = lim ﬂ Hospital i 2 1(77) =0.
n—0 772[*5 n—0 7721*5*17

Dabher ist g(1) — g(0) — 1 = 0. Des Weiteren wurde

3 5 7
p—2l+§<p—2l+§<2n1<p—21+§

(& J/
-~

B
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vorausgesetzt. Somit ist M~2+2-2 durch M~ nach oben beschrinkt.
Es muss nur noch gezeigt werden, dass unter den gegebenen Voraussetzungen

. 4 [(20 — 2 + 24)
@i-y - @Dy = 2 =/
gilt.
Wir betrachten ¢®~1(0). Fiir alle m € Ny mit m < p — 21 — 1 gilt ¢"™(0) = 0 wegen
0(0) =1 und cW(0) =0 fiir alle [ = 1,...,p — 1. Aus der Leibniz-Regel folgt

(2i—1)
@i-1),\_ .2 (n) . . a(n)
g () =a 2 Tt P32
mit Konstanten cy, ..., cy; € R. Um den Wert bei 7 = 0 zu erhalten, analysieren wir jeden
einzelnen Summanden. Da =1 € OP=%+1([0, 1]) gilt, ist die Regel von L’Hospital nur
noch p — 2i + 1 mal anwendbar fiir alle ¢ € 1,2,...,n; — 1. Wir betrachten einen der

Terme fiir « = n; —1. Nach Voraussetzung gilt 2n; < p+%—2l <— 2l— % —p+2n;—3 <0
und es ergibt sich

. o(2m=3) (77> L’Hospital ;. . o® (7])
lim ¢ T = liméa——F—"7F—=0,
n—0 7]25—5 n—0 7725—5—1%"-2711—3
Fiir den Summanden
. o(n)  L'Hospital |, . o®(n)
limcop, 9o———— = liméyy o——7— =
n—0 772l—§+27l1 n—0 n2l—§+21—p

und alle weiteren erhélt man das gleiche Ergebnis.
Fiir p > 20 — 1 gilt daher ¢®~D(0) =0 fir allei =1,...,n; — 1.

Induktiv folgt
d21‘—17]—2l+§

dnp—1

I'(20 — 3 + 20)
r2l—3)

n=1

Durch Verwendung von ¢~ (1) = 0 fiir alle i = 1,...,n; — 1 und der Leibniz-Regel
der Differentiation von Produkten ergibt sich

; 1
dzz—lg(n)n—%—l— 5
dn2i—1

=0, Yi=1,--,n —1.

n=1

Wir haben gezeigt, dass in Gleichung (4.22), sowohl der erste Summand sowie die kom-
plette Summe den Wert Null besitzt. Insgesamt erhalten wir

QN (F1,0) + Ry (£1,0)] = O(MP).
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Studieren wir das Verhalten von Q% + R%. Dabei wurde bereits der Fall 21 — 2 > p

2
analysiert. Gelte jetzt 21 — % < p. Es ergibt sich

(o) i = () St

Aam Y2m—1 —0

und damit

r=0
M m 00
3 3
. [M—QZ—T+2 Z(_l)mg (M) 4 Z (_1)mm—2l—’r‘+2] ’
m=1 m=M+1
wobei g(n) = %}g) ist. Wir betrachten das Ganze fiir » = 0 mit einer analogen Argu-

mentation wie im Fall Q) + R}, dabei sei g € C*"1[0, 1] mit n; > 2. Es ergibt sich

MY g (B e Y (e = D ) - gl0) - )
m=1 m=M+1

ni—1 5 .

5oy Boi ['(20 — 5 + 2i) i i —91—9ny+5

H2 MG 0 [Frg a) = 0) | o,
2

Mit Hilfe der Filtereigenschaften folgen

1—o(1)

12[—% =1

9(1) =

und

1-— ’Hospita. (p)
a(n) LHospital . 0 gn)
n—0 7721*5*17

=0.

Aufgrund den Voraussetzungen an n; ist M —2=2m+3 pach oben durch M P beschrinkt.
Fiir die Betrachtung der Faktoren g~ gehen wir analog zum Fall Q} + R} vor. Die
Leibniz-Regel ergibt

4 (2 1)( ) o(n)
(2i-1) () _ A oA Ui
g =a e N  ESREE (4.23)

und fir einen einzelnen Summanden mit ¢ =n; — 1

. 0% Y(n) LHospital ;. . a®(n)
limé——— = limé——5—-—=0,
n—0 7721—5 n—0 n2l—§+2n1—3—p

da 21 — g +2n1 —3—-2<0<=2n, <p-—2l+ % ist. 2ny wurde sogar als echt kleiner
p—2l— % vorausgesetzt. Mit einer analoger Rechnung fiir die restlichen Terme aus (4.23)
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folgt, dass g*1(0) =0 fiir alled = 1,...,n; — 1 gilt.
Induktiv folgt erneut

42—ty (20 — 3 + 2i)
1 - _ 3 )
dnp ot 2l —3)
und aufgrund der Voraussetzung ¢*=1(1) = 0 fiir alle i = 1,...,n; — 1 erhélt man

i _ 3
sz 10(77)” 2l+3
dn2i—1

=0 ‘v’zzl,,nl—l

n=1

Insgesamt ist somit
Q% (£1,0) + Ry (£1,0)] = M7

gezeigt.
Wir haben das Verhalten von Q%,, Q%, Ry und R% vollstindig erklirt. Bevor wir jetzt

analysieren, definieren wir zunéchst noch eine Grofe, welches uns ein Mafs fiir die Glatt-
heit der Funktion u liefert.

Definition 4.9. Man nennt
ko := inf{k € N : |LEu(c™) — LEu(cT)| # 0}

das Regularitdtsmaft (measure of regularity).
Weiterhin ist die gebrochene Sobolev-Norm gegeben durch

1
2

g = (11l an ooy + MelBrzager 1)

Im Fall der Legendre-Polynome ist bekanntlich die Gewichtsfunktion w(xz) = 1. Unter-
sucht man jetzt Gleichung (4.14) in den Punkten x = +1 mit einer Unstetigkeit der
Funktion v im Nullpunkt ¢ = 0, so gilt

q—

—_

(]

[L'u(07) — L'u(0T)] %Gl“(:lzl, s) — %Kﬁl(il, s)]

s=0

1T
|
- o

0

— [Lhu(07) = L'u(0%)] [G7(&1,0) - K4 (&1,0)] (424)

l

—
=)

+/Lqu(s) [GU(£1,s) — K3(£1, s)] ds.
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Ist das Regularitétsmaf ko grofer oder gleich 2¢, so sind die Summen in Gleichung (4.24)
gleich 0. Es ist somit nur noch das Verhalten von

/Lqu(s) [G9(£1,s) — K% (£1,5)] ds

-1

zu analysieren. Man spaltet es auf und verwendet Satz 4.7 der Jacobi-Polynome fiir eine
hinreichend glatte Funktion. Es gilt

/Lqu(s) [GI(£1,s) — K% (%1, s)] ds—i—/Lqu(s) (GU(£1,s) — K% (%1, s)]ds
< Oy N2,

Mit N = 2M und p = 2q folgt fiir das Approximationsverhalten
lu(£1) — Fyun(£1)| < O(M'P). (4.25)

Ist nun kg < 2¢, so existiert ein ¢;, ab dem alle Summanden in (4.24) ungleich Null sind.
Aus unserer Untersuchung von |Q} + Ry | bzw. |Q3% + R%/| weisen diese ein Verhalten von
O(M—29) auf. Fasst man sie erneut zusammen, erhilt man ein Approximationsverhalten
von O(M'~2¢) und mit 2¢q = p folgt entsprechend (4.25).

Unter Beriicksichtigung aller Voraussetzungen ergibt sich der folgende Satz aus [36].

Satz 4.10. Die Funktion u habe das Reqularititsmaf$ kg und besitzt aufischliefilich im
Punkt ¢ = 0 eine Unstetigkeitsstelle. Ansonsten sei u hinreichend glatt und N gerade.
Weiterhin sei ein Filter o(n) der Ordnung p, p > 1 gegeben mit den Zusatzbedingungen
(4.21) an den Filter sowie g(n), g(n) € C*"*([0,1]). Dann gilt die Abschitzung

Ju(1) = Fyun (£1)] < C|lfull],M*

mit einer Konstanten C' € R* und 2M = N.

BEMERKUNG. Der Satz 4.10 ist dquivalent zu dem Theorem 4.2 aus [36]. Hier stellen
die Autoren noch die abschliefsende Vermutung auf, dass man das Resultat auch fiir eine
Unstetigkeitsstelle ¢ € (—1,1) und beliebige Punkte x € [—1,1] mit  # ¢ erweitern
kénnte. Die Konstante €' sollte dann vom Betrag |x — ¢| abhédngig sein. Das wiére schliefs-
lich das dquivalente Ergebnis zu (4.4). Der Ansatz fithrt jedoch zu keinem Ergebnis, da
die Legendre-Polynome nicht translationsinvariant sind. Es verandert sich die komplet-
te Untersuchung, wenn die Unstetigkeitesstelle nicht mehr im Nullpunkt liegt. Bei der
Analyse miissten zusétzlich die Polynome ungeraden Grades mitbetrachtet werden. Nur
im Falle ¢ = 0 verschwinden nach Lemma 4.8 alle ultrasphérischen Polynome ungeraden
Grades. Demzufolge wiirde man analoge Lemmata zu 8.5 und 8.6 fiir die Darstellung
der Polynome ungeraden Grades bendtigen. Das ist auch einer der Griinde, warum eine
Ubertragung dieses Ansatzes auf allgemeine Jacobi-Polynome nicht maglich ist, da nur
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bei gleicher Parameterwahl o = 8 Polynome ungeraden Grades im Nullpunkt verschwin-
den. Versucht man den Satz 4.25 ausschliefslich auf Gegenbauer-Polynome zu erweitern,
wird man Fallunterscheidungen beziiglich des Parameters o und des Laufindexes m vor-
nehmen miissen. Die Werte der ultrasphéarischen Polynome in den Punkten x = £1 sind
nicht mehr (+1)" wie bei den Legendre-Fall, sondern sind vom Parameter o abhéingig.
Diese Tatsache hat auch direkten Einfluss auf die weitere Darstellung und fiihrt schliefs-
lich zu Problemen in Lemma 8.5 und Lemma 8.6. Man braucht analoge Resultate zu
Lemma 8.5 und Lemma 8.6, wenn zusétzliche Terme abhéangig vom Parameter « in der
Reihe enthalten sind. Man benoétigt ein besseres Verstédndnis der auftretenden unendli-
chen Reihen und der Koeffizienten.

Kommen wir nochmals auf Satz 4.10 und seinem Beweis zu sprechen. Die Autoren ma-
chen sich in [36] keinerlei Gedanken dariiber, welche Eigenschaften und Voraussetzungen
sie an den Filter o0 und an die einzelnen Funktionen stellen miissen, damit alle ihre Rech-
nungen bzw. Ausdriicke wohldefiniert sind. Sie betrachten beispielsweise die Funktion

g(n) = 1_Tf(1n)
’[7 2

mit einem Filter der Ordnung p. Fiir die Analyse des Approximationsverhaltens wenden
sie Lemma 8.5 an. Das Lemma hat allerdings als Voraussetzung g(n) € C**([0,1]). Im
Fall 2] — % < p gilt das offensichtlich nicht. Bereits fiir n = 1 mit [ = 1 und p = 2 folgt:

1—a(n) o(n) 31 —0a(n)
9(77) = 3 und 9'(77) = "3 = 2 5 .
772 772 ’]72
Fiir n — 0 gilt mit L’Hospital
<c
/ 3 (2) 3
S(1— ’Hospital |. 5
lim ¢/ () = lim — 2 (377) 5l 50(77)) Uospital | 0 (1) | 50 (;7) .
n—0 n—0 3 2 n—0 3 1 Smy
n n 57]2 Ul
~—
—0

Die Funktion ¢'(n) besitzt somit einen Pol im Nullpunkt und entspricht nicht einmal
C1([0,1]). Die Verwendung der Formel aus Lemma 8.5 ist daher nicht zuliissig. Hier
miissen die Autoren genauer vorgehen und gegebenenfalls eine zusétzliche Bedingung an
den Filter stellen, wie wir es auch getan haben.

Bei genauerer Betrachtung unserer Bedingungen fiir die Funktionen ¢(n) und g(n) kon-
nen wir feststellen, dass die Funktionen allgemein die Bedingung C?"1([0, 1]) nicht mehr
erfiillen bzw. nur dann erfiillen, wenn die Funktion ¢ glatter in Null lduft, als die Ordnung
des Filters es eigentlich verlangte. Man miisste o € C?([0,1]) mit p > p, c®D(0) = 0
und ¢®~Y(1) = 0 fordern. Dies ist allerdings gleichbedeutend damit, dass der Filter o
die Ordnung p nach Definition 4.2 hat. Das Approximationsverhalten ist allerdings nur
O(M'?). Dieser Ansatz liefert also ebenfalls kein dquivalentes Ergebnis zu (4.4). Eine
Losung fiir das Problem kénnte die Untersuchung von Q} + Ry bzw. Q% + R% fiir
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den Fall sein, indem ¢ bzw. g nicht mehr Element von C*"1([0, 1]) sind. Betrachten wir
g1(n) = =2 it 21 = p. Dann gilt g; & C2(]0,1]) mit ny > 2. Wir entwickeln in QY

1
21—p—1
NPT

und in R}, den Filter o(n) in seine Taylor-Reihe im Nullpunkt und erhalten:
'S 7o |5 ED70 P En)
1 . — m
QL0 = (1) L i [} R
1 - 1
1 _ m —p—rtd
Ry(£1,0) = (Z) E_ fr 5 (=1)"m Pz,

Fassen wir das zusammen, ergibt sich die Abschétzung

QY (£1,0) + Ry (£1,0)] = O(M~#+2).

Man betrachtet analog die Fille fiir g, & C*"1([0,1]) und es ergibt sich allgemein ein
schlechteres Approximiationsresultat als das Resultat des Satz 4.10. Welches Approxima-
tionsverhalten man schliefslich erhélt, hingt von der Funktion u, dem Regularitatsmals
ko, dem Filter o und seiner Ordnung p ab. Man bendtigt eine genauere Analyse, um
das tatsdchliche Approximiationsverhalten anzugeben, das geht aber {iber den Rahmen
dieser Arbeit hinaus.



5 Diskrete orthogonale Polynome

In den vorherigen Kapiteln haben wir uns ausschliefslich mit klassischen orthogonalen
Polynomen einer bzw. zweier Variablen beschéftigt, neue Approximationsresultate be-
wiesen und ihre Anwendung bei spektralen Verfahren erlautert. Neben den klassischen
orthogonalen Polynomen sind die diskreten orthogonalen Polynome ein weiterer Teil der
allgemeinen Theorie orthogonaler Polynome. Wir definieren die Hahn-Polynome als Bei-
spiel diskreter orthogonaler Polynome, wiederholen einige grundlegende Eigenschaften
der Hahn-Polynome und zeigen ihren Zusammenhang mit den Jacobi-Polynomen. Wir
beweisen anschliefend spektrale Konvergenz fiir die Fourier-Koeflizienten einer Funkti-
on u € C*, die beziiglich der Hahn-Polynome in eine Fourier-Reihe entwickelt wurde.
Bei Verwendung der Hahn-Polynome in einem spektralen Verfahren kann es zu Proble-
men kommen, die ihren Ursprung nicht im Gibbs’schen Phénomen, sondern im Runge-
Phénomen haben. Wir diskutieren einen Ansatz, das Runge-Phénomen zu vermeiden,
indem man diskrete orthogonale Polynome auf nicht gleichverteilten Gittern verwen-
det. Zum Abschluss geben wir noch einen Ausblick auf die zweidimensionalen Hahn-
Polynome, die ihre Orthogonalitéitsbeziehung auf einem Dreiecksgitter erfiillen.

Wir verwenden die heutigen Standardnotationen und Definitionen, wie man sie in dem
Artikel [3] und allen neueren Lehrbiichern [45] und [62] findet. Es sei weiterhin auf den
Klassiker [59] verwiesen, der eine hervorragende Einfiihrung in die Theorie diskreter
orthogonaler Polynome liefert.

5.1 Hahn-Polynome

Diskrete orthogonale Polynome besitzen in unterschiedlichen Teilbereichen der Mathe-
matik, wie etwa in der Biomathematik [42] und der Wahrscheinlichkeitstheorie [59], eine
Anwendung. Auch numerische Verfahren fiir partielle Differentialgleichungen verwen-
den diskrete orthogonale Polynome. In [25] werden sie als Alternative zur Gegenbauer-
Rekonstuktion [31] untersucht und verwendet. In [26] benutzen die Autoren diskrete or-
thogonale Polynome in einem numerischen Verfahren zur Berechnung der Losung w. Die
Verwendung diskreter orthogonaler Polynome in einem spektralen Verfahren kann durch
den Projektionsansatz! motiviert werden. Bei der Berechnung der Fourier-Koeffizienten
f bzw. @ wird stets ein Integral der Form (2.13) ausgewertet. Dies erfolgt in der Praxis
mit Hilfe eines Quadraturverfahrens. Wenn man allerdings anstelle des Integrals eine

Wergleiche hierzu Kapitel 2: Berechnung der Koeffizienten.
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Summe als Innenprodukt hat, wiirde man bei der Berechnung der Koeffizienten keinen
numerischen Fehler machen. Das ist nur ein Grund, warum man die Verwendung von
diskreten orthogonalen Polynomen in einem spektralen Verfahren in Betracht ziehen
sollte. Dieser Abschnitt soll entsprechend eine erste Grundlage fiir weitere Forschungs-
tatigkeiten in diese Richtung schaffen. Wir beschréanken uns auf die Hahn-Polynome,
wiederholen einige elementare Eigenschaften und stellen ihren Zusammenhang mit den
Jacobi-Polynomen dar.

5.1.1 Definition und Eigenschaften

Hahn entdeckte 1949 orthogonale Polynome als Losungen von g¢-Differenzengleichungen
[33]. Diese Familien orthogonaler Polynome fasst man heute unter den Namen Hahn-
Klasse zusammen und die Hahn-Polynome sind ein Spezialfall. Jedoch war Hahn nicht
der Erste, der mit dieser Polynomfamilie arbeitete. Bereits Chebyshev beschéftigte sich
mit den Hahn-Polynomen [10] und konnte elementare Eigenschaften wie die Rodriguez-
Formel zeigen. Wir beginnen mit der Definition der Hahn-Polynome aus [45].

Definition 5.1. Seien N € N, —1 < o, € R | das Intervall I = [0, N] und die
(N + 1)-dquidistante Punkteverteilung im Intervall I gegeben. Die Hahn-Polynome
sind im Intervall I durch die hypergeometrische Funktion

Qn(m;aaﬁaj\m ::3F2(—n,n—|—04+ﬁ+1,—:6;04—1—1,—]\7;1)
mit n =0, 1, ..., N definiert?.

Nachfolgend zéhlen wir einige elementare Eigenschaften der Hahn-Polynome auf, die wir
im weiteren Verlauf noch benétigen. Man findet sie in der Literatur [3], [45] und den
Referenzen dort. Nachfolgend verwenden wir @, (x) := Q,(z; «, 8, N).

e Seien o > —1 und > —1, so erfiillen die Hahn-Polynome die Orthogonalitétsbe-
ziehung

< O () O xi@" <a+x)(B+N—x>

(5.1)
DMt at B (B4 Danl
2n+a+ B+ 1)(a+1),(=N), N ™"
fiir alle m, n € Ny mit m,n < N.
e Die Rekursionsformel lautet

2Die Orthogonalitiitsbeziehung wird auch erfiillt von o < —N, 8 < —N, siehe dazu [45].



5.1 Hahn-Polynome 111

mit
_(nta+B+1)(n+a+1)(N—n)
" nta+B+)2n+a+pB+2)]
nn+a+p+N+1)(n+p)

"o (@nta+p)ntat 1)

e Die Hahn-Polynome erfiillen die Differenzengleichung

/\nQn(x) = B(I)Qn(l‘ +1) - [B(I) + D(x)}Qn(x) + D(x)Qn(x —1) (5‘?’)
mit Eigenwert A\, = n(n+ o+ 4 1) und

B(@) = (s +a+ 1)z - N),
D(z)=xz(x—p—N—1).

Der Unterschied in der Definition und Notation der Hahn-Polynome zwischen dem hier
verwendeten Ansatz und denen in der élteren Literatur [59] genutzten, erkennt man am
einfachsten an der Definition der hypergeometrischen Funktion. In [59] sind die Hahn-
Polynome gegeben durch

—1)"
P (w, N) = %<N—n)n(5+1)n sy (-nonta+ f+1 -2 f+1,1-Ni1).

Sie erfiillen die Orthogonalitatsbeziehung fiir das Skalarprodukt

N-1
hieP (@, N (@, N)o(x) = 0,

=0
mit n # m und der Gewichtsfunktion

I'N+a—x)I'(f+1+x)
I(z+ 1IN —x) '

o(z) =

Betrachtet man die Gewichtsfunktion aus (5.1), so gilt

(@+1)(B4+1)Nee la+1+z)0(B+1+N —2x)
z!/(N — x)! ST+ 1DI(N+1—2)D(a+1DI(B+1)

w(z) =

Vergleicht man die Skalarprodukte und die Definitionen der Hahn-Polynome, so werden
folgende Unterschiede deutlich:

e Im Skalarprodukt (5.1) summiert man (N + 1) Terme auf. In der &dlteren Ver-
sion werden nur N Terme im Skalarprodukt summiert. Dies spielt auch bei den
Gewichtsfunktionen w(z) und p(x) eine Rolle.

e Die Gewichtsfunktion w(z) beinhaltet zusitzlich den Faktor (I'(ew 4+ 1)I'(6 + 1))
fiir eine veranderte Normierung.
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e Die Parameter o und 3 sind in R (x, N) und Q,(z;a, B, N) vertauscht.

All diese Faktoren haben Auswirkungen auf die Darstellung und Normierung der Hahn-
Polynome. Im néchsten Beispiel findet man sowohl @, (x) als auch P )(a:, N) fiir eine
gegebene Parameterwahl.

BEISPIEL 5.2. Fir N = 20, a = f = 0 und Schrittweite h = 1 berechnen wir die
diskreten orthogonalen Polynome Q,(z) und h(®%(x, N) bis Grad 2. Man nennt die
Hahn-Polynome bei dieser Parameterwahl diskrete Chebyshev-Polynome. Sie sind
das diskrete Gegenstiick der Legendre-Polynome. Aufgrund unserer Beobachtung berech-
nen wir zusitzlich 2% (z,21), um es mit den Polynomen Q,(z;0,0,20) zu vergleichen.
In nachfolgender Tabelle 5.1 sind alle drei Polynome mittels Mathematica berechnet
worden.

n|  Qu) | a%(@,20) | AYO(x,21)

0 1 1 1

1 —5 + 1 20 — 19 2 — 20

2 | qsa? — Sw+1 | 627 — 1142 4 342 | 627 — 1202 + 160

Tabelle 5.1: Diskrete Chebyshev-Polynome

Kommen wir zum Zusammenhang der Hahn-Polynome mit den Jacobi-Polynomen.

Satz 5.3. Fiir die Hahn-Polynome gilt folgende Grenzwertbeziehung:

PP (1 - 2z)

lim Q,(zN;a,8,N) =
N—oo ( ) Pr(ba’ﬁ)(l)
mit z € [0, 1].

Beweis. Wir verwenden die Darstellung der Hahn-Polynome mittels der hypergeometri-
schen Funktion aus Definition 5.1.

lim Q,(zN;a,B,N) = lim 3Fy (—n,n+a++1,—Nz;a+1,—N;1)
N—o0 N—o0

. = (=n)iln+a+ B+1),(—zN);
_Nhi%o; (@ + 1)i(=N);i!

Fiir ¢ > n ist (—n); = 0. Die Reihe ist fiir jedes = € [0, 1] absolut konvergent und man
kann Grenzwert und Summation vertauschen. Wir betrachten nur noch die Summanden,
die von N abhéngig sind. Mit der Grenzwertuntersuchung

i

(—xN)Z-_l_ : —xN—i—k—l:I

I - e
N ST =X & S
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folgt

i (—n)i(n +a+ B+ 1);2°

=P (-n,n+a+ B+ 1La+ 1)
=0

(")

= (n+a) oFi(—n,n+a+p+1a+1;z) =
dabei nutzen wir beim letzten Gleichheitszeichen die Definition der Jacobi-Polynome 3.1
mittels der hypergeometrischen Funktion und ihren Wert bei Eins (3.3).

PP (1 = 22)
PP (1)

3

]

Nicht nur die Jacobi-Polynome sind Grenzwerte der Hahn-Polynome. Auch fiir die
Meixner- und Krawtchok-Polynome findet man dhnliche Grenzwertprozesse. Eine Ein-
ordnung der Hahn-Polynome und weiterer orthogonaler Polynome (diskreter und konti-
nuierlicher) findet man im Askey-Schema 8.1.

5.1.2 Spektrale Konvergenz der Hahn-Polynome

Diskrete orthogonale Polynome kénnen zur Nachbearbeitung einer numerischen Lo-
sung u verwendet werden, vergleiche [25] und [27]. Die Verwendung diskreter ortho-
gonaler Polynome stellt eine Alternative zur Gegenbauer-Rekonstruktion [31] dar. Bei
der Gegenbauer-Rekonstruktion handelt es sich um ein Verfahren zur Reduktion des
Gibbs’schen Phanomens. Die numerisch berechnete Losung u einer partiellen Differenti-
algleichung wird in eine Fourier-Reihe beziiglich der Gegenbauer-Polynome entwickelt.
Als neue Losung v der Differentialgleichung verwendet man eine Partialsumme der
Gegenbauer-Reihe. Unter gewissen Voraussetzungen, auf die wir nicht néher eingehen
werden, kann man durch die Entwicklung der Losung u in Gegenbauer-Polynome das
in u auftretende Gibbs’sche Phdnomen reduzieren bzw. bestenfalls entfernen, vergleiche
[31]. In den Arbeiten [25] und [27] wird gezeigt, dass man die Rekonstruktion der Lo-
sung v unter bestimmten Annahmen nochmals verbessern kann, falls man anstelle der
ultrasphérischen Polynome diskrete orthogonale Polynome benutzt. Wir untersuchen
das allgemeine Approximationsverhalten der abgeschnittenen Fourier-Reihe der Hahn-
Polynome. Wir betrachten eine Funktion u : I — R, die auf einem kompakten Intervall
I = [a,b] mit a,b € R definiert ist, und approximieren die Funktion « mit ihrer abge-
schnittenen Hahn-Reihe

mit m < N. Die Q,(z) sind die Hahn-Polynome, die durch eine Transformation auf das
Intervall I = [a, b] verschoben wurden. Wir weisen spektrale Konvergenz nach, was nach
Kapitel 3 bedeutet, dass fiir eine Funktion v € C*°(I) die Koeflizienten |, | schneller
gegen Null konvergieren als jede Potenz n~" fiir £ € N. Es ist zu beachten, dass die
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Hahn-Polynome nur bis zum Grad N definiert sind. Daher kénnen die Koeffizienten
i, bis maximal n = N berechnet werden. Fiir n > N setzen wir die Koeflizienten 4,
gleich Null. Das Abklingverhalten von |u,| fir n < N mit einem festen N ist daher
entscheidend.

Die klassischen orthogonalen Polynome einer Variablen sind Losung eines singuldren
Sturm-Liouville-Problems und somit Eigenfunktionen eines selbstadjungierten Differen-
tialoperators. Die Selbstadjungiertheit war eine wichtige Eigenschaft bei dem Nachweis
der spektralen Konvergenz der Fourier-Koeffizienten, vergleiche Kapitel 3.1. Die Hahn-
Polynome erfiillen nur eine Differenzengleichung (5.3) zweiter Ordnung.

Mit Hilfe der Vorwarts- und Riickwértsdifferenzenoperatoren

Af(x) = flz+1) = f(x),
Vi) = flz) = flz = 1),

und ihren Identitaten

Af(z) =V f(z+1), (5.4)
Alf(2)g(x)] = f(2)Ag(x) + g(z + 1)Af(2), (5.5)
Vif(@)g(@)] = flz = 1)Vg(z) + g(x)V f(z), (5.6)
fiir die Schrittweite 1 kann man (5.3) in selbstadjungierter Form schreiben
A= D(a)eo() T Qu(x)] + n(2)(2)@u(x) =0, (57)

mit der Gewichtsfunktion

()= — Dot1+a0E+1+N —2)
T T DIV L —o)T(a + DI(B+ 1)

Diese erhélt man durch die folgende Umformung;:
Aus (5.3) folgt die Darstellung

—D(z)AVQ,(z) + [D(x) — B(x)]AQu(x) + A\, Q(z) = 0.
Multipliziert man die Gleichung mit w(x) und nutzt die Identitét (5.4), so gilt

—D(2)w(x)AVQy(x) + [D(2) — B(2)|w(2) AQn(2) + Anw(2)@n(2) = 0
= —D(@)w(z)AVQn(z) + VQn(z + 1)[D(x) — B(x)|w(x) + Anw(x)@n(z) = 0.

Weiterhin verifiziert man
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Es gilt fiir den Term w(N + 1) = 0. Berechnet man den Term w(:C(Jr)l), so erhdlt man

wx+1) T'(N+1+8-—z—-1)(a+l+2)(n+1—2)

wir)  (@+D)I(N+1+B8—2)[(N+1—2—1)
(a+142)(N+1-2-1)  B(x)
- @+ D)(N+B8-a - D(x+1)

Damit ist Gleichung (5.8) gezeigt und es ergibt sich

—D(2)w(z)AVQ,(z) + VQ,(z + 1)[D(z) — B(x)|w(x) + \w(x)Q 0
= —D(2)w(z)AVQn(z) + VQn(z + 1A [-D(z)w(2)] + Anw(z)Qn(z) = 0
( 0

B A D(2)w(2) VO ()] + Aw(2) Q)

Die selbstadjungierte Form der Differenzengleichung verwenden wir im Beweis der spek-
tralen Konvergenz. Wir schranken uns allerdings beziiglich des Definitionsbereiches I der
Funktion u ein und betrachten das Ganze im kompakten Intervall I = [0, N]. Die Uber-
tragung auf ein beliebiges kompaktes Intervall [a,b] ist durch lineare Transformation
moglich und der Beweis verlduft analog. Aufferdem werden wir die normierten Hahn-
Polynome verwenden, vergleiche [45, S.205|, da dies die Rechnung weiter vereinfacht.

Satz 5.4. FEs seien o, > —1, m,N € N mit m < N, das Intervall I = [0, N] mit
einer (N + 1)-dquidistanten Punkteverteilung mit Schrittweite h = 1 und eine Funktion
u € C([0, N]) gegeben. Die Funktion u sei weiterhin C® ([—1,1 4 N]). Qu(z,a, 5, N)
sind die in [0, N| erzeugten normierten Hahn-Polynome von Grad n < N. Die Hahn-
Entwicklung der Funktion u bis zum Grad m ist gegeben durch

Pou(z) =Y i1y Qun()

n=0
mat den Koeffizienten )
Uy =< Qn; U >y
und der Gewichtsfunktion
Na+14+9)l(B+1+ N —1)

) = B TV + 1 - T+ DEB+ 1)

Fiir die Koeffizienten gilt

1
|un| < Cuk

fiir alle k € Ny. Dabei ist C,,j, eine von u und k abhdangige Konstante.

Beweis. Es gilt fiir die Koeffizienten

Uy =< Qi >u= Zw(z)u(z)@n(z)

=0
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Mit der selbstadjungierten Form der Differenzengleichung (5.7) folgt

i = S w(u()u(0) = ;—j > ali)A [~ D)l 9@ (1)]

Dabei sind die Summanden mit w (N + 1) und —D(0) alle gleich 0. Wir verwenden
partielle Summation

Z f0)Ag(i) = f)g(i)] - Zg(i + DAS(),

und erhalten

= 1S A [ D00

" i=0

—_

— (—u(i)D(i)w(i)vén(i)

n

= " Au(i)(=D(i + Dw(i + 1)VQu(i + 1))) .

0 =0

[ J/

~~
=0

>

Mit der Identitét (5.4) und erneuter partieller Summation gilt

iy = — (Z VQnu(i+ 1) (=D(i 4+ 1w(i + 1)Vu (i + 1))>

N+1

_ Z Qu(i)V [~D(i + Dw(i + 1)Vu (i + 1)] )

—1

o OCULAG ) [—D(i)w(i)wm])-

Sei Laisk := A[—=D(i)w(i)V] ein diskreter Differenzenoperator. Wendet man die ganze
Prozedur mit partieller Summation k-mal an, so folgt fiir w,:

i =2k (Zwu)@n@)L’;isku(i)) .

1=0

~

Betrachtet man den Betrag von |4,| und verwendet die Schwarz’sche-Ungleichung fiir
die Summe, so erhélt man

N
. 1~
’un|fﬁ||QnHw<Zw (L (i) )
n i=0

2

1
N 2
2
~ —r ngk E w Ldzsku ) .
=0
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Fiir festes N und u € C* ist die Summe wohldefiniert und unabhéngig von n. Das
Abklingverhalten der w4, wird daher von n—ék beschrieben fiir n < N. Fir den Falln > N
wird w,, auf Null gesetzt. m

BEMERKUNG. Es ist irrefithrend in diesem Zusammenhang von spektraler Konvergenz
zu sprechen, da man alle Koeffizienten u,, mit n > N auf Null gesetzt hat. Man soll-
te hier besser den Begriff der spektralen Genauigkeit verwenden. Tatséchlich ist man
am Abklingverhalten der Koeffizienten speziell fiir kleine n interessiert. Man approxi-
miert eine gesuchte Funktion w mit ihrer Fourier-Summe. Bestenfalls streben die Fourier-
Koeffizienten fiir kleine n schon rasch gegen Null, wodurch man keine wesentliche Ver-
besserung der Approximation erreicht, wenn man zusétzliche Fourier-Terme zur Summe
hinzuaddiert.

Dies ist ein erstes Approximationsergebnis der Partialsumme der Hahn-Reihe. Wie wir
bereits angemerkt haben, bekommt man vergleichbare Ergebnisse, wenn man das Ganze
auf einem beliebigen, aber kompakten Intervall I = [a,b] mit a,b € R betrachtet.
Gleichzeitig legitimiert es uns, bei der Verwendung von diskreten orthogonalen Polyno-
men in unserer numerischen Methode von einem spektralen Verfahren zu sprechen. Wir
sind an weiteren Approximationsresultaten interessiert. Gerade das Verhalten des Ab-
schneidefehlers in verschiedenen Normen, wie es in Kapitel 3 auch fiir die APK-Polynome
untersucht wurde, sollte im Mittelpunkt fiir weitere Analysen stehen. Zwar konvergieren
die Hahn-Polynome gegen die Jacobi-Polynome (unter bestimmten Voraussetzungen)
und die Summe gegen den Integralwert, jedoch ist keinerlei Aussage tiber den Fehler
und die Approximationsgeschwindigkeit des Fehlers in der diskreten L2-Norm bzw. in
der Maximumsnorm moglich. Selbst wenn wir die Konvergenz des Fehlers gegen Null
annehmen, kénnen wir trotzdem nicht auf spektrale Konvergenz schliefsen, da die beiden
Prozesse nicht exponentiell verlaufen. Einen ersten Ansatz, der sich mit dem punktwei-
sen Fehler beschéftigt, findet man in der Literatur [26]. Eine grundlegende Untersuchung
fehlt hier jedoch noch.

Wir betrachten noch das folgende Beispiel, bevor wir im néchsten Abschnitt einen klei-
nen Ausblick iber mogliche Ansétze zur Erweiterung der Theorie diskreter orthogonaler
Polynome und ihrer Anwendung in spektralen Methoden geben.

BEISPIEL 5.5. Wir entwickeln die Funktion f(x) = sinmz im Intervall [—1,1] in ihre
Fourier-Reihe beziiglich der Hahn-Polynome Q,,(z; a, 5, N). Als Parameter werden N =
20, sowie einmal @ = = 0 (blau, gepunktete) bzw. o = = % (rot,gestrichelte)
gewahlt. Zur Approximation verwenden wir die Partialsumme bis zum Parameter m = 5.

5 . .
In der Abbildung 5.1 findet sich der Fehler f(z)— > fiQr(z) tiber das Intervall verteilt.
k=0

Auffallig ist das Ansteigen des Fehlers am jeweiligel; Rand des Intervall. Die Rechnungen
wurden alle mit Mathematica durchgefiihrt.
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Abbildung 5.1: Fehler der Approzimation

5.2 Erweiterung der Theorie - Ein Ausblick

5.2.1 Diskrete orthogonale Polynome auf nicht-dquidistanten Gitttern

Ein Vorteil bei der Verwendung diskreter orthogonaler Polynome in einem spektralen
Verfahren liegt darin, dass man keinerlei Quadraturverfahren zur Auswertung der In-
tegrale fiir die Koeffizienten bzw. der Funktionen benotigt. Man macht somit keinerlei
Fehler bei der Berechnung des Skalarproduktes. Aufserdem ist die Betrachtung diskreter
orthogonaler Polynome eine Verallgemeinerung der kontinuierlichen Theorie orthogona-
ler Polynome. Dennoch muss man bei der Approximation mittels Hahn-Polynomen mehr
beriicksichtigen als beispielsweise bei der Verwendung von Jacobi-Polynomen. So kann
man die Partialsumme maximal bis zum Grad m < N entwickeln. Im Falle m = N
erhédlt man das Interpolationspolynom und es kann zum Runge-Phianomen kommen.
Dabei beschreibt das Interpolationspolynom nicht mehr die approximierende Funktion
u, wie man am folgenden Beispiel sieht.
—21 - wird mit der Partialsumme der Hahn-

BEISPIEL 5.6. Die Funktion f(z) = 1550
Reihe im Intervall [—1,1] angendhert. Wir verwenden die gleichen Parameter wie in

Beispiel 5.5, m wird auf 20 gesetzt. Wir erhalten das Interpolationspolynom fiir eine
dquidistante Punkteverteilung in [—1,1]. In der Abbildung 5.2 sehen wir die Funktion
f(z) und die Interpolationspolynome. Es kommt hier zum klassischen Runge-Phénomen.
Verwendet man die Partialsumme m = 5, so ergibt sich die Situation in Abbildung
5.3. Der blaue, gepunktete Graph ist die Anndherung mit den diskreten Chebyshev-
Polynomen mit den Parametern («, 5) = (0,0) und der rote, gestrichelte Graph hat als
Parameter («, 8) = (0.5,0.5). Sowohl m = 5 als auch m = 20 fiihren nicht dazu, dass die



5.2 Erweiterung der Theorie - Ein Ausblick 119

2.0

15

- — . —  —

E—

i Y ~0.5 W
i

-1.0

Abbildung 5.2: Runge-Phdnomen

Funktion f(z) wirklich gut beschrieben wird. Die Koeffizienten weisen jedoch spektrale
Genauigkeit auf.

Bei der Approximation einer stiickweise stetigen Funktion mittels Hahn-Polynomen kon-
nen das Gibbs’sche Phéanomen und das Runge-Phédnomen einen gemeinsamen Effekt auf
die Ndherung haben. Dies ist ein weiteres Argument, das Verhalten des Fehlers in ver-
schiedenen Normen zu analysieren. Die Wahl des Verhiltnisses von m zu /N kénnte dabei
von Interesse sein, wie es auch bei der Gegenbauer-Rekonstruktion der Fall ist.

Das Abschwichen der Gibbs’schen Oszillationen versuchen wir mittels Filter zu realisie-
ren. Zur Vermeidung des Runge-Phdnomens nutzt man in der Praxis nicht-dquidistante
Punkteverteilungen, wie etwa Chebyshev- oder auch Gauk-Lobatto-Punkte. Die prin-
zipielle Idee Orthogonalitdt und nicht-aquidistante Punteverteilungen zu nutzen, fiithrt
schlieflich zur Betrachtung diskreter orthogonaler Polynome auf nicht gleich-
verteilten Gittern. Wir stellen zwei Ansétze zur Konstruktion diskreter orthogonaler
Polynome auf nicht gleichverteilten Gittern vor.

Konstruktion diskreter orthogonaler Polynome zu speziellen
Punkteverteilungen

Der erste Ansatz besteht in dem Versuch sich zu einer selbst gewéhlten Punkteverteilung
diskrete orthogonale Polynome mittels Quadraturformel zu konstruieren. In der Arbeit
[20] wird das von den Autoren gezeigt. Essentiell hierfiir ist der Artikel [47]. In dieser
Arbeit beschreibt Koornwinder, wie man orthogonale Polynome mit der Gewichtsfunk-
tion

o(r) = (1 —2)*(1+2)° + M(x — 1) + No(x + 1)
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Abbildung 5.3: Funktion und zwei Ndaherungen

mittels klassischer Jacobi-Polynome ausdriickt. Die Gewichtsfunktion besteht aus der
klassischen Jacobi-Gewichtsfunktion w(x) = (1 — 2)%(1 + z)? mit o, 8 > —1 und zwei
Delta-Distributionen bei = —1 und z = 1. Bei der Delta-Distribution handelt es sich
um eine stetige lineare Abbildung von C§°(A) nach R. Fiir eine ausfiihrliche Einfiih-
rung in die Distributionentheorie verweisen wir auf das Lehrbuch [39]. Wir konnen hier
vereinfacht annehmen, dass fiir eine Funktion f € C3°([—1, 1]) gilt

5(f) = / f(@)6(x)dz = f(0).

Um das Vorgehen nun besser verstiandlich zu machen, fassen wir die wesentlichen Punkte
des Artikel [20] nochmals stichpunktartig zusammen, ohne Rechnungen und Beweise zu
wiederholen.

Ziel der Autoren ist es, zu den Gauk-Lobatto-Chebyshev-Punkten (nicht zu verwechseln
mit den Gauf-Lobatto-Punkten aus Kapitel 2) oder auch extremen Chebyshev-Punkten

k—1
Xn:{xk:—cos( 71'), kzl,...,n}
n—1

eine Familie von diskreten orthogonalen Polynomen P = {p;, ps,..., p,} mit Grad
deg(px) = k— 1 zu konstruieren. Die Polynome sollen eine explizite Darstellung besitzen
und die Orthogonalitétsbeziehung hinsichtlich des Innenproduktes

n
< piipy >= Y pi(ze)pi(ze) =

{0, firi#£j; 4, j=1,2,...,n
k=1

pi#0, firi=j;4, 5j=1, 2,..., n.
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erfiillen.
Die Autoren von [20] beginnen ihre Uberlegungen mit der Definition eines Mafes y auf
[—1, 1]. Fiir eine reelle Funktion f gelte

1
[(a+ 6 +2) / 5
— )(1— 1 M Nf(1
[ e = s e [ S@)0 =) () e+ M) + N,
21

(5.9)
mit M, N € R, a, > —1 (|47]). Die Autoren verbinden die Gleichung (5.9) mit der
Gauf-Jacobi-Lobatto-Quadratur fiir « = § = —% in den Punkten z; = — cos (T’L__llw) Es
gilt

Fe2(E)
220-3(2p — 2)

1
/md +ﬁ[f($1)+fa:n :—Zf

mit £ € (—1,1). Mit dieser Formel werden Polynome bis zum Grad 2n—3 exakt integriert.
Wahlt man sich als Innenprodukt die linke Seite davon, also

L [ f)gle) 1
= ;/1 mdx + =1 Lf(z1)g(z1) + f(2n)g(z0)] (5.10)

so gilt
< fig>=(n—-1)(f;9)
mit
deg(f) + deg(g) < 2n — 3.

Eine explizite Darstellung der orthogonalen Polynome beziiglich des Innerenproduktes
(5.10) kann man mit Hilfe der Arbeit [47] ableiten. Man erhélt

(n+k—2)* ~1.-1 (n+1-—2) d ~1-1
pr(z) = ka—l (z) — k—1)(n— 1)2955 |:Pk:—1 (I)} .

Mit bekannten Umrechnungsformeln fiir die Jacobi-Polynome kénnen die Autoren von
[20] eine explizite Darstellung g der orthogonalen Polynome folgern, und beweisen fiir
die ¢ eine 3-Term Rekursionsformel. Sie verwenden ihre Polynome ¢ anschliefsend zum
Losen eines Minimierungsproblems und vergleichen ihr Ergebnis mit weiteren numeri-
schen Methoden, welche ebenfalls das Minimierungsproblem 16sen. Thr Ansatz, der die

Polynome ¢, verwendet, ist den anderen numerischen Verfahren weit iiberlegen, verglei-
che [20].

Das hier gezeigte Beispiel zur Konstruktion diskreter orthogonaler Polynome aus be-
kannten Quadraturverfahren kann als Muster genommen werden. Speziell von Vorteil
ist die Auswahl der Punkteverteilungen und gegebenenfalls die Moglichkeit der Darstel-
lung der Polynome durch Jacobi-Polynome. Allerdings ist auszuschlieffen, dass zu jeder
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Punkteverteilung passende Quadraturformeln existieren, um so diskrete orthogonale Po-
lynome auf diesen Punkteverteilungen zu konstruieren. Hat man dennoch einen ortho-
gonale Polynomfamilie gefunden, handelt es sich nur um einen Spezialfall. Man ist an
einer allgemeinen Theorie der diskreten orthogonalen Polynome auf nicht-dquidistanten
Gittern interessiert, und kommt so zu den g-orthogonalen Polynomen.

¢-Orthogonale Polynome

Im ersten Teil dieses Kapitels haben wir die Hahn-Polynome als Losungen der Differen-
zengleichung (5.3) eingefiihrt. Dabei gelangte man zu jener Differenzengleichung, indem
man in einer Differentialgleichung hypergeometrischen Typs

o(2)y (@) + @)y (@) + Ay(x) = 0 (5.11)

die Differentialoperatoren durch Differenzenoperatoren ersetzte. Auf einem Gitter mit
konstanter Schrittweite Ax = h ergibt sich dadurch die N&herung

o() [y(w +h) = 2y(x) +yle - h)}

h h
+T(2x) ly(x + h}i —y(@) | ylo) - z(f - h)} + hy(x) = 0.

Bei den Hahn-Polynomen aus Abschnitt 5.1 waren die Funktionen

o(x) = —5(D(x) + B()) () = D(x) ~ B(x),

AM=nn+a+p+1),

und die Schrittweite h war 1. Allerdings kann man Gleichung (5.11) auch auf andere Ar-
ten in eine Differenzengleichung iiberfithren. Das zugrunde liegende Gitter kann durch
eine Funktion x(s) beschrieben werden, wobei die Funktion von der Variablen s abhéngt.
Die Schrittweite ist dementsprechend nicht mehr konstant, sondern es gilt

Az := z(s + h) — z(s). Das muss bei der Ersetzung der Differentialoperatoren mitbe-
riicksichtigt werden. Eine Differenzengleichung auf einer Klasse von Gittern mit variabler
Schrittweite ist schlieflich durch

o() [y(SJrh) —yls) _ wls) —y(S—h)}
(s+2)—a(s—2) [x(s+h)—a(s) w(s)—a(s—h) (5.12)
T(x(s)) [y(s +h) —yls)  y(s) —yls—h) _ '

2 {x(s +h) — z(s) - z(s) — x(s — h)} T Ay(s) =0

gegeben. Es sollte klar sein, dass nicht jede Funktion z(s) dazu fiihrt, dass (5.12) ver-
gleichbare Ergebnisse wie (5.11) liefert und die Losungen orthogonale Polynome sind.
Nur unter bestimmten Voraussetzungen an x(s) kann man dies tatséchlich garantieren.
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In [59], Kapitel 3 findet man diesbeziiglich eine detaillierte Betrachtung. Wir fassen da-
bei die wichtigsten Ergebnisse zusammen?®. Die Voraussetzungen an z(s) werden erfiillt,
wenn x(s + 1) 4+ z(s) ein Polynom ersten Grades und z?(s + 1) + z%(s) ein Polynom
zweiten Grades in z (s + %) ist. Aus der ersten Bedingung folgt mit o, 5 € R

1 1
3 (x(s+1)+x(s)) = az (8 + 5) + 5. (5.13)
Fiir o # 1 besitzt (5.13) die allgemeine Losung
z(8) = c1k7° + cakis® + cs,

wobei k; und ks Wurzeln der Gleichung x? — 2ak + 1 = 0 sind, ¢, ¢y sind beliebige

Funktionen der Periode % und ¢; = % Mit ¢y, co als Konstanten und ki1ke = 1 folgt
2 11—«

durch elementare Rechnung, dass auch die zweite Bedingung erfiillt ist.
Fir a = 1 ist die Losung von (5.13)

2(s) = c18% + a5 + c3,

mit ¢; = 408, ¢ und c3 beliebige Funktionen der Periode %
Wihlt man nun k2 = ¢ und k3 = % mit beliebigen Konstanten ¢, cq,co und c3, so

gelten die Voraussetzungen. Die Losungen von (5.12) besitzen analoge Eigenschaften zu
(5.11). Zum Beispiel erfiillen die Losungen alle eine Rodriguez-Formel. Die polynomialen
Losungen y,,, die die Orthogonalitétsbeziehung beziiglich des Skalarproduktes

> o505 (5 1) = b

unter den Nebenbedingungen

b+l
1
=0, Vi=0,1,... undw(si)Aa:(si—? >0fira<s; <0

erfiillen, nennt man klassische diskrete orthogonale Polynome auf
nicht-dquidistanten Gittern.

Man kann die moglichen Gitterfunktionen z(s) klassifizieren. Man erhélt folgende sechs
kanonische Formen, vergleiche [59]:

1. z(s) = s mit @ = 1 und S = 0. Dies ist der Fall der Hahn-Polynome.

2. 2(s) = s(s+1) mit @« =1 und 3 = . Dies ist der Fall der Dual-Hahn- bzw. Racah-
Polynome.

37u den Bedingungen, die bereits fiir o und 7 entwickelt wurden, damit Losungen der Differenzenglei-
chung orthogonale Polynome sind, nehmen wir hier keinerlei Bezug. Wir verweisen dafiir ebenfalls
auf [59].
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3. x(s) = Xp(2ws) mit @ > 1, = coshw und = 0.
4. z(s) = sinh(2ws) mit a > 1, & = coshw und § = 0.
5. z(s) = cosh(2ws) mit a > 1, v = coshw und g = 0.
6. z(s) = cos(2ws) mit (0 < a < 1), a = cosw und g = 0.

Zu den g-orthogonalen Polynomen gelangt man, indem man beispielsweise fiir das drit-
te Gitter, z(s) = ¢° = exp(2ws) mit ¢ = exp(2w) setzt. Fir ¢ — 1 (w — 0) gilt
exp(2ws) ~ 1 — 2ws. Das Gitter weist im Grenzwert die Eigenschaften eines linearen
Gitters auf und auch die Polynome besitzen analoge Eigenschaften zu den diskreten
orthogonalen Polynomen eines linearen Gitters, wie etwa den Hahn-Polynomen. Man
spricht hier von ¢g-Analogien.

Die fithrt zu den Namen g-Hahn-Polynome oder auch Dual-¢g-Hahn-Polynome.

BEMERKUNG. Einen anderen Ansatz verwendet Hahn. In seinem Paper [33| zeigt er,
dass Losungen von ¢-Differenzengleichungen Systeme von diskreten g-orthogonalen Poly-
nomen liefern. Diese Losungen besitzen analoge Eigenschafen wie die diskreten orthogo-
nalen Polynome auf gleichverteilten Gittern. Die g-orthogonalen Polynome kénnen iiber
eine 3-Term Rekursionsformel berechnet werden und erfiillen auch eine Orthogonalitéts-

beziehung. Hahn klassifizierte 18 Familien von orthogonalen Polynomen, die sogenannte
¢-Hahn-Klasse.

Fiir mehr Informationen, eine detaillierte Einfiihrung und eine tabellarische Auflistung
der g-orthogonalen Polynome empfehlen wir [45], [59] und die Internetseite [67] .

Im néchsten Abschnitt werden wir die Theorie der diskreten orthogonalen Polynome auf
zwei Raumdimensionen erweitern.

5.2.2 Diskrete orthogonale Polynome in zwei Variablen

Unsere Untersuchungen in diesem Kapitel beinhalteten bis jetzt ausschliefslich diskre-
te orthogonale Polynome in einer Variablen. Wir sind grundsatzlich an orthogonalen
Polynomen in zwei Variablen interessiert, wie wir sie auch in unserem numerischen
Verfahren verwenden. Prinzipiell ist die Theorie diskreter orthogonaler Polynome auf
mehrere Variablen erweiterbar. So wurde der Differenzenoperator bereits fiir zwei [89),
aber auch fiir mehrere Dimensionen [49] beziiglich verschiedener Gitter untersucht. Die
Losungen der Differenzengleichungen sollten dabei diskrete orthogonale Polynome in
mehreren Variablen fiir die betrachteten Gitter sein. Wir werden hier weniger ins Detail
gehen, sondern ausschlieflich die Hahn-Polynome in zwei Variablen auf einem Dreieck
Ty ={(z,y): x>0, y >0, z+y < N} und Schrittweite h = 1 wie in [89] einfiihren.
Wir werden noch ihre Gewichtsfunktion, die Diffferenzengleichung und eine explizite
Darstellung mittels der Hahn-Polynome @, (x) in einer Variablen angeben. Dafiir beno-
tigen wir die zweidimensionalen Differenzenoperatoren.
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Fiir x = (x,y) € R? und den Einheitsvektoren e; = (1,0) und e, = (0,1) gilt fiir die
Vorwiérts- und Riickwértsdifferenzenoperatoren mit Schrittweite A = 1

M) = flxte) = fx)  wnd  Vif(x) = f(x) — fix—e).

Definition 5.7. Esseim=n—1,0 <[ <nmitm,l,n € Ny und —1 < «, §,7. Die
Hahn-Polynome in zwei Variablen ®,,,(x, a, £, ) auf dem Dreieck Ty sind gegeben
durch

Der Grad der Polynome ®,,, ist n = m + [. In [43] oder [88| findet man eine &hnlich
Definition, allerdings wird dort jeweils mit einer anderen Normierung gearbeitet.
Die Polynome &, sind auf der Menge Ty orthogonal beziiglich der Gewichtsfunktion

wisasn- ()T

und erfiillen die Differenzengleichung

(N —z+F+7+2)AViu—y(z+a+1)A;1Viu
—2(y+ B+ 1)AViu+y(N —y+a+7+2)AVau
(N —z)(a+1) —2(6+7+2)] Au
(N—y)(B+1) —yla+7v+2)]|Asu=—n(n+a+p+v+2)u.

Den Differenzenoperator kann man auch nach [89] in selbstadjungierter Form schrei-
ben. Eine numerische Anwendung und eine Analyse des Approximationsverhaltens der
mehrdimensionalen Hahn-Polynome sind nach dem heutigen Stand nicht bekannt.

Fazit

Die gezeigten Ansétze der Konstruktion diskreter orthogonaler Polynome mit Hilfe von
Quadraturverfahren, g-orthogonale Polynome oder die Erweiterung auf 2d-diskrete or-
thogonale Polynome sollen nur einen kleinen Ausblick fiir weitere Forschungsarbeiten im
Bereich diskreter orthogonaler Polynome und ihrer Anwendung in spektralen Verfahren
liefern. Speziell beim Approximationsverhalten und der numerischen Anwendung sind
noch viele ungeklérte Fragen offen. Gleichzeit sind natiirlich auch zweidimensionale, dis-
krete orthogonale Polynome auf nicht-dquidistanten Gittern von Interesse. Auch hier ist
die Theorie diskreter orthogonaler Polynome noch nicht fortgeschritten. Eine Untersu-
chung dieser Punkte iibersteigt aber bei weitem den Rahmen dieser Arbeit, so dass wir im
folgenden Abschnitt ausschlieflich die numerische Untersuchung fiir die APK-Polynome
vornehmen und ihr Verhalten beim Losen von hyperbolischen Erhaltungsgleichungen mit
Hilfe des Spektrale-Differenzen-Verfahrens analysieren.
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Wir préasentieren in diesem Abschnitt die numerischen Ergebnisse. Es wird das Spektrale-
Differenzen-Verfahren durch die APK-Polynome erweitert und der modale Exponential-
filter wird von der Parameterwahl der APK-Polynome abhéngig sein. Wir untersuchen
die Spektrale-Differenzen-Methode anhand zweier Testfille. Wir betrachten zum einen
die Burgers-Gleichung mit einer Sinus-Anfangsbedingung und zum anderen die Euler-
Gleichungen mit einer Stofs-Wirbel-Interaktion. Beide weisen Unstetigkeiten auf. Bei
der Burgers-Gleichung bilden sich unter der angegebenen Anfangsbedingung Stofe und
die Euler-Gleichung besitzt bereits unstetige Anfangsbedingungen. Um die dort auf-
tretenden Gibbs’schen Oszillationen zu reduzieren und so die Stabilitdt zu verbessern,
verwenden wir die modalen Filter aus Kapitel 4. Wir analysieren die Effizienz des Ver-
fahrens fiir beide Testfille und untersuchen die Stabilitdt im Hinblick auf verschiedene
APK-Polynomfamilien. Es wird speziell der Parameter v aus der Definiton der APK-
Polynome entscheidend sein. Der Parameter hat direkten Einfluss auf den Exponential-
filter (4.11), vergleiche auch Kapitel 4. Wir werden fiir verschiedene Parameterwahlen
(e, B,7) auch andere modale Filter, wie etwa den Lanczos-Filter oder den raised-
cosine-Filter, bei der Burgers-Gleichung verwenden.

Die Filterung wird iiber den koeffizientenbasierenden Stofiindikator gesteuert und
als Zeitintegrationsverfahren dient stets das Runge-Kutta Verfahren vierter Ordnung
aus Abschnitt 2.2.1. Alle Resultate in diesem Kapitel sowie die graphischen Darstellun-
gen wurden nicht nachbearbeitet. Fiir die graphische Ausgabe wurde das Programm
tecplot360 verwendet. Es wurde darauf geachtet, dass jeweils die gleichen Intervalle und
die gleichen Schrittweiten in der graphischen Unterteilung zwischen den einzelnen Ab-
bildungen benutzt wurden, um so die Ergebnisse bestmoglich vergleichen zu kénnen.

6.1 Burgers-Gleichung

In unserem ersten Test betrachten wir auf dem Gebiet [—1,1]* die zweidimensionale
Burgers-Gleichung

ut(a:,y,t) + u(:c,y,t) (uiﬁ(mvy?t) + Uy(.il?,y,t)) = 0

mit dem Anfangswert

1 1 .
wo(,y.t) = ¢ + 5 sin(r(z + )
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(d) shaped-raised-cosine-Filter

Abbildung 6.1: Parameter («, 8,7) = (1,1,2) und Ordnung N = 2
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(d) shaped-raised-cosine-Filter ¢ = 0.4

Abbildung 6.2: Parameter (a, 5,7) = (1,2,5) und Ordnung N =3
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und periodischen Randbedingungen u(—1,y,t) = u(1,y,t) und u(x,—1,t) = u(z,1,1).
Dieser Testfall ist aus [51] entnommen. Es ist bekannt, dass sich zum Zeitpunkt ¢t = 0.5
zwei Unstetigkeiten bei y = % —zund y = g — x entwickeln. Ohne Filterung entstehen
hohe Oszillationen und das Spekrale-Differenzen-Verfahren bricht zusammen. Wir ver-
wenden die modalen Filter aus Kapitel 4 fir die Parameterwahl (a, £,7v) = (1, 1,2) und
(1,2,5). Bei der Implementierung des Lanczos-Filters nutzen wir die Darstellung aus der

Elektrotechnik. Es gilt

asin(mn) sin(frg)

)2 , wenn —a <n<a, aF#n,
a(n) =141 fiir n = 0,
0 sonst.

Die Bandbreite a setzen wir auf 1. Eine Analyse des Einflusses der Filterbreite auf die
Stabilitdt wire demnach auch interessant, allerdings wird es nicht im Rahmen dieser
Arbeit gemacht.

In unseren Testrechnungen verwenden wir 1088 Dreiecke und es ergeben sich bei t = 0.45
die Abbildungen 6.1 und 6.2, wobei der shaped-raised-cosine-Filter fiir (1,2,5) beit = 0.4
ausgewertet wurde. Bereits hier erkennt man die hohen Ausschlidge in den Oszillationen
(6.2(d)). Der Maximalwert liegt bei etwa 8.9 und der Minimalwert bei -11.8. Das Verfah-
ren bricht im Weiteren schlieflich zusammen. Je hoher die Ordnung N des Verfahrens
ist, desto instabiler wird es. In den Abbildungen 6.3 und 6.4 sehen wir fiir eine Auswahl
von verschiedenen APK-Familien mit ihrem Exponentialfilter

o () = eV ) ()

zum Zeitpunkt ¢ = 0.45 die jeweilige Losung der Burgers-Gleichung. Es wurden diesmal
4352 Dreiecke fiir unterschiedliche Polynomordnungen, Filterstiarken und Filterordnun-
gen verwendet. Die Filterordnung nannten wir hier 2p, bei der Implementierung wurde
jedoch mit dem exakteren Wert des Filters gearbeitet und e N PR () ge-
nutzt. Bei Erhohung der Filterordnung wurde auch gleichzeitig die Filterstédrke erhoht,
um eine ausreichende Reduktion der Oszillationen zu erhalten. Ansonsten wére es zu Sta-
bilitdtsproblemen gekommen. In den Tabellen 6.1-6.3 finden sich eine grofere Auswahl
an Parametervergleichen, dabei wurde der maximale und minimale Wert aufgenommen,
um so ein Indiz fiir die Stabilitdt zu erhalten. Ein hoher Ausschlag der Oszillationen ist
ein Indiz fiir das Zusammenbrechen des Verfahrens. Fiir N = 2 und N = 3 zeigen die
Tabellen 6.1 und 6.2, dass die Oszillationen bei der Parameterwahl (1, 1,2) den hchsten
Ausschlag besitzen, was auch die 2d- und 3d- Darstellungen aus den Abbildungen 6.3 und
6.4 belegen. Jedoch wird bei der Verwendung anderer Parameter («, 5,7) # (1,1,2) der
glatte Bereich unruhiger. Man kann das zugrundeliegende Gitter und eine A-Struktur
erkennen. Allerdings kénnte man geringe Schwankungen durch eine Nachbearbeitung
der Losung beispielsweise mittels Spines glétten.

Ein beliebiges Hochsetzen des Parameters v, der einen direkten Einfluss auf den Filter
und so auf die Stabilitat besitzt, fithrt zu keinem addquaten Ergebnis, da durch die Fr-
héhung der Filter verstirkt wird und zu viele Informationen verloren gehen. Auch fiihrt
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(d) (0‘767'7) = (27278)

Abbildung 6.3: Parameter (o, 3,7), Polynomordnung 2, Filterordnung 2, ¢ = 8
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(d) (Oé,ﬁ,’}/) = (151,4)7N=3,p= 2,628

Abbildung 6.4: Parameter («, 3,7), Polynomordnung n, Filterordnung 2p, Filterstirke c
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(o, B,7) ‘ Filterstarke ‘ D ‘ Minimum ‘ Maximum
1,1,2) 2 1] -15.97 11.34
(1,1,4) 2 1] -0.82 2.92
(2,2, 4) 2 1] -12.44 6.56
(2,2,8) 2 1] 057 1.60
(1,2,5) 2 1] -1.40 3.17
(1,1,20) 2 1] -0.25 1.02
(1,1,2) 8 2| 122 4.55
(1,1,4) 8 2| -0.55 1.80
(2,2,4) 8 2 -0.53 2.26
(2,2,8) 8 2| -0.38 1.15
(1,2,5) 8 2| -0.46 1.42

Tabelle 6.1: Tabelle fiir Polynomgrad N = 2, zum Zeitpunkt t = 0.45

(o, B,7) ‘ Minimum ‘ Maximum
1,L,2) | -1221 13.33
(1,1,4) | -1.50 2.9
(2,2,4) | -1.21 3.7
(2,2,8) -1.97 1.58
(1,2,5) | -1.27 9.4

Tabelle 6.2: Tabelle fiir Polynomgrad N = 3, zur Filterstirke 8 und Filterordnung 4

eine Erhohung zu groferen Schwankungen im glatten Bereich der Losung, vergleiche Ab-
bildung 6.4(a). In Tabelle 6.3 scheint hingegen die Verwendung von (1, 1, 2) optimal und
auch die Abbildung 6.5 bestéatigt die Vermutung, dass die berechnete Funktion eine sehr
gute Approximation an die Losung darstellt. Im glatten Bereich wirkt die Losung sehr
ruhig mit nur geringen Schwankungen, die Kanten der jeweiligen Unstetigkeiten sind
sehr scharf und die Oszillationen nicht allzu hoch. Eine andere Parameterauswahl mit
einem groferen v fiihrt dazu, dass mehr Informationen verloren gehen und die Glattung
zu stark ist. Analoge Untersuchungen mit weniger Dreiecken, fiir verschiedene Filter-
starken und Ordnungen sowie anderen Parametern liefern analoge Ergebnisse.
Insgesamt kann die Wahl der APK-Polynome und ihrer natirlichen Filter die Stabilitét
des SD-Verfahrens positiv beeinflussen. Man muss jedoch darauf achten, dass nicht zu
viele Informationen verloren gehen. Es fehlt weiterhin eine analytische Untersuchung,
um die Wahl der Parameter zu optimieren.

6.2 Euler-Gleichung

Bei den Euler-Gleichungen handelt es sich um ein System von nichtlinearen hyperbo-
lischen Erhaltungsgleichungen. In der Praxis modelliert man mit den Gleichungen gas-
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(o, 8,7) ‘ Minimum ‘ Maximum
(1,1,2) -0.35 1.39
(1,1,4) | -0.27 0.91
(2,2,4) | -0.25 0.94
(2,2,8) -0.34 0.91
(1,2,5) | -025 0.74
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(a‘) (avﬁ7’7) = (17172)7N =4,p= 1,¢=20

Abbildung 6.5: Parameter («, 3,7), Polynomordnung N, Filterordnung 2p, Filterstirke c

dynamische Prozesse und leitet sie aus den physikalischen Erhaltungsétzen von Mas-
se, Impuls und Energie ab. Anders als bei der Navier-Stokes-Gleichung, die allgemein
Stromungen beschreibt, werden bei den Euler-Gleichungen weder Wérmeleitung noch
Viskositét berticksichtigt. Eine detaillierte Einfithrung findet man in der Literatur [28].
Fiir den zweidimensionalen Fall ist das System durch die folgenden partiellen Differen-
tialgleichungen

p é)u pU
0 0 0
=l Il [ L R I (6.1)
ot | pv ox pUuv oy | pv°+p

pE puH pul

mit der Dichte p, den Geschwindigkeiten u in z- und v in y-Richtung und dem Druck p
gegeben. Die Grofe £ = e+ # ist dabei die Energie, die sich aus der kinetischen und
der spezifischen inneren Energie e zusammensetzt. H ist die Enthalpie, die in der Relation
H = E+% zur Energie F steht. Die Erhaltungsgrofe ist der Vektor u = (p, up, vp, pE)7T.
Fiir die Zustandsgleichung bendtigt man eine weitere Gleichung, die die spezifische innere
Energie e mit dem Druck p und der Dichte p verkniipft. Betrachtet man ein ideales Gas,
so ist der Druck durch die Temperatur iiber

p = RpT

mit der idealen Gaskonstante R bestimmt. Fiir die innere Energie e ist eine sinnvolle
Annahme, dass sie ausschliefslich proportional zur Temperatur 7" ist. Man erhélt

e=cyTl
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mit der Warmekapazitéit cy fiir konstantes Volumen und spricht hierbei von einem po-
lytropen Gas. Unter Verwendung der Formel ergibt sich die Zustandsgleichung fiir ein
ideales polytropes Gas durch

p=p(y—1) (E—UQ;FUQ)

mit dem Isotropenkoeffizienten 4 = £ + 1.

Wir betrachten als Testfall die Stof-Wirbel-Interaktion aus [40]. Auf dem Gebiet
[0,2] x [0,1] wird die Euler-Gleichung (6.1) mit unstetigen Anfangsbedingungen be-
trachtet. Bei x = 0.5 wird ein vertikal verlaufender Stof parallel zur y-Achse positioniert.
Links besitzt das Problem die Anfangswerte

= (p,u,v,p) = 111\/—,01

Die rechte Seite uj = (p™, u™,v™, pT) wird mit Hilfe der Ranking-Hugeniot-Bedingung
(Satz 2.3) berechnet. Man erhélt

L b=/ —2u(3? - 1)d

uw(y +1) ’
v =0,
Ly u
P =

pT=b—uu',
wobei b= 1215 + 1 und d = (0.6655 + ) 7% st
Il

Gleichzeitig wird bei (z.,y.) = (0.25,0. 25)
die Anderungsparameter

isotroper Wirbel positioniert, der durch

ET f(1—12
(6U’7 5“) = T_e (1 )(y — Ye, —(13 - LUC))7
5T (7 . 1)6262a(1—r2)

dary

mit 7 = \/(z —2.)%+ (y — y)?, 7. = 0.05, = 0.3 und @ = 0.204 beschrieben wird.
Dadurch erfolgt auch eine Storung der Dichte und des Druckes. Die Stérungen sind
gegeben mit
1
bp=90p=(1-06T)77 -1
und die Anfangsdaten links werden mit dieser Storung iiberlagert. Daraus abgeleitet sind

die Anfangsdaten
= (p+dp,u+ du,v+ dv,p+ op).

Der Wirbel bewegt sich dann nach links iiber den Stof. Das Rechengitter in Abbildung
6.6 fiir diesen Testfall wurde bereits in Kapitel 2 bei der Triangulierung préasentiert.
Beim Stoft kommt es zu einer Verfeinerung des Gitters. Als Randbedingungen setzt man
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Abbildung 6.6: Rechengitter fiir den Stofs- Wirbel-Testfall

Einflussbedingungen links, Ausflussbedingungen rechts und unten und oben feste, re-
flektierende Winde fest.

Ohne Filterung wiirde das SD-Verfahren zusammenbrechen, wenn der Wirbel den Stofs
erreicht. Wir nutzen verschieden APK-Familien und die zugehorigen Exponentialfilter,
um dies zu verhindern. Das Gitter besteht immer aus 2122 Dreiecken. In den Graphiken
ist jeweils der Impuls abgebildet. Dabei wurde eine Skalierung von 0.9 - 1.5 mit 50 Stufen
bei Tecplot verwendet und keinerlei Rekonstruktion vorgenommen. Es wurden jeweils
drei Testreihen zu den Polynomordnungen N = 2,3,4 mit unterschiedlichen Parame-
tern in einer 2d- und 3d-Darstellung gezeichnet. Die Auswertung erfolgt zu den Zeiten
0.05/0.2/0.35/0.6/0.8 Sekunden. In den Abbildungen 6.7, 6.12 und 6.17 beginnen die
jeweiligen Testreihen.

In den Tabellen 6.4 und 6.5 findet man die Anzahl der Zeitschritte bis zur jeweiligen
Zeit fiir unterschiedliche Polynomparameter (o, 5,7) .

(a,8,7) [ 0.05| 02 [ 035 ] 06 | 08

(1,1,2) | 991 | 4042 | 7302 | 12664 | 16985
(1,1,3) || 991 | 4040 | 7263 | 12665 | 16986
(2,2,4) || 889 | 4052 | 7266 | 12655 | 16966
(1,2,5) || 889 | 4033 | 7240 | 12613 | 16912
Tabelle 6.4: Anzahl der Zeitschritte fiir Polynomgrad N = 3, zur Filterstarke 14 und Filter-
ordnung 4
(a,8,7) ][] 0.05| 0.2 | 035 | 06 | 08
(1,1,2) || 1555 | 6317 | 11284 | 19621 | 26292
(1,1,3) || 1552 | 6249 | 11071 | 19171 | 25652
(2,2,4) || 1549 | 6343 | 11408 | 19920 | 26730
(1,2,5) || 1549 | 6229 | 10976 | 18956 | 25350

Tabelle 6.5: Tabelle fir Polynomgrad N = 4, zur Filterstirke 22 und Filterordnung 4

Betrachtet man die jeweiligen Testreihen, so fillt Folgendes auf: Im ersten Fall fiir die
Polynomordnung N = 2, sind die jeweiligen Abbildungen 6.7-6.11 sehr &hnlich. Der Stof
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bei x = 0.5 ist scharf und bleibt stabil. Der Wirbel bewegt sich ohne Probleme tiber ihn
hinweg. Nach 0.8 Sekunden erkennt man jeweils den Wirbel, siehe Abbildung 6.11. Einzig
aus der 2d-Darstellung in Abbildung 6.10 kbnnte man ableiten, dass dort die Parameter-
wahl (1,1, 3) optimal ist, da die Darstellung das ruhigste Verhalten auch links vom Stofs
aufweist. Allerdings sind die Unterschiede zwischen den einzelnen APK-Familien so ge-
ring, dass die Schwankungen durch die meisten Nachbearbeitungsprogramme eliminiert
werden konnen.

Bei N = 3 ist das anders. Der Wirbel ist schirfer erkennbar und der Stoft weist bei
x = 0.5 fiir verschiedene Parameter (a, 3,7) eine unterschiedliche Anzahl und Stérke
an Oszillationen auf, vergleiche Abbildung 6.12. Bei der Uberquerung der Stufe kommt
es in allen drei Féllen zu leichten Stérungen (Abbildung 6.13 und 6.14), wobei die 2d-
und 3d-Darstellung fiir den Fall (2,2,4) am schérfsten wirkt. Auch die Anzahl und Hohe
der Oszillationen ist fiir die Parameterwahl (2,2,4) am geringsten. In Abbildung 6.16
kann man jeweils den Wirbel sowie die Stufe scharf erkennen. Die Anzahl der verwende-
ten Zeitschritte (Tabelle 6.4) weist vergleichbare Zahlen auf. So ist der Unterschied bei
t = 0.8 gerade einmal 20 Schritte bei den hier gezeichneten Féllen (16966-16986).
Kommen wir zur letzten Testreihe fiir die Polynomordnung N = 4. Beim ersten Zeit-
schritt t = 0.05 (Abbildung 6.17) ist der Wirbel nochmals schérfer als zuvor. Man erkennt
deutlich mehr Oszillationen, die jedoch geringer sind als bei N = 3 (Abbildung 6.12).
Interessant wird dieser Fall allerdings erst, wenn der Wirbel den Stof erreicht (Abbil-
dungen 6.18 und 6.19). So ist bei ¢t = 0.2 der Wirbel in allen Féllen noch zu erkennen,
hingegen kann man bei ¢t = 0.35 bei (1, 1, 3) nur erahnen, wo er verlauft. Fiir (2,2, 4) fallt
selbst das schwer. Hier sind in der 3d-Darstellung einige Schwingungen und Verwirbelun-
gen zu erkennen. Dieses Verhalten fiihrt sich bei ¢ = 0.6 und ¢ = 0.8 (Abbildung 6.20 und
6.21) fort. Einzig bei (1, 1,2) kann man noch von einem Wirbel sprechen. Fiir die anderen
Parameter stellt man ausschlielich ein sehr unruhiges Verhalten mit Schwingungen fest,
wobei bei (1, 1,3) die Oszillationen glatt wirken. Der Grund hierfiir ist leicht anzugeben.
Bei Verwendung der Parameter (1,1,3) und (2,2,4) wird auch der jeweilige Exponen-
tialfilter entsprechend verdndert und es kommt zu einer starkeren Glattung durch die
Filter als bei (1,1, 2). Es gehen mehr Informationen verloren, in diesem Fall der Wirbel.
Der Wirbel wird weggefiltert. Auch an den Zeitschritten kann man erkennen, dass Infor-
mationen verloren gehen. Die Rechnungen vereinfachen sich nach Uberqueren der Stufe
und man benétigt bei der Parameterwahl (1,1,3) 640 Schritte weniger als bei (1,1, 2),
obwohl gerade am Anfang &hnliche Zeitschritte vorhanden waren, siehe Tabelle 6.5. Die
grofsere Anzahl an Zeitschritten fiir (2,2, 4) kann man durch die Tatsache erkldren, dass
hier die Verwirbelungen und Schwingungen zur Instabilitat des Verfahrens fithren. Fiir
die Parameterwahl (1,2,5) bendtigt man beispielsweise sogar nur 25350 Schritte. Das
sind circa 3.6%- Prozent weniger als im (1,1, 2)-Fall. Allerdings verliert man auch hier
den groften Teil der Information, das heift den Wirbel. Das wirkt sich aber gleichzeitig
positiv auf die Stabilitdt des Spektrale-Differenzen-Verfahrens aus, jedoch beschreibt die
berechnete Losung nicht mehr den tatséchlichen Fall, da kein Wirbel mehr in der Losung
enthalten ist.

Bei N = 5 und unter der Grundvoraussetzung, dass man Filterstarke und Filterordnung
jeweils konstant ldsst, verliert man sehr schnell die Stabilitdt des Verfahrens fiir eine
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Parameterwahl mit geringem .

Allgemein kommt man auch in dieser Testreihe zu dem Schluss, dass die unterschiedli-
chen APK-Polynomfamilien und ihre Exponentialfilter durchaus Einfluss auf die Stabili-
tat der SD-Methode und seine Genauigkeit haben. Die Wahl der Parameter («, 3, ) ist
entscheidend, sie kann sich sowohl negativ als auch positiv auf die Methode auswirken.
So kann sich bei einer geschickten Parameterwahl die Stabilitit des SD-Verfahrens erho-
hen, jedoch muss man darauf achten, dass gleichzeitig nicht zuviele Informationen durch
den Einsatz des Exponentialfilters verloren gehen, wie der Wirbel in der Euler-Testreihe
fir Polynomordnung N = 4 und Paramterwahl (2,2,4). Die berechnete Losung ent-
spricht dann nicht mehr der tatsdchlichen Losung. Die Optimierung der Parameterwahl
sollte dabei ein erklértes Ziel fiir weitere Forschungsarbeiten sein. Es wird sicherlich eine
analytische Untersuchung des gesamten Problemkreises notig sein.
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t = 0.05 2d- und 3d-Plot

Abbildung 6.7: APK-SDM ohne u-Rekonstruktion, N = 2,p = 1,¢ = 8, Parameter von oben
nach unten: (o, 8,7v) = (1,1,2),(1,1,3),(2,2,4)
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Abbildung 6.8: APK-SDM ohne u-Rekonstruktion, N =2, p =1,c = 8, Parameter von oben
nach unten: (o, 5,v) = (1,1,2),(1,1,3),(2,2,4)
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Abbildung 6.9: APK-SDM ohne u-Rekonstruktion, N = 2,p = 1,¢c = 8, Parameter von oben
nach unten: (o, 8,7v) = (1,1,2),(1,1,3),(2,2,4)
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Abbildung 6.10: APK-SDM ohne u-Rekonstruktion, N = 2,p = 1,¢ = 8, Parameter von
oben mach unten: (a, 8,7) = (1,1,2), (1,1,3), (2,2,4)
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Abbildung 6.11: APK-SDM ohne u-Rekonstruktion, N = 2,p = 1,¢ = 8, Parameter von
oben nach unten: (a, 5,7v) = (1,1,2),(1,1,3),(2,2,4)



144 6 Numerische Resultate

t = 0.05 2d- und 3d-Plot

Abbildung 6.12: APK-SDM ohne u-Rekonstruktion, N = 3,p = 2,c¢ = 14, Parameter von
oben nach unten: (a, 8,7) = (1,1,2), (1,1,3), (2,2,4)
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Abbildung 6.13: APK-SDM ohne u-Rekonstruktion, N = 3,p = 2,¢ = 14, Parameter von
oben nach unten: (a, 5,7v) = (1,1,2),(1,1,3),(2,2,4)
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Abbildung 6.14: APK-SDM ohne u-Rekonstruktion, N = 3,p = 2,¢ = 14, Parameter von
oben mach unten: (a, 8,7) = (1,1,2), (1,1,3), (2,2,4)
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Abbildung 6.15: APK-SDM ohne u-Rekonstruktion, N = 3,p = 2,¢ = 14, Parameter von
oben nach unten: (a, 5,7v) = (1,1,2),(1,1,3),(2,2,4)
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148

il

Abbildung 6.16: APK-SDM ohne u-Rekonstruktion, N = 3,p = 2,¢ = 14, Parameter von
oben mach unten: (a, 8,7) = (1,1,2), (1,1,3), (2,2,4)
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t = 0.05 2d- und 3d-Plot

Abbildung 6.17: APK-SDM ohne u-Rekonstruktion, N = 4,p = 2,¢ = 22, Parameter von
oben nach unten: («, 5,7v) = (1,1,2),(1,1,3),(2,2,4)
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6 Numerische Resultate

t=0.35:
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N

Abbildung 6.18: APK-SDM ohne u-Rekonstruktion, N = 4,p = 2,¢ = 22, Parameter von
oben nach unten: (o, 8,7v) = (1,1,2),(1,1,3),(2,2,4)
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6.2 Euler-Gleichung

, Parameter von

N =4,p=2,c =22

l

APK-SDM ohne u-Rekonstruktion
oben nach unten: («, 3,7)

Abbildung 6.19
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6 Numerische Resultate
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N

Abbildung 6.20: APK-SDM ohne u-Rekonstruktion, N = 4,p = 2,¢ = 22, Parameter von
oben nach unten: (o, 8,7v) = (1,1,2),(1,1,3),(2,2,4)
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6.2 Euler-Gleichung

4,p = 2,c = 22, Parameter von

N =

l

2

APK-SDM ohne u-Rekonstruktion

Abbildung 6.21

(1,1,3),(2,2,4)
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7 Zusammentassung und Ausblick

Diese Arbeit beschéftigt sich mit orthogonalen Polynomen und deren Anwendung bei
spektralen Methoden zum numerischen Losen von Systemen hyperbolischer Erhaltungs-
gleichungen.

Es wurden zunéchst die APK-Polynome eingefiihrt. Dabei handelt es sich um klassische
orthogonale Polynome auf einem Dreiecksgebiet. Fiir sie wurden neue Abschéatzungen
bewiesen, die dann zur Analyse des Approximationsverhaltens der APK-Fourier-Reihe
verwendet wurden. Fiir die Fourier-Koeffizienten und fiir den Abschneidefehler wurde
spektrale Konvergenz gezeigt. Der Abschneidefehler wurde sowohl in einer gewichteten
L2-Norm als auch in der Maximumsnorm betrachtet. Das Resultat lieferte die theoreti-
sche Berechtigung, bei Verwendung der APK-Polynome zur Approximation einer Funk-
tion u mittels ihrer APK-Fourier-Summe von einem spektralen Verfahren zu sprechen.
Wie bekannt, sind unstetige Funktionen in der Theorie als Losungen von hyperbolischer
Erhaltungsgleichungen zugelassen. Berechnet man die numerische Losung mit Hilfe eines
spektralen Verfahrens hoher Ordnung, so weist die Losung das Gibbs’sche Phénomen in
der Néhe der Sprungunstetigkeiten auf. Um diese Oszillationen zu reduzieren, verwen-
deten wir modale Filter, welche direkt auf die Koeffizienten der Fourier-Reihe wirken.
Durch diese Filter werden die hochfrequenten Anteile bearbeitet und so die Oszillationen
reduziert. In diesem Zusammenhang wurde auch die gefilterte APK-Reihe untersucht.
Es wurde ein Teilergebnis zur Approximation einer hinreichend glatten Funktion mittels
der abgeschnittenen, gefilterten APK-Reihe gezeigt. Ein Resultat iiber die Approximati-
onsgeschwindigkeit einer Funktion mit Sprungunstetigkeiten konnte hier allerdings nicht
bewiesen werden. Ein solches Resultat hinsichtlich der Wahl der drei Parameter der
APK-Polynome stellt jedoch ein interessantes Feld zukiinftiger Untersuchungen dar und
so bereitet diese Arbeit einen moglichen Ansatz fiir einen Beweis beziiglich der Appro-
ximation einer Funktion mit Sprungunstetigkeit vor. Dazu wurden die in der Literatur
bekannten Resultate aus dem eindimensionalen Fall betrachtet. Bisher sind Ergebnisse
fiir die Approximation mittels trigonometrischer Funktionen bzw. Legendre-Polynomen
bekannt, siche [36] und [80]. Bei der Untersuchung der Arbeit [36] wurde festgestellt,
dass die Autoren die Voraussetzungen der Lemmata, welche sie in ihrem Beweis fiir das
Verhalten der gefilterten Legendre-Reihe verwendeten, nicht {iberpriiften. Wir zeigten,
dass diese sich nicht auf einen allgemeinen Fall iibertragen lassen. So wurde hier das
Resultat aus [36] verbessert, um anschliefend in einer kritischen Diskussion aufzuzeigen,
dass eine modale Filterfunktion o alle geforderten Voraussetzungen nur erfiillen kann,
wenn sie von hoherer Filterordnung ist als urspriinglich im Satz aus [36] angegeben.
Daher bleibt das Ergebnis aus [80] bisher einzigartig und die weitere Untersuchung des
Problems der Approximation einer Funktion mit Unstetigkeit mittels Fourier-Summen
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orthogonaler Polynome stellt eine interessante Aufgabe fiir die weitere Forschungen dar.
Es wurde weiterhin fiir die APK-Polynome aus der Viskositdatsformulierung ein Expo-
nentialfilter abgeleitet. Dieser modale Filter hdngt von dem Parameter v explizit ab, der
einen direkten Einfluss auf die Approximation hat.

Mit den APK-Polynomen und ihren zugehorigen Exponentialfiltern wurde das Spektrale-
Differenzen-Verfahren aus [86] erweitert. In zwei Testfillen wurde anschlieftend das er-
weiterte SD-Verfahren hinsichtlich seines Approximationsverhaltens und seiner Stabilitat
fiir unterschiedliche APK-Familien untersucht. Es wurden zum einen die Ergebnisse aus
[63] und [86] bestéatigt: Sowohl die Filterstérke als auch die Filterordnung miissen erhoht
werden, wenn man den Polynomgrad erhéht. Zum anderen wurde zusétzlich festgestellt,
dass auch die Parameterwahl der APK-Polynome und der Exponentialfilter sich positiv
auf die Stabilitdt auswirken konnen. Je hoher der Wert von + ist, desto stiarker werden
die Oszillationen geglattet. Bei einem zu grofte Parameterwert v gingen jedoch vorhan-
dene Informationen verloren. Diese wurden weggefiltert. Es stelle sich zwangslaufig die
Frage, ob eine optimale Parameterwahl der APK-Polynome fiir deren Verwendung im
SD-Verfahren existiert. In weiteren Forschungsarbeiten sollte daher eine theoretische
Analyse zur Beantwortung dieser Fragestellungen vorgenommen werden. Eine Stabili-
tatsanalyse, wie man sie bereits fiir die klassische Formulierung der SD-Methode in [38§|
oder [1] findet, konnte dabei zum Ziel fithren.

Neben der Betrachtung der APK-Polynome war ein weiterer Aspekt dieser Arbeit die
Erweiterung der Theorie spektraler Verfahren mittels diskreter orthogonaler Polynome,
zunachst in einer Variable. Die Verwendung diskreter orthogonaler Polynome war durch
die Berechnung der Koeffizienten in der Fourier-Reihe motiviert. Anders als bei den
klassischen orthogonalen Polynomen muss man weder ein Integral durch ein Quadratur-
verfahren auswerten, noch, wie beim Interpolationsansatz, ein lineares Gleichungsystem
16sen. Die Berechnung der Koeffizienten erfolgt durch Aufsummerierung an den einzel-
nen Punkten eines Gitters. Die Auswertung ist daher wesentlich schneller und auferdem
exakt, da keinerlei numerische Fehler gemacht werden. Als Beispiel fiir diskrete ortho-
gonale Polynome wurden schlieflich die Hahn-Polynome in einer Variable eingefiihrt,
die bereits in [26] bei einem numerischen Verfahren zum Losen partieller Differential-
gleichungen verwendet werden. Fiir die Koeffizienten der Fourier-Summe wurde spektra-
le Genauigkeit gezeigt. Bei der Untersuchung des Abschneidefehlers muss man jedoch
noch einen weiteren Punkt beachten. Bei Verwendung dquidistanter Punkte kann es bei
der Interpolation zum Runge-Phénomen kommen. Verwendet man diskrete orthogonale
Polynome auf gleichverteilten Punkten, hat dieses Phdnomen Einfluss auf die Appro-
ximation, was sich deutlich im Abschneidefehler wiederspiegelt. Ein moglicher Ansatz,
das Runge-Phdnomen zu vermeiden, besteht in der Verwendung diskreter orthogonaler
Polynome auf nicht-gleichverteilten Gittern. Dieser Aspekt in der Theorie orthogonaler
Polynome wurde von zwei verschiedenen Ausgangspunkten vorgestellt.

Zum Abschluss wurde nochmals eine Erweiterung auf ein Dreiecksgitter présentiert.
Dies sind zugleich Ausblicke fiir weitere mogliche Forschungsprojekte, da bisher weder die
diskreten orthogonalen Polynome auf nicht-dquidistanten Punkten bei einem spektralen
Verfahren verwendet wurden, noch eine Untersuchung des Approximationsverhaltens fiir
die mehrdimensionalen Hahn-Polynome existiert.



8 Anhang

Im Anhang stellen wir einige Ergidnzungen vor. Wir wiederholen ausgewahlte Defini-
tionen, Umrechnungsformeln und Lemmata (meist ohne Beweis), liefern die Graphik
des Askey-Schemas und abschlieffend berechnen wir die Fourier-Koeffizienten aus den
APK-Polynomen als Erweiterung, um sie in spateren Arbeiten analysieren zu kénnen.

Wir beginnen mit der Definionen und elementaren Umrechnungsformeln der Gamma-
funktion, wie man sie in jedem Lehrbuch [62] und jeder Formelsammlung [2]| tiber spe-
zielle Funktionen findet.

Definition 8.1. Sei z € R™. Dann ist die Gammafunktion definiert durch

o0

[(x) = /tH exp(—t) dt.

0

Eine Approximation der Gammafunktion fiir positive x liefert die Stirling-Formel:
I(z) = V2r2® V2 e @ @ mit 0 < p(x) < 1/(12x).

Die Gammafunktion kann zu einer meromorphen Funktion auf C\ {0, —1,—2,...} fort-
setzt werden. Es gelten folgende Darstellungs- und Umrechnungsformeln, deren detail-
liertere Auflistung man in [2] und [67] findet.

e '(z+1)=2o -T'(r) mit I'(1) =1,

o [(z) = lim I(Hl)(g;gjn(m) fiir alle # € C\ {0, —1,-2,...},

o [(@)I'(1 —2) = 77 firalle z € C\ Z

o F(m+%)—wﬁ firm=0,1,....

T ml4m

Die Gammafunktion steht in direktem Zusammenhang zu der Betafunktion.

Definition 8.2. Es seien a,b € C mit positivem Realteil. Dann ist die Betafunktion

definiert durch
1
_ _ ['(a)l'(b)
B(a,b) := [ t* 11 =) tdt = =L~
@)= [t ot - G
0
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So wie man die Gammafunktion zu einer meromorphen Funktion auf C\ {0, —-1,—-2,...}
fortsetzen kann, gilt dies auch fiir die Betafunktion. Fiir a,b,a +b € C\ {0,—1,-2,...}
gilt mit der Gammafunktion:

['(a)(D)

B(a,b) := Tath)

Mit Hilfe dieser Darstellung kann ein verallgemeinerter Binomialkoeffizient fiir jedes
a € C\{0,-1,-2,...} angegeben werden. Es ist

- 1 D(a+1) (8.1)

(a) o {O, wenn z oder o — z negative ganze Zahlen sind,

< @i DB(tLa—zt1) — Tt)(a—zi1)"

Das Pochhammer-Symbol , oder auch steigende Faktorielle, ist fiir alle x gegeben
durch

n

(@o:=1, (@)n:=]Jl@+i-1) ¥n=1,23, ...

i=1
In der Kombinatorik hingegen wird mit dem Pochhammer-Symbol die fallende Fakto-

rielle

(@o:=1, (@)n:=]Jl@-i+1) ¥n=1,23,. ..
i=1
bezeichnet.
In dieser Arbeit verwenden wir ausschliefilich die steigende Faktorielle, wie es auch in

der Theorie der speziellen Funktionen iiblich ist.
Das Pochhammer-Symbol kann auch mit Hilfe der Gammafunktion ausgedriickt werden:

_ I'(z+n)
() = Ta)

Es gelten aufserdem:
o (2)n=(=1)"(1—2—n);
o (n+m)l=nl(n+1)y;
o (—n); = (=1)4!(7).

Als néchstes beweisen wir eine Formel, die wir im Beweis der spektralen Konvergenz der
APK-Polynome (Kapitel 3) benttigen.

Lemma 8.3. Seienl,m € Ny und 0 <l+m < N fiir N € N. Dann gilt

1\ &Ki+1

— ) = : 8.2
> () -2 82

0<l4+m<N i=1
I,m €N




Beweis. Wir beweisen die Formel mit vollstandiger Induktion iiber N.

Fir N =1 gilt
1 \" ! i+1
> (o) 2Xa-2-X
0<l4+m<1 =1 i=1
I,m €Np

Sei (8.2) fiir ein N € N bereits gezeigt. Fiir N + 1 ist dann

> G - 2 ) S

0<l+m<N+1 0<l4+m<N 1=0

I,m €N I,m €Np

N .
LV. (t+1) N +2
- Z ik +(N+1)k

i=1

N+1 .

1+ 1
:; ik_
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]

Elementare Eigenschaften der Gegenbauer- oder auch ultrasphérischen Polynome
wurden, wie auch die nachfolgenden Lemmata, bei der Untersuchung der Legendre-Reihe
in Abschnitt 4.2 bendtigt. Man findet die Hilfssétze in [36] und die letzten beiden auch

in [80], dort mit den Beweisen und allen Voraussetzungen.

Bei den Gegenbauer-Polynomen handelt es sich um die Produkte aus einem Jacobi-
Polynom 3.1 mit gleichen Parametern a = g und einem zusétzlichen parameterab-
héngigen Faktor. Sie sind definiert auf dem Intervall [—1, 1] beziiglich des Parameters'

A > —%,)\ # 0 durch

M) = PV priasiy
(A +3),
oder, aquivalent dazu,
(Oé + 1)n a+
PYY(r) = ——— 2(x).

Die Gegenbauer-Polynome erfiillen die folgenden Relationen:

. (3) wrf [zt
Ps‘v 2 _ n+1 AT 3

['(a+n)n!2% _,

Co(®) = —Fy@n)

_1_1
P, * (22— 1), mit « # 0,

(8.3)

(8.4)

IFiir A = 0 erhilt man die Chebyshev-Polynome 1.Art T}, mit dem zusétzlichen Faktor %, d.h. CY =

2T, (z).
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N Lla+n+1)nl22mtt 1
[(a+n)
P(a)(n)!”

Lemma 8.4. Seil > 0. Dann gilt fir alle n # « und |a| <n

l o]
n B s, s (pHI=T1Y
<n—a) —E byn~?, bp—( R
p=0

Lemma 8.5. Seienn, N € N mitn > 2 und N gerade. Mit By; werden die Bernoulli-
Zahlen bezeichnet. Fiir jede Funktion g € C**([0,1]) gilt das Folgende:

SIS

(22 — 1), mit a # 0, (8.5)

C3,(0) = (=1)" (8.6)

-1
B

1 Z N2+ { 21'(41 _ 1)} (g(QZfl)(l) _ g(2171)(0>) + QN2

Lemma 8.6. Seien n, N,l € N mit n > 2 und N gerade. Dann gilt folgende Formel:

Z (_1)kk,—2l _ %N—Ql

k=N+1

(29)! (20 —1)!

wobei die Byj die Bernoulli-Zahlen sind.

n—1 .
+ ZN*QZ*?j‘Fl [ B?j (4]' —1) ((QZ +2) - 2)!)} + (’)(N’Z*Q”H),

=1

Weiterhin ist noch das Askey-Schema (Abbildung 8.1) abgebildet, das eine Ubersicht
iiber orthogonale Polynome liefert.

Im Kapitel 4 wurde bereits einmal die Kantendektektierung mit Hilfe der konjungierten
Fourier-Reihe erwahnt. In [86] wurde dieses Verfahren auf die PKD-Polynome angepasst.
Dabei wurden die Fourier-Koeffizienten direkt aus den Koeffizienten der PKD-Polynome
berechnet. Hier folgt die theoretische Erweiterung auf die allgemeinen APK-Polynome.
Wir betrachten analog zu [86, S.75] eine Funktion u* auf dem Einheitsquadrat [—1, 1]2.
Die Funktion ist mit

gegeben, wobei die flm,l die normierten APK-Polynome sind. Mit 1& ist die Transfor-
mation vom Einheitsquadrat auf das Dreieck T gemeint. Gesucht sind die Fourier-
Koeflizienten

1 1
.1 .
fen =7 / / u*(z, y)e” T dady.

-1 -1
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| 4F3(4) Wilson Racah
3F>(3) ((31(1)12?3;?1?15 : Continuous Hahn E Hahn : Dual Hahn D

I

|

2Fi(2) Meixner-Pollaczek : Jacobi : Meixner : Krawtchouk D
[ \Fu(D), 2 Fo(1) Laguerre Charlier
l \ R 4
[ LFy(0) Hermite

Abbildung 8.1: Askey-Schema aus |67]

Satz 8.7. Seien m,l,N € No mit 0 < m+ 1 < N. Weiterhin seien die Koeffizienten
Ui, 0 <m+1< N der normierten APK-Polynome A,,; im Dreieck T gegeben®. Dann
qilt

N N-I l .
: (p+ﬁ+l+j) .

=0 m=0

a+m+m+@
- k4l
(ko Tkt ar D2k — D&k )> ’

Ms

mat
E(n,j) = /(y — 1)/e”™¥dy und
()™ @I +y—a)2(m+1) 1)
92+
T+ DI+ DI (@ +1+m)I(p+1+1)
L+ B8)T(m+a)l(ag+m+a)T(p+1+3)

Cm,l =

2Durch die Transformation T; aus Abschnitt 2.2.2 kann dies fiir jedes Dreieck 7; € T erweitert werden.
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Beweis. Aus der Definition der APK-Polynome 3.5 folgt mit der Transformation? ¢ und
der Normierung 3.7.

~

A (b2, 1)) = /(21 + v — @) 2(m + 1) + ) kpm(—1)" P () (1 ; x) PPA(y)

- [ Ghpmimtada
Mt Ky m 2= V/u+1nﬁwwa0niao‘

Aus der Definition der Jacobi-Polynome 3.1 erhélt man

Pae(z) =

I'(a+1+m) i(:ﬁ—l) o+ a+m+k)

C(a; +m+ «) — 2 El(m — k)T (k+a + 1)

und
l .
- L(p+1+1) Lip+B+1+ -1y’
Plp,ﬁ Yy) = Z J) Y :

Pp+1+0) S Tp+i+ 11—\ 2

Verwenden wir die beiden Formeln, so gilt fiir fﬁnf

1 LN Na
=1 [ [ st e e dy
14 =0 m=0
N N-l mg 1
ml a,oc— l o —im(x
:ZZ 22+l||A lHL2Th //Pml 1 — ) Plpﬂ 1(3/)6 (@ tm) 4z dy
=0 m=0 m e

1
(_1) uml / -1 I —i / p-1 —i
s P 1 — 17r§:pd Pp’ Ty q
2 Ay | T )0 e Ry
m= —1 —1

(=)™ ly Tl +1+m)T(p+1+1)
228 | Az T(ar +m 4+ a) T(p + 14 B)

1
o+ a +m+ k) / N —
’ —1 1 — iréx
(k:o Zkk!(m _ k)!F(k T oap+ 1) (33 ) ( fl?) e dzx

-1

NE

l 1

(p—i_ﬁ—i_l_'_j) J —inrny
;ZjF(p+]+1) (l—])[(y_l)e dy

3Hierbei ist die Transformationsformel fiir ’(ZJ zu beachten.
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Nutzen wir die Normierung aus Lemma 3.7 und

1 1

E(n,j) = /(y _ 1)j6—im7ydy bzw. E(f7 k + [) — / (:E B 1)k+l e—iwfxdl,’

-1 -1

vereinfacht sich der Ausdruck zu

N N-— l ~
. D)™/ 2L+ v — ) (2(m + 1) + )
fen = §j§j SoH

=0 m=0

U= 5), mlm ), Mo+ 14m) Mo+ 1+
(I+1), (m+a)(m)aT(ag+m~+a)T(p+1+ )

" T(a+a+m+k)(D)EEk+DY (x=Tp+8+1+7)EM,j)
'(Z 2"’k'l(m )D(k+a;+ 1) )(;wrpﬂﬂ) 11— j)!>'

k=0

Schreiben wir die Pochhammer-Symbole wieder in Gammmafunktionen, bekommen wir

schlielslich

92+

. ﬁfﬁf )™ iy y/ 2+ 7 — @) (2(m + 1) 1 7)
=0 m=

P+ DI m+1) Dl +14+4m) D(p+141)
LF(l+pB)T(m+a)T(a+m+a)T(p+1+5)
r

(a+a+m+k)EEk+1) Zl:F(p+ﬁ+l+j)E(77j)
26kl (m — K)IT(k +a; + 1) g 2T(p+ 7+ )51 —j)!

(=)™ /(2L +v —a)2(m +1) + )T+ )D(m+ D)l (a; + 1+ m)T(p+ 1+ 1)
22+l\/F(l+6)F(m+a)F(al +m+a)l(p+1+P) .

Ms

B
I

0

Mz

=

o

—1 l
X p+B+1+7) .
1)
X:OU lcml <]22Fp+]+1 2]] (Z ])' (777])

D(a+a+m+Fk)
Tt ot 2okim — i D&t l))

NE

ol

=0

mit

Cm,l =

Fiir die E(n,j) sind auch explizite Darstellungen bekannt [86, S.77]| .
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