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Kapitel 1

Einleitung

In dieser Arbeit wird eine neue Klasse von finiten Elementen eingefiihrt, die
sich einfach vergrébern lafit. Diese sogenannten zusammengesetzten finiten
Elemente eignen sich daher besonders gut zur Diskretisierung von Proble-
men, fiir die herkommliche finite Elemente keine groben Diskretisierungen
zulassen. Die Effizienz vieler Losungsverfahren (Extrapolation, Mehrgitter-
verfahren, Wavelets, etc.) basiert jedoch oftmals auf mehrskaligen Diskre-
tisierungen eines Problems. Das bedeutet anschaulich, daff Informationen
der gesuchten Losung, die bereits auf groben Skalen darstellbar sind, auch
auf diesen Skalen berechnet werden koénnen. Die {ibliche Einschriankung
an Finite-Elemente-Diskretisierungen, daf§ die Details des Problems (Geo-
metriedetails, Koeffizienten der Differentialoperatoren etc.) aufgelost sind,
sind daher ein grofles Handicap fiir eine effiziente numerische Behandlung.
Fiir die in dieser Arbeit entwickelten, zusammengesetzten Finite-Elemente-
Réaume entfillt diese Restriktion. Probleme mit sehr vielen, kleinen, geo-
metrischen Details kénnen mit sehr wenigen Unbekannten (Gréflenordnung
10-20) diskretisiert werden. Das Entscheidende ist, dal bereits ab den sehr
grobskaligen Diskretisierungen die asymptotischen Fehlerabschétzungen fiir
den Diskretisierungsfehler gelten, und daher die oben beschriebenen effizi-
enten Loser vorteilhaft eingesetzt werden konnen. Im Gegensatz zu vielen
anderen Homogenisierungsverfahren, ist der Aufwand, die groben Diskre-
tisierungen zu realisieren, d.h. die Gleichungssysteme aufzustellen und zu
16sen, wesentlich geringer als die Diskretisierung des Problems auf einer sehr
feinen Skala, bei der alle Mikrostrukturen aufgelost sind. Diese Tatsache
macht die zusammengesetzten finiten Elemente auch interessant, um Pro-
bleme, die komplizierte Mikrostrukturen enthalten, mit moderater Genauig-
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6 KAPITEL 1. EINLEITUNG

keit zu losen. Derartige Probleme treten typischerweise bei der Modellierung
von Umweltphénomen auf.

Wir werden diese Finite-Elemente-Riéume abstrakt definieren, so daf} sie
ohne Modifikation in zwei und drei Raumdimensionen und sowohl auf simpli-
zialen wie auch auf quadrilateralen Gitter angewendet werden kénnen. Des-
weiteren bleibt der lokale Charakter der Finite-Elemente-Diskretisierung er-
halten. Die Basisfunktionen der zusammengesetzten Finite-Elemente-Réaume
sind zwar eventuell iiber einen etwas grofleren Bereich verschmiert, besitzen
aber nach wie vor einen lokalen Tréger, der aus O (1) Dreiecken, Vierecken,
etc. besteht.

Die Abschétzungen des Approximationsfehlers, die in dieser Arbeit herge-
leitet werden, sind lokal. Das bedeutet, dafl sowohl adaptive Verfeinerungs-
strategien angewendet werden kénnen, als auch lokale Fehlerabschétzungen
zur Verfiigung stehen, die benotigt werden, um eventuell vorhandene Sin-
gularititen in der Losung adaptiv aufzulésen, und um mit lokalen Fehler-
abschitzungen abhéngig von der Regularitéit der Losung arbeiten zu konnen.

Die zusammengesetzte Finite-Elemente-Methode ist flexibel beziiglich un-
terschiedlicher Diskretisierungsordnung. Die Methode und die Fehlerabschét-
zungen werden fiir Diskretisierungen mit beliebigem, lokalem Polynomgrad
hergeleitet. Wir diskutieren hier nicht die adaptive hp-Methode, da speziell
fiir Probleme mit vielen und komplizierten Mikrostrukturen auf Grund der
fehlenden Regularitdt eine Verfeinerung des Polynomgrades in der Néhe der
Mikrostrukturen nicht sinnvoll ist.

In der Literatur existieren mehrere Vergroberungsstrategien, die fiir spe-
zielle Anwendungen vorteilhaft sein konnen. Falls man lediglich an der effi-
zienten Losung grofler, positiv definiter Probleme interessiert ist, lassen sich
BPX-artige Vorkonditionierer anwenden und fiir spezielle Probleme eventu-
ell billigere Vergroberungstechniken verwenden. In letzter Zeit haben alge-
braische Mehrgitterverfahren ein Wiederbelebung erfahren. Diese Verfahren
zeigen fiir spezielle Typen von Problemen beindruckende Konvergenzeigen-
schaften. Das Dilemma ist jedoch, dafl praktisch keine Theorie vorhanden ist,
die fiir Real-Life-Probleme anwendbar ist, und daf} einige dieser Methoden
instabil werden, falls das lineare Gleichungssystem nicht einige algebraische
Eigenschaften besitzt, die in der Praxis tiblicherweise verletzt sind.

Die in dieser Arbeit vorgestellten zusammengesetzten finite Elemente be-
sitzen eine sauber definierte mathematische Grundlage in Form einer sehr
allgemein bewiesenen Approximationseigenschaft. Die numerischen Experi-
mente bestétigen, dafl sie sich sowohl zur Diskretisierung auf groben Ska-



len eignen wie auch zur effizienten Verwendung von Mehrgittermethoden fiir
Probleme, die viele und komplizierte Mikrostrukturen enthalten. Eine we-
sentliche Stérke der vorgestellten Methode ist, dafl sie sowohl einfach zu im-
plementieren ist, wie auch das Potential besitzt, fiir kompliziertere Probleme,
die beispielsweise hoch-oszillierende, unstetige Koeffizienten enthalten, ange-
wendet werden kann.

Ich mo6chte an dieser Stellen, die Gelegenheit niitzen, den Personen zu
danken, die mir wahrend der Zeit des Forschens und Aufschreibens dieser
Arbeit die entscheidende Unterstiitzung gaben. Die grofite fachliche Moti-
vation waren die intensiven Diskussionen mit Herrn Prof. Hackbusch, der
immer der Meinung war, daf irgendwo noch eine einfachere Losung existiert,
und damit bis zum Schluf recht hatte. Sowohl sein Interesse an den mathe-
matischen Details als auch an der Einordnung der erzielten Ergebnisse gaben
mir wichtige Impulse und waren eine stdndige Motivation.

Ich m6chte den Mitarbeitern und wissenschaftlichen Hilfskréften am Lehr-
stuhl Praktische Mathematik in Kiel danken fiir die permanente Unterstiit-
zung und Motivation, die ich erfahren habe. Speziell Lars Grasedyck und
Jens Burmeister waren eine unschétzbare Hilfe bei der Implementierung der
Methode.

Einen wesentlichen Teil dieser Arbeit habe ich am Mathematischen For-
schungsinstitut Oberwolfach aufgeschrieben. Fiir diese Unterstiitzung, die
sehr wesentlich zum Erfolg beitrug, moéchte ich mich herzlich bedanken.

Ein grofler Dank gebiihrt meiner Familie, die sehr viel Versténdnis fiir
meine Arbeit aufbrachte, und eine sehr wichtige Abwechslung darstellte zu all
den Formeln und Beweisen in meiner wissenschaftlicher Arbeit. Besonderer
Dank gilt meiner Tochter Lina, die mich am besten ermuntern konnte, immer
weitere Dreiecke auf irgendwelche Schmierpapiere von ihr zu kritzeln.



8 KAPITEL 1. EINLEITUNG

1.1 Symbolverzeichnis

a(--) Bilinearform (S. 22)

ar(-,-) lokale Bilinearform auf €2, (S. 151)

A Matrix des linearen Gleichungssystems (S. 63)

Ajpakro Matrix zum inneren Gitter 7;"%%"° (S. 152)

argmin argmin,,, F' (x) ergibt einen fest-gewéhlten Minimierer
des Funktionals F

argmax analog wie argmin

b;,b Zahlen, welche die geometrische Grofle der EinfluBmenge
I; ¢ (K') beschreiben (S. 46)

br Breite des randnahen Gitters, by =5 (S. 68)

v, ot CFE-Basisfunktionen (S. 63)

C*(Q) Raum aller unendlich oft differenzierbaren Funktionen
auf Q (S. 21)

Ce () Raum aller unendlich oft differenzierbaren Funktionen
auf © mit kompaktem Tréger (S. 21)

C>*(Q,Tp) Raum aller unendlich oft differenzierbaren Funktionen
auf €, die in einer Umgebung von I'p verschwinden (S.
21)

Cas Ca Verhiltnis zwischen hg und he(k (siehe (4.5))

Ca Verhiltnis zwischen der Fliche von LY (K) und K (S.
29)

Cg Norm des Fortsetzungsoperators (S. 100)

C, Verhéltnis zwischen hy und hg im Fall von dist (K, K', 7) <
C (S. 28)

¢, C, Verhaltnis zwischen hx und hg fiir die Sohne K’ von K
(S. 58)

Cref, Cref Konstanten, welche die Verfeinerungsgeschwindigkeit be-
schreiben (S. 45)

Creg Konstante, welche die Regularitéit der geometrischen fi-
niten Elemente beschreibt (S. 24)

Cy Konstante, welche den Lipschitz-stetigen Zusammenhang

beschreibt (S. 27)
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dist (wy,ws)

dist (w1, ws, 7)
dom T

8 S

e
E
Ex
Eriiy
Ef
Ea

Farp

F,

F} (K)
hi

max min
hK’: hK

hg, h"r
hy ()
he ()
hje (K)

Konstante, welche die Quasiuniformitét des Teilgitters
I; ¢ (K) beschreibt (S. 57)
Summe der Verzerrungsparameter €, (/) (S. 58)
Norm des Fortsetzungsoperators nach Whitney (S. 102)
Konstante, welche den Einflul des Gebiets €2 auf die
Norm des Fortsetzungsoperators charakterisiert (S. 105)
Anzahl der Elemente K € 7, die K’ € LY (K) erfiillen
(S. 29)
Anzahl der Elemente K € 7, die K’ € Uy, (K) erfiillen
(S. 61)
Raumdimension, d = 2,3
Grobgittergebiet, welches zur Auswertung der Prolonga-
tion in einem Feingitterpunkt verwendet wird (S. 93)
Distanz zwischen den Mengen wy,ws, d.h. dist (wy,ws) :=
infrew, ||z — y|

YyCwa
Elementweise Distanz zweier Mengen (S. 26)
Gebiet, welches von einem Gitter 7 tiberdeckt wird (S.
24)
Einheitsgitterfunktion zum Knoten z (S. 63)
Fortsetzungsoperator (S. 100 und S. 107)
Menge der Kanten eines geometrischen Elements (S. 141)
unstetiger Fortsetzungsoperator (globale Version) (S. 76)
unstetiger Fortsetzungsoperator (lokale Version) (S. 77)
Fortsetzungsoperator nach Whitney (S. 101)
Konstante, die in der Friedrichs-Ungleichung auftritt (S.
102)
Vektor der rechten Seite des linearen Gleichungssystems
(S. 63)
Vater eines Elements K € 7; auf der Stufe ¢ (S. 41)
maximaler Durchmesser eines geometrischen Elements
(S. 24)
maximale, minimale Kantenldnge eines geometrischen
Elements (S. 24)
maximale Schrittweite eines Gitters 7, bzw. 7 (S. 24)
maximale Schrittweite des Gitters 7,
maximale Schrittweite des Gitters 7, (S. 45)
maximale Schrittweite des Gitter 1;, (K) (S. 56)
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]g, I’T
L (w)

g

nr
Null (K)

p
P;,
Pa

R@
Rfv RT

Ry
CFFE
S

S?Tv Sql_)ﬂ” SZ
u%nt’ u%rnt

int
Uje
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Sobolevraum (S. 21)

Sobolevraum, Vervollstandigung von C§° (2) unter der
Norm |-, (S. 21)

Sobolevraum, Vervollstandigung von C* (§2,T'p) unter
der Norm ||-[[, , (S. 21)

Einflumenge von K (S. 55)

Inkreisdurchmesser eines geometrischen Elements K (S.
24)

Finite-Elemente-Interpolationsoperator (S. 33).
Elementschichten um die Menge w (S. 26)

Norm, in der der Approximationsfehler gemessen wird,
m=20,1

Konstante, welche festlegt, ob auf einem Element mit
Null prolongiert wird (ng = 1) (S. 71)

Konstante, welche die Entfernung beschreibt, iiber die
extrapoliert werden darf, (ny, = ng+ 2 = 3) (S. 75 und
S. 89)

Konstante, welche die Grofle des Tetraeders beschreibt,
der festlegt, ob mit Null prolongiert wird, (ny = 5) (S.
70)

Funktion, die angibt, ob auf K mit Null prolongiert wer-
den darf (S. 70)

lokaler Polynomgrad des Finite-Elemente-Raumes (S. 31)
Prolongationsoperator zwischen den Stufen ¢ und j (8.
53)

Konstante, die in der verallgemeinerten Poincaré-Unglei-
chung auftritt (S. 103)

Raum der Gitterfunktionen auf © (S. 32)
Punktauswertung einer stetigen Funktion (S. 34, beachte
aber S. 122)

Restriktion vom Gitter 74,1 nach 7 (S. 64)
zusammengesetzter Finite-Elemente-Raum (S. 53)
Finite-Elemente-Réume (S. 31)
Finite-Elemente-Interpolierende einer stetigen Funktion
auf dem Gitter 7, (S. 34)

Finite-Elemente-Interpolation der von 7, nach 7; prolon-
gierten Finite-Elemente-Funktion (S. 118)
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E
Upiae

Vi

V,. V.,
Wk (Q)
Wy

Y (K)
Be

Bie

@b @T

Extrapolation einer Finite-Elemente-Funktion mit Hilfe
des Operators Epyq 0 (S. 74)

Menge der Ecken eines geometrischen Elements (S. 141)
Menge der Ecken eines Finite-Elemente-Gitters (S. 33)
Sobolevraume (S. 21)

Norm des Fortsetzungsoperators nach Whitney auf dem
Gebiet A (S. 102)

Knotenpunkte der EinfluBmenge I, (K) (S. 55)
Gitterfunktion aus R®

prolongierte Gitterfunktion auf der Stufe j (S. 54)
Menge der Knotenpunkte eines Finite-Elemente-Raumes
(S. 33)

Menge der Knotenpunkte auf dem Teilgitter o) (K) (S.
44)

Verzerrungsparameter (S. 57)

Randunkt, der minimalen, elementweisen Abstand zur
Menge w besitzt(S. 76)

Abbildung, die einem randnahen Element das Grobgitter

element zuordnet, welches zur Prolongation in K ver-
wendet wird (S. 76)

Stabilitéitskonstanten fiir die Prolongation (S. 113, 116,
125)

Abbildung, die einem Knotenpunkt ein Element zuord-
net, welches die Prolongationsmethode definiert (S. 78)
Abbildung, die einem Knotenpunkt das Grobgitterele-
ment zuordnet, welches zur Auswertung der Prolongati-
on verwendet wird (S. 78)

Abkiirzung fiir oj™ (S. 91)

Sohne eines geometrischen Elements K € 7, auf dem
Gitter 7; (S. 41)

Sohne eines geometrischen Elements K € 7, auf dem
Gitter 72° (S. 96)

Finite-Elemente-Gitter (S. 24)

Referenzgitter (S. 40)

Angepafites Referenzgitter, welches aber noch Elemente
enthalten kann, die auerhalb des Gebiets liegen (S. 43)
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Ty y Ty

@,

Q
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Randnahes und inneres Gitter (S. 68 und 72)

Gitter, welches zur Auswertung der Prolongation auf
i1 bendtigt wird (S. 75)

Gitter, auf dem mit Null prolongiert wird (S.74)

Gitter, welches die Elemente enthélt, die nahe am rand-
nahen Feingitter 7} liegen (S. 74)

Menge aller Elemente, die = beriihren: 7, := {K ET|x € F}

Menge aller Referenzelemente, die x beriihren: 7, :=
{Ke#|zeK)}

Menge der zuléssigen bzw. unzuléssigen Elemente eines
Gitters (S. 151)

Abbildung, die den Zusammenhang zwischen den Refe-
renzgittern 7, und den angepafiten Gitter 7, herstellt (S.
45)

Gebiet des Randwertproblems (S. 13)

Gebiet, welches durch die Gitter 7, bzw. 7 {iberdeckt
werden (S. 24)

Gebiete, welche von den dufleren bzw. inneren Gittern

(7§ bzw. 7;) iiberdeckt werden (S. 68)

d-dimensionales Volumen der mefbaren Menge M C R?
(S. 29)

W¥P-Seminorm (S. 21)

Euklidische Norm

WHP-Norm (S. 21)

andere Schreibweise fiir |||y,

modifizierte H™-Seminorm (S. 124)

Skalarprodukt auf H” (Q) (S. 22)

Bilinearform, die der H*-Seminorm entspricht (S. 107)



Kapitel 2

Motivation und
Problemstellung

In dieser Einleitung wird an Hand von charakteristischen Anwendungen er-
klart, weshalb Finite-Elemente-Réume, die sich einfach vergréobern lassen,
wichtig sind, um Mehrskalenprobleme effizient zu behandeln. Der Begriff
, Mehrskalenprobleme® soll kurz konkretisiert werden.

Ziel ist es, partielle Differentialgleichungen auf Gebieten Q C R? moglichst
schnell bis zu einer vorgegebenen Genauigkeit zu losen. Die Gleichung ist cha-
rakterisiert durch das Gebiet €2, die Koeffizienten der Differentialoperatoren
und Randbedingungen, sowie durch die Inhomogenitédten in der Gleichung
und in den Randbedingungen. Fiir die numerische Losung dieser Gleichung
ist es iiblicherweise erforderlich, das Gebiet 2 zu vernetzen, typischerweise
durch ,finite Elemente®, d.h. Dreiecks- oder Vierecksnetze in zwei Dimensio-
nen und hoherdimensionale Analoga fiir d > 3. Die Diskretisierung geschieht
dann beispielsweise mit Hilfe des Galerkin- oder Differenzenverfahrens. Die
Grofle der Elemente ist eine charakteristische Grofle fiir die Genauigkeit der
numerischen Approximation. Umgekehrt legt eine vorgegebene Genauigkeit
die (minimale) Grofle der Elemente im wesentlichen fest. Auf der anderen
Seite wird typischerweise gefordert, dafy das Finite-Elemente-Gitter die Geo-
metrie, d.h. den Rand des Gebiets (2, verniinftig auflést und genauso die
Réander der Teilgebiete, in denen die Koeffizienten der Differentialgleichung
glatt sind. Falls derartige geometrische Mikrostrukturen wesentlich kleiner
sind als die durch die Approximationseigenschaft bestimmte Elementgrofie
mufl das Gitter in der Nadhe dieser Mikrostrukturen sehr viel feiner sein.
Falls die Zahl der Mikrostrukturen sehr hoch ist, ist eine grobskalige Diskre-
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14 KAPITEL 2. MOTIVATION UND PROBLEMSTELLUNG

tisierung mit sehr wenigen Unbekannten mit iiblichen finiten Elementen nicht
moglich. Im folgenden werden typische Anwendungsbeispiele vorgestellt.

DISKRETISIERUNG PARTIELLER DIFFERENTIALGLEICHUNG ZU VORGE-
GEBENER (MODERATER) GENAUIGKEIT AUF KOMPLIZIERTEN (GEBIETEN

Bei der Simulation von Umweltphdnomenen ist die Berandung der be-
trachteten Gebiete hiufig extrem kompliziert; die Genauigkeit, mit der die
Losung des Problems bestimmt werden soll, jedoch moderat. Als illustrieren-
des Beispiel sei hier die Modellierung des Stromungsverhaltens von Gewéssern
angefiihrt, z.B. mit Hilfe der Flachwasser-Gleichungen [30]. In Abbildung
2.1 ist am Beispiel der Ostsee die typische Komplexitiat der Randgeometrie

Abbildung 2.1: Ostsee

fiir derartige Probleme illustriert. Die Bedingung, dafl ein Finite-Elemente-
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Gitter den Rand des Gebiets auflosen muf3, erfordert ein sehr feines Gitter
nahe des Randes, was aber aus Griinden der gewiinschten Genauigkeit nicht
notwendig wéire. Ein Ausschnitt eines Finite-Elemente-Gitters fiir die Ostsee
ist in Abbildung 2.2 dargestellt. Bei diesem Problem ist man jedoch ledig-

Abbildung 2.2: Triangulierung eines Auschnitts der Ostsee.

lich an einer makroskopischen Beschreibung der Stromung interessiert und
nicht an einer mikroskopischen Beschreibung der Wellen in Randnéhe. Die
Auflésung der Mikrostrukturen in Randnéhe fithrt daher auf unangemes-
sen grofe Gleichungssysteme, die mit erheblichem Aufwand gelost werden
miissen.
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SCHNELLE LOSER FUR PARTIELLE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN AUF
KOMPLIZIERTEN GEOMETRIEN

Schnelle Losungsverfahren speziell fiir elliptische Probleme basieren héufig
auf einer Diskretisierung des Problems auf unterschiedlichen Skalen. Bei-
spiele hierfiir sind Mehrgitterverfahren oder Extrapolationstechniken. Falls
nun keine adéquate Diskretisierung auf groben Skalen moglich ist wegen klei-
ner geometrischer Strukturen, bricht die Effizienz dieser Verfahrens zusam-
men. Derartige Probleme treten in der Technik auf, falls die Geometrie des
betrachteten physikalischen Objekts kleine geometrische Details enthélt. Bei-
spiele: Autos, Flugzeuge, Motoren, Probleme der Festkorpermechanik, etc.
Jedes Finite-Elemente-Gitter, welches die Geometrie auflost, besteht aus so
vielen Unbekannten, dal die Rechenkapazitit weitere Verfeinerungen nicht
zulafit bzw. die numerische Losung des entstehenden diskreten Problems sehr
rechenaufwendig ist. In diesem Fall sind beispielsweise Mehrgitterverfahren
nicht anwendbar. Finite-Elemente-Raume, deren minimale Dimension nicht
mit der Komplexitéit der Geometrie gekoppelt ist, aber auch auf groben Ska-
len die notwendige Approximationsgiite besitzen, wiirden diese Schwierigkeit
beseitigen.

HOMOGENISIERUNG VON DIFFERENTIALOPERATOREN

Bei der Modellierung von Umweltphédnomen versucht man Gleichungen,
die Differentialoperatoren mit sehr komplizierter Mikrostruktur enthalten,
durch geeignete Mittelungen zu homogenisieren, und dadurch zu grobskali-
geren Beschreibungen des Problems zu kommen. Ein Stichwort hierzu wiére
die Modellierung von Strémungen in pordsen Medien. Fiir periodische Pro-
bleme lassen sich hierfiir analytische (fourierartige) Techniken verwenden und
dadurch asymptotische Aussagen gewinnen. Bei stochastischer Verteilung
der Mikrostrukturen lassen sich jedoch derartige Methoden nicht mehr an-
wenden. Hier wéren ebenfalls Diskretisierungstechniken erforderlich, welche
die Gleichung auf groben Skalen angemessen diskretisieren, um daraus In-
formation iiber die homogenisierten Differentialoperatoren zu bekommen. In
Abbildung 2.3 ist eine typische Anwendung illustriert.

Motiviert durch diese Problemstellungen, wird in dieser Arbeit eine neue
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Abbildung 2.3: Fliissigkeit, die in die Erde sickert. Im vergroferten Bild-
ausschnitt sind typische Mikrostrukturen in Form unregelméfig verteilter,
unterschiedlich grofier, kugelférmiger Korner dargestellt.

Klasse finiter Elemente eingefiihrt, die es erlauben, Mehrskalenprobleme zu
diskretisieren, wobei die minimale Zahl der Unbekannten unabhéingig ist von
der Zahl der Mikrostrukturen, und die asymptotischen Fehlerabschétzungen
bereits auf den grobsten Skalen gelten.

Vergleichbare Ansétze in der Literatur lassen sich im wesentlichen in zwei
Klassen einteilen.

1) Algebraische Mehrgitterverfahren.

Ziel dieser Methode ist es, aus einem grofien linearen Gleichungssystem
rein algebraisch eine Folge von niederdimensionalen Problemen zu erzeugen,
die im Rahmen eines Mehrgitterverfahrens zur Losung des Gleichungssystems
verwendet werden. Information iiber die kontinuierliche Gleichung und Dis-
kretisierung (Gitter, Diskretisierungsordnung, etc.) werden nicht verwendet.
Die vergroberten linearen Gleichungssysteme konnen nicht in dem Sinn als
Diskretisierung des kontinuierlichen Problems auf einer groben Skala ver-
standen werden, dafl die Losung der Grobgittergleichung eine der Feingit-
terlosung verwandte Approximationseigenschaft besitzt. In vielen Fille lie-
fert dieses Verfahren zufriedenstellende Mehrgitter-Konvergenzresultate und
zeichnet sich durch den rein algebraischen Zugang aus, der in Richtung
black-box-artiger Mehrgitterverfahren zur Losung linearer Gleichungssystem
zielt. Auf der anderen Seite ist die Konvergenztheorie bisher noch sehr un-
vollstdndig und haufig an algebraische Eigenschaften der Matrix gekoppelt,
die fiir Finite-Elemente-Diskretisierung im allgemeinen nicht erfiillt sind. De-
taillierte Darstellungen dieses Verfahrens findet sich in [37], [6], [46], [44], [14],
[5].

2) Vergroberung durch Agglomeration
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Bei einer anderen Klasse von Verfahren wird das feine Gitter durch Agglo-
meration vergrobert. Das bedeutet, dafl Punkte und Kanten sukzessive aus
dem Feingitter entfernt werden, und die entstehen Zellen neu vernetzt wer-
den, so daff daraus (grobere) Dreiecks- bzw. Vierecksgitter entstehen (siche
(3], [4], [10], [28], [9]). Diese Technik kann benutzt werden, um hierarchi-
sche Basen zu konstruieren, und damit das Hierarchische-Basis-Mehrgitter-
Verfahren anwenden zu kénnen. Verwandt mit diesem Ansatz ist die in [29]
verwendete Technik. In der zitierten Arbeit wird eine geschachtelte Gitter-
hierarchie verwendet, welche jedoch den Rand des Gebiets nicht auflésen
muf, sondern lediglich von innen sukzessive ausschopft. Es wird gezeigt,
daB sich Unterraum-Korrekturverfahren, die auf diesen Gittern basieren, zur
Losung des linearen Gleichungssystems auf dem feinsten Gitter anwenden las-
sen. Die meisten dieser Agglomerationsmethoden sind in zwei Dimensionen
formuliert. Die Ubertragung dieser Verfahren auf dreidimensionale Probleme
ist keineswegs offensichtlich. Im Gegensatz dazu sind die hier vorgestellten,
zusammengesetzten finiten Elemente unabhéngig von der Raumdimension
definiert und lassen sich daher ohne prinzipielle Schwierigkeiten in drei Di-
mensionen anwenden.

3) Weitere verwandte Verfahren

In [39] wird im Zusammenhang mit der Diskretisierung glatter, gekriimm-
ter Réander ein finites Element definiert, welches mit den in dieser Arbeit
definierten zusammengesetzten finiten Elementen verwandt ist. Auch das
Shortley-Weller-Differenzenverfahren besitzt eine interessante Verwandtschaft
zu den hier vorgestellten zusammengesetzten finiten Elementen (vgl. [40],
[19, Kapitel 4.8]). Dieses Verfahren beruht darauf, daf ein uniformes (kar-
tesisches) Referenzgitter iiber das Gebiet gelegt wird, und geeignete Diffe-
renzenquotienten in Abhéngigkeit von der Entfernung zum Rand verwendet
werden. Ein Problem bei Shortley-Weller-Diskretisierungen entsteht, falls ein
kleines Loch im Gebiet ganz in einer Gitterzelle liegt und keine Gitterlinie
schneidet. Dann wird es ,,iibersehen”, und die Diskretisierung wird ungenau.
Einen Ausweg aus dieser Situation ist durch das sogenannte Galerkinprodukt
gegeben (vgl. [17],[16]). Auf diesen Aspekt wird in Kapitel 4.3 eingegangen
werden (vgl. [21]).



Kapitel 3

Grundlagen der
Finite-Elemente-Methode

Im folgenden rekapitulieren wir einige grundlegende Definitionen und Techni-
ken, die fiir die Analyse und Diskretisierung partieller Differentialgleichungen
mit Variationstechniken bendtigt werden.

3.1 Funktionenriume

Definition 1 Eine Teilmenge Q2 C R® heifit Gebiet, falls sie offen und zu-
sammenhdngend ist.

In dieser Arbeit werden wir uns bis auf wenige Ausnahmen mit Lipschitz-
Gebieten beschiéftigen. Diese sind Gegenstand der folgenden Definition.

Definition 2 Sei Q ein beschrdnktes, mefibares Gebiet mit Rand I' := 0f).
Sei Cr 1 der Zylinder

CR,L = {y - (gayn) : ||g)|| < Ra |y7’L| < LR}

mit positiven Konstanten L, R und § = (y1,Y2, -+, Yn—1)-

Das Gebiet ) heifit Lipschitz-Gebiet, wenn fir jeden Punkt xo € T ein
orthogonales Koordinatensystem y =T (x — o) eingefihrt werden kann mit
einer konstanten (n x n)-Matriz T, so daf$ in den y-Koordinaten der Schnitt
' mit Cr, gegeben ist durch die Gleichung y, = ¢ (y) mit einer Funktion

19
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@, die die Lipschitz-Bedingung in {§ : ||g|| < R} erfillt mit einer Lipschitz-
Konstanten kleiner gleich L und

QNCrr={y: 9l <R, ¢ (9) <yn < LR}.

Dariiberhinaus fordern wir, da € minimal-glatten Rand besitzt (vgl.
[41]). Um diese Eigenschaft zu definieren, fithren wir die Klasse der speziellen
Lipschitz-Gebiete ein.

Definition 3 Sei ¢ : R¥™! — R eine Funktion, die die Lipschitz-Bedingung
(@) =W <Mlz—yll,  VaoyeR™

erfillt. Die minimale Konstante M, fir die obige Ungleichung erfillt ist,
nennen wir Cy,. Die Menge aller Punkte oberhalb von ¢, nennt man spezielles
Lipschitz-Gebiet

0= {x € R | xg> @(ml,xQ,...,xd,l)}.
Die Lipschitz-Konstante von ) ist durch Cq = C, gegeben.

Mengen mit minimal-glattem Rand sind Gegenstand der folgenden Defi-
nition.

Definition 4 Der Rand I' einer offenen Teilmenge Q0 C R* wird minimal-
glatt genannt, falls eine Konstante ¢ > 0, ein N € N, ein M > 0 und eine
Folge von offenen Mengen {U;}, .y ewistieren, so daf$ die folgenden Bedin-
gungen erfillt sind.

1. Fir alle x € T gilt B, (x) C U; fiir geeignetes i, wobei B. (x) die Kugel
mit Radius € um x bezeichnet.

2. Kein Punkt v € R® ist in mehr als N Mengen U; enthalten.

3. Fiir jedes i existiert ein spezielles Lipschitz-Gebiet Q; mit Cq, < M, so

dafs

mit einer geeigneten Rotation ®.
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Im folgenden setzen wir immer voraus, dal €2 ein Lipschitz-Gebiet mit
minimal-glattem Rand ist.!

Die Raume L” (€2) bezeichnen die iiblichen Lebesgue-Réume, wobei die
Norm mit [-[|o,, bezeichnet wird. Sei zunéichst 1 < p < oo. Im folgenden
verwenden wir fiir Multiindizes @ € N§ die Konventionen

laf, == lal,, lof:=laf;,
% = Hle rt, DY = 001092 - - Oyt

Sei C* (2) der Raum aller unendlich oft differenzierbaren Funktionen auf
Q. Fiir Funktionen u € C* (Q2) und k € Ny ist die Seminorm |-[,  definiert

durch
lule, = >_ 1D%ullg,
=k
und die Norm ||-[|, , durch
k
lull, = JZO [ulky -

Fiir p = oo werden die Summen wie iiblich durch Suprema ersetzt. Der
Abschlufl von C*°(f2) unter der Norm |-, , definiert den Sobolev-Raum
WP (Q).

Sei I'p C T eine Teilmenge des Randes I' := 012, die positives Lebesgue-
Maf} auf I' besitzt. Der Raum aller unendlich oft differenzierbaren Funktio-
nen, die in einer Umgebung des Teilrandes I p verschwinden, wird C* (2, I'p)
genannt. Der Abschlufl dieses Funktionenraumes unter der |[[-[|, -Norm defi-
niert den Raum W#? (Q, T'p). Falls T'p = T gilt, schreiben wir auch alternativ
O (Q) := C> (Q,T) und Wi? (Q) := Wh» (Q,T). Falls p = 2 gilt, schreiben
wir H (Q) = W2 (Q), HE (Q) = Wy (Q) ete. Die Dualriume dazu werden
mit negativen Exponenten indiziert:

Wk () = (W (),

wobei % + % = 1 gelten muf. Falls keine Verwechslungsgefahr besteht, ver-
zichten wir auf die explizite Angabe des Gebiets und schreiben W*? statt

Whe (9).

!Die Definition von minimal-glattem Rand impliziert nicht, daf €2 ein Gebiet ist.
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Die Réaume W*? und Wéf ? sind Banach-Raume. Fiir p = 2 gilt dariiber
hinaus, da H* und H} Hilbert-Riume mit dem Skalarprodukt

(w,v), = > /QDO‘u () D% (x) dx
o<k

sind.

3.2 Variationsformulierung partieller Differen-
tialgleichungen

Ziel der vorliegenden Arbeit ist es, vergroberbare Finite-Elemente-Réume
zu definieren, die zur Diskretisierung von partiellen Differentialgleichungen
geeignet sind, die auf komplizierten Gebieten definiert sind oder hoch-oszil-
lierende Koeffizienten enthalten. Als Anwendungsbeispiel beschrinken wir
uns auf lineare, skalare, elliptische Randwertaufgaben zweiter Ordnung. Wir
betrachten derartige Probleme in der Variationsformulierung. Sei dazu V ein
Hilbert-Raum und @ : V' x V' — R eine Bilinearform. Fiir /' € V' betrachten
wir das Variationsproblem, v € V' zu finden, so dafl

a(u,v) = F (v), YoeV (3.1)
erfiillt ist. Konkret wollen wir annehmen, dafl a (u,v) die Darstellung besitzt

a(u,v) = /Q (grad v, Agrad u) + cuvdz

mit einer symmetrischen Matrix A € R4, die A;; € L (Q) und

T
oL vt A
inf inf #2a0>0
r€Q ye R4 'UT'U

v#0

erfiillt. Vom Koeffizienten ¢ € L™ (€2) nehmen wir ebenfalls an, daf§ er positiv
ist: inf,eqc(z) > ¢o > 0. Mogliche Wahlen von V sind beispielsweise H' ()
bzw. H} (). Die erste Wahl wiirde Neumann-Randbedingungen entspre-
chen, letztere homogenen Dirichlet-Randbedingungen. Die oben gemachten
Voraussetzungen implizieren Koerzivitéat:

a(u,u) > C, Hu||%/, YueV
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und Stetigkeit
la(u,v)] < Csllully [lolly,,  Vu,veV

der Bilinearform. Wir beschrankten uns hier auf die oben beschriebene Si-
tuation, um Schwierigkeiten, die nichts mit den noch einzufiithrenden Finite-
Elemente-Rdumen zu tun haben, zu vermeiden. Die obigen Bedingungen
implizieren nach dem Satz von Lax-Milgram Existenz und Eindeutigkeit des
Problems (3.1) fiir jede rechte Seite F' € V'’ und die stetige Abhéngigkeit
der Losung von den Daten. Im folgenden beschrinken wir uns auf zwei-
und dreidimensionale Probleme, da diese in der Praxis die wichtigste Rolle
spielen.

3.3 Finite-Elemente-Diskretisierung

Sei {Vy.},.en, €in Folge endlichdimensionaler Unterrdume von V/, die geschach-
telt sind: Vj, C Vj, fiir n’ > n. Dann lautet die Galerkin-Diskretisierung von
Problem (3.1): Suche u, € V,,, so da8

a (Un,vn) = F (v,), Yu, €V, (3.2)

gilt. Auf Grund unserer Annahmen an die Bilinearform «a folgt daraus die
quasioptimale Fehlerabschatzung:

— < i —
lu = wally < € inf flu—wvally . (3-3)

Falls die Folge {V,,} die Eigenschaft

JVa=V
n=0

besitzt, liegt Konvergenz vor. Um quantitative Konvergenzresultate zu er-
halten, beno6tigt man Regularitdtsaussagen fiir die Losung v des Problems
(3.1) und geeignete Approximationseigenschaften des Raumes V,, fiir Funk-
tionen aus V. Dazu werden im folgenden Finite-Elemente-Rdume eingefiihrt.
Wir beginnen mit der Definition geometrischer finiter Elemente.

Definition 5 Das Einheitssimplez in R wird mit S := {93 € RL: ||zflp < 1}
bezeichnet und der Einheitswiirfel mit Q = {:U € R |z, < 1} FEin Ge-

biet K C R heifit geometrisches finites Element, wenn eine affin-lineare,
bijektive Abbildung xx existiert, die entweder S oder Q auf K abbildet.
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Bemerkung 6 Diese Definition impliziert, dafi Viereckselemente, d.h. K =
XK <Q>, immer entweder Rechtecke oder Parallelogramme sind. In [11, Ka-
pitel 4.3] wird der allgemeinere Fall von isoparametrischen Elementen be-
trachtet. Alle Verfahren, die in der vorliegenden Arbeit vorgestellt werden,
lassen sich ohne Modifikation auf diesen Fall anwenden. Die Beschrdinkung
auf affin-lineare Transformationen erspart aber vor allem bei der Fehlerana-
lyse technische, geometrische Voraussetzungen an die Gestalt der Elemente
und Fallunterscheidungen.

Ein Finite-Elemente-Gitter ist eine Vereinigung von geometrischen fini-
ten Elementen. Wir wollen in dieser Arbeit nur konforme Finite-Elemente-
Réaume betrachten, d.h. Rédume, die im kontinuierlichen Raum V' enthalten
sind. In diesem Sinn definieren wir Finite-Elemente-Gitter wie folgt.

Definition 7 FEine Vereinigung 7 = {K1, Ky, ..., Ky} von geometrischen
finiten Elementen heifit Finite- Elemente-Gitter oder kurz FE-Gitter, wenn
fiir zwei beliebige Elemente K;, K; € T der Schm’ttEﬁE entweder leer, ein
gemeinsamer Punkt, eine gemeinsame Kante (oder eine gemeinsame Fliche
fiir d = 3) ist oder K; = K; gilt> Das Gebiet, welches von einem Gitter
tiberdeckt wird, bezeichnen wir mit

dom 7 = int U K,
Ker

wobei int (M) das Innere einer Menge M bezeichnet. Alternativ verwenden
wir auch die Schreibweise 2, = dom 7. Fiir ein Element K bezeichnet ix
den Durchmesser des Inkreises von K und hyx = diam K den Durchmesser
von K. Die lingste bzw. kiirzeste Seite von K wird mit W bzw. h®
bezeichnet. Die Schrittweite eines Gitters wird h, = maxge, hx genannt.

Sei {1y} ,cy eine Familie von Finite-Elemente-Gittern. Das Gebiet, wel-
ches von 1, iberdeckt wird, bezeichnen wir mit €y := Q.,. Wir nennen diese
Familie requlir, falls eine Konstante C,q existiert, so dafs

h
Sup SUP _K S Crega
leEN Kerp LK (3'4)

max

K
sup sup — — < Crey
teN Ker, W

gilt.

2Die Definition geometrischer Elemente impliziert, da alle K offen sind.
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Bemerkung 8 Die beiden Bedingungen, die charakterisieren, ob eine Fa-
milie von FE-Gittern reguldr ist, sind nicht unabhdingig voneinander und in
vielen Situationen dquivalent. Um zuviele technische Abschdtzungen zu ver-
meiden, haben wir hier beide Bedingungen gefordert.

In dieser Arbeit werden wir uns auf reguldre FE-Gitter beschranken. Wir
betonen hier, dafl nicht gefordert wird, dal die Gitter quasi-uniform sind,
d.h. daf eine Konstante C,, < oo existiert, so dafl

SUPger, hi
sup ————

< C,.
£>0 1an€Tg hi

Dies wire eine globale Eigenschaft und wiirde wichtige Techniken wie adap-
tive Verfeinerung und Gittergraduierungen ausschliefen. Die Forderung, dafl
die finite Elemente regulér sind, impliziert jedoch, daf§ zwei Elemente K, K’,
die sich beriihren?, vergleichbaren Durchmesser haben. Um diesen Sachver-
halt zu formalisieren, ist es sinnvoll, Schichten von geometrischen Elementen
um Teilmengen w C R¢ zu definieren. Dies ist Gegenstand der folgenden
Definition, die durch Abbildung 3.1 illustriert wird.

Abbildung 3.1: Elementschichten um ein Gebiet w. Die elementweise Distanz
von K und w betrigt dist (K,w,7) = 5.

3Zwei Elemente K, K’ beriihren sich, wenn K N K’ # () gilt.
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Definition 9 Sei 7 ein FE-Gitter und w C R, Fiiri € N, sind die Schich-
ten L (w) durch die folgende Rekursion definiert

L (w) ::{KET\KHE#Q)},
(W) :={Ker|KndomLi (w) #0}.

h

T

Fir ein Gitter 7, aus einer Gitterhierarchie schreiben wir Ly (w) statt L., (w)
und fiir eine Menge M wvon geometrischen finiten Elementen L) (M) statt
L (dom M).

Ein Maf fiir die Entfernung zweier Teilmengen wq,ws C dom 7 148t sich
mit Hilfe dieser Schichten definieren.

Definition 10 Seiw;, ws C dom 7. Wir definieren die elementweise Distanz
von wy und we durch

dist (wy, wa, 7) := min {z :wz Ndom L (wy) # @} :

FEine Folge von Elementen K (K,w,T) = {KZ}Zzl heifit elementweise Ver-
bindung von wy und wy in T, falls die folgenden Figenschaften erfillt sind:

1. Kinwi #0, K;Nw; = 0.
QKQKZ-ﬁ-l?é@a Z.:]-a2>"'aj_1a
3. dist (wy,wq, T) = J.

Diese Definition ist in Abbildung 3.1 illustriert. Im folgenden werden
Gebiete charakterisiert, fiir die der Euklidische Abstand zweier Punkte ver-
gleichbar ist mit der Lénge des kiirzesten Weges, der im Gebiet verlauft.

Definition 11 Sei M eine Teilmenge des R™. Falls eine Konstante C' > 0
existiert, so daf fir alle Punkte z,y € M ein Weg s,, in M mit Anfangs-
punkt x und Endpunkt y existiert mit Lange L (s,,), der die Abschétzung

L (ssy) < Cllz =y (3.5)

erfillt, nennen wir das System M ,Lipschitz-stetig zusammenhdngend”.
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Abbildung 3.2: Gebiete, die nicht Lipschitz-stetig zusammenhéngend sind,
oder fiir die die Lipschitz-Konstante C; von dem Gebietsparameter € abhéangt.

Bemerkung 12 Die Forderung, daf$ das Gebiet Lipschitz-stetig zusammen-
hingend ist, schliefit wichtige Fille, wie etwa geschlitzte Gebiete oder Ge-
biete, die ,,Cusps“ besitzen, aus (siehe Abbildung 3.2).

In dieser Arbeit werden wir uns grofitenteils auf Gebiete 2, 2y beschrdin-
ken, die Lipschitz-stetig zusammenhdngend sind. Genauer soll eine Kon-
stante C; unabhdngig von der Verfeinerungsstufe ¢ existieren, fir die das
Gebiet Q2 und die Gebiete Q, = dom 7, die Abschitzung (3.5) mit Cy erfiillen:

Vw e {QU{Q:0<l</lpu}, Vr,y€w, Fs,,:
(3.6)
L(spy) <Cillz -yl

Wir geben aber an den Stellen, wo diese FEigenschaft bendtigt wird, immer
an, wie das Verfahren geeignet modifiziert werden kann, um diese Bedingung
zu vermeiden.

Es ist einfach zu zeigen, dafl die Schrittweite zweier regulérer Elemente,
die sich beriihren, nicht zu stark variieren kann. Das folgende Beispiel zeigt,
dafl die Grofle von nahegelegenen Elementen stark schwanken kann, falls die
Konstante, welche den Lipschitz-stetigen Zusammenhang des Gebiets be-
schreibt (siehe (3.5)), gro wird.

Beispiel 13 Sei Q. := (—1,1)*\S. mit S- := (0,1)x (0,¢) (siehe 1. Beispiel
in Abbildung 3.2). Falls eine Gitterfamilie {7,} von unten in Richtung des
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Punktes x,, = (%,0) graduiert ist, aber von oben in Richtung des Punktes
Ty = (%, E) nicht, entstehen an x, Elemente mit Durchmesser 2%, aber an
x, eventuell Elemente der Gréfie 1. Sei K ein Element, welches x, beriihrt,
und hx = 27¢ erfillt. Sei K' ein Elemente, welches x, beriihrt, und Durch-
messer hygr = 1 besitzt. Fiir sehr kleine Werte von ¢ = hg wiirde dann
gelten

dist (K, K') = hg

hx = 2hg

Das folgende Lemma macht eine Aussage iiber die lokalen Schrittweiten-
schwankungen bei reguldren FE-Gittern.

Lemma 14 Sei {7;} eine Familie regulirer FE-Gitter und d = 2,3. Falls
zwei Elemente K, K' € 7, die Abschdtzung dist (K, K',1,) = j erfillen, gilt

hx < Cohg
mit einer Konstanten Cy, die nur von Cy und j abhdngt.

Beweis. Offensichtlich geniigt es, den Fall zweier Elemente K, K’ € 7, zu be-
trachten, die mindestens einen gemeinsamen Punkt besitzen. Die Bedingung
(3.4) impliziert, daB lediglich N = N (C,.,) geometrische finite Elemente an
einem Punkt zusammenstoflen konnen. Daher kann eine Folge von Elementen
{Ki}ivzlo gebildet werden, welche die folgenden Eigenschaften besitzt:

1. N' <N,
2. Ko=K, Ky =K,

3. K; und K, besitzen mindestens eine gemeinsame Kante fiir alle 0 <
1 < N —1.

Bedingung (3.4) sichert dartiberhinaus, dafl das Verhéltnis von lédngster
zu kiirzester Seite durch eine Konstante C,., beschrénkt ist. Das bedeutet,
daf} die ldngste Seite 3™ von K’ durch

B < (Creg) ™ W =2 CHE™

abgeschétzt werden kann mit einer Konstanten C, die nur von C,, abhingt.
Nun kann die ldngste Seite in einem reguldren Element nach unten und nach
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oben durch den Durchmesser abgeschitzt werden, woraus die Behauptung
folgt.

|

Eine weitere Eigenschaft der Elementschichten ist Gegenstand des folgen-
den Lemmas.

Lemma 15 Sei N € Ny beliebig aber fest und 0 < ¢ < j. Dann gilt fiir alle
Ker
dom LY (K)| < Cu (V)| K.

wobei fiir eine meffbare Menge A € R die Abkiirzung |A| := [, 1dp verwendet
wird. Fir alle K' € 71; ist die Anzahl der Elemente K € 71, die K' C
dom L} (K) erfiillen, durch Cy (N) beschrinkt:

#{K €| K' CdomL) (K)} <Cy(N).

Dabei hingen Cy4 (N) und Cy (N) lediglich von der Konstanten Ce, ab, wel-
che die Regularitit der Gitter charakterisiert (Definition 7).

Beweis. Alle K’ € L} (K) erfiillen dist (K’, K, 7,) < N, und daher folgt mit
Lemma 14 hg: < Chy. Daherist L}’ (K) in einer Kugel um den Schwerpunkt
von K mit Radius (NC + 1) hg enthalten. Das war zu beweisen.

Wir kommen nun zur zweiten Aussage. Die Situation ist in Abbildung
3.3 dargestellt. Sei K’ € 7; und K € 7, derart, dafl K’ C dom L} (K)

gilt. Sei K € 74 ein weiteres Element, welches K’ C dom Ly <f( ) erfiillt.

Daraus folgt, dafl auch L} (K) N LY (f() + () gilt. Daher ist K in L2V (K)
enthalten. Wegen Lemma 14 gilt daher hyp > chg. Im Beweis der ersten
Aussage wurde gezeigt, dal L2V (K) in einer Kugel um den Schwerpunkt
von K mit Radius (2NC + 1) hk enthalten ist. Daraus folgt, dafl nur O (1)
Elemente K existieren kénnen, die K’ € LY (K) erfiillen. ®

Wir haben bisher von €2 lediglich vorausgesetzt, daf es ein beschrénktes,
meBbares Gebiet ist. Daher kénnen wir nicht erwarten, daf§ eine (endliche)
Partitionierung von  in polygonale (polyhedrale fir d = 3) Elemente exi-

stiert. Die folgende Definition impliziert gewisse Regularitdtsannahmen an
die Glattheit des Randes.

Definition 16 Sei ) ein Gebiet mit stiickweise analytischem Rand und T
ein FE-Gitter. Falls eine Lipschitz-stetige, bijektive Abbildung ¢ : Q0 — )
existiert. die stickweise analytisch ist:

Clx st analytisch, VK €T,
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Abbildung 3.3: Die Dreiecke auf dem groben Gitter 7 sind durchgehend,
die auf dem feinen gestrichelt gezeichnet. Die Dreiecke K, K; erfiillen K "e
dom L} (K;) und K’ € dom L} (K). Weiter gilt Ky € LL(K) N L (K;).

nennen wir 7 ein FE-Gitter fir ).

In [7, Kapitel 8.2] ist erkldrt, wie Finite-Elemente-Rdume definiert wer-
den konnen auf FE-Gittern fiir (2. Fiir die vorliegende Arbeit ist jedoch die-
ser Aspekt der Gebietsapproximation von untergeordneter Bedeutung. Um
die technischen Schwierigkeiten soweit wie moglich zu reduzieren, setzen wir
durchweg voraus, daf§ 2 ein polygonales (polyhedrales fiir d = 3) Gebiet ist.
Das impliziert, daf§ jedes FE-Gitter fiir (2 die Eigenschaft dom 7 = €2 besitzt.

Im néchsten Schritt werden wir Funktionenrdume auf FE-Gittern definie-
ren. Dazu werden Polynomraume auf den Referenzelementen definiert, und
diese dann auf die geometrischen Elemente transportiert. Sei dazu p € N.
Fiir S besteht der Raum der Polynome P, vom Grad p aus allen Funktionen

der Form
Z Co T
|04‘1§p
und fiir den Einheitswiirfel Q aus allen Funktionen der Form

Z CoZ”.

o] o <p
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Dadurch lassen sich die Finite-Elemente-Raume wie folgt definieren.

Definition 17 Sei 7 ein FE-Gitter und p,r € Ny. Dann ist der Finite—
Elemente-Raum S?" durch

SPT ={v e C" (domT) |VK € 7: (voxk) (&) € P,}
und fiir r = —1 durch
Sp7l={v e L®(domT) |VK € 7: (voxxk) (%) € P,}

definiert.* In dieser Arbeit beschrinken wir uns auf konforme Finite-Elemente-
Diskretisierungen, die SE™ C V' erfiillen.

Wir werden im folgenden héufig auf die explizite Angabe der Indizes p
und r verzichten und kurz S, schreiben. Diese Definition 148t sich noch in
vielerlei Hinsicht verallgemeinern. Einige Anmerkungen finden sich in der
folgenden Bemerkung.

Bemerkung 18 Die Bedingung v € C” (dom ) ldfit sich verallgemeinern.
Vor allem bei sogenannten nichtkonformen Diskretisierungen fordert man ty-
pischerweise keine Stetigkeit, sondern beispielsweise, daf$ die Normalenkom-
ponente der Funktionen in bestimmten Punkte stetig auf den Elementfidchen
bzw. -kanten ist. Fiir eine detaillierte Darstellung nichtkonformer Finite-
Elemente-Diskretisierungen verweisen wir auf [8].

Der Polynomgrad p kann auf verschiedenen Elementen auch variabel ge-
wahlt werden. Dies kommt bei der sogenannten p- und hp-Methode zur An-
wendung, die beispielsweise in [43] erklirt wird.

Wir beschrankten uns auf die oben gegebene Definition, damit technische
Schwierigkeiten soweit wie moglich vermieden werden.

Im folgenden werden wir zeigen, dafl Finite-Elemente-Funktionen auf Ge-
bieten, die Lipschitz-stetig zusammenhéngend sind, Lipschitz-stetig sind.

Lemma 19 Sei )y Lipschitz-stetig zusammenhdngend. Dann ist jede Finite-
Elemente-Funktion uw € Sy Lipschitz-stetig:

lu(z) —u )| < Cellz —yll fulyroeg, ) -

wobei s, wieder den kiirzesten Weg von x nach y in ; bezeichnet.

“Wegen der vorausgesetzten Linearitéit von x x ist natiirlich auch v|; ein Polynom vom
Grad p. Obige Definition gilt jedoch auch fiir allgemeine Transformationen x .
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Beweis. Wir betrachten eine beliebige Funktion v € S, und Punkte z,y €
. Sei s der kiirzeste Weg, der die Voraussetzungen aus Definition 11 erfiillt.
Wir wihlen eine Folge von Elementen K = {K;}Y aus 7, welche die fol-
genden Eigenschaften besitzt.

1. v € Ko, y € Kn.

2. K;_1 und K, besitzen mindestens einen gemeinsamen Punkt, der auf s
liegt.

3. Der Weg s wird von K iiberdeckt.

4. K ist diejenige Folge, welche die Eigenschaften (1)-(3) besitzt, und aus
minimal vielen Elementen besteht.

Da jedes Element K; per Definition konvex ist folgt, da K; N s eine
gerade, einfach zusammenhéngende Strecke ist, die im folgenden s; = Z;z; 11
genannt wird. Die Anordnung sei so gewéhlt, dafl sich K; und K;_; in z;
beriihren. Formal setzen wir zp = x und zy,; = y. Damit gilt

N+1

u(z) = u(y)] < ; Ju(zi1) = u(z)] -

Da wu auf den Elementen polynomial ist und stetig {iber die Elementréander
verlauft, gilt

|u(zi-1) = u(2)] < |ulprsos,) 120 = 2iall -
Das ergibt

N1
u (@) —u @)l = > [ulyroegey Iz = zicall < L () [ulpreqy
i=1

wobei L (s) wieder die Lange von s bezeichnet. Da L (s) wegen des Lipschitz-
stetigen Zusammenhangs von €, durch C; ||z — y|| abgeschiitzt werden kann,
ergibt sich die Behauptung. B
Der Name Finite Elemente (im folgenden hiufig mit FE abgekiirzt) kommt

daher, daf fiir den Raum S, eine Basis angegeben werden kann, die aus Funk-
tionen mit kleinem Tréger besteht. Um diese zu definieren, benotigen wir
zunéchst die Menge der Knotenpunkte zu einem FE-Gitter. Fiir eine Menge
von Punkten © C R? definieren wir den Raum der Gitterfunktionen durch

R®:={3:0 — R}.



3.3. FINITE-ELEMENTE-DISKRETISIERUNG 33

Eine Menge ©, heifit unisolvente Knotenmenge zum Gitter 7, falls fiir belie-
biges 3 € R® die Interpolationsaufgabe: Suche u € S;, so daB

u(x) = p(z), Vo € O,

gilt, eine eindeutige Losung besitzt. Wie derartige Punktemengen fiir allge-
meine finite Elemente konstruiert werden koénnen, findet man beispielsweise
in [11] oder [7]. Wir betonen hier, da§ die Knotenpunkte im allgemeinen
nicht identisch sind mit den Gitterpunkten des Gitters. Die Menge der Git-
terpunke besteht aus den Eckpunkten der geometrischen finiten Elemente
und wird mit V; bzw. V, := V_, bezeichnet.

Die Knotenbasis {¢]}, .o des Raumes S; ist durch

Yr € S
©r (y) = 590,?,/7 Vy € O,
gegeben, wobei J,,, das Kronecker-Delta bezeichnet.
Mit Hilfe dieser Basis 148t sich jede Funktion mit ihrer Basisdarstellung

identifizieren. Wir definieren dazu die Finite-Elemente-Interpolation I :
R® — S, durch

L (B (x) = >_B(y) ¢y (x),  Va&domr
yed®
Die FE-Diskretisierungen des Problems (3.2) ist dann durch die Wahl V,, =
S, gegeben und lautet: Suche u, € S, so dafl
a(ur,v)=F(v), Vv e S,

gilt. Mit Hilfe der Basisdarstellung 148t sich dies auch als lineares Gleichungs-
system formulieren:

A—TuT - FT> (37)
wobei der Operator A, € R®*®7 und die Gitterfunktion F, € R®" durch
A (,y)=a(e),er), Vayeo, (3.9)
F.(x) =F(¢l), Vo € O,

gegeben sind. Die Losung des linearen Gleichungssystems u, € R® ist
dann iiber uw, = I, [u;] mit der Losung von (3.2) gekoppelt. Die Giite
der FE-Losung wird durch die Fehlerabschitzung (3.3) auf die Approxima-
tionsgiite des Raumes S, zuriickgefiihrt und héngt von der Glattheit der
Losung ab. Fiir Sobolev-Raume ist die Approximationseigenschaft genau
untersucht. Wir beginnen mit der lokalen Eigenschaft.
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Definition 20 Seik > p+1> 2 und R, : C° (Q) — R®" die Beschrinkung
einer stetigen Funktion auf die Knotenpunkte O, :

R.[v] (z) =v(x), Vo € O,.

Wegen H* (Q) — C°(Q) ist fiir alle uw € H* (Q) die Interpolierende u'™ €
SPT wohldefiniert.> Dann besitzt SP™ die lokale Approximationseigenschaft
fiir H®, falls fiir m = 0,1 die Abschitzung

int
-

(3.9)

+1-m
)U B < Chi ‘u‘p—f—l,K
mit einer Konstanten C gilt, die unabhdingig von u und K ist.
Im Hinblick auf a-posteriori-Fehlerschdtzer ist das folgende Resultat von

Bedeutung. Fiir allew € H' (Q) existiert ein u, € SP", so daf fiir alle K € T
u— Urlg i < Chi |U‘1,L;(K) (3.10)
gilt. Hier bezeichnet L (K) wieder die Menge aller Elemente, die K beriihren.

Fiir die globale Approximationseigenschaft miissen die Normen auf ganz
Q2 betrachtet werden.

Definition 21 Sei k > p+ 1 > 2 und fir u € H*(Q) die Interpolierende
u™ € SPT wie oben definiert. Dann besitzt SP" die Approzimationseigen-
schaft fiir H* (Q), falls fiir m = 0,1 die Abschdtzung

int
-

(3.11)

_ p+1-m
o] S O

erfiillt ist. Desweiteren soll gelten, daf8 fiir alle u € H' (Q) eine Funktion
u, € SPT existiert, die

lu — uT‘O,Q < Ch, |u|19 (3.12)
erfillt.

Die lokale Approximationseigenschaft ist eine stédrkere Bedingung als die
globale. Beispielsweise folgt (3.11) direkt aus (3.9) durch Summation iiber
alle Elemente. Wir hatten fiir die Approximationseigenschaft angenommen,

®Die Einbettung H* (Q) < C°(f) ist wegen d = 2,3 auf Grund des Sobolevschen
FEinbettungssatzes stetig.
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daf} die zu approximierende Funktion aus H?™! () ist. Wir betonen an dieser
Stelle, dafl das Ziel dieser Arbeit ist, eine neue Klasse von finiten Elemen-
ten zu definieren, welche die iibliche Approximationseigenschaft besitzt, und
deren minimale Dimension nicht an die Zahl der geometrischen Details gekop-
pelt ist. Diese Untersuchung hat nichts mit der Regularitéit der zu diskretisie-
renden Differentialgleichung zu tun. Ublicherweise ist die Glattheitsannahme
u € HP'(Q) unrealistisch fiir die Losung des Variationsproblems, falls die
Daten (Rand des Gebiets, Koeffizienten des Differentialoperators) nicht glatt
sind. Um optimale Fehlerabschétzungen (in Abhéngigkeit der Zahl der Frei-
heitsgrade) zu erhalten, mufl das Gitter in Richtung der Singularitéiten gra-
duiert werden. Man benétigt dann die lokale Approximationseigenschaft, bei
der die kleiner werdende Schrittweite in der Nidhe der Singularitat ausgeniitzt
wird, um quasi-optimale Fehlerabschétzungen herzuleiten.

Wir bemerken weiter, daf§ die Eigenschaft (3.12) nicht direkt aus dem
lokalen Analogon (3.10) folgt, sondern eine (lokale) Zusatzannahme an das
Gitter benétigt. Die Details finden sich in folgendem Lemma.

Lemma 22 Fiir ein Element K bezeichnet L} (K) wieder die Elementschicht
um K. Wir nehmen an, daff eine Konstante A ewistiert, die nur von C
abhdngt, so daf

sup sup#{K’ en|Kel; (K’)} <A

(>0 Kery

gilt. Dann folgt (3.12) aus (3.10).

Beweis. Mit Hilfe von (3.10) gilt:

2 2 2
Ju—urllgg = D lu—urllge <C D |“‘1,L;(K)
Kery Ker

< O hicluli Y0 1S CARL Y fuli o = CART Jufig .
Kery K'er Kerp
KeLl(K")
|
Wir bemerken, dafl die Bedingung aus dem obigen Lemma an die Gitter
lokal ist, und daher wesentlich schwicher ist als die globale Quasiuniformitét.

Bemerkung 23 In [7] oder in [11] wird gezeigt, dafi regulire FE-Gitter
die Approzimationseigenschaften (3.9) und (3.10) besitzen. Der Beweis von
(3.10) findet sich beispielsweise in [12].
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Ziel dieser Arbeit ist es, vergroberbare Finite-Elemente-Riume zu kon-
struieren, die sowohl die lokalen wie auch globalen Approximationseigenschaf-
ten besitzen. Fiir die Konvergenzanalyse werden wir die sogenannte inverse
Ungleichung verwenden, die fiir regulére finite Elemente giiltig ist (siehe [7,
Lemma 4.5.3]). Die Details finden sich in der folgenden Annahme.

Annahme 24 Sei 7 ein regquldres FE-Gitter und SP" der zugehérige FE-
Raum. Wir nehmen an, daf$ eine Konstante Cy,, existiert, so daf$ fir alle
i>j >0 und qi,qz € [1,00] gilt

[y iy < Cimoble T/ U] s ey VK €7, Yu € SPT. (3.13)



Kapitel 4

Zusammengesetzte finite
Elemente

In diesem Kapitel werden Finite-Elemente-Raume definiert, die sich einfach
vergrobern lassen. Unter Vergroberung verstehen wir das folgende. Finite-
Elemente-Rédume sind endlichdimensionale (Teil-) Rdume von den Funk-
tionenrdumen, in denen die Losung partieller Differentialgleichungen liegt.
Sie besitzen iiblicherweise eine asymptotische Approximationseigenschaft der
Form, dafl quantitativ angegeben werden kann, wie genau Funktionen aus
dem kontinuierlichen Funktionenraum approximiert werden konnen in Ab-
héangigkeit der Dimension der Finite-Elemente-Ridume. Diese Approximati-
onseigenschaft gilt jedoch nur asymptotisch in dem Sinn, dafl die Dimension
der FE-Réume hinreichend grofl sein muf}. Hinreichend grofl bedeutet in die-
sem Zusammenhang, daf§ alle Mikrostrukturen des Problems (geometrische
Details, Bereiche in denen die Koeffizienten der Differentialgleichung glatt
sind) aufgel6st sein miissen. Dadurch ist eine minimale Schranke fiir die Di-
mension der FE-Réume durch die Anzahl und Groéfle der Mikrostrukturen
gegeben. Wir werden im folgenden sogenannte ,zusammengesetzte Finite-
Elemente-Raume“ definieren, fiir die Teilrdume angegeben werden konnen,
die ebenfalls die asymptotische Approximationsgiite besitzen, und deren (mi-
nimale) Dimension unabhéngig von der Zahl der Mikrostrukturen ist. Diese
Réaume kénnen dann benutzt werden, die in Kapitel 2 vorgestellten Anwen-
dungen effizient zu diskretisieren.

Wir werden im folgenden ,zusammengesetzte Finite-Elemente-Raume*
mit , CFE-Rdume* abkiirzen, wobei das C' von composite=zusammengesetzt
abgeleitet ist. Die Konstruktion dieser Rdume wird in die folgenden Schritte

37
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gegliedert.

1. Definition einer Hierarchie logisch geschachtelter Gitter.
2. Definition der Standard-FE-Réume auf dem feinsten Gitter.

3. Definition des Vergréberungsalgorithmus.

Der Vergréberungsalgorithmus wird von der genauen Struktur der konti-
nuierlichen Funktionenrdume abhéngen. Die einfachste Situation ist der Fall,
daB V = H' (Q) gilt. Wie bereits erwihnt, ist dies typischerweise erfiillt, falls
natiirliche Randbedingungen vorgegeben sind. Falls (teilweise) Dirichletsche
Randbedingungen gestellt sind, gibt es zwei Mdoglichkeiten. Entweder wird
der Raum H' eingeschrinkt, so da8 die Spuren der Funktionen die wesentli-
chen Randbedingungen erfiillen, oder werden die Randbedingungen in einer
schwachen Form in die Variationsformulierung eingebaut. Im letzten Fall
kénnen die gleichen Finite-Elemente-Rdume verwendet werden, wie im Fall
von natiirlichen Randbedingungen. Dieser Zugang ist in [22] ausgearbeitet.
Wenn jedoch die Finite-Elemente-Raume ebenfalls die Dirichletschen Rand-
bedingungen erfiillen sollen, mufl der Vergroberungsalgorithmus abgeéndert
werden, so dafl die Randbedingungen auf den groberen Stufen erfiillt bleiben.
Eine dhnliche Modifikation wird bei Grenzschichtproblemen erforderlich. Da
wird zwar iiblicherweise auch V = H'(Q) zu Grunde gelegt, jedoch ha-
ben die fiir die Konvergenz wichtigen Regularitdtsaussagen lediglich in den
Teilgebieten Giiltigkeit, in denen die Koeffizienten des Differentialoperators
glatt sind. Um auf groben Stufen die Approximationseigenschaft zu erhal-
ten, miissen die vergroberten Finite-Elemente-Réume das richtige Verhalten
iiber die Grenzschichten enthalten. Wir beginnen mit dem einfachsten Fall,
daB8 V = H'(Q) gilt. Die anderen Situationen kiénnen dann durch lokale
Modifikation der Vergroberungsoperatoren behandelt werden, die dann im
Anschluf} an die folgenden Uberlegungen diskutiert werden.

4.1 Konstruktion von CFE-Gittern

Wir betrachten zunichst den Fall, da8 V' = H'(Q) gilt. Die Definition
der CFE-Rdume wird mit Hilfe von Gittern geschehen. Die Zahl der Frei-
heitsgrade eines CFE-Raumes wird direkt gekoppelt sein mit der Zahl der
Knotenpunkte des zugehorigen Gitters. Daher werden wir von den groben
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Gittern nicht verlangen, dafl alle geometrischen Details aufgelost werden,
sondern lediglich, daB sie das Gebiet tiberdecken. Die folgende Eigenschatft
wird Uberdeckungseigenschaft fiir Neumann-Randbedingungen genannt:

Q=dom7, Cdom7, .1 C...C domp. (4.1)

max max

Es wére verhéltnisméfig einfach, eine Hierarchie von reguldren FE-Gittern
{7e}o<i<p,. 7u erzeugen, die diese Eigenschaft besitzt. Falls keine zusétzli-
chen Voraussetzungen gefordert werden, entsteht jedoch die folgende Schwie-
rigkeit. Die Finite-Elemente-Rdume werden mit Hilfe von Prolongationsope-
ratoren definiert, die Finite-Elemente-Funktionen auf einem groben Gitter
sukzessive von einer Stufe auf die néchst feinere prolongieren. Ein wesentli-
cher Bestandteil der Konvergenzanalyse wird sein, dafl dieses iterierte Pro-
longieren die Gradienten der grobskaligen Finite-Elemente-Funktionen be-
schrankt 148t unabhéngig von der Zahl der Stufen, iiber die prolongiert wird.
Es wird sich herausstellen, dal die Beschranktheit der Gradienten nur dann
gewdhrleistet ist, wenn die Gitter 7, nicht beliebig zueinander liegen. FEin
Beispiel von regulidren FE-Gittern, die diese Voraussetzung nicht erfiillen
wiirden, ist in Abbildung 4.1 dargestellt. Die Gitter erfiillen alle die minimale

Abbildung 4.1: Folge von reguldren FE-Gittern, die gegeneinander rotiert
und daher nicht physikalisch geschachtelt sind.

Winkelbedingung, sind jedoch gegeneinander rotiert, das heifit physikalisch
nicht geschachtelt. Es wird in Beispiel 90 gezeigt, dafl die noch zu defi-
nierende, iterierte Prolongation auf dieser Gittersequenz in der W' *°-Norm
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nicht stabil ist, d.h. die Gradienten der Funktionen immer steiler werden.
Da der Beweis der Approximationseigenschaft jedoch auf dieser Stabilitit
basiert, werden in Annahme 27 Bedingungen an die Gitterfolge formuliert,
die gewéhrleisten, dafl die Gitter auf den verschiedenen Stufen nicht beliebig
zueinander orientiert sind, sondern fast physikalisch geschachtelt sind. Ein
Algorithmus, der Gitter erzeugt, welche diese Annahmen erfiillen, wird in
Kapitel 6 angegeben. Das zu Grunde liegende Prinzip wird im folgenden
kurz erklért.

Die Gittergenerierung gliedert sich in die folgenden drei Phasen.

1. Zuniichst wird eine Folge {7;}:™> von Finite-Elemente-Gittern erzeugt,
die logisch und physikalisch geschachtelt sind, jedoch keine Approxima-
tion des Gebietes () darstellen. Diese Gitter werden im folgenden immer
als Referenzgitter bezeichnet.

2. In der zweiten Phase werden diese Gitter durch Verschieben randnaher
Punkte dem Rand von €2 angepafit. Die resultierenden Gitter werden
mit 7;° bezeichnet.

3. Die Gitter 7/° kénnen Elemente enthalten, die aufferhalb des Gebietes
liegen. Derartige Elemente werden in der dritten Phase eliminiert. Die
entstehenden, reduzierten Gitter werden 7, genannt und zur Definition
der zusammengesetzten Finite-Elemente-Riéume herangezogen.

Fiir die Konvergenzanalyse werden die Gitter 7, als Storung der Referenz-
gitter 7, aufgefafit, und die meisten Abschétzungen mit Hilfe einer Abbildung,
die 7, auf 7, abbildet, auf die Referenzgitter transportiert. Die Hilfsgitter 7,°
werden benétigt, um den (elementweisen) Abstand zweier Elemente aus 7,
auf das Referenzgitter 7, iibertragen zu koénnen.

Die genaue Definition dieser Phasen wird im folgenden angegeben. In der
ersten Phase wird zunéchst die Hierarchie von Referenzgittern erzeugt. Sei
dazu Q C R? ein Gebiet und 7 = {f(l, f(Q, . ,f(NO i Das Gitter 75 muf3
nicht den Rand des Gebiets auflosen und sollte aus sehr wenigen Elementen
besteht. Die geometrischen finiten Elemente f(j sind entweder Drei- oder
Vierecke in zwei Dimensionen oder héherdimensionale Analoga fiir d > 2.
Von 7y fordern wir, dafl 2 C dom 7y gilt. Das Gitter 7y soll nun verfeinert
werden. Wir geben im folgenden zunéchst eine einfache Strategie an, wobei
fiir spezielle Anwendungen eventuell Modifikationen vorteilhaft sein kénnten.
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Darauf wird in Kapitel 6 eingegangen werden. Von 7, nehmen wir an, dafl
es ein regulidres FE-Gitter im Sinne von Definition 7 ist.

Wir verfeinern 7y sukzessive mit iiblichen Strategien inklusive Adapti-
vitédt. Jedem Element wird ein sogenanntes Verfeinerungsmuster zugeordnet,
d.h. eine Vorschrift wie es in feinere Elemente zerlegt wird. Bei Dreiecken
konnen beispielsweise die Seitenmitten verbunden werden oder eine Seiten-
mitte mit dem gegeniiberliegenden Eckpunkt, bei Vierecken kénnen Paral-
lelen zu den Kanten eingefiigt werden, etc. Einige dieser Techniken sind
in Abbildung 4.2 dargestellt. Wéahrend dieses Verfeinerungsprozesses werden

Abbildung 4.2: Einige Verfeinerungstechniken fiir Drei- und Vierecke.

keine Punkte verschoben, so daf3 alle Grobgitterpunkte auch Feingitterpunkte
sind. Wir nehmen an, daf die dadurch entstehenden Gittern {7} ,,
FE-Gitter in obigem Sinne sind. Wegen der physikalischen Schachtelung der
Gitter 148t sich eine logische Hierarchie wie folgt definieren. Sei K € 7, j/.
Dann sind die Séhne von K auf einem feineren Gittern 7; gegeben durch

o) (K)={K' C7; | domK' C dom K} .

Der Vater eines Elements K’ € 7; auf einem groberen Gitter ¢ < j wird mit
Ff (K') € 7; bezeichnet und ist durch

K’ e o} (F} (K))
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definiert. Die folgende Annahme ist fiir alle Verfeinerungsstrategien erfiillt
(vgl. Abbildung 4.3).

Abbildung 4.3: Vaterdreieck mit Sohnen. Fiir die Punkte z, y gilt
dist (z,y,0 (K)) =2

Annallme 25 Fir alle Stufen { < lha.y, alle Elemente K € 71, und alle
x,y € K lafit sich die elementweise Distanz durch

dist (2, y,0f™ (K)) <2 (4.2)
abschdatzen.

In der zweiten Phase wird nun das feinste Gitter 7, . dem Gebiet (2
angepaflt, wobei die logische Hierarchie beibehalten wird. Die Gitterpunkte
eines FE-Gitters 7 bzw. 7, werden mit V, bzw. V, bezeichnet. Wir bemer-
ken, daBl V, nur die Eckpunkte der Elemente von 7, enthélt, und daher im
allgemeinen nicht mit der Knotenmenge O, iibereinstimmt. Die Idee dabei
ist, dafl Gitterpunkte des feinsten Gitters, die nahe am Rand liegen, auf den
Rand geschoben werden. Dies wird in Abbildung 4.4 dargestellt. Die algo-
rithmischen Details werden in Kapitel 6 erkldrt. Hier geniigt es, abstrakt
anzunehmen, dafl das Verschieben von Gitterpunkten V, . zu einem Git-
ter 77°  fiihrt, welches die folgende Eigenschaft besitzt. Es existiert eine
Teilmenge 74, C 7., die ein FE-Gitter nach Definition 7 darstellt, und
die Mikrostrukturen hinreichend genau auflost. Hinreichend genau auflost
bedeutet in diesem Zusammenhang, dafl sich der Gebietsrand glatt iiber den
Elementkanten bzw. -oberflichen parametrisieren 148t. Verfeinerungen mit
Randanpassung durch z.B. Projektion von randnahen Punkten beim Verfei-
nern auf den Rand des Gebiets lassen sich erfolgreich anwenden. Es ist klar,

dafl diese Bedingung eine Verbindung zwischen der Feinheit des Gitters 7,

max
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Abbildung 4.4: Das Referenzgitter wird durch Verschieben randnaher Punkte
auf den Rand I' dem Gebiet angepafit.

und der Grofle der aufzulosenden Mikrostrukturen herstellt. Da die Gitter-
punkte auf den gréberen Gittern 7, nach Konstruktion eine Teilmenge der
feineren Gitterpunkte sind, veréindert das oben beschriebene Verschieben von
Feingitterpunkten auch alle groberen Gitter. Das Resultat dieses Verschie-
bungsprozesses ergibt die FE-Gitter {7/°},_,, . Die logische Vater/Sohn-
Relation, die fiir die Referenzgitter 7, definiert worden war, wird auf die
Gitter 7;° vererbt und gleich bezeichnet.

In der dritten Phase definieren wir nun die FE-Gitter, welche zur Defi-
nition von CFE-R&umen bendtigt werden. Das feinste Gitter 7, wurde
bereits definiert. Fiir / < f,.x wird dieses Gitter sukzessive geméfl der fol-
genden Rekursion vergrobert. Sei ein Gitter 7, C 77° gegeben. Die Menge
Oy bezeichnet wieder die Menge der Knotenpunkte eines FE-Raumes S,.

Falls ¢ > 1 gilt, ist 7,_1 gegeben durch

Te—1 :{KETffl:af_l(K)ﬂTg%@}U{KeTffl:Kﬂ@g%@},
©/1 : Menge aller Knotenpunkte von Sy_;.

Diese Definition ist in Abbildung 4.5 illustriert. Da das Gitter 7, bereits
weiter oben definiert wurde, ist damit die Gitterhierarchie {7¢},.,  fest-
gelegt. Die Vater/Sohn-Relation wird vererbt unter Beachtung der folgenden
Modifikation. Sei K € 7,. Dann sind die S6hne auf dem feineren Gitter 7;
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Abbildung 4.5: Die Feingitterdreiecke aus 7, gehoren zu den gestrichelten
Linien. Das grobere Gitter setzt sich aus den Vatern der Feingitterelemente
zusammen und Dreiecken, in die Feingitterpunkte hineingeschoben wurden.

(d.h. j > ¢) definiert durch
&) (K) := o] (K)N ;.

Da keine Verwechslungsgefahr besteht, schreiben wir wieder o an Stelle von
0. Die Knotenpunkte der Sohne werden mit

0 (K) :=0; Ndom o] (K) (4.3)

bezeichnet. Die Schichten L} (w) und die elementweise Distanz sind immer
beziiglich der Gitter 77° bzw. 7, definiert. Wir unterstreichen hier, daf§ das
Gitter 7, nicht als feinstes Gitter in einem Diskretisierungsprozef aufge-
fait werden muf}, sondern als das grobste Gitter, auf das die iibliche Finite-
Elemente-Maschinerie aufgesetzt werden kann. Das bedeutet, dafl das suk-
zessive Verfeinern des Gitters 7, und Projektion randnaher Punkte auf den
Rand des Gebiets eine Folge von Gittern ergibt, auf denen sich wie iiblich
Finite-Elemente-Réume definieren lassen, welche die Standard-Approxima-
tionseigenschaft erfiillen.

Das Verschieben von Gitterpunkten definiert eine Abbildung von den an-
gepafiten Gittern 7, auf die Referenzgitter 7,. Die Details finden sich in
folgender Definition.

Definition 26 Durch das Anpassen des Gitters an den Rand des Gebiets
werden Gitterpunkte verschoben und dadurch geometrische Elemente ver-
formt. Jedem verschobenen Element K € 1;7° entspricht ein Element Ke#
aus dem Referenzgitter. Formal lafit sich dieser Zusammenhang mit Hilfe
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einer bi-Lipschitz-stetigen Abbildung' ®, : Q° — Q, beschreiben, die stick-
weise affin-linear ist. Genauer wird gefordert, daf fir alle K € 1;° gilt:

@ (K) =K,
|, ist affin-linear.

Im folgenden schreiben wir ® statt @y, falls keine Miflverstindnisse entstehen
konnen.

Im folgenden werden an die Gitter 7, und 7;° Bedingungen gestellt, die
garantieren, daf die verschobenen Gitter 7;,° vergleichbare Eigenschaften wie
7, besitzen.

Annahme 27 FEin Maf fir die lokale Schrittweite des Referenzgitters 7, ist
fiir g € Qg durch

ilg(g) ::max{hf(\ffeﬁ/\yje§}

gegeben. Das Referenzgitter und die Gitteradaption miissen dann die folgen-
den Kriterien erfiillen:

1. Es existieren Konstanten Crep > 0 und 0 < c,ef < 1, so daf fiir alle
0 <Vl <j</lpax und alle y € dom7; die Abschdtzung

hy (§) < Crepclofhe (7)) (4.4)

erfillt ist. Desweiteren muf fiir alle K € 7, und alle K' € af“ (f()
gelten:
hp < Crefh;(‘;.

2. Gitterpunkte j € O, werden mazimal um eine Distanz von Cilgmax (9)
verschoben (siehe Abbildung 4.6). Fir jedes Element K € 7;° ist der
Durchmesser hy abschdtzbar durch den Durchmesser von K € ® (K) €
~ 2
Ty

cohyp < hg < Cah[(. (4.5)

!Eine Abbildung ® heifit bi-Lipschitz-stetig, falls ® bijektiv ist und ®, ®~! Lipschitz-
stetig sind.

2Diese Abschitzung folgt aus der Bedingung, daf$ die Lipschitz-Konstanten von ®, bzw.
@, durch ¢! bzw. C, beschriinkt ist.
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3. Seit K € 15°.
(a) Fir alle Sohne K' € ot™ (K) gilt
K'NK+#0 K cdomLj(K)

(vgl. Abbildung 4.7).

(b) Fiir alle K € 78°, die KNT # 0 erfillen, gilt dom oyt (K)NT # @)
(vgl. Abbildung 4.8).

(c) Fir alle K' € 7524, fir die KNK' # 0 gilt, folgt domoj™ (K) N
K'# 0 (vgl. Abbildung 4.9).

4. Alle Gitter 7, und 75° sind reguldr und die zugehorigen Gebiete )y
Lipschitz-stetig zusammenhdngend (siehe (3.6)).

5. Firalle K € 77° gilt K C dom Ly (® (K)). Alle K € 7y, die K beriihren
(d.h. KNK #0), berihren auch ® (K) :

D(E)NK #0
(vgl. Abbildung 4.10).

6. Set 0 < 0 < lyay und K € 77°. Wir konstruieren eine Zahlenfolge
{b;}oma=t rekursiv durch

o j=/lp.—1: b; ist die kleinste natiirliche Zahl, fir die
dom o} (K) € dom L?-j (Ug (K))

gilt.
® j = luax — 2, lmax — 3,..., 0 : b; ust die kleinste natiirliche
Zahl, fiir die
dom LY (o7 (K)) € dom L} (o} (K))

gilt. Wir nehmen an, daf$ eine Konstante b existiert, so daf§ fiir
alle ¢ und alle K € 17° die Folge {bj}ﬁ‘;‘zx_l die Abschitzung b; <b
fiir alle j erfillt (vgl. Lemma 34).
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Definition 28 Fine Familie von Gittern {1}, welches aus den Referenzgit-
ter {74} erzeugt wurde, nennen wir Familie von CFE-Gitter, falls die Eigen-
schaften aus Annahme 27 erfillt sind.

Die obigen Bedingungen 2-6 sind trivialerweise fiir die Referenzgitter
erfiillt (fiir Bedingung 6 verweisen wir auf Lemma 34). Sie besitzen alle
lokalen Charakter, d.h. beim Verschieben eines Gitterpunkes des Referenz-
gitters wird nur eine lokale Elementumgebung dieses Punktes gestort, und
die Giiltigkeit der Kriterien kann im Anpassungsprozefl lokal beriicksichtigt
werden.

Einige der oben aufgefiihrten Bedingungen kénnen abgeschwécht werden.
Beispielsweise kann bei Bedingung 3a auch alternativ gefordert werden, dafl

dist (K, K,75%,) <er K’ C dom L (K).

gilt mit Konstanten ¢, co = O (1). Analog kénnen Bedingungen 3b, 3c und 5
relaxiert werden. Um die Arbeit nicht mit technischen Details zu iiberladen,
werden diese moglichen Verallgemeinerungen im folgenden nicht diskutiert.

Die folgenden Bemerkungen und Abbildungen illustrieren die einzelnen
Bedingungen.

Lemma 29 Sei K', K" € 77, 2wei Elemente, die sich berihren: K'N
K" # 0. Dann beriihren sich auch die Viter Fgr := Ff,, (K') und Fgn =
Ff., (K") dieser Elemente: Frr N Fyn # 0.

Beweis. Die Menge K’ U K" ist zusammenhéngend. Die Bedingung an
®, aus Annahme 27 impliziert, daf QJZICI)ZH stetig ist. Daher ist auch
O, 0, (F U W) = Fy/ U Fyr zusammenhingend (siehe [36, Satz 4.9]).

Bemerkung 30 Bedingung 1 besagt nicht, daff in jedem Verfeinerungs-
schritt alle Elemente verfeinert werden miissen. Das ermdglicht die Ver-
wendung adaptiver Verfeinerungen und adaptiver Gitter. Bedingung 1 wird
genau in Aufspaltung (5.19) und (5.36) bendtigt. Dort wird ein lokaler Fehler
u —uyg in eine Teleskopsumme >°; uj —uj_1 aufgespalten und ausgeniitzt, dafs
die lokalen Schrittweiten summierbar sind: 3; h; (y) < oo. Falls dies nicht
gilt, kann die Aufspaltung modifiziert werden, so daff nur diejenigen Diffe-
renzen betrachtet werden, fiir die u; —uj_y # 0 gilt. Wir verzichten hier aus
Griinden der Ubersichtlichkeit auf dieses technische Detail.
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Bemerkung 31 In Bedingung 2 wurde gefordert, daf Gitterpunkte des Fein-
gitters y € égmax um O <hgmax (y)) verschoben sein kénnen. Dies ist eine
schwichere Bedingung als die entsprechende Bedingung fiir Standard-Finite-
Elemente-Gitter im Fall von glatten, gekrimmten Rdndern, bei der Punkte

~ 2
mazimal um eine Distanz C §hgmax (g)) werschoben werden diirfen. Eine
typische Situation ist in Abbildung 4.6 dargestellt.

Abbildung 4.6: Obere Zeile: Feingitterpunkte des Referenzgitters diirfen um
O (hg ) verschoben werden. Untere Zeile: Bei iiblichen finiten Elementen

diirfen Feingitterpunkte nur um O (ﬁ?max) verschoben werden.

max

Bemerkung 32 Bedingung 3a wdre verletzt, falls die Séhne ganz auflerhalb
eines Vaterelements liegen wiirden. Eine Situation, fiir die ein Sohn K’ von
K keinen gemeinsamen Punkt mit K besitzen wiirde, ist in Abbildung 4.7
konstruiert.

Bedingung 3b driickt aus, dafi randnahe Punkte auf den Rand und nicht
weg vom Rand geschoben werden sollen. Das ist in Abbildung 4.8 illustriert.

Bedingung 3c ist mit Bedingung 3a verwandt. Falls ein Knoten ganz durch

ein Nachbarelement geschoben wird, kann diese Bedingung verletzt sein (siehe
Abbildung 4.9.

Bemerkung 33 Die Bedingung 5 macht ebenfalls eine Aussage, wie weit die
Gitterpunkte verschoben werden dirfen, und ist in Abbildung 4.10 illustriert.

Das folgende Lemma zeigt, dal Bedingung 6 im Fall 77° = 7, mit b = 1
erfiillt ist.
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Abbildung 4.7: Vaterdreieck mit (verschobenen) Séhnen. Die S6hne sind
graugefirbt. Im verbotenen Fall wiirde ein Sohn (*) das Vaterdreieck (ge-
strichelt gezeichnet) nicht mehr beriihren.

Abbildung 4.8: Verfeinerung in Randnihe. Die S6hne eines Elements, wel-
ches den Rand beriihrt, miissen ebenfalls den Rand beriihren.

Lemma 34 Fiir die Referenzgitter gilt Bedingung 6 mit b= 1.

Beweis. Sei ¢ und K € 7, beliebig. Die Folge {b;} sei wie oben definiert. Wir
zeigen b; < 1 rekursiv und beginnen mit by, 1. Zur Abkiirzung schreiben
wir ¢/ statt o} (K). Da keine Punkte verschoben wurden, gilt dom om=x C
dom gfmt € Lf -y (of71), db by 1 = 1.

Sei die Aussage fiir ein j bereits bewiesen. Es gelte also dom L}, (07*") C
dom L} (07). Sei dann K’ € L;(07). Dann existiert ein K” € o7, welches
K'"NK' # § erfilllt. Da K” C F/™'(K") und K' C F/™ (K') C o9 \gilt,
folgt

max

K" C FI7H(K") C L, (077)
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Abbildung 4.9: In der oberen Zeile werden Punkte hochstens in Nachbarele-
mente verschoben. In der unteren ist ein Eckpunkt von K’ ganz durch das
Nachbardreieck in K hineingeschoben worden. Dann gilt K’ N K # () aber
auch K’ Ndom ot ™ (K) = (). Bedingung 3c wire daher verletzt.

Abbildung 4.10: Das obere Dreieck K (erlaubt) liegt in L} (IN( ), das untere
Dreieck K ist zu weit verschoben.

und daraus die Behauptung. B
Im folgenden Beispiel wird eine Situation gezeigt, bei der die Bedingung
6 verletzt wére.

Beispiel 35 Wir betrachten die Gitterfolge {Tg}?zo aus Abbildung 4.11. Dafiir
gilt

dom o} (K) C dom L3 (o7 (K)) € dom L} (o (K)) C dom L (K).

Die Schichtdicke wird also immer groffer und Bedingung 6 wdre verletzt. Die
dargestellte Situation zeichnet sich durch 1) degenerierte Elemente aus, 2)
Viereckselemente in Randnihe und 8) systematische Verschiebung der Git-
terpunkte des Referenzgitters in eine Richtung. Fs ist uns kein Beispiel be-
kannt, ber dem eine Gittersequenz in Randndhe regelmdflig verfeinert wurde
oder aus Simplizes besteht und Bedingung 6 verletzt ist.
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Abbildung 4.11: Adaptive Verfeinerung eines Vierecksgitters mit verschobe-
nen Punkten. Die grau gefarbten Bereiche markieren diejenigen Elemente,
welche die markierten Schichten auf den feineren Gittern iiberdecken.

Eine Konsequenz aus der Stetigkeit von ® ist Gegenstand des folgenden
Lemmas.

Lemma 36 Sei K € 70°. Dann gilt fiir alle z,y € domoi ! (K)

dist (x,y, Tfj]_) < 2.

Seien K, K € 707 zwei Elemente, die sich berihren: KN %_7& 0. Fiir
alle K' € 17%, welche K' N K # 0 erfillen, existiert ein x € K’ mit der
FEigenschaft R

dist (l‘, K,Tg’jl> < 2.
Weiter gilt fiir alle x € K die Inklusion
K CdomLj, ().

Beweis. Wir folgern die Behauptung aus der entsprechenden Eigenschaft
der Referenzgitter (4.2). Sei z,y € dom o} (K). Da ®, Lipschitz-stetig ist,
gilt

(I)g_H (l’) ,CI)(_H (y) € dom CI)(_H <O‘§+1 (K)) = dom &, (K)
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Wegen Annahme 25 existieren zwei Elemente K, Ky € ot (9, (K)) , die
@11 (z) und D,y (y) elementweise verbinden. Da @, Lipschitz-stetig ist,
verbinden @[jl <I~( 1) und <I>Z+11 (f(}) die Punkte x und y.

Wir kommen nun zur zweiten Aussage. Als Illustration dient Abbil-
dung 4.12. Die Sohne von K auf dem Gitter 77, wurden oK) =

Abbildung 4.12: Es gilt » € K’ N K. Das Dreieck K erfiillt daher
dist <93, K, 7[21) = 2.

(I)z_+11 <af+1 (Py (K ))) genannt. Aus K’ N K # () folgt wegen Bedingung 3c

aus Annahme 27 auch K’ N dom af“’oo (K) # (. Sei x ein Punkt aus dieser

Schnittmenge. Aus Definition 7 folgt, da die Elemente K und K min-
destens eine gemeinsame Ecke y € V(K)NV (K ) besitzen. Wir zeigen

y € dom afﬂ’oo (K), woraus mit dem ersten Teil des Lemmas die Behaup-

tung folgt. Wegen der Lipschitz-Stetigkeit von @, ist der Referenzpunkt
j=®,(y) in K = &, (K) enthalten. Daher ist § auch in dom o’} (K) ent-

halten. Da ®,;; ebenfalls Lipschitz-stetig ist, ist y in dom @, (af“ (.f( ))
enthalten, was zu zeigen war.

Wir kommen nun zur letzten Inklusion und orientieren uns wieder an
Abbildung 4.12. Sei dazu z € K beliebig und K’ € 777, ein Element, welches
z enthilt: z € K'. Wegen K’ N K # 0 lafit sich die zweite Aussage des
Lemmas anwenden, woraus K € Lj , (z) folgt. B

Im néchsten Schritt werden nun Finite-Elemente-Raume auf diesen Git-
tern definiert.

4.2 Definition von CFE-Raumen

Da das Gitter 7, ein FE-Gitter darstellt, welches den Rand des Gebietes
hinreichend genau auflost, 148t sich darauf wie iiblich ein Finite-Elemente-
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Raum definieren. Um technische Schwierigkeiten zu vermeiden, nehmen wir
an, dal dom 7, = 2 gilt. Der Fall von gekriimmten Réndern kann wie in
[7, Kapitel 8.2] behandelt werden.

Da wir angenommen hatten, daf 2 = dom 7, gilt, ist S7, der iibliche
FE-Raum zum Gitter 7, der die Approximationseigenschaft (siehe Defi-
nition 21) besitzt. Um die Bezeichnungen zu vereinfachen, schreiben wir im
folgenden Sy, statt S;,  und entsprechend ©y,,., plmax

Wir kommen nun zur Definition des Vergréberungsalgorithmus. Die grobe-
ren Finite-Elemente-Rdume sind Teilrdume von Sy, .. und mit Hilfe einer
geeigneten Prolongation definiert. Wir setzen

Pryie @ R® — ROt
PraelBd () @ =1L [B](x), Vo€ Op.

Anschaulich bedeutet diese Definition das folgende. Einer Gitterfunktion [,
auf der Skala ¢ wird mit Hilfe der Finite-Elemente-Interpolation I, zu ei-
ner kontinuierlichen Funktion. Da auf Grund der Gitterkonstruktion gilt,
daBl alle feineren Gitterpunkte im groberen Gitter enthalten sind, 148t sich
diese Interpolation in den feineren Gitterpunkten auswerten und definiert
dadurch eine Prolongation vom gréoberen Gitter auf das feinere. Die Kompo-
sition dieser Abbildungen wird mit P, = P;j;_1P;_1 -2 - - Py41, bezeichnet.
Auf diese Art lassen sich Gitterfunktionen auf groben Gittern hochheben zu
Gitterfunktionen auf dem feinsten Gitter 7, . Diese hochgehobenen Gitter-
funktionen lassen sich wieder als kontinuierliche Funktionen interpretieren
mittels der Finite-Elemente-Interpolation I, . . Die Details finden sich in
folgender Definition.

Definition 37 Der zusammengesetzte Finite- Elemente-Raum® auf der fein-
sten Stufe lnax stimmt mit dem Standard-Finite- Elemente-Raum tiberein:
SEEE .= Sy Auf groberen Stufen £ < lyax definieren wir

max °

SZCFE = {7) € SEDZE | Hﬁg c R@Z U= Igmaxpgmax,g [ﬁg]} .

X

Wir wollen im folgenden verschiedene Aspekte dieser Definition illustrie-
ren. Wir betrachten den Spezialfall, dafl 7;° =7, . gilt, d.h. zur Randan-
passung keine Gitterpunkte des Referenzgitters verschoben werden miissen,
sondern es geniigt, zur Definition von 7, geeignete Elemente wegzulassen.
In diesem Fall 148t sich der Raum S¢¥F alternativ definieren durch

SFE —{v: Q- R|WeS:v=">0lq}.
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Das bedeutet, dal S¢FF aus den iiblichen Finite-Elemente-Funktionen zum
Gitter 7, besteht, aber deren Tréiger auf das Gebiet {2 beschrinkt wird. Im
allgemeinen Fall 77° ~# 7, gilt dies natiirlich nicht mehr, jedoch sehen
die CFE-Funktionen zum Gitter 7, ,,sehr &hnlich“ aus wie die auf das Ge-
biet € eingeschrankten Funktionen von S,. Dies wird durch Abbildung 4.13

illustriert. Die Basisfunktionen auf S{*¥ haben die (nahezu) gleiche Form

Abbildung 4.13: Basisfunktion, die zu einem groben Gitter gehort. Die Form
gleicht der iiblichen Hutfunktion auf dem Grobgitter, wobei die Locher im
Gebiet herausgeschnitten sind.

wie die Standard-Hutfunktionen, jedoch sind eventuelle Locher im Gebiet
herausgeschnitten.

Eine wesentliche Eigenschaft der zusammengesetzten Finite-Elemente-
Riume ist, daf8 sie geschachtelt sind: SCF c SZAE. Diese Eigenschaft
ist sowohl fiir die Analyse wie auch fiir die Realisierung von Prolongation
sehr vorteilhaft.

Im folgenden Abschnitt werden wir die Lokalitdt der Prolongation cha-
rakterisieren.

4.2.1 Lokalitiat der Prolongation und Gitterkompatibi-
litét

Auf Grund der Linearitdt der Prolongation gilt die Darstellung
Bie(x) =Pyl (@)= 3 "V (@) B(y), VB ER™

ISCY
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mit Koeffizienten céj’é) (z), die nicht von § abhidngen. Wir wollen im folgen-
den die Koeffizienten charakterisieren, die von Null verschieden sind. Wir
verwenden dazu die folgende Definition.

Definition 38 Seien K € 7, und o/ (K) die Séhne von K auf der fein-
sten Stufe. Wir definieren im folgenden diejenige Menge von Elementen auf
der Stufe j > (, die zur Berechnung von f,.. , in den Knoten O (K)
verwendet werden3. Dies geschieht durch die Rekursion: Fiir j = (. setzen
wir

Li¢ (K) = 0} (),
und fir j = lmax — 1, lpax — 2, ..., L :
Ly (K) = {K e 7; | Kndom I, (K) #0}. (4.6)
Die Menge der Knotenpunkte von I, (K) heifit Y;, (K) := ©;Ndom I;, (K).

Anschaulich besteht [;_;,(K) aus derjenigen Teilmenge von 7;_4, die
I; ¢ (K) iiberdeckt und aus minimal vielen Elementen besteht. Insbesondere
ist jeder Knotenpunkt aus der feineren Einflufmenge Y, in dom [;_; 4 (K)
enthalten. Durch diese Definition ist desweiteren die folgende Uberdeckungs-
eigenschaft sichergestellt:

dom I, (K) C domI;_1,(K), (4.7)

die spater benétigt wird.
Die (iterierte) Prolongation besitzt damit die Darstellung

Blmat (X) = Proi B (@) = > I9(2)Biely),  Vae O (K).

yEYj(K)
Bemerkung 39 Mit den Zahlen {bj}ﬁj"_l aus Annahme 27 gilt
Lie(K) C Ly (K).

Offensichtlich gilt im Fall, daff keine Gitterpunkte beim Anpassen des
Feingitters an das Gebiet verschoben wurden,

Iijy(K)=K

fur alle Elemente K € 1.

3Die Knoten der Sohne @ﬁm"“‘ (K) wurden in (4.3) definiert.
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Die Bedingungen aus Annahme 27 gewéhrleisten, dafl die Gitter auf den
unterschiedlichen Verefeinerungsstufen nicht beliebig zueinander ausgerich-
tet sind. Wir fithren einen Parameter ein, der die lokale, geometrische Ver-
schiebung der Gitter zueinander mifit. Dazu benétigen wir die Funktion
®, aus Definition 26, welche die verschobenen Gitter- bzw. Knotenpunk-
ten auf die Referenzgitter bzw. Knotenpunkte des Referenzgitters abbildet:
P, (17°) = 7p. Man kann ein Gitter 7%, jedoch auch mit dem Gitter 7,°
in Verbindung bringen. Zur [llustration dient Abbildung 4.14. Das Gitter

Abbildung 4.14: Referenztriangulierung 7,_; mit gestrichelt gezeichneten, fei-
neren Referenzgittern. Die angepafiten Gitter 77° und 777, konnen mit Hilfe
von ®,'®,,; miteinander in Beziehung gebracht werden. Dem Knotenpunkt
y € O, entspricht der Punkt ®,,; (y) im Referenzgitter und O, 0, (y)
im Gitter 7;°.

<I>Z1<I>g+17f_ﬁ1 sind die physikalisch geschachtelten S6hne von 77°. Ein Knoten-
punkt y € ©2; des feineren Gitters wire dann geméf § := &, ®,; (y) mit
einem Gitterpunkt aus dem so konstruierten Gitter verbunden. Die Kompo-
sition ®,'®,,, spielt fiir die folgende Definition eine Rolle.

Definition 40 Fir K € 7, und j > { bezeichnet I;, (K) die Einflufimenge
aus Definition 38. Sei zundchst I;,(K) # (0. Eine lokales Maf fiir die
Schrittweite ist durch

hie(K) := K/g}?j%m h: (4.8)
definiert. Falls I, o(K) = 0 gilt, setzen wir hy,, ,(K) = 0, und falls
I (K) =0 gilt, ist die lokale Schrittweite durch hje (K) := hji10(K) defi-
niert.
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Ein Mafs fir die lokale Verformung ist durch

y— &9, ()]

0 (K) = H 4

sie(K)i= max = gmax T
@;jl@j(y)mKl¢w

(4.9)

gegeben, falls I;, (K) # 0 gilt. Sonst setzen wir ;0 (K) := 0.

Die Definition des Verzerrungsparameters ist in Abbildung 4.15 illustriert.

Abbildung 4.15: K bezeichnet das Grobgitterdreieck. Die Schne von K
sind gestrichelt dargestellt. Die EinfluBmenge I;1;, (K) besteht aus den

drei groben Dreiecken. Der Verzerrungsparameter wére in diesem Fall durch
i+l (K) = d/hK/ gegeben.

Bemerkung 41 Definition 40 bericksichtigt, daff die Teilgitter 1;, (K) fiir
J > { nicht quasi-uniform sein missen, und die Schrittweite hj_q 4 (K) we-
sentlich gréfler sein kann als die Schrittweiten hy: im Nenner von (4.9).

Aus Annahme 27 lassen sich Abschiatzungen fiir die lokalen Schrittwei-
ten und Verzerrungsparameter ableiten. Dies ist Gegenstand des folgenden
Lemmas.

Lemma 42 Sei{m},c,,  eine Folge von FE-Gittern, welche die Annahme
27 erfillt.
Dann existiert eine Konstante C, < oo, so daf fir alle £ > 0

heg (K)
sup  sup
Ker Krelpo(K) i

< C, (4.10)

gilt.
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Die Gitter {1} sind lokal geometrisch verfeinert. Das bedeutet, daf$ Kon-
stanten c,., C, < oo existieren, so daf fir alle ¢ > 0 und alle K € 14

> hje (K) < Crhye (K)
j>0

S o (4.11)
hK’/CrShKSCrhK’, VK/ETZ_H:K'QK%@

qgilt.

Die Verzerrungsparameter sind summierbar. Es existiert eine Konstante
C, unabhingig von lyax, so daf$ fir alle ¢ und alle K € 7, die folgende
Abschditzung erfillt ist

Zmax

S e (K) <. (4.12)

j=+1
Beweis. Wegen [, (K) C L} (K) gilt fiir alle K" € I, (K) :
dist (K, K, 72°) < b.

Mit Hilfe von Lemma 14 folgt daraus (4.10).

Wir kommen nun zu (4.11). Es gilt [, (K) C L} (aﬁ (K)) Daraus folgt
wie zuvor, da fir alle K’ € I;;(K) ein K" € o) (K) existiert, fiir das
hir < Chgn gilt. Sei K" := ®(K”) und K := & (K). Bedingung (4.5)
impliziert dann

hir < CCuh=, < CCLh; (7)

K//
mit einer beliebigen Ecke § von K" Aus K" C K folgt y € K. Annahme
(4.4) impliziert daher

hj (§) < Cregclefhe (§) < CCrepel fhy < %cﬁ; rhic

e

Das ergibt

l l

max CC’r‘ef max ) CC’r‘ef CC’I‘ef

S By (K) € Sy 3 ol f <« —orel < el
20 2T S T e S G- )

hee (K) .

Wir kommen nun zur zweiten Ungleichung aus (4.11). Sei K’ € 744, und
Fyr := F/,; (K') der Vater von K'. Ein weiteres Element K € 7, erfiille K N

K’ # (. Wegen Annahme 27, Bedingung 3c, gilt dann auch dom o™ (K) N
K’ # (). Anders ausgedriickt heiBt das dom of™ (K) N domot™ (Fg) # 0.
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Mit Hilfe von Lemma 29 folgt daraus auch K N Fys # (), dh. K € L} (Fi).
Lemma 14 impliziert daher

C C

hier < Coharry < Coha(ryy < C—hp,, < C*—hg
Ca Ca
und
Ca Ca Ca

h’K’ Z Cahé(K’) > hK

hop. ) > =———hpr,_, > ——F—
o Oref i) = Cacref Frr = CCaCref
Es bleibt, die Summierbarkeit der Verzerrungsparameter zu beweisen.

Sei y € © und gy := CIDJ-__]‘1<I>]» (y) der zugehorige Punkt im Gitter 79°, (vgl.
Lemma 40). Annahme 27, Bedingung 1, ergibt

ly =3l < ly = 5 W) + |25 () = 252,®; 1)]| < Chipa (v) -

J

Sei nun K’ € 7;_; ein Element, welches § € K erfiillt. Sei K € 7, das

Element, welches hz = h] 1 (7) und ebenfalls § € K erfiillt. Dann gilt wegen
Annahme 27 (Bedingung 5)

D(E)NEK #0
und wegen Lemma 14

Ca 7

hyr > cahaxr > Z hig = =hj—1 (7).

Qle
Q

Daraus folgt, daf fiir alle K’ € 7;_;, welche § € K’ erfiillen, die Abschétzung

ly—gll _ ¢* ) < C2Crefcem;x+1—j
hK’ - Ca hjfl (g]) - Ca "
gilt. Zusammen ergibt dies €;, < C’cfij]?"ﬂ ~/. Summation liefert
Cinax fimax C
Yo e <C Zc;;;xﬂﬂ_l =: C,.
=1 j=l+1 = Cref

Bemerkung 43 Da die Elemente regulir sind, sind die Teilgitter I, (K)
quasi-uniform. Fir die feineren Teilgittern 1, (K) wird diese Eigenschaft
jedoch nicht gefordert.
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Wir werden in Kapitel 5.2 beweisen, dafl die CFE-Rdume eine den Ab-
schétzungen (3.9)-(3.12) verwandte Approximationseigenschaft besitzt. Le-
diglich die lokale Abschéatzung mufl der vorgestellten Lokalisierung angepaflt
werden. Statt auf einem Element K wird der Fehler auf dom o™ (K) be-
trachtet. Auf der rechten Seite wird die EinfluBmenge I, , (K) an Stelle des
Elements K auftreten. Genauer werden wir zeigen, daf8 fiir alle u € HP™ (Q)
ein u, € SCFE existiert, das

17
= el sy < CHE ™ ull o eye = 0.1,

erfiillt. Mit Hilfe der Inklusion I, (K) C L} (K) treten lediglich b = O (1)
Elementschichten um K auf der rechten Seite der Abschétzung auf.

Um daraus eine globale Abschétzung zu beweisen, miissen wir analog
wie in Lemma 22 die GroBe [, (K) und die Anzahl der Elemente #1;, (K)
abschétzen. In diesem Zusammenhang werden im folgenden einige geometri-
sche Figenschaften fiir CFE-Gitter hergeleitet.

4.2.2 (Geometrische Eigenschaften von CFE-Gittern

Im folgenden wird generell angenommen, daf {7;},., eine Folge von CFE-
Gittern darstellt. Wir bendtigen zunéchst einige Bezeichnungen. Wir orien-
tieren uns an Abbildung 4.16.

Abbildung 4.16: Feingitterdreieck K’ mit Grobgitterumgebung Uyy,. Fiir den
Knotenpunkt y € O gilt /i;fl (y) = K.

Definition 44 Sei K € 7, und K’ € 1, (K). Eine Teilmenge von I;_1 4 (K),
die © g tiberdeckt, und aus minimal vielen Elementen besteht, wird mit Uy (K')
bezeichnet

Uint (K') := argmin # {7" Cli10(K)| Ok C dOIIlT’} )
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FEinige Implikationen finden sich in folgendem Lemma.

Lemma 45 Sei {7},  eine Folge von CFE-Gittern. Wir setzen Cy =
C4 (b) und Cy = Cy (b) mit den Funktionen Ca(-), Cyx (-) aus Lemma 15
und der Konstanten b aus Annahme 27. Dann gilt fir alle 0 < { < j < lax
und K € 1, die Abschdtzung

|dom I;, (K)| < C4|K],

wobei fiir eine mefbare Menge A € R wieder die Abkiirzung |A| = [, 1du
verwendet wird.

Fiir alle j > { und alle K' € 7; ist die Anzahl der Elemente K € 7, in
deren Einfluffimenge das Element K' enthalten ist, durch Cy beschrdnkt:

#{K Sy | K e Ij}f (K)} < C#.

Diese Situation ist in Abbildung 4.17 illustriert.

Abbildung 4.17: Sei (. = 2. Die Dreiecke K;, K5 gehoren dann zum
Gitter 79, die Dreiecke K] und K3 zu den Mengen I (K1) und K{, zu
den Mengen I (Ki2). Zur Auswertung der Prolongation auf K7 wird K}
benotigt. Daher gilt K) € I o (K;) und auf der anderen Seite K € I o (K3).
Daraus folgt fiir diese Situation Cy = 2.

Sei Uy (K') wie oben definiert. Dann existiert eine Konstante Cy, die

unabhdngig von £, j, lmax und K ist, mit der Eigenschaft, daf fir alle K e
I;_14(K) die Abschitzung

#{K' € Ly (K) | K € Uy (K')} < C

gilt (vgl. Abbildung 4.18)
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Abbildung 4.18: Die gestrichelten Linien charakterisieren die Feingitterdrei-
ecke. Der gemeinsame Knotenpunkt y ist im Grobgitterelement K enthalten.
Daher gilt fiir alle dargestellten Feingitterelemente K € U, (K') und daher
Cl, =6.

#

Beweis. Die Abschitzung
dom I;, (K) C dom Iy, (K)

folgt direkt aus der Definition der Einflufmengen und dom 7, (K) C dom L} (K)
aus Annahme 27. Daher sind die ersten beiden Aussagen direkte Folgerungen
aus Lemma 15.

Um die letzte Abschétzung zu beweisen, gehen wir ganz analog vor. Die

Bedingung K € Uy (K') impliziert, da8 KNK #0. In Lemma 42 wurde
daraus
hi'/cr < hg < chg

gefolgert. Da K’ reguldr ist, gilt daher |K'| > ch%{. Da K und K’ sich
beriihren und hgr < ¢ hy gilt, ist K’ in einer Kugel um K mit Radius
(1+ ¢;) hy enthalten. Daher ist die Anzahl der Elemente K’ € I;,(K), die
K € Uy (K') erfiillen, durch eine Konstante C?y beschriinkt, die unabhéngig
von j, £, {ax, K und K ist. m

4.3 Diskretisierung mit zusammengesetzten
finiten Elementen

In diesem Abschnitt soll erklért werden, wie mit Hilfe von CFE-Raumen
partielle Differentialgleichungen diskretisiert werden koénnen.

Um die folgenden Uberlegungen zu illustrieren, betrachten wir das fol-
gende Modellproblem. Sei @ C R? ein Gebiet. Wir setzen V = H!(Q)
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und betrachten das Variationsproblem, fiir gegebenes F' € V' eine Funktion
u € V zu suchen, die

a(u,v) = F(v), YoeV (4.13)

erfiillt. Wir nehmen an, dal die Bilinearform a die Voraussetzungen aus
Abschnitt 3.2 erfiillt. Auf dem feinsten Gitter stimmt der CFE-Raum mit
dem Standard-FE-Raum iiberein. Wir konnen also das Gleichungssystem
auf der feinsten Stufe (., geméf (3.7) und (3.8) aufstellen. Der Operator
wird mit Ay, = € R®max*Omax bezeichnet und der Vektor der rechten Seite

mit F, € R®max. Dann ist die Losung u,__ € R®max von

max max

Aémax uémax = Fzmax (4 14)

gekoppelt mit der Galerkin-Lésung durch

U () = > g, (y) ol (2).

YE€Ormax

Die Frage ist nun, wie man analoge Gleichungssysteme zu den vergroberten
CFE-Rdumen definiert. Eine naheliegende Wahl der Basis von SFFF ist
durch die folgende Vorschrift gegeben. Sei e/ € R®* der Einheitsvektor zum
Knoten z, d.h.

, 1 firaz =y,
e, (4) _{ 0 sonst.

Die CFE-Basisfunktion zum Knotenpunkt z € O, ist gegeben durch
Uy (4) = Lty Pract {eﬂ () -
Die Matrix A, € R®*®¢ gei durch
Aj(z,y) =a (bi, bﬁ) , Vr,y € O
und der Vektor der rechten Seite durch
Fo(x)=F (i) Vreo,

definiert. Die Losung von
Ay =F,
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ist dann gekoppelt mit der Finite-Elemente-Losung in SCFE durch

ue () = Y we(y) by (2).

UISCY)

Mit Hilfe des Galerkin-Produkts 14t sich die Matrix A, und der Vektor F,
rekursiv aus der Diskretisierung auf dem feineren Gitter 7,,.; gewinnen. Es
gilt

v =1, Pt [PZ—H,ZGQ :

Sei ei*u = Py [eﬁ} die prolongierte Einheitsfunktion. Da alle auftreten-

den Operatoren linear sind, gilt

bé _ Z eZ-l—Lé (Z) bZ-l—l.

T
ZG@(+1

Da die Basisfunktionen %" lokalen Triger besitzen, besteht obige Summa-
tion natiirlich nur aus sehr wenigen Termen. Dies ist an dieser Stelle jedoch
nur von untergeordneter Bedeutung und wird bei der Komplexitétsanalyse
genauer diskutiert. Die Matrix A, besitzt dann die Darstellung

Ar(wy) = a(bfbl) = 3 el (g el (r)a (b 1)

que®f+1
= > e (@)e M (1) Aua(g,7)
q7T€®Z+1
oder kompakt geschrieben
Ay =Rpp1 A1 Py (4.15)

Ry 441 bezeichnet den zu Py adjungierten Operator beziiglich des Euklidi-
schen Skalarprodukts:

(Pri1,eB,w) 0y = (Reps1B,w), V3 € RO w e R

mit
(w,w), =Y w(@)w ().
€Oy
Diese Matrixdarstellung (4.15) wird als Galerkinprodukt bezeichnet (vgl. [18,
Kapitel 3.7]). Analog 148t sich fiir den Vektor der rechten Seite die Darstel-
lung
F,= PZrl,éFéﬂ
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herleiten. Damit ist nun erkldrt, wie das Variationsproblem (4.13) mit zu-
sammengesetzten finiten Elementen diskretisiert wird, wie die linearen Glei-
chungssysteme aufgestellt werden und wie die berechnete Gitterfunktion als
CFE-Funktion interpretiert werden mufl. Wir haben hier bereits erwéhnt,
dafl die Transformationsmatrizen Py, schwach besetzt sind. Die algorith-
mischen Aspekte, lokale Varianten und die zugehorige Komplexititsanalyse
werden in Kapitel 6 erklart.

Wie erwéahnt eignet sich obige Konstruktion zur Diskretisierung von Pro-
blemen, fiir die im Kontinuierlichen der Raum H' (2) als Lésungsraum zu-
grunde gelegt wird. Falls wesentliche Randbedingungen gefordert werden
und der Raum H' (Q) restringiert wird, muf die obige Definition abgeéindert
werden, damit die CFE-Raume ebenfalls die wesentlichen Randbedingungen
erfiillen. Diese Modifikation ist Gegenstand des néchsten Abschnitts.

4.4 CFE-Raume fiir Probleme mit wesentli-

chen Randbedingungen

Wir betrachten hier zunédchst den einfachsten Fall, daf§ auf dem ganzen Rand
von 2 homogene Dirichlet-Randbedingungen gefordert werden, und daher
der Raum V = H} (Q) zugrunde gelegt wird. Ziel dieses Abschnitts ist es,
konforme Unterrdume von V' zu definieren, welche die Approximationseigen-
schaft besitzen. Alternativ konnte man die Randbedingungen auch schwach
in die Variationsformulierung integrieren und das Problem auf ganz H! (£2)
formulieren (siehe [22]). Die Analyse des letzteren Zugangs macht aber vor
allem bei Problemen, bei denen die Randlange [.. 1dl' wesentlich grofler ist
als das Gebietsvolumen [, 1du erhebliche Schwierigkeiten, so daf sich in die-
sem Fall die konforme Diskretisierung als robuster beziiglich komplizierter
Rénder erweist. Die Idee ist wieder dhnlich wie bei natiirlichen Randbedin-
gungen. Falls die geometrischen Elemente einen hinreichend grofien Abstand
zum Rand des Gebiets haben, wird der CFE-Raum mit dem iiblichen FE-
Raum iibereinstimmen und nur in Randnédhe mit Hilfe einer modifizierten
Prolongation erkldrt. Fiir natiirliche Randbedingungen haben wir gefordert,
daBl die FE-Gitter das Gebiet € iiberdecken. Im Falle von wesentlichen Rand-
bedingungen wird man intuitiv eher erwarten, dafl keine Freiheitsgrade ver-
wendet werden, die zu Knotenpunkten auflerhalb des Gebiets gehéren. Das
konnte vermieden werden, indem gefordert wird, daf} alle Gitter 7, innerhalb
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des Gebiets liegen, und sich sukzessive dem Rand anpassen, beispielswiese
indem aus den Gittern fiir Neumann-Randbedingungen, diejenigen Elemente
weggelassen werden, die nichtleeren Schnitt mit dem Gebietsrand haben.
Die feineren Gitter iiberdecken dann im allgemeinen ein grofleres Gebiet als
grobere (siehe Abbildung 4.19). Fiir die Prolongation wird daher ein Fort-

Abbildung 4.19: Grob- und Feingitter (gestrichelt gezeichnet) fiir Dirichlet-
Randbedingungen. Die Gitter liegen innerhalb des Gebiets und passen sich
schichtweise dem Rand des Gebiets an.

setzungsoperator konstruiert, der Funktionen auf dem kleineren, groben Git-
tergebiet (dom 7,) auf das nichtiiberdeckte Feingittergebiet (dom 7441) durch
Extrapolation fortsetzt. Nun ist jedoch klar, dal die Entfernung, iiber die
mit hinreichender Genauigkeit extrapoliert werden kann, maximal Groflen-
ordnung hy besitzt. In Abbildung 4.20 ist eine mdogliche Situation gezeigt, bei
der diese Bedingung verletzt ist. Das feinere Gitter 7,1 enthélt Dreiecke, die
einen Abstand vom néchstgelegenen Grobgitterdreieck besitzen, der wesent-
lich groBer als O (hy) ist. Daher ist Extrapolation ungeeignet. Eine Alterna-
tive wire, in derartigen Féllen, d.h. falls ein Feingitterelement einen hinrei-
chend groflen Abstand zum néchstgelegenen Grobgitterelement besitzt, die
prolongierte Funktion Null zu setzen. Das wiirde zu Genauigkeitsverlusten
fithren, falls beispielsweise quadratische Elemente auf Dreiecken verwendet
werden sollen. In diesem Fall erwartet man lokal auf einem Dreieck K € 74,
einen Approximationsfehler von

lu — W+1|1,K < Ch ‘U‘SK : (4.16)
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Abbildung 4.20: Grobes Gitter, welches ganz im Gebiet liegt und verfeiner-
tes Gitter. Der Abstand des Dreiecks K5 vom néchstgelegenen Grobgitterele-
ment ist wesentlich groBer als O (hg,). Der Abstand von K; zum Grobgitter-
dreieck K ist dagegen Null. In der Abbildung ist der Koordinatenursprung
mit P bezeichnet.

Fiir das Gebiet  aus der Abbildung 4.20 existiert eine Funktion u € H? (2)N
H} (Q), die auf dem eingezeichneten Dreieck K, durch

u |K2: ) ($2 — 6)

gegeben ist. Man rechnet leicht nach, dafl die Nullfunktion in einem Dreieck
mit Durchmesser h, < e nicht die Abschéitzung 4.16 erfiillt, sondern lediglich
lineare Konvergenz liefert. Diese Eigenschaft wird im Kapitel 5.2.2 auch fiir
allgemeinere Fille gezeigt werden. Zusammenfassend l&8t sich sagen, daf}
fiir lineare Elemente auf Freiheitsgrade, die zu Knotenpunkten auflerhalb des
Gebiets gehoren, verzichtet werden kann, dies jedoch fiir Approximationen
héherer Ordnung nicht mehr moglich ist.

Es stellt sich nun die Frage, warum auf Grund der bisherigen Uber-
legungen nicht immer FE-Gitter verwendet werden sollen, die das Gebiet
iiberdecken. Das héngt mit der numerischen Stabilitdt der linearen Glei-
chungssysteme zusammen, die mit der eingefiithrten Basis gekoppelt ist. Das
Problem wire, dafl es dann passieren kann, dafl durch den noch zu defi-
nierenden, iterierten Prolongationsprozef die Einheitsgitterfunktion ef, die
zu einem Knoten auflerhalb des Gebiets gehort, nach dem Prolongieren die
Nullfunktion ergibt oder eine Funktion mit extrem kleinen Funktionswerten.
Diese Tatsache wird die Genauigkeit der Diskretisierung nicht beeintrachti-
gen, jedoch die numerische Handhabbarkeit des entstehenden linearen Glei-
chungssystems negativ beeinflussen. Ein weiterer Grund, nach Moglichkeit



68 KAPITEL 4. ZUSAMMENGESETZTE FINITE ELEMENTE

auf Freiheitsgrade auflerhalb des Gebiets zu verzichten, ist der folgende. Fiir
die in der Kapitel 2 beschriebenen Anwendungen ist eine Diskretisierung
mit linearen Elementen speziell in der Nédhe der komplizierten Mikrostruk-
turen am sinnvollsten hinsichtlich der Approximationsgenauigkeit (als Funk-
tion der Zahl der Freiheitsgrade). Auf Grund der fehlenden Regularitit an
derartigen Stellen lassen sich mit Approximationen héherer Ordnung keine
Genauigkeitsverbesserung erzielen, sondern lediglich durch Verfeinerung der
geometrischen Elemente und Verwendung linearer Ansatzraume. Aus diesen
Uberlegungen scheint es uns angemessen, den Fall von linearen Elementen
speziell zu beriicksichtigen, und die Verwendung von Gitterfolgen, die alle im
Gebiet enthalten sind, in Betracht zu ziehen.

Fiir quadratische und hohere Elemente kénnen wir die gleichen CFE-
Gitter, wie sie fiir natiirliche Randbedingungen definiert waren, verwenden.
Fiir lineare Elemente definieren wir Teilgitter, die einen vorgeschriebenen
Abstand zum Rand besitzen.

Diese Uberlegungen sollen nun mathematisch priizise formuliert werden.
Finite-Elemente-Gitter fiir Dirichlet-Randbedingungen sind Gegenstand der
folgenden Definition. Zunéchst werden wir CFE-Gitter definieren fiir Ele-
mente beliebiger Ordnung. Diese werden auch Freiheitsgrade auflerhalb des
Gebiets enthalten. Fiir lineare finite Elemente wird danach die mogliche
Modifikation angegeben, um Freiheitsgrade auflerhalb des Gebiets weitesge-
hend zu vermeiden. Generell werden im folgenden die Gitter fiir Neumann-
Randbedingungen, welche das Gebiet iiberdecken und die Uberdeckungsei-
genschaft (4.7) erfiillen, mit 7V bezeichnet und die daraus entstandenen
Dirichlet-Gitter mit 7.

Definition 46 Die Gitter im Fall von Dirichlet- Randbedingungen sind die-
selben wie fiir Neumann-Randbedingungen: 7, = 7M. Im einem randnahen
Bereich muf$ die Prolongation modifiziert werden. Sei dazu br = 5. Die Ele-
mentschichten um I werden wieder mit LZF (T") bezeichnet. Dann definieren
wir die inneren und dufleren Gitter durch

7 =r N Lr (), To=T\T} . (4.17)

Das Uberdeckungsgebiet von ¢ wird mit Qp = domT, bezeichnet und
[y := 009y gesetzt. Die Gebiete, die von den Teilgittern tberdeckt werden,

[¢]
nennen wir 2 bzw. Q.

Diese Definition ist in Abbildung 4.21 illustriert.
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Abbildung 4.21: Gitter fiir Dirichlet-Randbedingungen. Die graugefirbten
Dreiecke gehoren zu 77, die anderen zu 7. Der Ubersichtlichkeit halber wurde
hier br = 2 statt bp = 5 gesetzt.

Wir haben die randnahen Gitter mit Hilfe von randnahen Schichten de-
finiert. Die Entfernung der Elemente K € 7§ vom Rand wird in folgendem
Lemma abgeschétzt.

Lemma 47 Fs existiert eine Konstante cq, die nur von br und der Konstan-
ten Crey aus Definition 7 abhingt, so dap fir alle K € 7}

dist (K, P) S thK
gilt.

Beweis. Es gilt dist (K, ', 77°) < br, und daher folgt die Behauptung aus
Lemma 14. &

Wir kommen nun zu der Modifikation fiir lineare Elemente. Dazu sind
einige Vorbemerkungen erforderlich. Die Idee bei linearen Elementen ist,
daB die CFE-Gitter nur aus Elementen K € 7/¥™ bestehen, die einen vor-
geschriebenen Abstand zum Rand besitzen: dist (K,I') > cghg. Das kann
jedoch dazu fiithren, dafl 7, Elemente enthilt, die weiter als O (hx) vom
néchstgelegenen Grobgitterelement entfernt sind. Zur Prolongation kann da-
her die Funktion auf dem néchstgelegenen Grobgitterelement nicht mehr her-
angezogen werden. Die Idee ist nun, auf derartigen Elementen K mit Null
zu prolongieren. Im Hinblick auf die Approximationseigenschaft mufl daher
gewihrleistet sein, dafl die Nullfunktion auf K die lokale Approximationsei-
genschaft fiir Funktionen aus H} () N HP*! (Q) besitzt. Dafiir sollen nun
geometrische Bedingungen hergeleitet werden. Zunéchst definieren wir ein
Maf} dafiir, wie gut auf einem geometrischen Element approximiert werden
kann.
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Definition 48 Sei K € 7. Falls fir alle y € ©k ein Dreieck (Tetraeder in
3d) T, existiert, das

1. domT, C dom L;" (y) mit np =5,
2. hg,/ir, + hEx /1m0 < Ciey t

3. ye Ty,

4. alle Ecken von T, liegen auf T,

impliziert, setzen wir Null (K) := zulissig, sonst definieren wir Null (K) :
unzulassig.

Diese Definition ist in Abbildung 4.22 illustriert. Das folgende Lemma
besagt, dal Null (K) = zulissig impliziert, daf die Nullfunktion die lokale
Approximationseigenschaft besitzt.

Lemma 49 Sei K € 7™ mit Null (K) = zulissig. Dann gilt fir jede
Funktion v € H*(Q) N H} () die Abschitzung

[l e < OR3™ [l 10056

wobei die Fortsetzung von u auf R® wiederum mit u bezeichnet wird und
U (K) :=Uyeo, T, gesetzt wurde.

Bemerkung 50 Die obigen Voraussetzungen an T, werden hdufig ,mini-
male Winkelbedingung® genannt. FEs ist bekannt, daff diese Bedingung zu
einer mazimalen Winkelbedingung abgeschwicht werden kann (vgl. [42], [2],
[25], [31] oder [1]). Um technische Schwierigkeiten zu vermeiden, verzichten
wir hier auf dieses Detail.

Der Beweis dieses Lemmas wird im Abschnitt 5.2.2, in dem die Appro-
ximationseigenschaft fiir zusammengesetzte finite Elemente bewiesen wird,
nachgeholt. Fiir lineare Elemente enthalten die Gitter also Elemente, die
einen vorgeschrieben Abstand zum Rand besitzen, und einige weitere Ele-
mente, die sicherstellen, dafl kein Element existiert, welches zu weit vom
groberen Gitter entfernt ist und Null (K) = unzuldssig erfiillt.

*Hier bezeichnet 7, wieder den Inkreisradius und b/ h%j“ das Verhéltnis von lang-
ster zu kiirzester Seite. ' '
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Abbildung 4.22: Oberes Bild: Dreieck K mit Ecken z, %, 2. Diese sind in
Ty und T; enthalten. 77, T sind von Groéflenordnung hg, nicht-degeneriert
und alle Ecken liegen auf I' = 0€). Unteres Bild: Ausschnitt aus graduiertem
Gitter. Das Dreieck T enthélt alle Ecken von K und hat Gréfenordnung
diam 7T = 6hg. Jedoch beriihrt es mehr als fiinf Elementschichten um K.
Daher wiirde Null (K) = unzulissig gelten.

Definition 51 Sei {TZNM}0<Z<Z eine Folge von CFE-Gittern, welche die

Uberdeckungseigenschaft (4.1) fiir Neumann-Randbedingungen erfillt. Die
Gitter fir Diskretisierungen mit linearen Elementen sind mit Hilfe des fol-
genden Algorithmus definiert. Sei br =5 und ng = 1.

Zmax
procedure generiere_Dirichlet_Gitter(in: {TZN M }z—o , out: {Tg}ﬁz%x
begin
for £ :=0 to l.x — 1 do
=1 M\L(T); (4.18)

. ~NM.
szax T Tfma,d

for .=/« — 1 downto 0 do

) ;
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for all K € 74,1 do
if Null (K) = unzulissig and dist (K, Qy, Tﬁ1> > nyg
then®
T =T U U (K);

end;

. . . . O . .
Die dufleren® und jnneren® Gitter TZFH,TZHC Ter1 sind wieder durch

7} =1, N Lr (D)

o 4.19
Toi=T\T} . (4.19)

gegeben.

Bemerkung 52 In obiger Definition wurden die randnahen Elemente, auf
denen die Nullfunktion keine gute Approximation darstellt, besonders bertick-
sichtigt. Das ist notwendig, um lokale Fehlerabschdtzungen mit der loka-
len Elementgrdfle herzuleiten. Falls das Gitter quasi-uniform ist oder man
nur an Fehlerabschdtzungen mit der mazimalen Schrittweite hy interessiert
ist, konnen die Gitter fiir Dirichlet-Randbedingungen vereinfacht durch 1, :=
TNM\ L2 (T') definiert werden.

Fiir lineare Elemente folgt natiirlich nicht mehr dom7,,; C dom 7. In
diesem Fall liegen die Gitter innerhalb des Gebiets. In Randndhe kommen
sukzessive randnahe Gitterschichten auf den feineren Stufen hinzu. Wir be-
tonen, daf} auf fiir die reduzierten Gitter fiir Dirichlet-Randbedingungen, die
Definition der Schichten L} (w) iiber das Gitter 75° definiert ist.

Im folgenden setzen wir voraus, daB8 {7¢}.,c, eine Familie regulédrer
Finite-Elemente-Gitter ist, welche die Voraussetzungen aus obiger Definition
erfiillt. Die Menge der Knotenpunkte fiir das Dirichlet-Problem besteht fiir
0 < /0 < lhax aus allen Knotenpunkten des Gitters 7, und fiir £ = £, aus
allen Knotenpunkten, die nicht auf I" liegen. Wir erkldren nun einen Pro-
longationsoperator Py, : R®* — R®1. Falls geometrische finite Elemente

yhinreichend weit“ vom Rand entfernt sind, d.h. K €7eg+1 gilt, wird wieder
die kanonische Finite-Elemente-Interpolierende verwendet. Das ist gerecht-
fertigt, da in folgendem Lemma gezeigt wird, dafl die inneren, feinen Gitter

592g+1 vom Grobgitter 2, iiberdeckt werden:
Sqlz+1C Q. (4.20)

5Die Menge U;,; wurde in Definition 44 eingefiihrt als minimale Teilmenge des Grob-
gitters, welche K iiberdeckt.
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Lemma 53 Seien die inneren Gitter 79“1 und inneren Gebiete §02H1 mn De-
finition 46 bzw. 51 definiert. Dann gilt SOZZHC Q.

Beweis. Im Fall von Definition 46 folgt die Aussage direkt aus der Uber-
deckungseigenschaft der Gitter fiir Neumann-Randbedingungen:

Qe1C Qoy1 C Q.

Wir betrachten nun die Variante aus Definition 51 und orientieren uns an
Abbildung 4.23. Sei K’ €7y, ;und K € 7/¥M ein beliebiges Grobgitterelement

Abbildung 4.23: Das Dreieck K’ schneidet das Grobgitterdreieck K. Die
Annahme K € L7 (') impliziert K’ € L}, (T).

mit der Eigenschaft K N K’ # (. Wir zeigen K ¢ L2 (I'), woraus dann
K € 7, folgt. Wir nehmen das Gegenteil an: K € L? (T'). Dann existiert
ein elementweiser Weg K (K, T, 74°) = {K;}._,, der T’ mit K’ verbindet, und
K, = K erfiillt. Wegen K N K’ # (0 laBt sich Lemma 36 anwenden. Es
existieren daher Elemente K3, Kj € 7%, die

K'NEK;#0, KiNK;#0, KjNEK #0

erfiillen. Aus K} N K, folgt mit Bedingung 3c aus Annahme 27 auch Kj N

dom o™ (K1) # (). Bedingung 3b aus Annahme 27 besagt, da I'Ndom o™ (k)
# () gilt. Mit Hilfe von Lemma 36 ergibt sich daher die Existenz eines ele-
mentweisen Wegs K = {K!};_, in 7%, der ' und K’ verbindet, woraus
K" € L}, (T) folgt. Dies ist aber ein Widerspruch zu K’ €7,,,. B

Dieses Lemma stellt sicher, dafi fiir Feingitterpunkte, die in 79(+1 enthalten
sind, die FE-Interpolierende zur Prolongation verwendet werden kann. Sei
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dazu 3, € R®” und ui" := I, [3,] die FE-Interpolierende auf ;. Dann setzen
wir

Prone[Bd (2) = uil (x), Vo € Op1 N Qe

Um die Dirichlet-Randwerte zu erfiillen, werden wir auf 7/, die Prolongation
modifizieren. Das geschieht in zwei Stufen. Sei ¥~ der Raum aller stiick-
weise polynomialen (Maximalgrad p), unstetigen Funktionen auf €, (vgl.
Definition 17). Im ersten Schritt wird eine Abbildung Eyy1: Sy~ — Sp7!
konstruiert, die ui" auf eine Funktion uﬂw : Q41 — R abbildet. Da
ugy,, jedoch im allgemeinen unstetig sein wird, verwenden wir im zwei-
ten Schritt einen Mittelungsoperator, um WE+1,£ in den Feingitterpunkten
auszuwerten. Die Idee ist nun die folgende. Fiir die Elemente K € 7/,
wird ein ,,gecignetes® Grobgitterelement K € 7, gesucht und die bereits de-
finierte Funktion u{" geeignet extrapoliert. Geeignet heift in diesem Fall,
daB dist (K K ) = O (hk) gelten muB. Die Existenz eines solchen Grob-
gitterelements 1st fiir lineare Elemente nicht gesichert. Falls kein geeignetes
Grobgitterelement zum Prolongieren existiert, wird die prolongierte Funk-
tion Null gesetzt. Aus Griinden, die wieder mit der Stabilitdt der iterierten
Prolongation zu tun haben, werden wir das Element K nicht aus dem ganzen
Gitter 7, auswiihlen, sondern aus einer geeigneten Teilmenge 7, C 7.

Das soll nun formalisiert werden. Wir definieren im folgenden die Menge
von Elementen, auf denen die Nullfunktion eine hinreichend gute Approxima-
tion darstellt, und die Menge von Grobgitterelementen, die zum Prolongieren
benotigt werden. Die Situation ist in Abbildung 4.24 illustriert.

Definition 54 Seien br und ng aus Definition 46 bzw. 51. Die Teilmenge
Tﬁl C Tyy1 besteht aus Elementen, die ,weit”“ vom ndchstgelegenen Grobgit-
terelement entfernt sind, und ist durch

Tﬁl = {K/ € T{H | dist <K/,Qg,rfjl> > nd}

definiert. Um auf Elementen K' € T{+1\Tﬁ1 zu prolongieren, wird die Grob-
gitterfunktion auf Elementen K verwendet, welche dist (K’,K, Tg'jl) < ng
erfiillen. Diese sind in der Teilmenge X C 7, enthalten:

77 = {K € 7y | dist (Q£+1>K> ngl) < nd}. (4.21)

Wie bereits erwdhnt, wird zur Prolongation im randnahen Bereich nur eine
Teilmenge /™ C 15 verwendet, von der wir die folgenden Eigenschaften
fordern:
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Abbildung 4.24: Grobes und verfeinertes Gitter. Vom feinen Gitter ist nur
die randnahe Schicht gezeichnet. Die hellgrau gefarbten Dreiecke bilden die
Menge TZP . Die Menge U;,,; (K1) besteht aus den drei, mit Sternen markierten
Dreiecken aus 77. Die dunkelgrau gefirbten Dreiecke bilden die Menge 7/Y;,
da kein Grobgitterdreieck in Ly, ; (K5) liegt.

1. Die Teilmenge /™ soll ,hinreichend dicht® in der Menge 1} liegen:
VK' € 71 \1fl,, dist (K’, dom 7™, rgjl) < ny, (4.22)

wobei die Konstante ng, € N weder von der Verfeinerungsstufe noch
von den FElementen abhdngt.

2. Fir alle K, K' € " qilt, daf8 entweder K = K' gilt oder der Schnitt
KN K’ leer ist.

Bemerkung 55 Fir quadratische oder héohere Elemente gilt wegen der ge-
forderten Uberdeckungseigenschaft immer dist (K/, Qy, Tﬁj < ng und daher

N _
i = 0.

Im folgenden wird die Prolongation fiir Dirichlet-Randbedingungen defi-
niert. Die Definition besteht aus den folgenden zwei Phasen.

1. Definition eines Operators Fyyq,: SP" — SPy,', der Grobgitterfunk-
tionen auf (unstetige) Feingitterfunktionen abbildet.
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2. Definition einer Abbildung 7'('5_-:__:1[ 1 Opiq — Ty, die jedeg Knotenpunkt
x € Oy, ein Element K € 71,1 zuordnet, welches x € K erfiillt.

Dann ist die Prolongation in einem Knotenpunkt x € ©,,; einer Gitter-
funktion 8, € R®* durch

Prive [Be] () = (Eegre [Le[Be]]) | 0 (2) (4.23)

gegeben, wobei K’ := Wfﬂ (x) gesetzt wurde.

Wir beginnen mit der Definition des Operators Epy, : SV — SP
Sei v, € S?" beliebig. Die fortgesetzte Funktion wird Ve = Eepre[vd]

genannt und ist wie folgt gegeben. Auf 79g+1 UTZJL setzen wir

E _
v — 0

1,0 dongIYH ’

(o]

E = .
Vi (@) =v(x), @€ Oup1 N, (4.24)

B E
v ° = /o [V :|

1L Qog1 Te41 £+1,8

Es bleibt, v/, , auf 7/, ,\7/}, zu definieren. Nach Konstruktion gilt fiir K’ €
™, +1\T£]le im allgemeinen nicht mehr dom K’ C €,. Die Funktion x} 41t
™, 1 — 7tU{0} ordnet jedem K’ € . 1 €in nahegelegenes Grobgitterelement
zu und ist durch

, 0 K' e Tﬁl,
Ko (K') = argmin dist (K’, K, Tg’jl) sonst. (4.25)
Kerjnt

definiert. Fiir ein randnahes Elemente K’ € 7/,,\7/\; wird mit Hilfe des
néchstgelegenes Grobgitterelement K := rkj ; (K’) extrapoliert. Zur De-
finition der Extrapolation benttigen wir noch den zu K’ nichstgelegenen
Randpunkt.

Definition 56 Die Funktion v* ordnet einer Teilmenge w C € einen ndichst-
gelegenen (bezogen auf die elementweise Distanz) Randpunkt zu. Sei dazu
i := dist (T, w, 7). Dann ist v (w) € T ein Punkt, der

dist (v (w) ,w,n) =1 firi>1,
dist (v (w) ,w) =dist (I'w)  firi=1

erfiillt. Alternativ verwenden wir auch die Bezeichnung ', = v (w). Falls
keine Verwechslungsgefahr besteht, schreiben wir ., statt ..
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Der Extrapolationsoperator Ey ;, ist fiir Elemente K’ € Tﬁlu 79g+1 be-
reits durch (4.24) definiert. Fiir Elemente K’ € 77, wird Ey 1, mit Hilfe des
niichstgelegenen Grobgitterelements K := k! +1 (K’) und des néchstgelegenen
Randpunkts g erkldrt. Die lokale Version des Fortsetzungsoperators wird
mit EZK+I1,Z bezeichnet und héngt {iber

Epi10[vd]] K Eﬁu [ve]

mit Fyi 1, zusammen. Die Details finden sich in folgender Definition. Zur
[lustration dient Abbildung 4.25.

Abbildung 4.25: Extrapolationsoperator Tk:: Die Funktion v, auf dem na-
hegelegenen Grobgitterelement K wird analytisch fortgesetzt, und der Wert
im néchstgelegenen Randpunkt abgezogen.

Definition 57 Sei K’ € 75,,\7/}, und K = £}, (K'). Gegeben sei ein
Grobgitterfunktion v, € Sf’_l, die auf K' prolongiert werden soll. Die pro-
longierte Funktion wird vey1 ¢ genannt. Die analytische Fortsetzung von vy |k
auf ganz R® bezeichnen wir mit Vi Falls {41 < lyax oder K'NT =0 gilt,
setzen wir

verne [kri= By [od == vi | —vi (vicr) - (4.26)
Falls K' N\ T aus mehr als einem Punkt besteht, impliziert diese Definition
natirlich nicht, daff vir1e | in jedem Randpunkt verschwindet. Um kon-
forme FE-Rdume zu erhalten, miissen wir daher diese Definition auf dem
feinsten Level fiir Elemente, die K' N T # 0 erfiillen, modifizieren. In den
Knotenpunkten setzen wir in diesem Fall

ext

Ve () = 0% (y) — g% (), Yy € Ok,

und auf K' werden diese Werte interpoliert

Ve () = Ef  odd (2) = Y vee () 95 (2), ve K. (4.27)

yE@K/
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Fiir lineare Simplexelemente gilt beispielsweise Vv |x= const und p = 1,
so dafl die Formel sich in diesem Fall fiir y € O zu

(Vg |ie,y —vxr) falls £+ 1 < lpay oder K/'NT = 0,
(Vue |,y —y,)  sonst

Verre (y) = {

vereinfacht. Offensichtlich impliziert y € I' in jedem Fall, dal y = , gilt,
und daher auf der feinsten Stufe vy (y) = 0 gilt.

Bemerkung 58 Der Grund, warum nicht auf allen Stufen gemdaf$ (4.27)
extrapoliert wird, hdngt mit der Stabilitdt der iterierten Prolongation zusam-
men. Offensichtlich gilt im Fall (4.27), daf§ die H'-Seminorm von vey1e auf

K' mit der H*-Seminorm von vi% auf K' dbereinstimmt. Das gilt fir die
Prolongation nach Formel (4.27) nicht; die Gradienten kénnen sich stirker
vergrofiern, so daf$ diese Version der Prolongation nur einmal angewendet

werden soll.

Durch (4.24) und Definition 57 ist der Operator Ep i, : SP~' — Sh'
fir alle Elemente K’ € 7441 definiert. Um die Prolongation Py, : R®:
— RO+t gemiB (4.23) definieren zu kénnen, muf noch die Funktion 717 :
Oy 1 — Ty definiert werden, die einem Knotenpunkt ein Element zuordnet,
welches diesen enthélt oder beriihrt. Die Prolongation Ppy; in einem Punkt
x ist dann erkldrt als Auswertung von Eﬁu in x, wobei K' = 7,1 (z)
gesetzt wurde. Die Definition von Wfﬁ basiert auf der Wahl einer geeigneten
Reihenfolge, in der die Elemente K fiir die Berechnung von UﬁL , abgearbeitet
werden, und bereits belegte Werte nicht iiberschrieben werden. Die Details

finden sich in folgender Definition.

Definition 59 Sei 3, € R®* und u'™ := I,[3,] die FE-Interpolierende. Die
prolongierte Funktion nennen wir Bey10 := Pry1.0[Pe]. Diese ist durch den fol-
genden Algorithmus definiert. Zundchst wird die Funktion ﬂfﬂ :Opi1 — Tog
definiert, die festlegt, mit Hilfe welches Feingitterelements die Prolongation
in einem Feingitterpunkt bestimmt wird. Das zugehorige Grobgitterelement

ist dann durch K}, <7Tfj:} (93)) gegeben. Diese Komposition definiert dann

eine Abbildung 7}, : ©p1 — 7 durch 7l == K}, 0 Wfﬁ, die einem Fein-
gitterpunkt x das Grobgitterdreieck zuordnet, welches zur Auswertung der
Prolongation in x bendtigt wird.

procedure prolongation(f;, Sii1y4);
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begin
Initialisiere die Funktion ﬂfﬂ durch

Wfiil () := undefined, Vo € Opyq;

for all K' € 7/, do for all x € O do begin
T (2) =K' miyy (2) = w4 (K'); end;
for all K' € 7/, do for all x € Ok do

if i1t (v) = undefined then begin

T (1) = K5 iy (0) = kg (K); end;
for all K" €7¢,1 do for all z € Ok do
if o1 (v) = undefined then begin mil; (v) = K;
Thq () :== K fir ein K € 7y, welches x € K erfiillt;end;
for all x € Oy, do begin
K= Wfi_% (.T), K = 7T§+1 (.T) ,

0 falls K = (),
)] 2 ) EE, [eb] (x) falls K # 0 und » € OF,
+1, T YeEOK
> Be(y) gy, (@) sonst;
YEOK
end end;

Bemerkung 60 Durch die oben angegebene Reihenfolge, zundchst auf 7,

zu prolongieren, dann auf 77\, und schlieflich auf Toi1, ist der Mitte-
lungsprozefS (nicht eindeutig) festgelegt. Jedoch ist die Reihenfolge, mit der
die FElemente der einzelnen Teilgitter abgearbeitet werden, unwesentlich.

Bemerkung 61 Die Prolongation laf$t sich als lineare Abbildung der Form
Berie (x) = Y ¢ () Be (y)

YEBO,

schreiben, wobei ©, = O mit K = wf, (z) gesetzt wurde®. Die Koeffizien-
ten ¢, (x) sind dann durch

0 falls K = (),
¢y (z) =1 B, {gpﬁ (z) falls K #0 und x € Qp,,,
@ (x) sonst.

Falls 7} 41 () = 0 gilt, setzen wir ©, = () und die Summe iiber leere Menge gleich
Null.
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gegeben.

Damit ist die Prolongation fiir den Fall, dal homogene Dirichlet-Rand-
bedingungen auf ganz I" vorgegeben sind, vollstdndig definiert.

Im folgenden werden einige Modifikationen der hier definierten Prolonga-
tion angegeben, um inhomogene Dirichlet-Randbedingungen oder gemischte
Randbedingungen zu behandeln.

Zunéchst wollen wir den Fall betrachten, dafl inhomogene Randbedingun-
gen auf dem ganzen Gebietsrand vorgegeben sind, d.h. u = g auf I' gelten
soll. Das zugehérige Variationsproblem lautet dann: Suche u € H! () mit
u = g auf dem Rand, so daf3

a(u,v) =F(v), Vv € Hy (Q)

erfiillt ist. Dieses Problem wird nun umformuliert. Die minimale Glattheits-
anforderung an g ist durch g € H'/?(I") gegeben. Wir nehmen an, daf8 eine
Fortsetzung u, € H' (Q) existiert, die u, = ¢ auf I' erfiillt. Indem wir die
Zerlegung u = ug + u, verwenden, ist obiges Variationsproblem dquivalent
zu folgendem homogenen Dirichlet-Problem: Suche ug € H} (2) so daf

a(ug,v) = F (v) —a(ug,v), Vv € Hy (Q)

erfiillt ist.

Im folgenden wollen wir eine Moglichkeit vorstellen, wie eine derartige
Funktion u, mit Hilfe einer leicht modifizierten Prolongation einfach erzeugt
werden kann. Wir betrachten zunéchst den Fall stetiger Randvorgaben g €
C°(T). Fiir Grobgitterpunkte z € O, setzen wir

u () =g <£L‘O> max (0, 1-— %@) : (4.28)

wobei xy = v (x) wieder einen nichstgelegenen Randpunkt bezeichnet. Mit
Hilfe einer modifizierten Prolongation, die unten erklart wird, definieren wir
Gitterwerte auf dem feinsten Gitter. Die lineare Interpolation dieser Gitter-
werte auf dem feinsten Gitter definiert dann die Funktion .

Die erforderlichen Modifikationen fiir die Prolongation sind die folgenden.

e Die Taylor-artige Entwicklung (4.26) erhélt den additiven Zusatzterm
g (vk) und (4.27) den Zusatzterm g ().
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e Fiir Elemente K € 7/ haben wir vorausgesetzt, daf§ fiir jeden Kno-
tenpunkt y € Ok ein nichtentartetes Dreieck (Tetraeder in 3D) 7}, mit
Durchmesser O (hy) existiert, dessen Ecken alle auf I' liegen, und das
dist <K JK) < Chy erfiillt. Die Interpolation von g in den Ecken von
T, ergibt die Werte in den Knotenpunkten y. Die Interpolation dieser
Knotenwerte liefert die FE-Funktion auf K.

Damit ist die Prolongation im betrachteten Fall definiert. Falls g unste-
tig ist, kann man nicht mehr erwarten, dafl der Finite-Elemente-Raum, der
per Definition aus stetigen Funktionen besteht, die Randbedingungen in den
Knotenpunkten erfiillt. Man mufl dann statt der Punktauswertung g (yx)
in (4.28) einen geeigneten Mittelwert verwenden. Wir verzichten hier auf die
Details.

Abschlieflend soll noch der Fall von gemischten Randbedingungen dis-
kutiert werden. Wir nehmen an, dal der Rand I' in disjunkte Teilrdnder
I'p und I'y zerlegt werden kann, die I' = I'y U I'p erfiillen. Auf I'y seien
natiirliche und auf I'p homogene Dirichlet-Randbedingungen’ vorgegeben.
Der zugrundeliegende Funktionenraum wére dann

V={ueH (Q)|u=0aufTp}.

Um diesen Fall zu behandeln, miissen Zusatzvoraussetzungen an die FE-
Gitter gestellt werden. Fiir das feinste Gitter fordern wir, daf fiir alle K &€
Thmax 811

KﬂFN:Q)\/KﬁFD:@,

d.h. kein Element des feinsten Gitters darf sowohl den Dirichlet- wie auch

den Neumann-Rand schneiden. Fiir lineare Elemente mufl in Definition 51
die Gleichung (4.18) durch

7 =1, "\Lj (Tp)
ersetzt werden. In allen Fallen sind die randnahen Gitter durch
mF =10 Lr (Tp)

definiert. Mit diesen Bezeichnungen kann die oben definierte Prolongation fiir
Dirichlet-Randbedingungen wie zuvor angewendet werden. Damit ist fiir alle

"Die Verallgemeinerung auf inhomogene Randbedingungen geschieht wie zuvor erklirt.
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moglichen Félle definiert, wie bei wesentlichen Randbedingungen prolongiert
wird.

Es fehlt noch die explizite Definition der Menge 7;™, die bei der Defini-
tion der Prolongation eine zentrale Rolle gespielt hat. Bisher wurde lediglich
gefordert, dafl 7{"* hinreichend dicht in der Menge 7/ liegt. Gewisse Stabi-
litdtskriterien miissen jedoch noch beachtet werden. Dies ist Gegenstand des
folgenden Abschnitts.

4.4.1 Zur Definition des Interpolationsgitters Tgmt

Zunéchst werden wir Bedingungen 1,2 aus Definition 54, die an die Menge
7/ gestellt werden, motivieren. Wir sind gestartet mit der Menge 7/, die alle
Elemente enthélt, die nahe genug am feineren, randnahen Gitter 7/, liegen,
damit sie zur Extrapolation herangezogen werden kénnen. Es soll nun eine
geeignete Teilmenge 7{" C 7/ gewiihlt werden, die hinreichend dicht in 7/
liegt, und gewisse Zusatzvoraussetzungen, die mit der Stabilitéit der iterierten
Prolongation zu tun haben, erfiillen. Das geschieht in den folgenden beiden
Schritten

P _ P r
1. TZ = 7—5 ﬂTg .

2. Wihle davon eine maximal-unabhiingige Teilmenge aus, die 7, ge-
nannt wird.

Diese beiden Schritte sollen zunéchst motiviert werden. Wir betrachten
zundchst den Effekt der Mittelung, die bei der Auswertung der unstetigen
Extrapolation Ey.;, stattfindet. Die verwendete Anordnung der Knoten-

punkte fiir die Prolongation und die Forderung, daf sich die Elemente aus

/% nicht beriihren, impliziert, daB auf 7/ die prolongierte Funktion durch

W10 () = Epva [ (x), Vz € dom 7,7

gegeben ist, d.h. die Mittelung auf 7,7 durch die Identitéit gegeben ist. Falls
also die H'-Seminorm von Eyi1 4 [u] auf 774 nicht zu grof ist, wiichst die
Norm auf 7, nicht durch das Mitteln. Die Idee ist daher, zur Prolongation
auf 7/ nur Elemente aus 7, zu verwenden.

Falls jedoch ein Element K € 7/ nicht randnah ist, sondern K GSQZZH
gilt, wird mit Hilfe der Umgebung U;,,; (K) prolongiert (siche Definition 44).
K € Ui (K) muB jedoch keineswegs die Bedingung K € 7/ erfiillen. Auf
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diesem Element konnte auf der groberen Stufe der Gradient durch das Mit-
teln bereits kritisch vergroflert worden sein. Mit Hilfe einer Zusatzbedingung
an die Gitter 148t sich 7" C 7/ immer erreichen. Dadurch wird der Extrapo-
lationsprozefl weiter lokalisiert. Wir bemerken hier weiter, dafl die Wahl der
Mittelung, welche die extrapolierten, unstetigen Funktionen Epy4 ¢ [ug] nach
Sy, abbildet, sowohl fiir die theoretische Analyse als auch fiir die Praxis
eine entscheidende Bedeutung besitzt. Wir wollen dies anhand des folgenden
Beispiels illustrieren.

Beispiel 62 Wir betrachten die obere Halbebene und eine Folge von Gittern
wie sie in Abbildung 4.26 dargestellt sind. Auf dem grobsten Gitter betrach-

Abbildung 4.26: Grobgitter und randnahe Schicht des Feingitters. Die Zah-
len an den Dreiecken geben die Werte der Gitterfunktion an. Sind zwei Zah-
len an einem Punkt, gehort die obere zum Grobgitter und die untere zum
Feingitter. Die Pfeile geben an, welches Grobgitterdreieck zum Extrapolieren
verwendet wurde. Auf der linken Skala sind die Gréflen und Entfernungen
angegeben.

ten wir die Gitterfunktion, die durch die Zahlen an den Grobgitterpunkten
definiert ist. Die Pfeile geben an, welche Grobgitterdreiecke zur Extrapola-
tion verwendet wurden. Die W1>°-Seminorm der Grobgitterfunktion betrdigt
2 und die der Feingitterfunktion 4 (Dreieck * der Abbildung). FEs ist klar,
daff diese Konstruktion iteriert werden kann, so daf die W°-Seminorm
mit zunehmenden Stufen divergiert.

Bemerkung 63 In vorigem Beispiel war die Prolongation instabil, weil die
Mittelung ungeeignet gewdhlit wurde. Die iterierte Extrapolation wdre hinge-
gen stabil gewesen, da die Gradienten auf allen Feingitterdreiecken entweder
mit (0,0)" oder (0,2)" dbereingestimmt hitten.
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Wir haben zuvor die Stabilitit der W*°-Seminorm betrachtet, da diese
fiir die Konvergenztheorie die zentrale Rolle spielen wird.

Wie angekiindigt soll die Menge TZP T noch weiter eingeschriinkt werden.
Die Definition von 7/ als maximal-unabhéngige Teilmenge von TZP T héngt
mit der Stabilitdt des Mittelungsprozefl zusammen. Die Details finden sich

in folgender Definition.

Definition 64 Die Menge 7/™ ist eine mazimal-unabhdingige Teilmenge von
Pr
7,7, d.h.

= argmax{#T |7 /N AVK € T, VK € T\{K} gilt KNK' = @} :
Die folgende Bemerkung illustriert diese Definition.

Bemerkung 65 Falls 7™ C 1} fiir alle ¢ gilt, werden zur Auswertung der
Prolongation auf Feingitterelementen K' € 7/ immer Grobgitterelemente
verwendet, die K € /™ erfiillen.

Wie erwdhnt, werden wir eine Zusatzbedingung an das Gitter stellen, um
7" C 7; verlangen zu kénnen. Die Idee dabei ist, daff das innere Gitter e

ganz von einer randnahen Schicht umgeben sein sollte, d.h. 5925 N o, = 0.
Das kann erreicht werden, indem gefordert wird, dafl immer eine feste Zahl
von randnahen Gitterschichten L; (I') regelmiBig verfeinert werden. Diese
Anforderung bedeutet anschaulich, dafl die Grobgitter (mindestens) in Berei-
chen, in denen Mikrostrukturen noch nicht aufgeltst sind, verfeinert werden.
In der folgenden Definition ist erklart, welche Verfeinerungsstrategien hier
als regelméflig betrachtet werden. Zur Orientierung dient Abbildung 4.27.

Definition 66 Fin Dreieck heifit regelmdflig verfeinert, falls die Seitenmit-
ten miteinander verbunden werden. Ein Viereck heifst regelmdflig verfeinert,
falls die Mittelpunkte gegentiberliegender Seiten miteinander verbunden wer-
den.

Ein Tetraeder T wird wie folgt regelmdfsig in 8 Tetraeder unterteilt. Man
verfeinert zundchst die Dreiecke, welche die Oberfliche des Tetraeders bil-
den, regelmdfsig. Dann mufl noch eine weitere Diagonale eingezogen werden.
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Abbildung 4.27: Regelméflige Verfeinerung von geometrischen Elementen.

Seien {xi}le die Ecken von T und x;; die Mitte der Kante T;x; . Dann
besitzen die verfeinerten Tetraeder die Ecken

T, = (331,5512,3313,1314) T5 = ($12,$13,$14,l’24)
T, = (51312,332,332371324) T = ($12,$13,$23,3324)
T3 = (9313, T23, T3, 9334) T7; = (5313,5323,9324,9334)
Ty = (9314, 9324,5334,554) Tg = (5313,$14,5524,$34)>

wobei die angegebene Numerierung der Eckpunkte wesentlich ist. Fiir alle
Tetraeder des Grobgitters nehmen wir an, dafS die Numerierung der Eck-
punkte derart gewdhlt ist, daf$ die Diagonale Togx13 kiirzer oder gleich lang
ist wie die alternativen Diagonalen To3T1a, T12234.

Ein Parallelepiped wird verfeinert, indem die Oberflichenvierecke regel-
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mdaflig verfeinert werden, und die dadurch entstandenen, gegeniiberliegenden
Flachenmittelpunkte verbunden werden.

Lemma 67 Sei {7;} eine Familie von Referenzgittern, die regelmdflig ver-
feinert wurden und {7} die angepafiten CFE-Gitter. Dann gilt fir alle
Punkte x € dom 7, und j > 1

dom L], (v) C dom Lk ()

mit k = [(j+1)/2]. Hier und im folgenden bezeichnet [a] die kleinste
Ganzzahl, die nicht kleiner als a ist, und |a]| die gréfite Ganzzahl, die nicht
grofier als a ist

Fiir alle Punkte x € domTp.1 und j > 1 gilt

dom L], (v) C dom Lk ()
mit k = [(j +3) /2].

Beweis. Der Beweis der ersten Aussage ist elementar aber technisch und
mufB fiir die einzelnen, regelméfligen Verfeinerungsstrategien getrennt iiber-
priift werden. Er wird hier nicht ausgefiihrt.

Wir kommen nun zur zweiten Aussage. Zur Orientierung dient Abbildung
4.28. Sei dazu x € dom 74y und K' = {K/}]_, ein elementweiser Weg, der
x mit einem y € dom Ly, (x) verbindet. Wir setzen k = [(j + 3) /2]. Seien
K, K, € 77° Elemente, die

reK,, yck, (4.29)

erfiillen. Aus Annahme 27 (Bedingung 3a) folgt, daB Sohne K} € of*! (K)
bzw. K., € o™ (K},) existieren, die K/ bzw. K beriihren. Der um Kj,

K’ erweiterte Weg wird K" = { K] 7+ genannt. Wir betrachten nun diese

Situation im Referenzgebiet: K” := {I?{}]j; mit K! = ® (K!). Seien 7, j
Punkte, die - _N

TeKgN®(Ky) ge K, No(Ky) (4.30)
erfiillen. Offensichtlich gilt § € dom L;ﬁ (). Daher 148t sich der erste Teil
des Lemmas anwenden, und wir erhalten

g € dom L% (7).
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Abbildung 4.28: Weg, der x mit y verbindet, im angepafiten bzw. im Re-
ferenzgitter. Die Grobgitterdreiecke K; und K} enthalten z bzw. y. Die
Punkte 7 und ¢ sind in den Referenzelementen Ky N K; bzw. Kj .4 N Ky
enthalten.

Der Weg, der & mit ¢ verbindet, wird K = {f(i}f_l genannt. Wegen (4.30)
gilt K; = ® (K;) und K, = ® (K}). Der zugehdrige Weg im Gitter 75° ist
durch K = {Ki}le mit K; = &~! (f(z> gegeben. Wegen der Stetigkeit von
®~! und (4.29) verbindet K die Punkte z und y. Daher folgt die Behauptung
y € dom L} (z). ®

Der Algorithmus zur Generierung von Referenzgittern, die in Randnéhe

regelmdj$ig verfeinert wurden, ist durch die folgende Prozedur definiert. Sei
ein grobes FE-Gitter 7y gegeben, das €2 C dom 7y erfiillt.

procedure generiere_Referenzgitter(7, br, {imax);
begin
for /:=1 to (., do begin
Kommentar: Es wird das Verfeinerungsmuster fiir jedes Element be-
stimmt.
for all K € 7,_; do begin
muster (K) := undefiniert;
for all K’ € L' (K) do
if K'NT # () then muster (K) := regelmaBig;
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if muster (K) := undefiniert then muster (K) := frei;®
end;
Kommentar: Jetzt wird geméfl Verfeinerungsmuster verfeinert.
for all K € 7,_; do begin
generiere Séhne o | (K) gemiB muster (K) ;
for all K’ € o} | (K) do F/™" (K') := K;
Fri=FUo N (K);
end end end;

Lemma 68 Sei K' € L}, (TZFH) und K = Ff., (K') € 75° der Vater von
K'. Dann wurde K regelmdfig verfeinert.

Beweis. Auf der Verfeinerungsstufe £ werden alle Referenzelement regelméflig
verfeinert, die dist (K I %g) < br + 1 erfiillen. Aus Lemma 67 folgt daher,
daB fiir alle z € I' die Inklusion

dom LYt (x) € dom LE (2) (4.31)

mit k = |25 < by gilt.

Die Voraussetzung K’ € Lj,, (TZF +1) impliziert, da K’ € Ltt" (x) gilt
fiir ein x € I'. Fiir den Vater K von K’ ist wegen Annahme 27 (Bedingung
3a) K' N K # @ erfilllt. Daraus folgt K N dom L5t (z) # 0 und wegen
(4.31) auch K Nndom L§ (z) # 0. Das impliziert jedoch K € L} (T'). Aus
Annahme 27 (Bedingung 5) folgt, da8 ® (K) € Li™ (T) gilt, und daher
wurde K regelméfig verfeinert. l

Im folgenden werden wir zeigen, dafl die oben definierten Referenzgitter
zu Finite-Elemente-Gittern fiir Dirichlet-Randbedingungen fithren, welche
die Dichtheitsvoraussetzung (4.22) erfiillt. Dazu sind einige vorbereitende
Lemmas erforderlich.

Lemma 69 Fir alle K' € T{H, die dist <K/,Qg,rfjl> < ng erfiillen®, gilt
auch dist <K’, Qr, Tﬁ1> < ng.

8Die Schreibweise ,muster (K) := frei® soll andeuten, dafl das Verfeinerungsmuster
fiir K frei gewéhlt werden kann. Es muf jedoch sichergestellt werden, daf} die entstehenden
Referenzgitter regulire FE-Gitter sind, und die Voraussetzungen aus Annahme 27 erfiillt
sind.

9 Auf diesen Elementen wird nicht mit Null prolongiert.
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Beweis. Sei K’ € 7/, und dist (K !, Qy, Tﬁ1> < ng. Wir unterscheiden zwei
Félle. Zundchst nehmen wir an, dafi K/ N Q, = () gilt. Dies kann nur in der
fiir lineare Elemente definierten Variante auftreten (siehe Definition 51). Wir
wiahlen ein K € 7, welches minimalen Abstand zu K’ besitzt

dist (K/, K, Tgﬁl) = dist (K/, Q, T;f;l) .

Daraus folgt K N 9y # 0. Definition 51 impliziert K € L (T'), woraus
K e 7} folgt.

Der zweite Fall ist durch K’ N Q, # () charakterisiert. Wir wihlen K
wie zuvor. In diesem Fall gilt dist (K 'K, Tﬁl) = 1. Dann gilt wegen K’ €

7}, C L, (1) die Abschitzung
dist (T, K, 777, ) < br. (4.32)

Daraus soll nun eine Abschétzung fiir dist (I', K, 77°) hergeleitet werden. Aus

(4.32) folgt K Ndom L)%, (T) # (. In Lemma 68 wurde gezeigt, daf alle
Viter von 7, regelmiBig verfeinert wurden. Aus Lemma 67 folgt daher
K Nndom L (T) # O mit k = [(br + 3) /2]. Dies impliziert K € L{™ (I).
Aus br = 5 folgt [(br +3) /2] + 1 < br, und daher ist K randnah: K € 7/.
|

Es bleibt zu beweisen, daf§ die so definierte Teilmenge 7/ die Dichtheits-
voraussetzung (4.22) erfilllt. Dafiir wird das folgende Lemma benotigt.

Lemma 70 Sei {7} in Randnihe regelmdflig verfeinert, d.h. gemdf Al-
gorithmus generiere_Referenzgitter erzeugt. Dann erfillt die oben defi-
nierte Menge 1, die Voraussetzung (4.22).

Beweis. Die folgende Situation ist in Abbildung 4.29 illustriert. Da 7,
als maximal-unabhéngige Teilmenge von Tf T definiert war, ist lediglich zu
zeigen, daB eine Konstante n, existiert, so daB fiir alle K" € 7, ,\7/}, die
Abschétzung dist (K ' dom 7} Tg’jl) < ng gilt. Sei dazu K € 7} ein Ele-
ment, welches dist(K’, K, 7§ +1) < nq erfiillt. Das bedeutet, daf} ein element-

weiser Weg {K} -1 in 729, existiert, fiir den K’ N Ky # 0 und K,,, N K # 10

gilt, wobei K in TZ U enthalten ist. Da 74" die maximal-unabhiingige Menge
von Tf T ist, existiert ein K € 7 it welches K beriihrt. In Lemma 36 wurde

gezeigt, dafl daraus dist <K/, K, 7'£+1> < ng+ 2 folgt. A
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Abbildung 4.29: Grobgitter und randnahe Schicht des feineren Gitters. Die
grau gefirbten Dreiecken bilden 7. Die schwarzen Punkte markieren die
maximal-unabhiingige Teilmenge von 7/ .

Wir haben also gezeigt, dafl 7/ lokalisiert werden kann, d.h. 7/ C 7}
gilt, falls 7, in Randnéhe regelméBig verfeinert wurde. Im folgenden wird
noch eine weitere Eigenschaft bewiesen, die aus der regelméfligen Verfeine-
rung in Randnéhe folgt, und spéter benotigt wird.

Lemma 71 Sei K’ 679”1 ein Element des inneren Gitters, welches das rand-
nahe Gitter berihrt: K' € L, (T{H). Dann gilt K'0 Q= 0.

Beweis. Sei K’ €74, ein Element, welches K’ € L}, (TZF +1) erfiillt. Daraus
folgt
K' e Lirth(T). (4.33)

Sei K € 74 ein beliebiges Grobgitterelement, welches K’ beriihrt. Wir zeigen
K € 7}, woraus dann die Behauptung folgt. Wegen (4.33) gilt

dist (K T, Tg{il) < bp+1.

Wie im Beweis von Lemma 69 schlieBt man daraus K € L} (') mit k =
[(br +4) /2]. Aus br = 5 folgt k = 5, und daher ist K randnah: K € 7/. R

4.4.2 Lokalitat der Prolongation fiir wesentlichen Rand-
bedingungen

Die Lokalitdt der Prolongation spielt fiir die effiziente Realisierung und fiir
die Herleitung lokaler Fehlerabschétzungen mit einer lokalen Schrittweite eine
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zentrale Rolle. Die Situation fiir wesentliche Randbedingungen unterscheidet
sich lediglich in Randnéhe von natiirlichen Randbedingungen. Die Gitter
fiir Dirichlet-Randbedingungen waren mit Hilfe der Gitter fiir Neumann-
Randbedingungen definiert, indem eventuell geeignete Elemente weggelassen
wurden. Die Gitter fiir Neumann-Randbedingungen werden wieder mit 7V
bezeichnet und die daraus entstandenen Dirichlet-Gitter mit 7,. Um die
lokalen Fehlerabschéatzungen zu formulieren, werden die lokalen Bereiche im
Gebiet wieder durch die Sohne von Elementen aus é M- charakterisiert. Sei
o (K) die Menge der Sthne eines Elements K € 7™ auf der feinsten Stufe
Trmax- Di€ lokalen Fehlerabschitzungen werden dann fir K € 7/VM die Form

Ju = welly yxy < Che ||UH2,L§;(K)

besitzen, wobei ||-[[; , ) hier und im folgenden eine Abkiirzung fiir ||-(; 4om o (s
ist. Wir betonen hier, dafi das Element K € 7/ selbst nicht im Git-
ter 7, enthalten sein muf}; sondern lediglich dazu dient, den lokalen Bereich
domo (K) C Q zu charakterisieren.

Wir werden im folgenden die Definition der EinfluBmengen [, , (K') leicht
modifizieren, um zu beriicksichtigen, dafl im Fall von wesentlichen Randbe-
dingungen Knotenpunkte existieren konnen, die in keinem Grobgitterelement
enthalten sind. Wir bendtigen hierzu wieder die Funktion ryyq1 : ©pp1 — 741
aus Definition 59, die einem Feingitterpunkt das Element aus 74,1 zuordnet,
welches die Prolongation im Feingitterpunkt bestimmt.

Definition 72 Seien K € /"M und o (K) die Séhne von K auf der fein-
sten Stufe. Wir rekapitulieren die Definition der Knotenmenge @ﬁm‘”‘ (K) :=
Oy,.. Ndomo (K). Die Einflufmengen, die beschreiben, welche Elemente
auf der Stufe { < j < lmax verwendet werden, um die Prolongation in den
Feingitterpunkten ©5 (K) auszuwerten, sind durch die folgende Rekursion
definiert.

Auf der feinsten Stufe gilt

Lyt () 7= 00" (K) Yoot (K) := 07 (K)

max y max y

und fir j = lpax — 1, lmax — 2, ... L setzen wir
L (K) = {KET]\Kﬁdom 10 (K 7£(Z)}

)
U{K = 1)y (2) 2 € Vi (K)},
Y}I(K) = @jﬂdomlﬂ(K).
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Die Definition der EinfluBmenge impliziert I, (K) C 7; U {0}, aber im
allgemeinen nicht K € 7,. Der Grund, die lokalen Bereiche durch Elemente
aus 7'M zu beschreiben, ist lediglich, daf§ das Gebiet domo (K) durch K
geometrisch besser charakterisiert ist, verglichen mit einen ,nahegelegenen*
Element aus dem Dirichlet-Gitter.

Die Definition der lokalen Schrittweite h;, (K) und des Verzerrungspara-
meters ¢, (K) behélt weiterhin seine Giiltigkeit, genauso wie die gemachten
Reguléritats- und Kompatibilitdtsannahmen (Annahme 27). Wir setzen vor-
aus, daf} alle Einfluimengen die folgende Eigenschaft besitzen. Die folgende
Situation ist in Abbildung 4.30 dargestellt.

Abbildung 4.30: Grobe Triangulierung 7, mit randnaher Schicht 7/ und in-
neren Dreiecken 7,. Die Feingitterdreiecke sind durch die gestrichelten Linien
charakterisiert. Um auf dem Dreieck K’ zu prolongieren, werden K; und K,
bendtigt. Es wurde o1 (y) = K” und kj,,; (K”) = K, gesetzt. Damit der

Weg s in dom (Ij_L[ N 7‘{,1) verlguft, mul K, auch in [;, (K') enthalten sein.
Man konnte auch alternativ fordern, dafi statt mit K, entweder mit K, oder
K3 extrapoliert wird.

Annahme 73 Fiir ein Element K' bezeichnet O C O die Menge der
Knotenpunkte, auf der die Prolongation durch Extrapolation erkldrt ist, und
OWt diejenige, auf der die Prolongation durch Interpolation definiert ist. Fiir
alle Stufen 0 < € < j < lyax, alle K € 7™ und alle K’ € I;, (K), welche
0%t £ 0 und O +£ O erfiillen, existiert fiir alle y € O3, x € O ein Weg
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Spy, der x mit K, := /-c;:*l (y) verbindet, ganz in dom (Ij,l,g N TJ-F,1> verlduft
und
L (sy) < Cillz — ]

erfullt.
Die folgende Bemerkung illustriert diese Voraussetzung.

Bemerkung 74 Diese Bedingung ist das Analogon zur Voraussetzung
KNK #0, VK €o/™(K)

im Fall von Neumann-Randbedingungen (Annahme 27). Falls y ein Kno-
tenpunkt ist, fiir den die Prolongation durch Extrapolation erkldrt ist, muf
sichergestellt sein, dafl eine Verbindung zwischen y und dem Grobgitterele-
ment existiert, die in der Einfluffmenge verlduft. Diese Bedingung kann auch
weggelassen werden und explizit bei der Definition der Einfluffmengen durch
Hinzunahme geeigneter Grobgitterelemente sichergestellt werden. Um die Be-
weise zu vereinfachen, wird diese Figenschaft hier vorausgesetzt.

Einige wichtige geometrischen Folgerungen sind in folgendem Lemma zu-
sammengestellt. Sei dazu {Tg}ﬁ‘;%" eine Folge von CFE-Gittern fiir Dirichlet-
Randbedingungen. Wir nehmen an, dafl diese Familie aus Referenzgittern
{%g}?’:‘%" entstanden ist, welche die Bedingungen aus Annahme 27 erfiillt, und
mit Hilfe der Prozedur generiere_Referenzgitter regelmiflig auf randna-
hen Schichten verfeinert wurde. Die Menge D (y) beschreibt das Grobgit-
tergebiet, welches zur Auswertung der Prolongation in einem Knotenpunkt

Yy € Oy, verwendet wird:

1. D(y) =k, (y), falls in y durch Interpolation prolongiert wird: ¥ egolgﬂ.

2. D(y) = T,, falls in y mit Null prolongiert wird. T} bezeichnet das
Dreieck (Tetraeder) aus Definition 48.

3. D(y) = {/{ﬁ“ (y),y, yo}, falls in y die Prolongation durch Extrapola-

tion definiert ist. 1° bezeichnet wieder den niichstgelegenen Randpunkt
(siehe Definition 57).
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Lemma 75 Fir alle K' € 7041 und y € O gilt D (y) C dom Lyt (y) mit
ny := max (bp,ng + 5,nr) = 6.

Sei K' € 77,, ein randnahes Element und y € O ein Knotenpunkt,
fiir den die Prolongation durch Extrapolation erkldrt ist. Das dazu bendtigte

Grobgitterelement wird mit K = k5™ (y) bezeichnet. Dann gilt

hK Z ChK/.
Die Grdfie der Finfluffmenge fiir Dirichlet-Randbedingungen kann durch

domI;, (K) C dom L;" (K),

nri=ng +4b+8 (4.34)

abgeschdtzt werden.

Bemerkung 76 Die Abschitzung fiir ny kann verbessert werden. Da wir
jedoch hier nur an der Frage interessiert sind, von welchen Grifien die Kon-
stanten abhingen, wird aus Grimden der Ubersichtlichkeit auf eine optimale
Abschdtzung verzichtet.

Beweis. Mit betrachten die drei Moglichkeiten, wie die Prolongation in y
definiert ist, getrennt.
(1) Interpolation:

Das Element, welches zur Interpolation benutzt wird, ist durch K =
Ky +1 (y) gegeben und erfiillt y € K. In Lemma 36 wurde gezeigt, daf daraus
K C dom L}, (y) folgt.
(2) Prolongation mit Null:

In Definition 48 wurde explizit T, C dom Ly, (y) gefordert.
(3) Extrapolation:

Sei K’ := ky11 (y) das Element, welches die Prolongationsmethode fest-
legt, und K := kj,, (y) das Element, mit dem prolongiert wird. Per De-

finition erfiillt dieses dist <K ,y,Tf_ﬁ_l) < ng. Mit Lemma 36 folgt dann
K C dom L;Lj_f)’ (y). In Beweis von Lemma 70 wurde die Abschétzung
ng, < ng+ 2 bewiesen. Das Element K’ ist randnah, d.h. K’ € L7, (T).

Daraus folgt
dist (y, r, TZPH) br
dist <K', T, TZP_H) < br,

IN
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Abbildung 4.31: Randnahes Element K’ und Grobgitterelement K, welches
zur Extrapolation verwendet wird.

woraus y° € L% (y) folgt.

Wir kommen nun zur zweiten Aussage. Zur Orientierung dient Abbildung
4.31. Sei K’ € 77, und y € O ein Knotenpunkt, fiir den die Prolongation
durch Extrapolation erklért ist. Das Vaterelement wird Fjr := Ff,; (K')
genannt, und das Grobgitterelement, welches zur Prolongation verwendet
wird, mit K = x},, (y) bezeichnet. Aus dist <K/,K, Tﬁ1> < ngy und K'N
Frr # () folgt

dist (FK/, K, ngl) <ny+1.
Das bedeutet, daB ein Elementweg K’ = { K/} existiert, der Fi und K
verbindet. Die Véter von K werden mit K; = F/,, (K]) bezeichnet. Wegen
Annahme 27 (Bedingung 3a) gilt K] C dom L} (K;). Daraus folgt'”

dist (Fir, K, 70%) < 2 (ny + 1). (4.35)

Aus Lemma 14 folgt dann hx > chy,,. Seien Fioi = ® (Fg) und K =9 (K")
die Elemente im Referenzgitter. Mit Annahme 27 (Bedingung 2) gilt

c
hxg > chp,, > CCahj;; > ceohzz > CFahK',
a

was zu zeigen war.

ODjie folgende Abschitzung kann verbessert werden. Dies ist jedoch fiir diesen Beweis
nicht erforderlich.
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Schliefllich wird die Einfluimenge [;, (K) fiir Dirichlet-Randbedingungen
abgeschétzt. Dazu fithren wir die folgenden Bezeichnungen ein. Fiir ein
Teilgitter 7, € 7, setzen wir

v T o .y I
T, =T1,0T, T = T\T, .

Fiir ein Element K € 7 enthilt 0% (K) alle Sohne von K auf 72, d.h.
ob® =01 (o) (@ (K))).
J4 J l

Zur Abkiirzung schreiben wir I, statt I;, (K) und 0 statt 07> (K). Die
Abschitzung (4.34) wird induktiv bewiesen. Wir beginnen mit j = lpax.
Dann gilt

Ly=0) Co)™C L;’F (ag"”) U L;’O (aﬁ’oo) .
Wir nehmen an, daf§ fiir ein 1 < j < £, die Inklusion
Lie C LY (o™ ULy (07)

mit den Zahlen b; < b aus Annahme 27, Bedingung 6, gilt. Wir betrachten

nun /;_; . Diese Menge enthélt alle Elemente, die I;, {iberdecken, und dieje-

nigen Elemente, mit Hilfe derer extrapoliert wird. Fiir die letzteren Elemente

ist sichergestellt, daf} diese in TJ-ILI liegen. Daher gilt mit Hilfe von Annahme

27, Bedingung 3a und Bedingung 6,
dom L?j’o 07%°) C dom ngjf o)~ hee

dom L (07%) € dom L1, (L§" (07%)) Udom Lj=" (IL,).

Daraus folgt fiir die EinfluBmenge dom I;_, ¢ die Inklusion

domy v € dom (£ (o)) Udom 35 () Uaom 3 (1)
 domil (57 (1] (o)) Va2 ()
o 2 (1 (1) Usom £ (1 (o)

iy (57 o)) o £ (o)

nr+p;+1,T j—1 nr+b;+1T j—1,
Udom L™ <a§ ’°°>Ud0ijL 7 <a§ °°>.
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Da alle Elemente K’ € Tjr Sohne von regelmdf$ig verfeinerten Vaterelementen
(siche Lemma 68) sind, 148t sich Lemma 67 anwenden. Das ergibt

pi—1,L' [ _j—1,00 bj—1 ( _j—1,00
Ij—l,é C ij—l (UZ ) U L]]_1 (UZ

mit

pi+4 ny+p; +4 ny+b;,+4
Pi-1 = max({JQ -‘—i‘l,’V 2] -‘,’V 2]

GnL+pj+4w {nL+b+4D
< max 5 , 5 )

max ,

Diese Folge wird majorisiert durch die Folge {p; ﬁ:g :

ﬁémax = 1
ﬁjfl = % +C
mit
C = {—nL +2b + ﬂ .

Diese Folge ist beschrénkt durch p; <14 2C, woraus
ij C Ljv <O'Z7OO>
mit N = ny + b+ 7 folgt. Daraus folgt wegen Annahme 27, Bedingung 6,
auch
dom I;; C dom L)+ (K)
gilt. Es bleibt zu zeigen, dal dom L) ™ (K) C dom L, ™" (K) gilt. Sei
dazu K' € LY*"(K) beliebig. Dann existiert ein Weg { K. AN in 770, der

7

K’ und K verbindet, d.h. K{NK' # § und K)y,,NK erfiillt. Der Vater von

K’ auf Stufe ¢ wird mit Fi» = F/ (K') bezeichnet und die Vaterelemente von

K] mit K; := F} (K]). Iteriertes Anwenden von Lemma (29) ergibt, daf
KiNKi1#0

gilt. Aus Annahme 27, Bedingung 6, folgt

K| c dom L} (K,),
K]/Ver C dom Llé (KNer) .

Zusammen haben wir
K' C dom L) (K)

gezeigt. B
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Kapitel 5

Approximationseigenschaft fiir
CFE-Raume

In diesem Abschnitt wird die Approximationseigenschaft von zusammenge-
setzten Finite-Elemente-Rdumen untersucht. Die Losung des Variationspro-
blems aus Abschnitt 3.2 wird im Sobolev-Raum H! () angenommen, der
eventuell noch durch Vorgabe von wesentlichen Randbedingungen restrin-
giert war und abstrakt V' genannt wurde. Im vorigen Kapitel hatten wir
geeignete Teilrdume von V' definiert. Sei im folgenden p > 1 wieder der
polynomiale Grad der Ansatzfunktionen, d.h. S{7 C SP" . Ziel ist es zu
zeigen, dafl diese Rdume die Approximationseigenschaft besitzen. Sei dazu
VE =V NH"(Q) mit k > p+1> 2. Wir werden zeigen, daf fiir alle u € V*
ein uy € SYTE existiert, das

|’U o uf|m,a§maX(K) S Chlf)glim HuH m = 07 1

p+1,1p.(K) >

und

|u — ug|07a.£max(K) S ChK ||u||171e’g(K)

erfiillt, sowie die globalen Analoga, bei denen o™ (K) und I, (K) durch Q
und hx durch A, ersetzt sind.

Wir skizzieren zunéchst die zugrunde liegende Beweisidee fiir den Fall,
dafl V = H' (Q) gilt. Wir betrachten den Standard-Finite-Elemente-Raum,
den wir auf €2 einschrénken:

SPT(Q) = {UGCO(Q) | Jwe SP" v=w |Q}

99
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Wir haben vorausgesetzt, dafl €2 ein Lipschitz-Gebiet ist. Das sichert die
Existenz! eines stetigen Fortsetzungsoperator Ey : H* () — H* (Rd), d.h.

HEk“Hk,Rd <Cg ||quQ7 Vu e H* (@), (5.1)

wobei die Konstante Cg lediglich von k und Q abhéngt. Sei nun u € H* (Q2)
mit £k = p+ 1 und u* := Fyu. Aus p > 1 und der Voraussetzung an 2 folgt
mit dem Sobolevschen Einbettungssatz (d = 2,3), dafl u* stetig ist (siche
[32, Kapitel 1.4.5]). Daher ist die Interpolierende von u* wohldefiniert. Wir
definieren die Restriktion R, : C° (€2) — R®* einer stetigen Funktion auf die
Knotenpunkte des Gitter 7, durch

Ry [u] () = u(x), Vo € O,. (5.2)

Wir setzen .
)" (x) == IRy [u] .

Offensichtlich ist 4" eine Funktion, die auf dom 7, =: Q, D Q definiert ist.
In [7, Theorem 4.7.3] wird bewiesen, dafl

* ~int p+l—-m | *
U — Uy )mm < Chy |u |p+1,m

gilt. Die Approximation von u ist dann durch @, := @i |ge SV (Q) definiert.
Es gilt die Fehlerabschétzung

|'LL - aé‘m,ﬁ <

w =t SO, (53)

< CCh?™ =™ |ju]|

p+1,0 "

Um die Approximationseigenschaft fiir den zusammengesetzten Finite-Ele-
mente-Raum SEEE zu beweisen, verwenden wir eine Funktion, die i, moglichst
dhnlich ist. Wir setzen

Uy ‘= Ig PgmanRg [u] .

max

Der Beweis, dafl u, die Approximationseigenschaft besitzt, benutzt die Ab-
schitzung (5.3) und wird im wesentlichen aus der folgenden Stabilitéts-
abschétzung der iterierten Prolongation

ILPe 1Bl < C e [Bll,,  VBe € R (5.4)

IDie Existenz eines derartigen Fortsetzungsoperator ist auch fiir eine groBere Klasse
von Gebieten gesichert (siehe [15], [26]).
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fiir m = 0,1 bestehen. Die daraus hergeleitete Fehlerabschétzung wird die
Konstante C'p enthalten. In der Einleitung wurde erklart, dal CFE-Réaume
sich besonders zur Diskretisierung auf Gebieten mit kleinen geometrischen
Details eignen. Ziel ist es daher, Fehlerabschéitzungen herzuleiten, die un-
abhéngig von der Grdfie und der Anzahl der Mikrostrukturen sind. Im Hin-
blick auf die Abschéitzung (5.3) ist es daher notwendig zu untersuchen, ob ein
Fortsetzungsoperator Fj gefunden werden kann, so dafl die Konstante Cg in
(5.1) unabhéngig von der Grofie und Anzahl der Mikrostrukturen ist.

Die Analyse der Approximationsfehlers wird in zwei Teile zerfallen. Im
néchsten Abschnitt werden wir beweisen, dafl unter sehr moderaten Annah-
men an das Gebiet ein Fortsetzungsoperator existiert, so dafl C'r unabhéngig
von der Grofle der Mikrostrukturen ist. Dieser Abschnitt ist unabhéngig
von der eigentlichen Fehlerabschétzung der Finite-Elemente-Rdume im dar-
auffolgenden Abschnitt und kann von Lesern, die an diesen Details nicht
interessiert sind, iibersprungen werden.

5.1 Fortsetzungsoperatoren fiir (Gebiete mit
kleinen geometrischen Details

Im Buch von Stein [41] wird gezeigt, dal die Fortsetzung nach Whitney
[45] stetig Funktionen aus H* (Q) zu Funktionen in H* (Rd) fortsetzt, falls
das Gebiet minimal-glatten Rand besitzt. In [35] wird eine Modifikation
dieser Fortsetzung im Fall von H' (Q) vorgestellt, die sich fiir Gebiete mit
Mikrostrukturen, speziell fiir perforierte Gebiete, eignet. Die Fortsetzungs-
konstante ist unter schwachen Bedingungen an das Gebiet unabhéngig von
der GroBe der Mikrostrukturen. Wir bendtigen in (5.3) die Fortsetzung von
Funktionen aus HP™ (Q) speziell fiir p > 1. Im folgenden werden wir die
in [35] vorgestellten Fortsetzungsoperatoren auf diesen Fall verallgemeinern
und zeigen, dafl unter denselben Voraussetzungen an das Gebiet die Norm
des Fortsetzungsoperator unabhéngig ist von der Grofle der Mikrostrukturen.

Wir rekapitulieren den zentralen Satz iiber die Fortsetzung nach Whitney
von Sobolev-Funktionen auf Gebieten mit minimal-glatten Rand.

Satz 77 Sei Q eine offene Teilmenge der RY mit minimal-glatten Rand.
Dann ezistiert ein linearer Fortsetzungsoperator (nach Whitney) Eq : H* (Q)
— H* (Rd> mit den folgenden Figenschaften:
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2. Eq bildet H* (Q) stetig auf H* (Rd) ab fir alle k € Ny :

1€ [ulllype < Cw llullyq,  Yu€ H*(Q), (5.5)

mit einer Konstanten, die nur von k und den Konstanten £, N und M
aus Definition 4, welche die minimale Glattheit von Mengen charakte-
risieren, abhdngt.

Dieser Satz ist formuliert und bewiesen in [41, pp. 181]. Wir betonen
an dieser Stelle, dafl der Fortsetzungsoperator nach Whitney &g unabhéngig
von der Differentiationsordnung £ ist.

Die Annahmen in Satz 77 konnen im allgemeinen nicht abgeschwiécht
werden (vgl. [41, p.189]).

Wir sind an Gebieten interessiert, die kleine geometrischen Details ent-
halten. Als Beispiel betrachten wir das Ringegebiet

Q= {reR|6 < ||z <1}. (5.6)

Fiir kleines § verursacht die erste Bedingung in der Definition 4 Probleme,
da der Radius € der Kugeln B. (x) mit kleiner werdendem ¢ immer kleiner
gewéhlt werden mufl. Das bedeutet, daf € = € (§) gilt und Cy aus (5.5) von
0 abhéngt.

Im folgenden wird ein Fortsetzungsoperator definiert, fiir den die Fort-
setzungskonstante nicht von der Grofle der Mikrostrukturen abhéngt. Sie
wird nur von den Bildern lokaler Teilgebiete unter einer geeigneten Skalie-
rung abhédngen. Um die Abhéngigkeit vom Gebiet genauer zu prézisieren,
benotigen wir die folgenden Konstanten.

Definition 78 Sei A ein Lipschitz-Gebiet mit minimal-glattem Rand I' und
E4 die Fortsetzung nach Whitney. Die kleinste Konstante C', fir die

I€alullype < Cllullyg, — Yue H"(A)

gilt, wird mit YW, bezeichnet

Sei I'p ein Teilmenge des Randes, die positives Lebesque-Mafs auf I' be-
sitzt.  Daher sind die Normen |-[; 4 und |||, 4 auf H* (A,Tp) dquivalent.
Die kleinste Konstante, fir die die Friedrichs-Ungleichung

ullg 4 < Cluly 4 Vu € H* (A,Tp)
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gilt, nennen wir Far,, und die kleinste Konstante, fiir die die verallgemei-
nerte Poincaré-Ungleichung

inf fut plos < Cluloss  Vae H*(4) /Py
PEPL_1 ’ ’

gilt, wird P4 genannt. Hierbei bezeichnet Py_1 wieder den Raum aller Poly-
nome vom Mazimalgrad k — 1 und H* (A) /P,_, den entsprechenden Quoti-
entenraum.

Wir benétigen einige weitere Voraussetzungen an das Gebiet.

Definition 79 Sei Q C R? ein Gebiet. Wir nehmen an, daff eine Teil-
menge N C Ny und ein Paar U := (C, ) existiert, bestehend aus einer Folge
C = {wi}ieNé offener Teilmengen w; C R* und einer positiven Zahlenfolge
€= {5i}i€N6,2 welches die untenstehenden Eigenschaften besitzt. Zur Orien-

tierung dient Abbildung 5.1. Es existiert eine endliche Zahl von Teilmengen
{Cj}j]\il, C; C C, mit den FEigenschaften

o C:Uj]\/ilcj>
e V1< j<M, Vwuw eC(j:

w=uwVwnuw = 0. (5.7)

Fiir 0 <j <M —1 sind die Mengen §2; rekursiv durch

Q() = Q7
QjJrl =t {QJ U UwGCj+1 w}

(5.8)
definiert. Fiir w € C; setzen wir w' = w N Q;_y und w™ :=wNQS_.% Die
mit g; skalierten Gebiete werden @; genannt:

G={teR|Iwew: i=ua/a}, (5.9)

—

und analog ist w™ und @tdeﬁmert. Es muf gelten:

2Da wir speziell an kleinen geometrischen Details interessiert sind, beschréinken wir uns
auf den Fall 0 < ¢; < 1.
3Das Komplement einer Menge A C R? wird mit A° := R%\ A bezeichnet.



104 KAPITEL 5. APPROXIMATIONSEIGENSCHAFT

Abbildung 5.1: Gebiet €, welches zwei kleine Locher besitzt und Uber-
deckung mit Gebieten w;. Der grau gefirbte Bereich stellt das Gebiet wy
dar. Die Teilmenge C; ist durch schwarze Kreise, Co durch Kreuze, C3 durch
gedrehte Kreuze und C4 durch * markiert.

1. Alle Gebiete §2; sind Lipschitz-Gebiete mit minimal-glatten Rand.

n wput

i

2. Fiir allet > 1 sind w;, w
Rand.

Lipschitz-Gebiete mit minimal-glattem

3. Es gilt wg C Q C Qu und fiir alle i € Nj: wi™ # 0.

Fiir i > 0, bezeichnen wir die Stetigkeitskonstanten der Fortsetzung nach
Whatney mat W :

W() = WQM,
Wz‘ = W;;w 1 Z 1,

(3

und die entsprechenden Konstanten der Friedrichs- bzw. verallgemeinerten
Poincaré-Ungleichung mit F; und P;. Das Supremum tiber diese Konstanten
wird mit

C(U) := supmax (W;, Fi, P;)

1>0
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bezeichnet. Das Infimum tber alle méglichen Uberdeckungen definiert die
Konstante

Cq :=inf{C (U) |U erfillt die Eigenschaften (1)-(3)} .

Wir werden zeigen, daf} fiir €2 ein Fortsetzungsoperator existiert, der nur
von den Konstanten Cp, abhéngt. Die obige Definition bedeutet das folgende.
Das Gebiet soll sich lokal aus skalierten Bildern ,verniinftiger* Gebiete zu-
sammensetzen. Die Konstante Cq ist dann unabhéngig von der Skalierung.
Bevor wir den Beweis ausfiihren, soll die Bedeutung anhand von Beispielen
illustriert werden.

Beispiel 80 Wir betrachten das Gebiet Qs aus (5.6). Wir definieren das
System von U = (C, ¢) durch

W1 ‘=

wy:={x e RT|26 < ||z < 1},
v € RY| o] < 35}, e, =0

Offensichtlich ist das Gebiet w/i;t durch
wit = {2 € R'|1< ||af| <3}

gegeben und unabhdingig von 6. Die Konstante Cq ist daher unabhingig von
0. Es ist klar, daf$ Gebiet Q) beliebig viele kreisformige Liocher enthalten darf,
so lange fiir alle paarweise verschiedenen Lécher L; gilt, daf$ der Abstand zum
ndchstgelegenen Loch mindestens O (diam L;) betrdgt. Dann ist Cq wiederum
unabhdingig von der Grofle und Anzahl der Locher.

Beispiel 81 Wir betrachten das Gebiet
Qs :={x € R*| ||z]l, <1}\Ss
S5 1= {xGRd\x120A|xQ| §(5},

welches in Abbildung 5.2 dargestellt ist.

Die beiden links dargestellten Uberdeckungsgebiete wy, wy sind zu langge-
streckt, um durch eine einfache Skalierung der Form (5.9) auf ein Einheits-
element abgebildet werden zu kénnen. Falls schmalere Gebiete w; verwendet
werden (rechte Abbildung), wire die Bedingung verletzt, daff wi* ein Gebiet
sein muf, da Wi = wy N Qy = wy Nint {Q U wl} nicht zusammenhdingend
18t.
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Abbildung 5.2: Gebiet {5 mit Ausschnitten méglicher Uberdeckungen durch
Gebiete w;. Links: Beide Gebiete wq, ws konnen nicht durch eine einfa-
che Skalierung, die unabhéngig von § ist, auf ein Einheitsgebiet (z.B. Ein-
heitswiirfel) transformiert werden. Rechts: Das Gebiet wi® (grau gefirbt) ist
nicht zusammenhéngend.

Das folgende Beispiel illustriert, dafl Locher im Gebiet nicht wesentlich
naher zusammenriicken diirfen als der Durchmesser der Locher.

Beispiel 82 Wir betrachten das Gebiet Q5 = (—06,1 4 6)x(—=0,1+6)\ (0,1)°.
Auf diesem Gebiet betrachten wir die Funktion

u (z) = sinh 5

Das Gebiet ohne Loch ist durch 2 = (—6,146) x (—=6,1 4 0) gegeben. Man
rechnet nach, daf die Fortsetzung von u auf Q mit minimaler H*-Norm durch
w:Q—R
u* (r) = sinh

gegeben ist. Es gilt

[u]l1 0 =71 (6) lully 0
mit einer Funktion n, die sich fiir 6 — 0 wie n(6) > C/\/$ verhilt. Daher
ist die Fortsetzungskonstante fiir dieses Gebiet nicht unabhdingig von ¢§ .

Wir formulieren nun den Satz zur Existenz von Fortsetzungsoperatoren
fiir Gebiete mit kleinen geometrischen Details.

Satz 83 Sei ) ein Gebiet mit minimal-glattem Rand. Sei Cq die Konstante
aus Definition 79. Dann existiert fiir jedes k € Ny ein linearer Fortsetzungs-
operator Ey : H* (Q) — HF (Rd) mit den folgenden FEigenschaften.

1. Fiir alle w € H* (Q) gilt Ey [u] |o= u.
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2. Ey ist stetig, d.h.

| E [U]Hk,Rd <Cg ||quQ> Vu e H* ().

3. Die Konstante Cg hdngt nur von Cq und M aus Definition 79 ab.

Im Gegensatz zur Fortsetzung nach Whitney wird der Fortsetzungsopera-
tor Ej von der Differentiationsordnung k£ abhéngen. Der Einfachheit halber
schreiben wir jedoch abkiirzend E statt Ej. Der Beweis von Satz 83 ist wie
folgt gegliedert. Wir werden zunéchst explizit den Fortsetzungsoperator kon-
struieren und dann einige Hilfssétze beweisen. Danach wird Satz 83 bewiesen.
Wir verwenden die Bezeichnungen aus Definition 79. Der Fortsetzungsopera-
tor E; wird sukzessive eine Funktion u € H* (;_;) nach H* (Q;) fortsetzen,
wobei €2; durch (5.8) definiert war. Da 2y = © und ), minimal-glatt sind,
ist damit ein Fortsetzungsoperator durch

E = (C:QMEMEMfl"'El (510)

von H* (Q) nach H* (Rd) definiert.

In Definition 79 wurde gefordert, dafl €2;_; Lipschitz-Gebiete mit minimal-
glattem Rand sind. Sei U = (C,¢) ein System, das die Eigenschaften aus
Definition 79 besitzt, und 2Cq = C (U) erfiillt. Daher existiert nach Satz 77
fiir jede Funktion u € H* (Q;_1) die Fortsetzung nach Whitney, die wir mit
u* := Eq,_, [u] bezeichnen. Dann gilt

1w llk0, < Cllully pa < Way s llullyg, - (5.11)

Im folgenden definieren wir eine Fortsetzung von u, so dafl (5.11) gilt, wobei

die Norm auf der rechten Seite durch die Seminorm ersetzt werden kann.
Fiir ein Lipschitz-Gebiet A C R mit minimal-glattem Rand I'" := 0A

definieren wir die Bilinearform, die zur H* (A)-Seminorm gehort, durch

(V,w)_p 4 = > (D%, D) a4y -
|a|=k

Sei I'p eine Teilmenge von I', die positives Lebesgue-Mafl auf I' besitzt.
Auf Grund der Friedrichs-Ungleichung gilt dann fiir alle v € H*(A,Tp)
die Abschéitzung

HUHk,A < Farp ‘U‘k,A‘



108 KAPITEL 5. APPROXIMATIONSEIGENSCHAFT

Wegen des Lax-Milgram-Lemmas besitzt daher fiir jedes w € H* (A) das
Variationsproblem: Suche z € H* (A,T'p), so daf

(2,0)_pa = (W, V) 45 Vo € H* (A,T)p) (5.12)
gilt, eine eindeutige Losung, die stetig von w abhéngt:
I2[l5.4 < Farp [wlya- (5.13)

Die Projektion, die w auf z abbildet, wird im folgenden Par, : H* (A) —
H* (A,T'p) genannt. Fiir die Operatornorm gilt dann

|Parpll < Farp-

Damit 16t sich die Modifikation der Fortsetzung nach Whitney angeben. Sei
dazu A wie oben definiert und A™ C A, At .= A\ A" Lipschitz-Gebiete mit
minimal-glattem Rand. Sei v := A" N A% der Rand, iiber den fortgesetzt

werden soll. Fiir u € H* (A™) bezeichnet uy := Ein [u] die Fortsetzung
nach Whitney. Dann setzen wir
u in A",
EAm’A [U] a { Uw — PAout7,y [UW] in A%, <514)

Die Norm von E4in 4 [u] wird in folgendem Lemma abgeschétzt.

Lemma 84 Sei Eqin 4 : H* (A™) — H*(A) durch (5.14) definiert. Dann
gilt fiir alle w € H* (A™)

1 [u]HM < Clully, o (5.15)
wobei C' nur von der Konstanten der Whitney-Fortsetzung und F gou -, abhingt.

Beweis. Wir setzen wieder uy := €4 [u]. Die Behauptung folgt aus

[Bawalel], < Nl + B ]

<
kA T k, Aout
[eelly, ain + Nuw [l goue + [[Pacue y [uw]lly, goue
||qu,Am + Wain Hqu,Am + Faout HUWHk,Aout

(1 4+ Wain (1 4+ Faout )) ||quA” .

IAIA TN

|

Der wesentliche Unterschied dieser Fortsetzung im Vergleich zu der Whit-
neyschen ist, da8 in (5.15) die Normen durch Seminormen ersetzt werden
konnen. Dies ist Gegenstand des folgenden Lemmas.
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Lemma 85 Mit den Bezeichnungen aus vorigem Lemma gilt fiir alle u €
HF (A™) die Abschitzung

|Bama ], , < Cluly g,

wobei C' wiederum nur von der Konstanten der Whitney-Fortsetzung und
fAOU‘t,’Y) PAzn a,bh(]/ngt.

Beweis. Wir zeigen zunéchst, daf fiir alle Polynome vom Maximalgrad
k—1,dh. pe P, gilt

E pin 4 [p] = p.
Sei py die Whitney-Fortsetzung von p
H* (A ~) durch

ain auf A. Dann definieren wir p* €

(p*, U):k7Aout = (pw, U):k,Aout , Yv € H/f <Aout’ 7)
oder dquivalent durch
(0" — pw, V) _jy poue = 0, Vo € H <Aom>7> .

Da p ein Polynom vom Maximalgrad k£ — 1 ist, erfiillt p* := py — p diese
Gleichung, so da wir lediglich zeigen miissen, daf p* € H* (A%, v) gilt.
Wir wissen, dafl py —p € H* (A) gilt. Aus p |gim= pw |am folgt daher, daf
pw —p € H* (A™ ~) gilt, und schlieBlich auch py —p € H* (A°*, ). Damit
ist die Hilfsbehauptung bewiesen.

Sei nun u € H* (A™), und ein Polynom p € P,_; durch

/A. D% (u—p)dx =0, Vie| <k -1

definiert. Mit Hilfe der verallgemeinerten Poincaré-Ungleichung (siehe [33,
Satz 1.5]) erhalten wir

Ju — p“k,Am < Pain |u — p|k,Ain = Pain |u‘k,Ai" :
Mit Hilfe von Lemma 84 erhalten wir daraus:

| gina [u]

‘EA”L,A [U] — p)k,A = )EA”L,A [u — ka,A
(1 + Wain (1 + Faou ) lu = plly_sim
(1 + Wain (1 4+ Faout ) Pain |u‘k,Ai" :

k,A

IA A
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|

Wir sind nun in der Lage, den angekiindigten Fortsetzungsoperator £ :
H*(Q,_1) — H"*(Q;) zu definieren. Dazu werden lokal die Fortsetzungs-
operatoren E in 4 [u] angewendet. Sei dazu u € H* (2;_1)und w; € C;. Die
Einschrankung von u auf w;" wird mit u" := u |, bezeichnet. Die skalierte

—

Funktion 4" : wi® — R ist durch
W (2) = (i)
gegeben. Mit diesen Bezeichnungen kénnen wir den Fortsetzungsoperator

definieren
U auf ;_1,

Ej[u] = { B _ [i"] (z/e;) auf w;. (5.16)

i

Damit sind wir nun in der Lage, Satz 83 zu beweisen.
Beweis von Satz 83.

Wir werden die Norm des Fortsetzungsoperators F := Eq,, EyrEy—1 -+ - By
abschétzen, wobei &,, die Fortsetzung nach Whitney bezeichnet, und E;
durch (5.16) definiert wurde. Da die Stetigkeitskonstante von &g,, in Cgq
enthalten ist, geniigt es, die Norm von E; abzuschitzen. Um die Norm
I E; [ulll), o, abzuschéitzen, betrachten wir zunéichst die Seminormen. Wir be-

ginnen mit der H*-Seminorm. Es geniigt, die Abschétzung fiir jedes w; € C;
getrennt durchzufithren. Wir definieren die Funktion u; : w; — R durch

ui(v) =B @] (x/e).

Damit gilt
w2, = 3 / (Dou)? do = =2 37 /A (D) di = % fa,
laf=k =k
Sei 4 1= ;\f” N w/fzt. Mit Hilfe von Lemma 85 folgt daraus die Abschétzung
]y, o < C' | W

mit einer Konstanten C, die nur von W—., F— .
w? Hi

und 73@ abhangt. Die

Riicktransformation der Seminorm liefert '
2

__—C

in
k,w?

. 2
~in

|ui‘z,w¢ < 08?72]{: u;

n
U,

2
- C |u‘k,w;n .

in
kw?
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Wir kommen nun zur Abschiitzung der L2-Norm. Dafiir gilt
Juilfy, = e g 5 -

Indem wir |t,], 5 < ||d||, 5 benutzen, erhalten wir mit Hilfe von Lemma 84
Ehadt 2 fhad2

A A7 2
wl., < s <ot a
k . .2 k N2
NEDIDY /A, (D) di = Ced Y- 2t Y / (D) da
m=0 |af=m /¥i" m=0 laj=m "
k
= C Z 822m |u‘12n,wf” S C HuHi,w;" :
m=0

Die Abschétzung fiir die restlichen Seminormen geschieht mit Hilfe von In-
terpolation. Damit ist Satz 83 bewiesen. W

Zusammenfassend haben wir gezeigt, daf§ fiir Gebiete, deren Mikrostruk-
turen durch lokale Skalierung auf Gebiete abgebildet werden koénnen, die
unabhingig von den Grofle der Mikrostrukturen sind, Fortsetzungsoperato-
ren konstruiert werden kénnen, deren Norm wunabhdngig ist von der Grofie
der Mikrostrukturen.

Wir bemerken, dafl auch fiir allgemeinere Gebiete Fortsetzungsoperatoren
konstruiert werden konnen (siehe [15], [26], [32, Kapitel 1.5]), jedoch hier,
die Abhéngigkeit der Norm des Operators von der Grdéfle und Anzahl der
Mikrostrukturen zentrale Bedeutung besitzt. In diesem Sinn waren auch die
Beispiele gedacht, die illustrierten, wie Gebiete aussehen koénnen, fiir die die
Norm der Fortsetzungsoperatoren grof3 werden kann.

Nach diesem Exkurs in die Theorie von Fortsetzungsoperatoren werden
wir uns in den folgenden Kapiteln mit Fehlerabschétzungen fiir zusammen-
gesetzte finite Elemente beschéftigen.

5.2 Die Approximationseigenschaft fiir zusam-
mengesetzte finite Elemente

Der Beweis der Approximationseigenschaft fiir zusammengesetzte finite Ele-
mente wird sich in zwei Teile gliedern. Zunéchst werden wir die Approxima-
tion von Funktionen aus H* () mit CFE-Ridumen, die keinen Randbedin-
gungen unterworfen sind, beweisen. Danach wird der Fall von wesentlichen
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Randbedingungen analysiert. In [20] und [24] wurde ein Beweis der Appro-
ximationseigenschaft (globale Version) fiir lineare, zusammengesetzte finite
Elemente auf zweidimensionalen, quasi-uniformen Gittern gegeben. Die im
folgenden erzielten Aussagen sind wesentlich allgemeiner und beinhalten Ap-
proximationen hohere Ordnung (p > 1), dreidimensionale FE-Gitter und die
lokale Approximationseigenschaft.

5.2.1 Approximation von Funktionen aus H* (Q)

In diesem Abschnitt werden wir die Approximationseigenschaft von CFE-
Réumen fiir Funktionen aus H* () untersuchen. Wir betrachten den Fall,
dal p > 1 der Polynomgrad ist, der den CFE-Rdumen zugrunde liegt, und
k = p+1 gilt. In Bemerkung 92 wird erklért, wie diese Resultate auf den Fall
k = 1 und nicht-ganzzahlige Differentiationsordnung k € R verallgemeinert
werden kann.

Im folgenden wird gezeigt, daf fiir alle w € H* () ein u, € SFFF existiert,
so daf3

1—
HU - umepﬁmax(K) S Ch'zlj(—’— " Hu||p+1,Ie,£(K) ) m = 07 ]-7

fiir alle K € 74 gilt. Daraus wird dann die globale Approximationseigenschaft

lu = el < CRET |lull

m,Q) —

p+1,Q0 m=0,1
folgern. Wir nehmen an, daf§ ) glatt genug ist, damit ein Fortsetzungsope-
rator £ : H* (Q) — HF (Rd) existiert, der stetig ist. Die Fortsetzung E [u]
einer Funktion u wird wiederum mit u bezeichnet.

Da in zwei und drei Raumdimensionen Funktionen aus H* (Q) wegen
k > p+ 1 > 2 stetig sind, lassen sich Punktauswertungen definieren. Sei
dazu v € HP™ () und S, := Ry [u], wobei Ry den Restriktionsoperator aus
(5.2) bezeichnet. Wir werden zeigen, daf die zugehorige CFE-Funktion

ug = Ip, . Prooe 150]

die obige Approximationseigenschaft besitzt. Wir verwenden die folgenden
Bezeichnungen:

6( = Rg [u] s ué}"t = Ig [ﬁg] s

. 5.17
Bee1:= Pro1[Be-1], iy )= I[Bee]. (5.17)



5.2. APPROXIMATIONSEIGENSCHAFT FUR CFE-RAUME 113

Da die Bezeichnung af“‘a" (K) in den folgenden Abschitzungen sehr haufig
vorkommen wird, fithren wir die Abkiirzung o (K) := o™ (K) ein. Auf dem
Raum der Gitterfunktionen lassen sich die folgenden Normen definieren. Fiir
Indizes k € Z, q¢ € [1,00] gelte SP" C Wk (Q,). Fiir eine Gitterfunktion
B € R®" setzen wir dann

HBHWIWI(QT) = || [5]Hwk,q(QT) .

Die entsprechende Seminorm wird mit |-\Wk,q(97) bezeichnet, und fiir ¢ = 2
schreiben wir [|B]|; o . Falls keine Verwechslungsgefahr besteht, verzichten
wir auf die explizite Angabe des Gebiets 2.

Der Beweis der Approximationseigenschaft gliedert sich in zwei Teile.
Einmal mufl die Stabilitéit der iterierten Prolongation in der L2- und H!-
Norm gezeigt werden. Diese ist wie folgt definiert.

Definition 86 Sei m € {0,1} und K € 7. Fir j > ( definieren wir
die Konstante A%) (K), welche die Stabilitdt der iterierten Prolongation be-
schreibt, als kleinste Konstante, fir die

|szaX7j [/B]|m7g-(K) S C |6|m71j7£(K) ) \v/ﬂ - R@j (518)
gilt.

Der andere Teil der Fehlerabschiatzung wird aus dem Beweis der Approxi-
mationseigenschaft fiir die Einschrittprolongation, d.h. fiir u%_l, bestehen.

Der Rahmen dazu wird durch die folgenden Abschétzungen gegeben. Es gilt

Zmax

‘u - uz|m7o'(K) S ‘u - uZmax‘m,o’(K) + Z ‘u] - uj_l‘m,g(K) . (519)
j=t+1
Wegen wuy,,,. = uy" konnen wir fiir den ersten Term die Standard-Fehlerab-

schétzungen fir die Finite-Elemente-Interpolierende anwenden (siehe [11]):

p+1,K >

‘u — uzm)m L S ChEFL™ |y
| S C’h,p};—l_d/2 |u|

- (5.20)

W00 (K p+1,K

Daher beschéftigen wir uns nur noch mit dem zweiten Term von (5.19). Wir
benutzen die folgende Darstellung

Uy — Uiy = Loy, Proeei (Rj — Pjj1Rj 1) u

max
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zur Fehlerabschétzung:

|uj — “jfl‘m,U(K) < Ay (K) |uj - ujj—l‘mJj’Z(K) (5.21)
(m) mnt ., int
< Aj (K) (ui u)m,lj,e(K) T ‘u uﬂ?ﬂfl‘ml g(K))

Der erste Term auf der rechten Seite von (5.21) kann wieder mit (5.20) ab-
geschétzt:

I u) < Chg}lim (K) ‘u|p+17]j,Z(K) ’

J mv—[j,f(K) -

Die Abschitzung des zweiten ist Gegenstand des folgenden Lemmas.

Lemma 87 Sei v | durch (5.17) definiert. Dann gelten fiir m = 0,1 die

]7]_1
Fehlerabschdtzungen
uit | — u‘ < ORI, (K) Juf
j,]*l m,IJ [(K) — ]—17Z p+171j717[(K) Y 22
wrt | < oppttm |ul (5.22)
J,j—1 mQy — Jj—1 p+1,Q5-1 "

Beweis. Sei K’ € I;,(K) und z € K'. Der Einfachheit halber schreiben wir
I; o statt I;, (K) und hj, statt h;e (K).
Mit der Standard-FE-Basis go% auf K’ gilt

w(z) —uyy (v) =u(@)— X ulf ()¢ (@) =u()— X o (y) ¢ ()

YEO 1 YEO g

=u(z) —uy™ (z) + oy (u(y) - ui™, (v)) @) ().

Daraus folgt die Fehlerabschéitzung

_ gt _ gt 7
il o s o -0 3 [,
K/

Indem wir goi auf das Einheitselement transformieren und ausniitzen, da§ K’

Wose (k") < C, wobei C
nur vom Polynomgrad p abhéngt. Mit der Holder-Ungleichung folgt damit

2
)@{,‘OK, < Ch%.. Sei Fg+ der Vater von K’ auf der Stufe j — 1, der gemif

regulir ist, erhalten wir*, da8 go{, beschrankt ist: ‘gp{,)

4Diese Rechnung wird hier nicht ausgefiihrt.
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Annahme 27, Bedingung 3a, nichtleeren Schnitt mit K’ besitzt. Mit Hilfe
der inversen Ungleichung (siehe Annahme 24) und der lokalen Graduierung
(4.11) folgt daraus

Gl o < Ontm < (b, )" < Clahy )

Nach Definition der EinfluBmengen gilt Oy C dom I;_1,. Sei Uy (K')
eine Teilmenge von [;_;,, die Ok iiberdeckt und aus minimal vielen Ele-
menten besteht:

Uint (K') := argmin # {T’ Clji14| Ok C dom T’}.
Mit (5.20) folgt dann die Abschétzung

int p+1—d/2
max u (y) " ()] < O g

Zusammen ergibt das

p+l—-m p+1—d/2 d/2—m
‘U—U Chig |ul K’+Oh] 1,6 |u |p+1,Umt(K’) hj—l,e

37— 1‘ K= p+1,

p+1—-m
B Ch] 1, |u|p+1,Umt(K')

mit einer Konstanten, die unabhéngig von u, K’ und der lokalen Schritt-
weite hj_;, ist, jedoch vom Polynomgrad p und den Konstanten, die das
Gitter charakterisieren, abhangt. Um daraus eine Abschétzung auf dom I, ,
zu erhalten, mufl noch iiber alle K’ € I, summiert werden. Man erhélt

. 2

__ nt 2(p+1— m 2

= > )U—Uj7j_1) , < C ,Z h] 1,0 |u |p+1,Umt(K’)
K'el;,

2(p+1 m) 2
KeUijnt(K')

Die Anzahl # {K’ €l K € Upy (K’)} wurde in Lemma 45 durch C, ab-
geschétzt, woraus die lokale Fehlerabschétzung folgt.

Um die globale Abschitzung zu erhalten, miissen wir iiber alle K’ € 7;
summieren. In diesem Fall erhalten wir

. 2
wnt int
> )“ “ja—l)m,w < 2 )“ Y- 1‘m1 LK)
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2pt1-m) | |2
< C Z h -1,j-1 | ‘p+1,1j71,j71(K)
KGT] 1

< Ch pH " Z ‘u|p+1K Z L.

KE’ijl B KE’Tj,1
Kelj1;-1(K)

Die Zahl der Elemente K € 7;_4, die K € I;_1,-1(K) erfiillen, wurde in
Lemma 45 durch Cy abgeschétzt. Daraus folgt die globale Fehlerabschétzung.
|

Das folgende Lemma besagt, dafl die iterierte Prolongation in der L?- und
H'-Norm stabil ist.

Lemma 88 Sei K € 7y und j > /. A%) (K) bezeichnet die Stabilititskon-
stante der iterierten Prolongation aus Definition 86.

FEs existiert eine Konstante A < oo unabhdngig von j, £, lpax und K,
so daf$ fir m = 0,1 und alle 0 < £ < j < lhax die Prolongation durch A
beschrinkt ist:

AP (K) < A (5.23)

Der Beweis der Stabilitat ist relativ technisch und wird daher im Anschluf
an die folgende Fehlerabschétzung nachgeholt.

Satz 89 Sei uw € HP™ (Q) und u, := I, P, oRe[u]. Dann gelten fir
m = 0,1 die lokalen und globalen Fehlerabschditzungen
|U - uf‘m ,0(K) < Cthrlim |u|p+1 I o (K) > VK € Te,
1-m
= el o < < Chy? [ullpir0
wobei die Konstante C' nur von den Konstanten, welche die Gitterfamilie
charakterisieren, der Stetigkeitskonstanten des minimalen Fortsetzungsope-
rators:®
Cg:= sup inf ||u”]|

uwe HP+1(Q) v EHP“(Q
Hu||p+1—1 u*=u auf

p+1790

und dem Polynomgrad p abhdngt.

SWir rekapitulieren die Bezeichnung €2 := dom 7.
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Beweis. Indem man (5.23) und (5.22) in (5.21) einsetzt und (5.20) benutzt,
erhdlt man aus (5.19) und Lemma 42 die Abschitzung
p+1—-m max p+1—-m
u— W|m,a(K) < Chy,, " (K) |u‘p+1,U(K) +CA > Ry, (K) \U|p+1,1j,1,z(K)
j

={+1
p+1—m

Zmax

1-m
< CHZLT ) iy )+ O My (35 i 1)

< O (Crhyy (K)PH 11100+ C (ol (I W Al )
< O (14 M) (CChi)"™™ " ul 1, a6 -

Um daraus die globale Abschétzung abzuleiten, muf iiber alle K € 7, sum-
miert werden. Es gilt mit Hilfe von Lemma 45

2 _ 2 2(p-+1—m) 2
‘u_uf‘m,ﬁ - Z |u _u€|m,a(K) < Chfp " Z ‘u|p+1,fe,z(K)
Kery Ker
2(p+1— 2 2(p+1— 2
= OR" T N Julbe Y LSCORTTT
Ker K'er,
KEI[ye(K/)

Verwendet man nun die Stetigkeit des Fortsetzungsoperators, erhélt man die
Behauptung. B

Es bleibt, den Beweis der Stabilitit der iterierten Prolongation nachzu-
tragen. Das folgende Beispiel illustriert die Bedeutung der Annahme 27,
die gewéhrleistet, dal die Gitter nicht beliebig zueinander orientiert sind,
sondern fast physikalisch geschachtelt sind.

Beispiel 90 Wir betrachten auf dem FEinheitsquadrat @ = (0, 1)2 die Git-
tersequenz aus Abbildung 4.1. Diese Gitterfamilie erfillt nicht die Voraus-

setzung aus Annahme 27.5 Auf dem grobsten Gitter sei eine Gitterfunktion
up € R®° durch

wo () = 1 im Mittelpunkt des Quadrats,
0 ") 0 in den Ecken des Quadrats

defintert. Man rechnet leicht nach, daff die prolongierte Funktion ueo :=
Py [uo] im Mittelpunkt den Wert 1 und in allen anderen Knotenpunkten den
Wert 0 besitzt. Einfache Rechnung zeigt, daf

[ 247 1 gerade,
|W’O‘W1'°°(Q) T 2ED/2 ¢ ungerade

6Bedingung 1 aus Annahme 27 wiire beispielsweise verletzt.



118 KAPITEL 5. APPROXIMATIONSEIGENSCHAFT

qilt, und daher die WH*°-Seminorm nicht unabhdngig von Verfeinerungsgrad
beschrdnkt ist.

Beweis von Lemma 88.

Wir fithren zunéchst einige Notationen ein. Sei K € 7 ein beliebiges,
aber im folgenden festes finites Element und £ < j <@ < lpax. Sei B € RS
eine Gitterfunktion und f; ; := P, ; [#;]. Die FE-Interpolation auf dem Gitter

7; bzw. 7; wird wieder mit u}™ bzw. u}"} bezeichnet.

Wir betrachten einen beliebigen Sohn K € o7 (K ) auf der Stufe j. Im
ersten Schritt zeigen wir, daf3

‘6gmaxd|m7g§max([{) S C |/8]‘m,1]7](K) (524)

gilt. Falls keine Verwechslungsgefahr besteht, verzichten wir im folgenden auf
die explizite Angabe der Abhéngigkeit von K bei den EinfluBmengen I; ; (K),
den lokalen Schrittweiten h; ; (K), den Verzerrungsparametern ¢;; (K) aus
Definition 40 und den Sohnen ¢ (K) und schreiben kurz I; ; usw.

Die geometrischen finiten Elemente konnten als verschobene Elemente
der physikalisch und logisch geschachtelten Referenzgitter {7;} interpretiert
werden. In den Ausfithrungen vor Definition 40 wurde erklért, dal der direkte
Zusammenhang von 7;_; und 7; durch die Komposition @;fl@i gegeben ist
(siehe Abbildung 4.14). Diese Abbildung wurde in Definition 40 und wird
auch in diesem Beweis hiufig verwendet. Sei K’ € 7; und Fy := F/ 7! (K)
der Vater von K’ auf Stufe i — 1. Im allgemeinen gilt dann K' ¢ Fg.
Sei K’ der unverschobene, physikalisch geschachtelte Sohn von F, der K’
,entspricht“. Formal ist dieser durch K’ := ®; %, (®; (K')) gegeben und erfiillt
K' C Fy. Fiir einen Knotenpunkt 3 € © K verwenden wir im folgenden
hiufig die Kurzschreibweise i := 3/ (/) := ®; o ®; (/).

int int

g ‘Wm»oo(K') durch [y
abschiitzen. Sei dazu a € N mit |a| = m < 1. Im folgenden wird die
Funktion u$* 1) : RY — R benétigt, die als analytische Fortsetzung von
ui™ P deﬁmert ist. Damit ergibt sich fiir z € K’ die Aufspaltung

D uf] (@) = 3 iy ; () D [} (@)

Yy EGK/

= > (u?jtl,j ) - UZ”ﬁJ (~/)> D [80;/} (z) (5.25)

y’E@K/

Fiir m = 0,1 werden wir zunéchst |u
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gy (i, () —ui; )) D ] (@) (5.26)

+D [us™ ] (). (5.27)

i—1,j
Sei 29 € K’ ein Punkt, der

o — x| = dist (z, K) (5.28)

erfiillt. Dann 148t sich D {um } (x) durch

i—1,7

D [ui, ;] (xo) + (D [ug ;] () — D™ [wi™, ;] (o)) (5.29)
ersetzen. Daraus folgt die Darstellung

D~ {u’:”-t} (x) = D [ui”t } (x0) + Storungen.

2y} 7'_17]

int

int
(2% Wm,oo(K/)

Das bedeutet, dafl i—1,5 )Wm -

Uu

= gilt, bis auf die ||y m.co 1)

Norm der Storungen, die im folgenden diskutiert werden. Wir betrachten die
einzelnen Terme in (5.25)-(5.27) und (5.29).

Fiir Dawé, gilt mit Hilfe der Beschrinktheit der Basisfunktionen, der
inversen Ungleichung und Lemma 42 die Abschétzung

)Dagoz,

)< Chigl' < O ()" . (5.30)

WO,oo(K/

In den Zeilen (5.26) und (5.29) traten Differenzen der Form
D* [uiftl,j} (y') — D" [“?itl,j} (3?)

fiir || <1 auf, die im folgenden abgeschétzt werden. Da u$®

i71 ; ein Polynom
vom Maximalgrad p ist und auf K’ mit u{™ ; iibereinstimmt, folgt mit Hilfe

einer Taylorentwicklung und der inversen Ungleichung fiir alle 1 € N§, |u| <
1, die Abschatzung

lP
~ |IT .
< I ;nt ‘
—= 021 Y Y Ui—1,j Wrtluloo (Fy,)
r—=

D Juet ) ) = D [uim ] ()

y —y

Iy "
<C (Z 05_1?) u
r=1 Frr

e |
i—1,j Witluloo (Fy,)
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mit einer Konstanten [, < oo, die nur von p abhéngt. Die Differenz im

Zahler 148t sich mit Hilfe des Verzerrungsparameters ¢; ; durch “ZZT_yu <e&ij
K'

abschéitzen. Zusammen ergibt das
D" Juc ) () = D w5 ()

Die gleiche Abschitzung ergibt sich fiir die Differenz, falls v/, 3/ durch z, x
aus (5.28) ersetzt werden.

In (5.25) trat die Differenz u!™ . (y') — ui™, <gj’> auf. Wir haben bereits

i—1,5 i—1,7

)
i—1,j Wer\m,oo(FK,) .

u (5.31)

< Chp ci;

y € Fy/ ausgeniitzt. Da K'NFy # () gilt, existiert ein Weg von 3/ nach ¢/ der
in D (K') := K' U Fy verlduft (siehe Annahme 27, Bedingung 3a). Da €;_;
Lipschitz-stetig zusammenhingend vorausgesetzt war, ist uﬁ’jtm Lipschitz-
stetig (siehe Lemma 19). In Bemerkung 91 wird auf den Fall von Gebieten
eingegangen, die nicht Lipschitz-stetig zusammenhéngend sind. Wir erhalten
daher

int

L ‘w1v°°<D<K'>> '

<C

u (5.32)

y —y

int ! int =
Ui—1.5 (W) — Ui—1, (Z/ )

Da hr,, < c.hg gilt, 1a8t sich die inverse Ungleichung anwenden. Das ergibt

I o
. . ~ Yy -y .
nt N _ ,ant / it
Uiy, (y) Wiy (?/> < C pi-m Ui—l,j)wmm([ )
FK’ =17
m int
< Ch K,gl,j uiiLj‘Wm'oo(Iiij) .

Fiir die Summe in (5.25) ergibt sich dann

Z (“Zﬁtl,j () — UZ’iﬁ,j (?])) D [%ﬂ (z)] < Cey

y’E@K/
Fiir die Summe in (5.26) gilt wegen (5.31) und (5.30)
Z ‘(uﬁztl,j @v/) - Ufﬂ,j (y')) D® [902/} (z)] < Ceyy

yIEGK/
Y #y]

SchlieBlich 148t sich die letzte Zeile (5.27) wie folgt abschétzen:

int

| |
1—1,7 Wm’oo(-[ifl,j)

int

| |
7,—1,] Wm’oo(lifl,j)

D [us ] @) < D™ [uit ] (2o)| + | D [t ] (@) — D* [ ] (o))
: x— ol
< it ) H wnt ‘
— uzfl,_] Wm’oo(l,i,l’j) _'_ C h‘]ﬁ‘_m Z*l,j Wzm’oo(FK/)
K/
> Uy Wm.oo(I;_q ;) + 0617] Ui—1,j W00 (Fper)
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Zusammen haben wir die Abschétzung

int

int int
%,] Wm,oo([l.J,) i—1,5 Wm,oo([l.il’j)

] ‘Wm,oo(K/) —

S (1 + C’EZ‘J')

(5.33)

u

bewiesen.
Indem ¢ = /., gesetzt und die Abschétzung iiber mehrere Stufen iteriert
wird, erhalt man die Abschéitzung (5.24)

int

) wnt
Cmax,]

o
T Iwmeee (1 5)

i=j+1

Zmax
Wrmoo (glmax ) < ( H (1 +C€i,j))

Das Produkt ist nach Lemma 42 unabhéngig von ¢, 7, j und ¢, beschrankt

lmax Cmax
Il O+Cey) = exp{ > log(1+ C’ai,j)}

i=j+1 i=j+1

Zmax
< exp {C’ > Em} < P (5.34)

i=j+1

mit C, aus (4.12). Die Stabilitdt der iterierten Prolongation in der H™-Norm,

d.h. die gewiinschte Abschétzung fiir A%) (K), ist eine einfache Folgerung.

Sei dazu wieder K € o} (K) Aus af“’a" (K) C glmex <f(> folgt 1;; (K) C

Ly (f( ) Mit Hilfe von Lemma 45 folgt die Stabilitdt der iterierten Prolon-
gation in der H™-Norm:

L (| D DR Y

int

- émaxy.j m7Kl
Keo)(K) Ko™ (K)
! int
S Z R Z ‘K | uzmaxﬂ' Wm,oo(K/)
Keo)(K) K'eoimax (K)
S C Z ui‘nt Z |K"
KEUz (K) J Wm,oo(IJ’J(K)) K/egjmax(K)
2 2
< CC mt‘ K < Cr mt)
S RN s M L R DI U S S
Keo)(K) Kel (K) €oi(K)
KEIj,j(K/)
d int |2 d mt|2 int
SCCCH X [ e SO | = Ol
Kel; (K) Kel; (K)

m,ije(K) ’



122 KAPITEL 5. APPROXIMATIONSEIGENSCHAFT

Bemerkung 91 Im Beweis wurde ausgentitzt, dafs €2 und €2, Lipschitz-stetig
zusammenhdngend ist. Dies war notwendig, da in (5.32) die Lipschitz-Ste-
tigkeit einer FE-Funktion ausgeniitzt wurde. Fualls diese Bedingung verletzt
ware, kann das Verfahren mit einer einfachen Modifikation genauso durch-
gefiihrt und analysiert werden. Bei der Anpassung des feinsten Gitters an
den Rand, mufl sichergestellt werden, dafi alle verschobenen Punkte y die
Abschitzung L (s, ;) < Cy ||y — yl| erfillen, wobei s, ; wieder den in Defini-
tion 11 beschriebenen Weg von y nach y bezeichnet und L (-) die Linge dieses
Weges ist.

Damit ist die Analyse des Approximationsfehlers fiir Funktionen aus
H*(Q), k = p+ 1, abgeschlossen. Im folgenden wird erklért, wie sich diese
Resultate auf den Fall & = 1 und auf & ¢ Ny verallgemeinern. Um die
Fehlerabschétzung

[ = uglly < Che [|ull,

zu zeigen, muf} der obige Beweis an folgenden Stellen modifiziert werden. Die
Restriktion R; [u] ist nun durch Mittelwertbildung definiert

1
Rj[u] (z) == W/T u (y) dy T € Oy,

wobei 7, die Menge aller Elemente aus 7; bezeichnet, die x beriihren. So-
mit wird die Interpolierende v} zur Quasi-Interpolierenden I, [R; [u]]. Die
Fehlerabschétzungen (5.20) werden zu (vgl. [12], [13], [19, Kapitel 9.2.2 und

9.2.3))

IN

Chi |“‘L;(K)a (5.35)
< C W|L;(K)

mit

|ul g 5 = max |R; [u] ()]

zeK

Die Punktauswertungen, die beispielsweise im Beweis von Lemma 87 auftra-
ten, miissen durch die Punktfunktionale R; [u] (y) ersetzt werden. Ansonsten
kénnen die Beweise ohne Modifikation auf diesen Fall ibertragen werden. Die
Stabilitit der iterierten Prolongation in der L?-Norm beispielsweise, welche
das zentrale Bindeglied zwischen Standard-Fehlerabschétzung (5.35) und den
Fehlerabschétzungen fiir zusammengesetzte finite Elemente darstellte, kann
ohne Modifikation auch fiir diesen Fall verwendet werden. Diese Ausfiihrun-
gen sind in folgender Bemerkung zusammengefafit.
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Bemerkung 92 Unter den gleichen Voraussetzung wie fiir Satz 89 gelten
die lokalen und globalen Fehlerabschdtzungen

Hu - ué||07a.§max(K) S Oh'K ||u||1,lgye(K) ?

lu = uellpq < Chelully o -

Fehlerabschdatzungen fiir nicht-ganzzahlige Differentialtionsordnung k ergeben
sich durch Interpolation (siehe [13, Kapitel 12]).

5.2.2 Approximation von Funktionen aus H” (), die
wesentliche Randbedingungen erfiillen

In diesem Abschnitt werden wir beweisen, dafl die in Abschnitt 4.4 definier-
ten CFE-Ridume die Approximationseigenschaft fiir Funktionen aus H* (Q),
die wesentlichen Randbedingungen unterworfen sind, besitzen. Zunéchst be-
trachten wir wieder den wichtigsten Fall, dal die Spur der Funktionen auf
dem ganzen Rand verschwindet: V' = Hj (Q) N HP™ (). Der Beweis der
Approximationseigenschaft ist genauso aufgebaut wie im Fall von natiirlichen
Randbedingungen und splittet sich in eine Stabilitdts- und Konsistenzana-
lyse.

Ziel ist es, fiir eine Funktion u € V eine Approximierende u, € SCFE zu
finden, die
hﬁﬂrlfm

Hu - uz||m,g(K) <C ||qu+1,LZ(K)

erfiillt, wobei L] (K) wieder die Elementschichten um K bezeichnet. Die
Approximierende wird wieder durch

U/Z :: ]Zmax szaX7éRZ [u]

definiert. Wir benutzen die zu (5.19) und (5.21) analogen Aufspaltungen und
fithren die folgenden Hilfsfunktionen ein

B; == R;[u], ui™ = 1;

j j]’

[
Bjj—1:=Piia[Bial, = 1;[B].

Sei K € /"M wobei {7/¥M ¢ wieder die iiberlappenden Gitter fiir Neumann-
Randbedingungen bezeichnen. Die Fehlerabschétzung

Zmax

|u - uz|m7o'(K) S |u - uzmax|m7J(K) _I_ Z ‘uJ - uj71|m7a'(K) (536)
J=t+1
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stimmt formal mit (5.19) tiberein. Die Funktion wu,___ ist die Finite-Elemente-

Interpolierende auf dem feinsten Gitter und kamrln a(Xiahelr mit der Standard-
abschétzung (5.20) abgeschétzt werden. Die Teleskopsumme wurde in (5.21)

mit Hilfe der Stabilitdtskonstante Ag{?) (K) auf eine Abschétzung des Feh-
zuriickgefithrt. Die Konstante Aﬁ) (K) war in De-

mt __ ,ant
j uw—l)m,lﬂ(K)
finition 86 beziiglich der H™-Seminormen definiert. Im Fall von Dirichlet-
Randbedingungen kénnen wir jedoch nicht erwarten, da88 | P41 ; [8]], < C'|5];

gilt. Falls beispielsweise § = 1 auf ©; gilt (siche Abbildung 5.3), folgt

lers

Abbildung 5.3: Prolongation fiir Dirichlet-Randbedingungen. Eine konstante
Grobgitterfunktion wird zu einer nicht-konstanten Feingitterfunktion prolon-
giert.

zwar ||, = 0 aber wegen der modifizierten Prolongation in Randnéhe nicht
|Pj+1,;[B]]; = 0. Dieses Problem kann vermieden werden, indem die H'-
Seminorm in der Nidhe des Randes modifiziert wird. Sei v € S, und K € 7.
Dann setzen wir

Nullox = = llullgx
lull, x @ = { |ul, s — falls K N QLY = 0,
’ \/|“‘1,K + hi ||U||07007K sonst,
lwlly oo 5 —= { [l e ¢ » falls K N QL = 0,
o max {‘u|1,oo,K g ||UH0,OO,K} sonst.

Die globale Norm auf einer Menge von Elementen 7; C 74 ist dann durch

2 2
lulli g o= > Ml

Ker,
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definiert. Fiir eine Gitterfunktion 8 € R® ist die ||| - |||-Norm als Norm der
Interpolierenden definiert:

B, = e By,

Die Stabilitét der Prolongation wird dann wieder durch die Konstante Aﬁ”) (K)
beschrieben, wobei auf der rechten Seite von (5.18) die Norm |3],, 1,..(k) durch

B, 1,.0(x) und formal 7 durch MM ersetzt werden mufl. Damit lassen sich
die Summanden in der Teleskopsumme (5.36) durch

0y = it oy < AR ) (i =] ) 6

Wiederum ist daher der Approximationsfehler ué mt , der Einschrittpro-
longation abzuschétzen und die Stabilitét der iterlerten Prolongatlon in der
H'- und L2-Norm.

Wir beginnen mit der Abschitzung des Fehlers u/™ — w’% . Fiir x €
K' € I;,(K) gilt dann die Darstellung

(wrt = Y (@)= 3 (u—u ) (1) @) (@)

yGG)K/
Daraus folgt
int int znt
Ui — Uy ) < max |u ) ‘ ) .
J I P YEO s (y Ujj— 1 Z @y m,K’

YyEO 1/

Indem wir die Abschéitzung fiir die Norm der Basisfunktionen aus dem Beweis

von Lemma 87 einsetzen und die Definition der |||-|||-Norm verwenden, ergibt
sich”
in in d/2—m in
= ] o < OB ) max () =i )] (5:39)

Es bleibt, den Fehler <u — u%t 1) (y) in den Knotenpunkten y € O ab-

zuschétzen. Dazu werden die Funktionen 7T§ :0; — 75 und 7T§71 10 —
7;—1 U {0} aus Definition 59 benétigt. Die Funktion Wj ordnete einem Kno-
tenpunkt y das Element zu, welches die Prolongationsmethode bestimmt,
und 7 ! das Grobgitterelement, welches zum Prolongieren verwendet wird .

Im folgenden Lemma wird der punktweise Fehler der Einschritt-Prolongation
abgeschétzt.

"Hier haben wir benutzt, daf fiir alle u € S; die Abschétzung ||ull, o, < C max lu (y)]
T yE€OK
gilt.
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Lemma 93 Sei K’ € 7 und y € Ogs. Dann gilt die Fehlerabschitzung
in 1-d/2
‘u (v) — uj,jt—l (y)) < Oh?; / ‘u|p+1,L;L (K") >
wobei ny, := max (br,ng + 5,n7) = 6 in Lemma 75 definiert war.

Beweis. Wir betrachten die unterschiedlichen Prolongationsmethoden wie-
der getrennt. Sei K" = 7T§ (y) und K = ijl (y).

a) K = 0.

In diesem Fall gilt per Definition Null (K") = zulissig. Daraus folgt,
daf ein Dreieck T, (Tetraeder in 3d) existiert, das die Voraussetzungen aus
Definition 48 erfiillt. Da alle Ecken von T}, auf I' liegen, und u auf I' ver-
schwindet, ist die lineare Interpolierende von u auf 7, die Nullfunktion. In
[7, Corollary 4.4.7] wird gezeigt, daf} daraus

2—d/2
lu(y)| < Chy, " |uly .

folgt. In Definition 48 wurde T, C dom L}" (y) gefordert. Offensichtlich gilt
Li" (y) € L™ (K'). Im Beweis der ersten Aussage von Lemma 45 wurde

diam <dom Ly (K )) < Chg gezeigt, woraus hy, < Chg folgt. Da diese
Situation (K = () lediglich bei linearen Elementen p+ 1 = 2 auftreten kann,
folgt daraus fiir diesen Fall die Behauptung.

b) K # 0 und y € dom 7} .

Dann ist Prolongation in y durch

i )= Bl (] 0) = o7 ) =67 (0°)

gegeben, wobei y° durch

o | yrr falls j < lyay oder K" NT =0,
¥y = v,  sonst

definiert war (siehe Definition 57) und uj"ftl 7 die analytische Fortsetzung von
u™ |z auf R? bezeichnet. Da y, y° und K in dom L* (K”) enthalten sind,
ergibt sich daraus mit u (y°) = 0 die Fehlerabschiitzung

uS w () —u )]+ |u () =z (8°))

ext
< 2 i—1,K

int

ji—1 U (y)‘

IN

u

u

- u‘WO,oo(L;LL (K’)) :
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Wir haben gezeigt, dal der Durchmesser des Gebiets dom L7* (K') nach
oben durch Chg beschrénkt ist. Da L7* (K') quasi-uniform ist, und die
geometrischen Elemente regulér sind, ist die Anzahl #L7" (K') durch eine
Konstante C' = O (1) beschréinkt. Da uext 7 die analytlsche Fortsetzung von

ui{nt

) | ist, folgt daraus wie im Bewels von [13, Theorem 7.1]

ae—)

p+1—-d/2
1—1,K ’WO,OO(L;LL(KI ) — Ch | ‘

Ulpt1,L7 e (k1) -

¢) K # 0 und y € dom 7.
Dann ist die Prolongation in y durch Interpolation gegeben: u;”f L (y) =
u;’itl( ). In Lemma 75 wurde gezeigt, dafl K C dom L (K') gilt. Daraus

folgt die Abschéatzung

mn 1-d/2
“j,f—l (y) —u (y)‘ < < Ch? / |u|p+1,L;’L(K') :
|
Die Fehlerabschitzung auf dom [, (K) kann jetzt mit Hilfe dieses Lem-
mas erfolgen.

Lemma 94 Sei K € /'™ ein Element des Gitters fiir Neumann-Randbe-
dingungen. Sei umt 1 wie oben definiert. Dann gilt mit n; aus Lemma 75 die

Fehlembschatzung
H u;m ;nf 1mmI WE) = Chﬁ’ﬂ oK) |u‘p+1,L?I(K) 5
s vl < CHEE il

Beweis. Im folgenden schreiben wir [, statt I;,(K) und h;, fiir hj, (K).
Indem wir die Fehlerabschitzung aus vorigem Lemma in (5.38) einsetzen,
ergibt sich

Um daraus eine Abschéitzung auf dom I, zu bekommen, muf iiber alle K’ €
I, summiert werden. Wegen

int int
it — int H‘
J 33—kt —

p+1—m
Ch’] 1,6 |u‘p+17L;LL(K’)'

Li* (L) = |J Lj“(K

K’EI]z
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gilt
wimt — qint |12 = 3 it =i H <C Z R ul?y
J Gi- W, — = J 33Ul 57 = j— p+1L7E(K)
, T
(p+1—m) .
< Ot > Il Z L.
KeL[™ (I,,) K'€lj,

2 "L ’
KELj (K"

In Lemma 15 wurde gezeigt, da8 die Anzahl aller K' € I;,, die L7* (K’ )NK #
() erfiillen, durch die Konstante Cx aus besagtem Lemma beschrénkt ist.
Daraus folgt

H Ui~ “jdflmm,zﬂ

In Lemma 75 wurde gezeigt, daB8 dom L}* (1) in dom L;" (K) enthalten
sind. Das ergibt die gewiinschte Fehlerabschétzung

1-m
H < Chl ‘u|p+17L;LI (K) -

Wir kommen nun zur globalen Abschitzung. Dazu summieren wir iiber
alle K’ € 7;. Das ergibt

. y +1
int wnt < Ch? 1Zm ‘u|p+1’L;L (Ij’f) ‘

int int
J J,7—1 m,1; .

. . 2 . . 2 . . 2
nt nt nt nt wnt nt
GARSTR WD D (AES i D DI At |
H J 3= 1lIm,; Z J 33— Hlm kg — Z J Jd=Ullm,1; ;1 (K)
K'er; KerNM

2(p+1—m)
S C Z h’ —1,5—1 ) ‘u|p+1 L (ijjfl(K)) .
KerNu
Diese Summe 148t sich wiederum umschreiben:
. . 2
int __,int p+1 m) 2 .
7 =il o, < €8 2 Muhx 2 L
KGLJ-L(T]') Kerly

KeL7L(I;,;-1(K))

Aus Lemma 15 und 75 folgt, dafl die Anzahl aller K € TNM die K €
L3* (11 (K)) erfiillen, durch eine Konstante C, beschrénkt 1st. Das ergibt

H

Indem noch die Stetigkeit des Fortsetzungsoperators £ : HP! () — HPH (Rd)
ausgeniitzt wird, erhédlt man daraus die behauptete globale Abschéitzung. B

Das folgende Lemma besagt, dafl die Prolongation fiir Dirichlet-Randbe-
dingungen in der L2- und H!-Norm stabil ist.

int _ ,int p+1 m
uj uj,jflmm@ < ChjZ ‘“|p+1,L§?L(Tj>’
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Lemma 95 Sei K € 7y und j > /. A%) (K) bezeichnet die Stabilititskon-
stante der iterierten Prolongation fir Dirichlet-Randbedingungen. FEs exi-
stiert eine Konstante A < oo unabhdngig von j, {, lmax und K, so daf$ fir
m=0,1 und alle 0 < ¥ < j < lpnax die Prolongation durch A beschrinkt ist:

A (K) <A (5.39)

Der Beweis dieses Lemmas ist wieder verhaltnisméaflig technisch und wird
daher im Anschlufl an die folgende zentrale Fehlerabschétzung nachgeholt.

Satz 96 Seiu € H"™ (Q) N Hy () und up := Iy, Pr o BReu]. Fir m =
{0,1} gelten die lokalen und globalen Fehlerabschdtzungen

1—
U= el oy < Chi ™" |u‘p+1L 1Ky, V€ M,

u =gl < OB [l 0

mit ny aus Lemma 75.

Beweis. Wir beginnen mit der lokalen Abschitzung und setzen in die Auf-
spaltung (5.36) die Abschétzung des Interpolationsfehlers (5.20) und die Sta-
bilitdtsabschitzung aus Lemma 95 ein

max

1—
u— W|m,g(1<) < C’hf;x,ém( ) |u‘p+1cr +A Z
j=0l+1

mt mt m
Y1 m,Ij o (K)

(5.40)
wurde in Lemma 94 abgeschétzt. Das ergibt

Der Term H uf™ — u%’llm
k mvjj,f(K)

rnax

1-m 1-m
‘u_udm’U(K) S C pl——n’—axé ( )‘u|p+17g(K CA Z hf—i_lg |u‘p+1 LnI(K)
j=0+1
< C‘ ‘ hp+1 WL( +CA (e hp+1 m(K) (5 41)
- uerLLZI(K) Zmax Z J— 1[ . .
J=t+1

Mit Lemma 42 folgt daraus die lokale Fehlerabschétzung
lu — W|mg(K < th+1 " (K) |U‘p+1,L"I < CCy th " ‘U|p+1 LK) -

Um daraus die globale Abschétzung abzuleiten, muf iiber alle K € 7, sum-
miert werden. Aus (5.41) ergibt sich

2 2 2(p+1— 2
= wilno= Y fw—wel a0 < CHTTT N full e ) -
KerNM Ker
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Es kann nun wieder wie im Beweis von Lemma 94 die Summation umsortiert
werden. Das ergibt

|u—w\3n,9§0h§(”“_m) Z |U‘;2)+1,f< Z L

f(ETZOO _ Kem
KeL, (K)

In Lemma 15 wurde gezeigt, daB die Anzahl der Elemente K € 74, die K €
Ly" (K) erfiillen, durch Cy beschrénkt ist. Das ergibt

h;z+lfm |u‘

|u - ué‘m,Q < ¢ p+L,70 "
Verwendet man nun die Stetigkeit des Fortsetzungsoperators £ : HP™ (Q) —
Hpr+l (Rd) erhélt man die gewiinschte globale Abschiatzung. B

Es bleibt, den Beweis von Lemma 95 nachzutragen.

Beweis von Lemma 95.

Der Beweis dieses Lemmas ist genauso aufgebaut, wie der Beweis des
entsprechenden Lemmas fiir Neumann-Randbedingungen. Wir betrachten
die folgende Situation. Sei K € 7 ein beliebiges, aber im folgenden fest
gewihltes Element und ¢ < j < @ < lpax. Seif; € RO eine Gitterfunk-
tion und §;; := P,;[8;] die prolongierte Funktion. Die FE-Interpolation
auf dem Gitter 7; bzw. 7; wird mit u}™ bzw. ¥ bezeichnet. Wir wollen
die Norm |5; 1, 1.4(K) durch |31, 1;0(K) abschétzen. Falls keine Verwechs-

lungsgefahr besteht, verzichten wir im folgenden auf die explizite Angabe der
Abhéngigkeit von K bei den Einflumengen 7; (K ), den lokalen Schrittwei-

ten hj, (K ), den Verzerrungsparametern ¢; ; (K ) aus Definition 40 und den

Séhnen o (K ) und schreiben kurz I;, usw.

Sei K’ € I,y und a € N¢ mit |a] = m < 1. Dann gilt fir z € K’ die
Darstellung

D [ul] (x) = > ui (y) D [4}] (x). (5.42)
YEO v

Die Werte uﬁ@t (y) werden mit Hilfe der Prolongation aus der Grobgitter-
funktion uﬁﬁtu berechnet. Dafiir gab es je nach Lage von K’ unterschiedliche
Strategien. Diese werden im folgenden kurz wiederholt. Wir setzen voraus,
dafl die Gitter in Randnéhe regelméflig verfeinert wurden, d.h. mit Hilfe der
Prozedur generiere_Referenzgitter erzeugt wurden. Dies impliziert geméaf
Lemma 71, da§ 7" C 7} gilt.
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1) K’ € 7/" und &} ' (K') = 0. Dann wurde u!™ (y) = 0 gesetzt fiir alle
Yy € Or.

2) K' e rj"und K = k' (K') # (0. Dann wurde u!"f (y) = Eﬁl,@uémld} (v)
gesetzt fiir alle y € Oks. Es ist wichtig, hier zu bemerken, dal die Werte in
allen Knotenpunkten y mit Hilfe desselben Grobgitterelements K berechnet
werden. o

3) K" €7; und K' N QF = (. Dann wurde u™ (y) = ui™, ; (y) gesetzt fiir
alle y € O.

4) In allen anderen Féllen, kann es auftreten, daf v (y) in unterschied-
lichen Knotenpunkten y € ©Og mit unterschiedlichen Strategien 1-3 oder
unterschiedlichen Grobgitterelementen berechnet wird.

Wir sagen, dafl im Fall 4 die Funktion uﬁ@t gemittelt wird, und dies in
den anderen Féllen nicht der Fall ist. Da zur Berechnung der prolongierten
Werte auf dom Q! lediglich die Grobgitterfunktion auf dem Teilgitter 7™
herangezogen wird, spielen fiir die Stabilitéit der iterierten Prolongation nur
die ersten drei Fille eine Rolle. Fiir den vierten Fall muf} lediglich gezeigt
werden, dafl das einmalige Mitteln die Stabilitdtskonstanten nicht zu sehr
beeinflufit. Der Extrapolationsoperator war auf dem feinsten Level anders
definiert als auf den groberen. Fiir die iterierte Prolongation spielt natiirlich
nur die Version, die fiir die groberen Gitter angewendet wird, eine Rolle. Fiir
die Prolongation auf das feinste Gitter geniigt es, Stabilitédt zu zeigen.

Sei im folgenden immer m = 0,1 und || = m ein Multiindex. Wir be-
nutzen die Formel (5.42) zur Fehlerabschitzung und unterscheiden die oben
dargestellten Félle.

1) K' € 7/ und s (K') = (). Dann gilt
Zu zeigen.

2) K' € 7" und K = &} " (K') # 0. Der Operator Ef|, [u”jﬂ,j} war

u;@t‘ o =0 und es ist nichts
o Im,

int
i—1,j ul
folgenden mit u$** bezeichnet wird. Sei i < fpay oder K/ NT = (). Dann gilt

mit |a| =m

mit Hilfe der analytischen Fortsetzung von u |k auf R? definiert, die im

D~ [umt}

0,J

= D" [uﬁ?t}

K K 50,mU§?t ('YK’) )

und daher stimmen alle W9 (K’)-Seminormen von «}"f und ug" iiberein.

Mit Hilfe einer Taylorreihe und der inversen Ungleichung beweist man, dafl
daraus

ext

ul™t Uy

%) ‘Wm,oo(K/) — (543)

U??t (V&)

+ 60,m

Wm,oo(K/)
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(dlSt (K/, K) + dlSt (K/, ’VKI))T

int
U;— lj

SCZ

lp
int
uifl,j‘wm,oo(K) >

r=m

> (K)

<C

. ’ . ’ r—m
(dlst (K", K) ;: dist (K a%{’)) (5.44)
K

folgt, wobei [, wieder nur vom Polynomgrad p der Ansatzfunktionen abhéngt.
In Lemma 75 wurde gezeigt, daBl K, K', vx in dom L} (K’) enthalten sind.
Daraus folgt wie im Beweis von Lemma 15, daf3

diam (dom L}'* (K")) < Chy:

gilt. Das bedeutet, dal beide Distanzen in (5.44) durch C'hg: abgeschéitzt
werden konnen. Die Abschétzung hyx > chy folgt aus Lemma 75. Zusam-
men haben wir bewiesen, dafl die Summe in (5.44) durch eine Konstante nach
oben abgeschétzt werden kann. Das ergibt

u’:"»t) <C
] Wm,oo(K/) —

int
ui_lvj )Wm,oo(K) :

(5.45)

Die Abschiitzung |K'| < C'|K]| folgt aus der gerade bewiesenen Abschétzung
hx > chg mit der Voraussetzung, dafl {7} keine degenerierten Elemente
enthélt. Daraus folgt

uz:nt

int )
i—1,5 m,K .

(0 ‘m,K, <C

(5.46)

int
i,

H1 -Norm abzuschétzen, miissen wir wegen K'N Q_f # () den

Um die H u
d/2— 1’ int

Zusatzterm Z := hy ug; Ho

sen, da8 K ebenfalls K N QF 1 F @ erfiillt. Daher kénnen wir mit Hilfe von
(5.45) Z durch

. betrachten. In Lemma 71 wurde bewie-

int
< O,

(5.47)

int

nt ’ )
i—1,j W0, (K)

d/2—1 = d/2—1
Z < ChY; ui_l,jjwoyw(m < Chy*

abschétzen. o
Es bleibt, den Falli = £, und K’ N T # () zu diskutieren. Fiir z € K’
gilt dann

D [uff](0) = 3 (u () — it () D° [}] (@)

YyEOK

= = > D[4 Z Z D° [uit!] () (v — )"

yEOK r=1{g|=r
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Mit Hilfe der inversen Ungleichung und der Abschétzung fiir die Basisfunk-
tionen (5.30) ergibt sich

lp
int —-m ext . r
qu] ‘Wm,oo(Kl) ChK/ ot UK W7'°O(K’) Hy ’Yy”
lp
< OB ey S Iy =l (549)

Diese Ungleichung kann nun genauso wie (5.44) behandelt werden. Auch hier

erhalten wir
nt

int
<C i—l,j)wm,oo(K) :

qu] ’Wm,oo(K/) -

U

Die Abschiitzung des Zusatzterms fiir die modifizierte H'-Seminorm erfolgt
wie oben. L

3) K" er; und K' N QF = (. Dieser Fall wurde bereits bei der Appro-
ximationseigenschaft fiir Neumann-Randbedingungen diskutiert. Es wurde
gezeigt, dafl
int

int
2717.7 M]m’oo(—[ifl,j)

[2¥) )Wm,oo(K/) u

S (1 -+ CEZ‘J)

int

int
] Wm,oo(K/)

2% ‘Wm,oo(K/) )

Uu

gilt. Fiir die betrachteten Elemente K’ gilt H
so daf} kein Zusatzterm abzuschétzen ist.
4) In diesem Fall werden die Knotenwerte von uf;t nicht einheitlich be-
rechnet. Fiir x € K’ gilt
D [ult| (x) = 3wl (y) D[} (x).

yG@K/

Die Werte in den Knotenpunkten kénnten nach den folgenden Schemata zu
berechnen sein. Wir benutzen die obigen Bezeichnungen und setzen K" :=
7t (y) und K, := "' (y). Die folgenden drei Fille werden unterschieden.

a) uf;i (y) = u@' (y) — i’ (y°) mit y° entweder -, oder Y.

b) u™ (y) =0, da K, = 0.

c) U?;t (y) = U?—Ltl,j (y), falls y €§02i-

Diese Fallunterscheidung motiviert die Definition der folgenden Teilmen-

gen von O g

at L = {y € Ok | uﬁt (y) wird geméB (a) berechnet} :
o, = {y € Ok | uf}t (y) wird geméB (b) berechnet} :

ot {y € O | u™ (y) wird gemiB (c) berechnet}.

2]
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Wir zeigen zunéchst, dal die Félle (b) und (c) nicht simultan auftreten
konnen. Wir nehmen dazu das Gegenteil an. Dann berithrt K’ ein Element
K" € 14,1, welches dist (K” ,Qg,Tﬁl) > ng erfillt. Genauso beriithrt K’

wegen O #£ () auch §2,. Daraus folgt dist (K”, Qy, Tg’fh) < 1 und damit ein
Widerspruch.

Wir betrachten zuniichst den Fall, dal ©% = () gilt. Die Stabilitit der
Prolongation kann genauso wie Ungleichung (5.44) bewiesen werden. Ledig-
lich wird dieses Mal nicht iiber alle y € © ;¢ summiert, sondern nur iiber ©5%F.
Da jedoch die Elemente 7/ ! (y), mit Hilfe derer extrapoliert wird, fiir alle

y € O unterschiedlich sein kénnen, ergibt sich dieses Mal die Abschéitzung

|

Sei nun O # () und daher ©F, = §. Die folgende Situation ist in
Abbildung 5.4 illustriert. Aus O # 0 folgt, daB K’ e7; und K/ N QL #

int

nt ’ )
i—1,5 m, Ky :

g H‘ < C max
5] m7K/ yeei(zlt

u u

Abbildung 5.4: Konstellation, fiir die mit verschiedenen Techniken prolon-
giert wird. Im Punkt y wird extrapoliert und in g interpoliert.

gelten mufl. Insbesondere ist K’ NI = (), und die Prolongation wird fiir alle
y € 0% gemiB

ugf (y) — ugt' (4°)
mit y° = v (7! (y)) berechnet. Sei § € O ein fest gewihlter Knotenpunkt
und 2, := z(y) € K, := 7 ' (y) ein Punkt, der |z, — g| = dist (K,,9)
erfiillt. Dann gilt

D [ul] (z) = 32 (ullf () —ui™ 5 (§)) D*[6})] (2) + Gomui™; ()

yE@K/
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= > (ul™; () —ul™ 5 (§) D[} () + Gomui™,; ()

yeow;
+ > (i () =, ) D[] (0) = > ugt (v°) D[} (@)
yeost! yeoss
= . (uzﬁtl,j () _u?jtl,j (37)) D* [80;} (5’3)+5O,muyit1,j (@)
yeoint
+ 3 (U @) —ui () D @) (1) = > st (y°) D[] (=)
ye@‘;{z,t ye@?f
+ Y (R () — u (9) D[4} (2) -
yeosz!

Diese fiinf Terme werden im folgenden einzeln abgeschétzt. Da u™, ; auf K’

Lipschitz-stetig ist, gilt mit Hilfe der inversen Abschétzung fiir den ersten
Summanden

int
=17 Wl,oo(K/)

U hK/

Z <“271t1,j (y) — U:ﬁtl,j (37)) D [W;} (x)] < Chyg’

o
=L wmeo (I _y )"

< C

(7

Fiir die letzte Summe bemerken wir, da8 ug’ (z,) = ui™, ; (2,) gilt. Da wir

angenommen hatten, dafl £2;_; Lipschitz-stetig zusammenhéngend ist, folgt
mit Lemma 19, daf3

int

ext int ; )
i—1,j Wl,oo(s)

Uk, (2) — Ui—1,5 @) <Cllz, — gl |u

gilt, wobei s wieder den Lipschitz-stetigen Weg bezeichnet, der z, und gy
verbindet, und in dom /;_;; verlduft (siehe Annahme 73). Mit Hilfe von
Lemma 75 und der inversen Ungleichung 1483t sich daher die letzte Summe

ebenfalls durch C' |u}™, ; W (1) abschétzen. In Bemerkung 97 wird wie-
’ Moo Li—1,0

der eine Modifikation angegeben, die ohne die Zusammenhangsvoraussetzung
auskommt.

Mit Hilfe einer Taylorentwicklung von ui?; um den Schwerpunkt von K,
und der inversen Unfleichung 148t sich auch die dritte Summe wie im Beweis

von (5.46) durch C'|ui™ ; s (1) abschétzen. Wir betrachten nun den
P m,00 =10

it

ul_lyj)WO,oo(Ky) gilt.

vierten Term. Wie zuvor zeigt man, dafl ‘uKy (yo)) <C
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Wegen K, N QF; # 0 trat in der modifizierten H!-Seminorm der Zusatz-
nt
i_lvjmwm,oo(K)
int
uz‘—lva“wo,w@g)

u

term auf. Daher 148t sich auch die vierte Summe durch C H

a5 (9)] <

abschétzen. Die Abschétzung des zweiten Terms |u;"™ ;

ist trivial. Zusammen haben wir bewiesen, dafl

int

=L wmeo(I;_y 4)

uim <CH

12¥) ‘Wm,oo(Kl) — u

gilt. Die Abschiitzung des Zusatzterms, der bei der modifizierten H!-Semi-
norm auftritt, erfolgt wie im Beweis von (5.47). Damit ist gezeigt, daf die
einstufige Prolongation F;;_; in der modifizierten W™ *°-Norm stabil ist.

Zum Beweis der Stabilitit der iterierten Prolongation gehen wir wie folgt
VOr.

(a) Sei zunédchst ¢ < j < i < lpax. Wir betrachten ein Element K’ €
I o N 7™, Wir bilden eine Folge K = {K, }._ ; durch die folgende Rekursion

K, = K/,
Ko Ky g (Kryr) falls Kppq # 0, r—i 11 i
" 0 sonst, ’ S
Da auf 77" nicht gemittelt wird, folgt daher
. 0 falls K; = 0,
umt |K’E n ¢ J
iJ uy |k —ug) (yxr) sonst.
Die Stabilitéat
int int
H Yisj MWWOO(K') ¢ H Y )vanm(lﬂ)

ergibt sich dann wie zuvor mit Hilfe einer Taylorentwicklung, wobei C' un-
abhéngig ist von 7, j, £ und ly.y. o

(b) Wir betrachten nun alle K’ € 75, £ < j < i < lpay, die K/ N QY £ 0
erfilllen. Die Voraussetzung, dafl die Gitter in Randnéhe regelmaflig verfei-
nert sind (siche procedure generiere_Referenzgitter), impliziert, dafi zur
Prolongation von K’ nur Elemente aus 7™ herangezogen wurden. Die zuvor
gezeigte Stabilitdt der Einschritt-Prolongation und die Stabilitat der iterier-
ten Prolongation fiir Elemente aus 7/ sichert die Stabilitéit der iterierten
Prolongation auch fiir die betrachteten Elemente K.



5.2. APPROXIMATIONSEIGENSCHAFT FUR CFE-RAUME 137

(c) Es bleibt, die Elemente K’ € I;, zu betrachten, die K' N QY = 0
erfilllen. Insbesondere stimmte fiir diese Elemente die modifizierte Semi-
norm mit der urspriinglichen iiberein. Fiir ein beliebiges Element K € 7,
bezeichnen wir die Menge der Grobgitterelemente, die zur Prolongation her-
angezogen werden, mit Ugx. Diejenigen Elemente aus Uy, auf denen die
Prolongation (vom Gitter 7;_2) durch Interpolation erklért war, bezeichnen

wir mit Uj* und das Komplement mit U

Uk :{f(:ﬂ;’_l(y):ye@?gtu@%t},
Uint . :{f(eUK\EmQEI: }
Ust = Ug\U.

Wir bemerken an dieser Stelle, daf fiir alle K € Ui die modifizierte Se-
minormen mit den iiblichen H™-Seminormen iibereinstimmt. Mit Hilfe des
Verzerrungsparameters €; o und der Stabilitét der Prolongation fiir Neumann-
Randbedingungen aus (5.33) ergibt sich

int

wu:

: ) int max
5J Wm,oo(K/)

1—1,5 )WWL,OO(K) ) KEUIE(I,t

< (1+ Cé¢y) max ( max |u

int
KGU;?,t Z_lyj)wm,oo(K)>

Die Stabilitéit der iterierten Prolongation auf Elementen K € U wurde
bereits gezeigt, und wir erhalten

int ) nt nt
tij )W”LW(K’) < (1+ Ceig) max (Krg%};t ui_lvj)Wmm(K) C H j H‘Wm»oo(lj,f)> ’
Iteration dieses Arguments ergibt mit ¢ := i:i (14 &,,) die Abschdtzung
int int
b )Wmﬂx’(K’) < Ce H U H‘Wm,oo(lj,f) ‘

In (5.34) wurde gezeigt, daf die Konstante ¢ unabhéngig von den Parame-
tern 4, 7,/ und f., beschrinkt ist. Damit ist der Stabilitdt der iterierten
Prolongation in allen Féllen bewiesen.

Bemerkung 97 Fulls Q bzw. $p nicht Lipschitz-stetig zusammenhdngend
sind, muf die FExtrapolation leicht modifiziert werden. Bisher wurde zur

Extrapolation ein Element aus /™ herangezogen, welches hinreichend nahe
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am Feingitterelement liegt. Falls das Gebiet nicht Lipschitz-stetig zusam-
menhdngend ist, muf zusdtzlich gefordert werden, daff vom Feingitterele-
ment zum Grobgitterelement, welches zur Extrapolation verwendet wird, ein
Lipschitz-stetiger Weg existiert. Anschaulich gesprochen bedeutet das, daf
nicht iber kleine Euklidische Entfernungen prolongiert werden darf, falls der
kiirzeste Weg im Gebiet wesentlich linger ist.



Kapitel 6

Implementierung von
zusammengesetzten finiten
Elementen

In diesem Kapitel wird die effiziente Realisierung von CFE-Diskretisierungen
erkldart und Komplexitéitsabschétzungen durchgefiithrt. Es wurde bereits in
Kapitel 4.3 erklart, wie die linearen Gleichungssyteme rekursiv iiber das Ga-
lerkinprodukt definiert sind. Das Gleichungssystem auf dem feinsten Gitter
Ttmae Wurde dabei wie bei der Standard-FEM definiert. Die groberen Systeme
sind dann durch

Ay = RopniAvi Py, (6.1)
F, = RyeiFen

mit der Restriktion Rys.; gegeben (siche (4.15). Falls die Matrix Ay, .
tatséchlich zur Diskretisierung benétigt wird, ist diese Definition hinreichend
effizient. Es wird sich herausstellen, daf§ der Aufwand, die ganze Sequenz
von Matrizen {A/}q,,  aufzustellen, von gleicher GréBenordnung ist wie
der Aufwand, die Feingittermatrix Ay, zu generieren. Eine vollig andere
Situtation tritt auf, falls man lediglich an einer sehr moderaten, d.h. zum
Gitter 7y mit { < £, gehorenden Genauigkeit interessiert ist. Dann wiirde
die Feingittermatrix A,_, lediglich beno6tigt, um die Grobgittermatrix A, zu
erzeugen. Das bedeutet, dafl der Aufwand, um A, zu erzeugen, proportional
zur Dimension der Feingittermatrix ist. Indem das Galerkin-Produkt nur
in Randnéhe angewendet wird, kann dieser Aufwand betrachtlich reduziert

139
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werden. Die Feingittermatrix wird nur in randnahen Bereichen aufgestellt
und vergrobert. Im Innern wird die Grobgittermatrix direkt aufgestellt.

Eine dhnliche Situation tritt auf, falls a-posteriori-Fehlerschétzer verwen-
det werden, um die Verfeinerung zu steuern. In diesem Fall will man auf der
Stufe ¢ < l,.x noch nicht festlegen, wie das feine Gitter 7, auszusehen hat.
Die Feingittermatrix, die benétigt wird, um A, (durch Vergroberung) zu er-
zeugen, wird im allgemeinen beziiglich eines anderen (Fein-) Gitters definiert
sein als die Feingittermatrix, die zu dem durch a-posteriori-Fehlerschétzer
erzeugten Gitter 7,  gehort, und dann zur Diskretisierung auf der Stufe
lmax verwendet wird. Der Aufwand, die Grobgittermatrix gemif (6.1) zu
erzeugen, wire dann wiederum proportional zur Zahl der Feingitterpunkte.
Auch in diesem Fall kann der Aufwand wesentlich reduziert werden, wenn das
Galerkin-Produkt nur lokal angewendet wird. Die Idee dabei ist, dafl in Be-
reichen, in denen das grobe Gitter 7, nicht verzerrt wird, die Matrix A, mit
der iiblichen Finite-Elemente-Matrix iibereinstimmt. In diesem Bereichen
1Bt sich die Matrix A, direkt aufstellen, ohne die iterierte Prolongation bis
zum feinsten Gitter zu benutzen. Wir werden im folgenden einige Definitio-
nen und Prozeduren in einer Pseudo-Programmiersprache formulieren, die
mit PASCAL verwandt ist, damit der Aufwand der einzelnen Phasen besser
gezihlt werden kann. Desweiteren wird dadurch ein Uberblick iiber die An-
forderungen an die Datenstruktur geschaffen, die fiir eine Implementierung
erforderlich ist.

Wir beginnen damit, einen Algorithmus anzugeben, um CFE-Gitter zu
erzeugen. Danach geben wir auch eine lokale Variante an, die es erlaubt, auf
Grobgittern die linearen Gleichungssysteme aufzustellen ohne die komplette
Feingittermatrix zu erzeugen.

6.1 Gittergenerierung fiir zusammengesetzte
finite Elemente

Die Definition der Gitter fiir zusammengesetzte finite Elemente in Kapitel
4.1 gliederte sich in die folgenden Phasen.

1. Zunéchst wird eine Hierarchie von FE-Gittern benétigt, die sowohl
physikalisch wie auch logisch geschachtelt ist, und aus den Referenz-
gittern 7, besteht. Wir wollen uns in diesem Abschnitt auf Gebiete
Q, 0y beschrinken, die Lipschitz-stetig zusammenhéngend sind (siehe
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Definition 11). Die erforderlichen Modifikationen im Fall, dal diese
Bedingung verletzt ist, wurden in den Bemerkungen 91 und 97 erklért.

2. Mit Hilfe der Gitter 7, werden die Gitter fiir Neumann-Randbedingungen
7M™ definiert, indem zuniichst randnahe Gitterpunkte auf den Rand
geschoben werden, und dann Elemente, die auflerhalb des Gebiets lie-
gen, geldscht werden.

3. Um die Gitter fiir Dirichlet-Randbedingungen zu erzeugen, kénnen
NM

eventuell randnahe Elemente aus 7;'" weggelassen werden.

Die Erzeugung der Referenzgitter wurde bereits in Kapitel 4.1 und pro-
cedure generiere_Referenzgitter diskutiert. Wir nehmen an, daf§ die
Referenzgitter die Voraussetzungen aus Annahme 27 erfiillen.

Im zweiten Schritt mufite das feinste Referenzgitter 7, . dem Rand durch
Verschieben von Punkten angepafit werden. Das entstehende Gitter wurde
7,0 genannt. Fiir die Realisierung dieses Anpassungsprozesses stehen eine
betréichtliche Anzahl von verfeinerten Techniken (auch implementiert) zur
Verfiigung.! Das liegt daran, da die Strategie, ein Referenzgitter hinrei-
chend lange zu verfeinern und dann dem Rand anzupassen, eine verbreitete
Methode ist, Gitter vor allem in drei Dimensionen zu konstruieren, ganz un-
abhéngig von der darauf aufbauenden Diskretisierung. Im folgenden wird ein
heuristischer Algorithmus angegeben, der typischerweise zu Gittern fiithrt, die
Annahme 27 erfiillen. Es sei hier bemerkt, dafl die geforderten Bedingungen
alle lokal sind. Das bedeutet, dafl in Féllen, bei denen ein Kriterium verletzt
ist, lokal durch verfeinerte Techniken nachgebessert werden kann.

Um den Algorithmus zu formulieren, miissen Elemente, Elementkanten
und Elementecken noch mit geeigneten Attributen versehen werden. Die
Menge der Ecken eines geometrischen finiten Elements werden mit Vg be-
zeichnet und die Menge der Kanten mit Ex. Fiir Punkte x € Vg setzen

wir _
(z) = innen falls z € €2,
. | auBlen falls z ¢ Q.

Fiir Kanten e = 7y € E definieren wir

1(e) = { Rand falls p(x) # p(y),

10 sonst

Literatur zu diesem Thema findet sich unter der WWW-Adresse: http://www-
users.informatik. RWTH-Aachen.de/ “roberts/meshgeneration.html.
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und schlieilich fiir Elemente K

| Rand falls p1(e) = Rand fiir ein e € Eg,
HK) = { 0 sonst.

Falls eine Kante e = Ty das Attribut p(e) = Rand besitzt, wird e von
I' in mindestens einem Punkt geschnitten. Die Idee ist nun, einen der
beiden Punkte x,y durch einen ,giinstigen“ Oberflichenpunkt zu ersetzen.
Giinstig heifit in diesem Fall, dafl die dadurch entstehenden, verschobe-
nen Gitter in einer Umgebung der Kante e reguldr bleiben. Wir fithren
dazu ein Maf fiir die lokale Giite des Gitters ein. Seien dazu z € O,

die =

max ’

und 7, = {K € T | T € f} die Menge aller Elemente aus 7,
beriihren. Dann ist das Punktfunktional @ (z) durch

K]
@(7) = min min el

gegeben, wobei d = 2,3 die Raumdimension bezeichnet. Falls @ (z) sehr
klein wird, ist die minimale Winkelbedingung im Teilgitter 7, verletzt. Wir
ersetzen also denjenigen Endpunkt z € {z,y} der Kante e durch einen
Oberflichenpunkt zr € I, der zu einem gréBerem Wert von @ (zr) fiihrt.
Dies definiert eine Funktion y (¢) € R? x R%:

(c) = (x,2r) falls y durch zr ersetzt wird,
X\e) = (zr,y) falls z durch zr ersetzt wird.

Mogliche Wahlen von zp sind Punkte aus e N I" oder ein néchstgelegener
Randpunkt von x bzw. y. Einige dieser Moglichkeiten sind in Abbildung 6.1
illustriert. Die algorithmischen Details finden sich in der Prozedur adapt,
die durch

for all K € 7, mit u(K) = Rand do begin

max

aufgerufen wird, und wie folgt definiert ist.

procedure adapt(K);
begin
for all e = 7773 € Ex do
if 1 (e) = Rand then (z1,22) := x (e);
end;
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Abbildung 6.1: Oberes Bild: Das Ersetzen von x5 durch zr fithrt auf giinsti-
gere Innenwinkel als das Ersetzen von x; durch zr. Zweites Bild: Die Pro-
jektion auf den niichstgelegenen Randpunkt (z{) kann vorteilhafter als auf
den Schnittpunkt 22 € e N T sein.

Wir unterstreichen hier nochmals, dafl das Ersetzen der randnahen Punkte
x durch die Randpunkte 2" auch alle groberen Gitter beeinfluflt, die diese
Punkte enthalten. Weiterhin ist wichtig zu bemerken, dal nur Punkte des
Referenzgitters verschoben wurden, von denen eine Kante ausgeht, die den
Rand schneidet.

Das Ergebnis dieser Anpassungsprozedur definiert das Gitter 77° . Dieses
Gitter kann Elemente enthalten, die (im wesentlichen) aufierhalb des Gebiets
liegen, und weggelassen werden kénnen. Ein Beispiel hierfiir stellt das Drei-
eck K4 aus Abbildung 6.2 dar. Sei dazu § eine benutzerdefinierte Konstante,
die von der gewiinschten Approximationsgenauigkeit abhiangt, und besagt,
daB ein Element K C 77° weggelassen werden kann, falls |[K' N Q| < ¢ gilt.
Hier bezeichnet |A| wieder das (Lebesgue-) Mafl einer Menge A C R?. Der
folgende Algorithmus beseitigt derartige Elemente aus 7;° .

procedure reduce_mesh;
begin
Tl = Too

max Zmax Y
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for all K € 7, do

if Vi ¢ Qor |[KNQ| <6 then
Tl *= Tt \ I
for ¢/ = /.. — 1 downto 0 do
Ty = {K e | ol (K)N 1oy # @}
U{KGTg ‘ Kﬂ@g_H %@}
end;

Das resultierende Gitter wird 7, genannt. Dieses Gitter mufl jedoch
noch nicht zwingend {2 = dom 7y, erfiillen, und auch die minimale Win-
kelbedingung kann verletzt sein. Das macht einen Nachbesserungsprozefl
erforderlich. Wir diskutieren im folgenden einige typische Probleme und zu-
gehorige Verbesserungsmoglichkeiten.

Die folgende Situation kann bei Viereckselementen auftreten (vgl. Ab-
bildung 6.2). Sei K ein Viereck mit Ecken {xi}?zl gegen den Uhrzeigersinn

Abbildung 6.2: Illustration der Funktion p. In den dargestellten Fillen gilt
p(er) = p(Kz) = 1 (K3) = Rand und pu(e2) = p(e3) = p (K1) = pu (Ky) = 0.
Das Dreieck K liegt im wesentlichen auerhalb des Gebiets, so dafi | K N Q| <
0 gelten wiirde und procedure reduce_mesh K eliminiert.

gezihlt. Falls 71 € Q, x3 ¢ Q und x5, 24 € T gilt, wird K durch die Prozedur
adapt nicht verdndert, aber auch durch reduce_mesh nicht entfernt. Dieses
Problem kann einfach beseitigt werden, indem K durch das Verbinden von
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2o und z3 in zwei Dreiecke zerlegt wird, oder dafl in Randnéhe generell nur
Dreiecke verwendet werden. In drei Dimensionen ist die Situation analog.
Das beschriebene Problem tritt nicht auf, falls in Randndhe Tetraedergitter
verwendet werden.

Falls € ein einfaches Polygon ist, beispielsweise ein Rechteck, garantieren
die Prozeduren adapt und reduce_mesh nicht, daf§ 2 = dom 7, gilt. Es
kann passieren, dafl Ecken von ) abgeschnitten werden (siehe Abbildung
6.3). Dieses Problem kann beseitigt werden, wenn beim Adaptionsprozefl

Abbildung 6.3: Falls verschobene Punkte nicht auf physikalische Eckpunkte
von §2 geschoben werden, konnen diese abgeschnitten werden.

zunéchst fiir Elementkanten mit p (e) = Rand tiberpriift wird, ob es moglich
ist, einen Eckpunkt von €2 als verschobenen Gitterpunkt zu verwenden. Im
dreidimensionalen Fall miifite zundchst nach geeigneten Eckpunkten, dann
nach geeigneten Kantenpunkten gesucht werden und, falls keine vorhanden
sind, wie in Prozedur adapt vorgegangen werden (siche [38], [27]).

Es kann passieren, dal die Winkel der verschobenen Dreiecke ungiinstig
sind. In diesem Fall kann ein Relaxationsprozefl nachgeschaltet werden, bei
dem Gitterpunkte, die auf dem Rand, bzw. in der Ndhe des Randes liegen,
verschoben werden. Wir erklidren die Strategie im dreidimensionalen Fall.
Sei das Funktional @ (x), welches die lokale Giite des Gitters mifit, wie zuvor
definiert. Sei tol eine minimale Schranke, die @ (z) annehmen darf. Falls
Q (z) < tol gilt, wird der Punkt x so verschoben, da§ @) (x) moglichst grof3
ist. Allerdings ist der Bereich, in dem z verschoben werden darf, restringiert.
Generell darf ein Gitterpunkt des Referenzgitters lediglich um eine Entfer-
nung von O (izgmx (i)) verschoben werden. Wenn x ein Eckpunkt von €2 ist,
darf nicht verschoben werden. Falls der Punkt = auf einer Kante von €2 liegt,
darf er genau auf dieser Kante verschoben werden, falls « auf einer Flache von
Q liegt, darf er genau auf dieser Fliche verschoben werden, und schliellich
muf ein Gebietspunkt x € 2 auch Gebietspunkt bleiben. Die Prozedur sieht



146 KAPITEL 6. IMPLEMENTIERUNG

dann formal wie folgt aus. Sei V,__ die Menge der Ecken des Gitters 7
Sei S (z,2), der oben beschriebene Bereich, in dem x verschoben werden
darf.

max *

procedure relax;
begin
for all € V., Ndom L; (T') do
if Q(x) < tol then

x «— argmax Q (y) ;
y€S(z,0)
end;

Dieses Verfahren kann auch iteriert werden, bis die globale Giite des rand-
nahen Gitters

min {Q (z):2 € Vg, NdomLj (F)}

einen hinreichend groflen Wert hat. Eine andere Strategie zur Verbesserung
der Gitter wére es, die lokale Gitterstruktur durch sogenanntes Klappen von
Kanten und Fléchen zu verbessern. Eine derartige Situation ist in Abbildung
6.4 dargestellt.

Mit Hilfe der Prozeduren adapt, reduce_mesh und relax wird eine
Sequenz von Gittern {7},  erzeugt, von denen wir annehmen, daf
sie die Bedingungen aus Annahme 27 erfiillt. Offensichtlich werden bei der
vorgestellten Adaptionsmethode lediglich Punkte verschoben, die zum Gitter
L} (T) gehoren. Daher werden nur Elemente veréndert, die zu L? (T') gehoren.

Im Fall von Dirichlet-Randbedingungen konnten bei einer Diskretisierung
mit linearen Elementen geeignete Elemente am Rand weggelassen werden.
Wir haben eine algorithmische Form dieses Algorithmus bereits in Definition
51 angegeben. In diesem Algorithmus mufl entschieden werden, ob auf ei-
nem Element mit Null prolongiert werden kann, d.h. Null (K) = zulissig
erfiillt ist. Wir rekapitulieren, dal Null (K) = zuldssig gilt, falls fir jeden
Knotenpunkt y € O ein Dreieck (Tetraeder in 3D) T, existiert, welches die
Kriterien aus Annahme 27 erfiillt. Der folgende Algorithmus wird fiir diese
Entscheidung verwendet. Die Konstante ny, die darin auftritt, hing mit 7T,
iiber die Forderung 7), C dom L;” (y) zusammen und betrégt ny = 5. Die im
folgenden Algorithmus verwendete Variable Wert kann die Werte zuldssig
und unzuldssig annehmen, und d = 2, 3 bezeichnet wieder die Raumdimen-
sion. Der folgende Algorithmus ist in Abbildung 6.5 dargestellt. Sei K’ € 7,.
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Abbildung 6.4: Das Referenzgitter ist im obersten Bild dargestellt. Durch
Verschieben der Punkte in Pfeilrichtung entsteht die mittlere Triangulierung.
Das mit * markierte Dreieck besitzt ungiinstige Innenwinkel. Indem die
gestrichelte Kante aus der unteren Abbildung umgeklappt wird, verbessert
sich die Situation.

function Null(K"):Wert;
begin Null(K") := zulissig;
for all y € Ok do begin
T,:=0;L:=1;n:=0;
while (L < nr or n <d+ 1) do begin
for all K € L} (y) do
if KNITp#(?2then
for all z € KNT do?
if T, := 0 then begin T, := {z};
n:=n-+ l;end
else if T, U {z} erfiillt die Bedingungen
aus Definition 48 then begin
T, :=T,U{z};n :=n+ l;end;
L:=L+1;
end;

°T'p bezeichnet wieder den Rand, auf dem Dirichlet-Randbedingungen vorgegeben sind.
3Diese Schleife muf bei einer praktischen Realisierung der Funktion Null ersetzt werden
durch eine Schleife, bei der z nur aus einer diskreten Teilmenge von K N T gewihlt wird.
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Abbildung 6.5: Illustration des Suchalgorithmus zur Realisierung der Funk-
tion Null (K'). Die Punkte {z;}_, bilden ein nicht-entartetes Dreieck, wel-
ches gestrichelt gezeichnet wurde.

end; if n < d+ 1 then Wert := unzulissig;
end;end;

Diese Prozedur ist keine dquivalente Darstellung der Funktion Null aus
Definition 48. Aus Null(K') = zuldssig folgt jedoch in jedem Fall Null (K) =
zuldssig, und daher kann es hochstens passieren, dafl auf einem Element
nicht mit Null prolongiert wird, obwohl dies moglich wére. Auf die Ap-
proximationseigenschaft hat dies natiirlich keine Auswirkung, da wir gezeigt
haben, daf auch das ganze Gitter 7' fiir Dirichlet-Randbedingungen ver-
wendet werden kann. Diese Routine kénnte noch verfeinert werden (mit
erhohtem Aufwand), wenn statt in Schichten L} um y in feineren Schichten
L%, j > {, um y nach Schnittpunkten mit I gesucht wird.

max

Damit sind die Algorithmen definiert, um die Gittersequenz {7}, zu
erzeugen. Bevor wir erkldren, wie die Diskretisierung auf diesen Gittern effizi-
ent realisiert werden kann, soll eine lokale Variante der Gittergenerierung an-
gegeben werden, die vorteilhaft angewendet werden kann, falls man lediglich
an einer Diskretisierung auf der Verfeinerungsstufe 7, ¢ < l.x, interessiert
ist. Die Idee dabei besteht darin, dafl Elemente auf dem Gitter 7,\L? (T')
durch den Anpassungsproze§ nicht veréindert werden, d.h. 7,\L? (T') C 7
gilt. Falls also K € 7,\L? (') ein Element ist, welches nicht zu 7} gehort,
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gilt fiir jede Finite-Elemente-Funktion u € SY¥F :

ulg () = > u(y) g (z)

YyEOK

mit den Standard-Hutfunktionen gpg auf K. Wir hatten gezeigt, dal im Fall
von Dirichlet-Randbedingungen zur Prolongation auf 7; die Werte der Grob-
gitterfunktion auf 7, bendtigt werden. Per Definition gilt 77 LI (I'p),
wobei I'p wieder den Teil des Randes bezeichnet, auf dem Dirichlet-Randbe-
dingungen vorgegeben sind. Fiir Elemente aus 7; ist die Prolongation durch
Extrapolation definiert.

Mit diesen Bezeichnungen 148t sich die lokale Variante der Gittergenerie-
rung angeben. Ziel sei es, auf einer Stufe ¢ < /., zu diskretisieren. Dann
werden die Referenzgitter nur bis zur Stufe ¢ erzeugt. Um den Rand weiter
aufzulosen, werden danach jedoch nur noch randnahe Schichten weiterver-
feinert. Um das Verfeinern in den iibrigen Bereichen zu vermeiden, muf} die
Information, ob Gitterpunkte auf dem feinsten Gitter verschoben werden,
bereits auf der Stufe ¢ bekannt sein. Genauer nehmen wir an, daf} fiir alle
Elemente K € 7y entschieden werden kann, ob K den Rand schneidet, bzw.
ob K in oder auBerhalb von €2 liegt. Die gleiche Frage mufl auch fiir alle
Kanten der Elemente entschieden werden konnen. Der Aufwand, um diese
Information zu generieren, hiangt stark davon ab, wie die Geometrie des Ge-
biets vom Benutzer zur Verfiigung gestellt wird. Diese Phase im Algorithmus
ist eher der Geometriebeschreibung zuzuordnen als der Diskretisierung des
Problems und sollte am Anfang in einem Preprocessing-Schritt erzeugt wer-
den. In [23] wird ein Algorithmus angegeben, der diese Information effizient
generiert (siche auch [34]).

Die folgende Prozedur stellt eine Modifikation der procedure gene-
riere_Referenzgitter dar, bei der lediglich in Randn&he verfeinert wird.

procedure generiere_lokales_Referenzgitter(7, br, ¢, {inax);
begin
generiere_Referenzgitter (7, br, {);
for j:=(¢+1 to (., do begin
for all K € (12, (") UL} (Ip)) N7;-1 do begin
generiere alle S6hne ag_l (K) durch regelméaflige Verfeine-

rung;

for all K’ € 0], (K) do Fi™' (K') := K;
(

~ .~ J .
Tj=T;Uoj K);
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end end end;

Wir betonen hier, dafl die durch diese Prozedur erzeugten Referenzgitter
7; fiir j > ¢ das Gebiet nicht iiberdecken, sondern nur aus randnahen Schich-
ten bestehen. Die Prozeduren adapt, reduce_mesh und auch procedure
generiere_Dirichlet_Gitter (Definition 51) kénnen ohne Modifikation an-
gewendet werden. Eine Folge derartiger randnaher Gitter ist in Abbildung
6.6 dargestellt.

Abbildung 6.6: Oberes Bild: Folge von randnahen Gittern. Es werden jeweils
nur die Dreiecke verfeinert, die randnah sind. Unteres Bild: Angepaftes,
randnahes Feingitter und iiberlappendes Grobgitter.

Im folgenden Abschnitt wird erklért, wie auf diesen Gittern die System-
matrix aufgestellt werden kann.
6.2 Erzeugung des linearen (Gleichungssystems

Im Abschnitt 4.3 wurden die CFE-Basisfunktionen {bi} o definiert. Um
€Oy

die Matrixelemente Ay (x,y) zu berechnen, miissen die Integrale

Ay (z,y) = /Q ((VE (2), A(2) VB, (2)) + ¢ (2) b (2) V), (2)) d= - (6.2)

ausgewertet werden. Fiir das folgende spielen die Koeffizienten A und ¢ keine
Rolle, so da8 wir A = I und ¢ = 1 setzen. Der allgemeine Fall kann genauso
behandelt werden. In Kapitel 4.3 wurde bereits erklart, wie die Systemmatrix
durch (globale) Vergroberung aus der Feingittermatrix erzeugt werden kann.
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Wir werden in diesem Abschnitt das Hauptaugenmerk auf die Formulierung
einer lokalen Variante legen, die vorteilhaft angewendet werden kann, falls
zur Stufe ¢ < {,. diskretisiert werden soll, und die Feingittermatrix nicht
zur Diskretisierung benétigt wird.

Um (6.2) auszuwerten, kann man das Integrationsgebiet offensichtlich
auf den Schnitt der Tridger der Basisfunktionen ng ;= supp b, N supp bi
beschrinken. Diese Trager setzen sich zusammen aus Elementen auf un-
terschiedlichen Stufen. Falls beispielsweise x und y hinreichend weit vom
Rand des Gebiets entfernt sind, besteht QfE,y lediglich aus Grobgitterelemen-
ten K € 74. Aus diesem Grund definieren wir noch eine lokale Version der
Bilinearform. Fiir ein FE-Gitter 7, definieren wir a, durch

ar (u,v) := /domT ((Vu, Vu) + uv) dz.

Sei K € 7;. Falls fiir alle x € O die CFE-Basisfunktion aus K mit den
iiblichen Hutfunktionen iibereinstimmen, d.h.

v Vr € Ok (6.3)

]
K - Soz K’
gilt, nennen wir K zulédssig und sonst unzuléssig. Die Menge der zulédssigen
Elemente wird ij“km und die Menge der unzuléssigen ijlkm genannt. Fiir

J < lmax Setzen wir
ijakm = {K € 7; | Bedingung (6.3) ist erfiillt.}

und 7770 = 75 fiir j = lmax. Im folgenden soll Bedingung (6.3) geome-
trisch charakterisiert werden. Damit die durch Interpolation erklérte Pro-
longation auf K die Identitét ist, miissen alle S6hne von K mit den Séhnen
im Referenzgitter iibereinstimmen:

ol (K) = o (8 (K).

Dies ist sichergestellt, falls K ¢ L7 (T) erfiillt. Damit Finite-Elemente-
Funktionen auf K nicht durch Extrapolation verdndert werden, darf kein
Sohn von K im randnahen Gitter 77 liegen. Diese Bedingung wird durch
K ¢ L} (T'p) garantiert. Wir haben also gezeigt, daB aus K ¢ L2 (I')UL} (T'p)
die Beziehung (6.3) folgt und K zuléssig ist.

Der folgende Algorithmus eliminiert Elemente aus den Gittern 7;, beziig-
lich derer die Systemmatrix bereits auf der groberen Verfeinerungsstufe er-
zeugt wird.
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procedure reduce_mesh_local;
begin
for j =/ to (.. — 1 do begin
for all K € 7; do
if K = zulassig then begin

for k:=j+1to lpax do 71 := Tk\af (K);
ijak:ro = ijak:ro U K
end end end;

Die globale Variante, die in Abschnitt 4.3 beschrieben wurde, erhélt man,
indem ij“k"o = 0 fiir alle £ < j < lypax — 1 und 7770 = 7, gesetuzt
wird. Der folgende Vergroberungsalgorithmus besitzt fiir beide Varianten
die gleiche Form. Auf den Elementen K € ijak”’ kann die Systemmatrix
direkt aufgestellt werden und auf den iibrigen Elementen durch Vergréberung
gewonnen werden. Das Prinzip ist das folgende. Sei e/ € R® wieder eine
Einheitsgitterfunktion. Dann gilt fiir alle K € ij“km

b k= ¢l |k,

und daher kann der zu K gehorende Anteil der Systemmatrix ohne Ver-
wendung der Prolongation direkt mit Hilfe der Standard-FE-Basis ¢/ |
aufgestellt werden. Die Systemmatrix, die zum ,randfernen” Gitter ij“’m
gehort, wird mit A;’w’m bezeichnet:

AT (1) = Opmakro (gpg:, gojy> : Y,y € ©; N dom 7]k,

Es hier wichtig zu bemerken, dafl A;”“’”O mit Hilfe der iiblichen Formfunk-
tionen ¢! definiert ist. Auf der feinsten Stufe (., gilt ko — g . und
daher A, = AJ"“*. Die Matrizen zu den groberen Gittern lassen sich mit
Hilfe der Prolongation Pj;; ; geméf

Aj(z,y) = AT (2, y) + <Pj+1,jeév Ajr P J’+1Jei>j+1

darstellen (vgl. (4.15)). Das Skalarprodukt (-, -); : R® x R® — R ist durch

(B.7), = > B(2)7(x)

x€0O;

definiert. Anschaulich gesprochen, bedeutet diese Darstellung, dafl die Grob-
gittermatrizen mit den iiblichen FE-Matrizen auf den ,randfernen” Gittern
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7']’»"“’"0 iibereinstimmen, und die Modifikation in Randnéhe iiber eine lokale

Vergroberung der Feingittermatrix A, erfolgt. Indem wir den zu Pji;
adjungierten Operator R; ;.1 : R+ — R®i iiber die Relation

<Pj+17jﬁ>7>j+1 = <6> Rj,j+17>j ) Vﬁ S R@ja'y € R@jH

einfithren, konnen wir fiir die vergroberten Matrizen auch die kompaktere
Darstellung

Aj = A;nak:ro + Rj,j+1Aj+1Pj+1,j7 j = gmax - 17 Emax - 27 s 7£' (64)

verwenden. Da wir hier lediglich die Definition der CFE-Basisfunktionen und
des Galerkin-Produkts (4.15) angewendet haben, stimmt A, offensichtlich
mit der Darstellung (6.2) iiberein.

Die algorithmische Formulierung des Vergroberungsalgorithmus lautet
wie folgt. Die Prozedur coarsen wird durch

for j = /;,,x downto ¢ do coarsen(j,7;, A;);
aufgerufen und ist wie folgt definiert.

procedure coarsen(j,7,A);
begin
if j # (e do
for all x € ©, do
berechne A (-, z) := Rj ;1A 41 Pj11,€;
for all K € ij“km do
for all z,y € ©x do
A(z,y) = A(w,y) +ax (9], ¢);
end;

Das Ergebnis dieser Prozedur ist eine Sequenz von Matrizen {A;}, <<y, T
den folgenden Eigenschaften. Die grobste Matrix Ay ist die CFE-Systemma-
trix zur Stufe ¢, und die Matrizen A; fiir j > ¢ sind die CFE-Steifigkeitsma-
trizen zu den Gittern 7;. Falls 7; vollsténdige Gitter sind (globale Variante),
d.h. beim Verfeinern von 7, alle Elemente verfeinert wurden, sind die Ope-
ratoren A; die CFE-Systemmatrizen zur Stufe j. Falls 7, sukzessive nur
in Randnéhe verfeinert wurde (lokale Variante), ist A; derjenige Anteil der
CFE-Systemmatrix zur Stufe j, der zum randnahen Gitter 7; gehort. Falls

in einem spéteren Schritt auch die komplette Steifigkeitsmatrix zur Stufe j
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assembliert werden soll, kann der bereits berechnete randnahe Anteil ver-
wendet werden. Es ist dann nur der Anteil zum (vervollsténdigten) inneren
Gitter geeignet aufzuaddieren.

Damit ist erklart, wie die Systemmatrizen fiir Diskretisierungen mit zu-
sammengesetzten finiten Elementen aufgestellt werden kénnen. Eine wesent-
liche Frage ist nun, wie aufwendig diese Diskretisierung typischerweise ist, in
Abhéngigkeit der Zahl der Freiheitsgrade. Die zugehorige Komplexitétsana-
lyse findet sich im néchsten Abschnitt.

6.3 Komplexitatsanalyse

Der Aufwand, die Systemmatrix zu generieren, hangt stark von der Komple-
xitédt des Randes ab. Falls der Rand vom Gitter 7, bereits aufgelost wird und
die iiblichen Finite-Elemente-Réume zur Diskretisierung verwendet werden,
ist der Aufwand, die Systemmatrix auf der Stufe ¢ zu generieren, bekann-
termaflen proportional zur Zahl der Freiheitsgrade. Fiir zusammengesetzte
finite Elemente entsteht durch die Auflésung der Mikrostrukturen am Rand
ein zusétzlicher Aufwand, der im folgenden fiir typische Situationen unter-
sucht werden soll. Wir nehmen an, dafl in einem Vorbereitungsschritt die
Information iiber den Rand I' so organisiert wurde bzw. vom Benutzer di-
rekt derart zur Verfiigung gestellt wurde, dafl in den obigen Algorithmen
die Frage, ob K € Lj* (') gilt, in O (1) Operationen entscheidbar ist. Ge-
nauso nehmen wir an, daf§ fiir jeden randnahen Punkt des Referenzgitters in
O (1) Schritten ein Randpunkt gefunden werden kann, auf den der Referenz-
punkt projiziert wird (siehe procedure adapt). Wir fithren die folgenden
Bezeichnungen ein. Die Familie der Referenzgitter wird wieder mit {%j}ﬁj)"
bezeichnet und sei durch die Prozeduren generiere_Referenzgitter bzw.
generiere_lokales_Referenzgitter erzeugt. Die Zahl der Elemente des Git-
ter 7; wird mit N; bezeichnet:

Nj = #%J
Die Zahl der Freiheitsgrade auf dem Gitter 7; ist proportional zu N; :

wobei die Proportionalitdtskonstante lediglich vom verwendeten Polynom-
grad p abhéngt. Dann folgt direkt aus der Definition der Prozeduren
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e procedure generiere_Referenzgitter,

e procedure generiere_lokales_Referenzgitter,
e procedure adapt,

e procedure reduce_mesh,

e procedure relax,

e procedure generiere_Dirichlet_Gitter,

e procedure reduce_mesh_local,
daf der Aufwand zur Erzeugung der Gittersequenz {r; ﬁ":“%" proportional
zZu

Zmax

Niotal := Z Nj
=0

ist. Im folgenden soll nun untersucht werden, wie aufwendig es ist, die Se-
quenz der Systemmatrizen A; zu erzeugen. Wir betonen, daff die folgen-
den Aufwandsabschétzungen sich sowohl auf die globale Variante beziehen,
bei der alle Gitter 7; die ,,vollen” Gitter darstellen, als auch auf die lokale
Variante, bei der die Gitter 7; fiir j > ¢ lediglich die randnahen Verfeine-
rungen aus procedure generiere_lokales_Referenzgitter und procedure
reduce_mesh_local darstellen. Der wesentliche Schritt dabei ist, den Auf-
wand der Vergroberung mit Hilfe des Galerkin-Produkts (6.4) abzuschétzen.
GeméB procedure coarsen muf fiir alle Einheitsgitterfunktionen die Gréfie
Rj,j+1Aj+1Pj+1,je§ ausgewertet werden. Zur Auswertung der Prolongation
in einem Feingitterpunkt z € ©;,4, wird die Grobgitterfunktion lediglich im
Element K := 3 +1 () benotigt. Da die Prolongation linear ist, gilt

Pijle)] (@)= Y a.(z)e](2).

Z2EOQK

Die Gewichte {c, (7)},ce, sollten fiir jeden Knotenpunkt berechnet und ab-
gespeichert werden. In Satz 98 wird gezeigt, dafl die prolongierte Einheitsgit-
terfunktion nur in O (1) Feingitterpunkten von Null verschieden ist. Daher

ist der Aufwand, die Prolongation fiir alle Funktionen {eé} o, AuszUWEr-
y€o;

ten, proportional zu N;. Analoge Uberlegungen zeigen, daff der Aufwand
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zur Restriktion von gleicher Gréflenordnung ist. Im folgenden wird gezeigt,
daf die vergroberten Matrizen A ; pro Zeile und Spalte lediglich O (1) Nicht-
Nullelemente besitzen. Dazu wird der Triger einer Gitterfunktion f € R®:
benotigt, der durch

suppf:={x €0, | B (z) #0}

gegeben ist. Die Lokalitdt der Prolongation, des Operators A, und der Re-
striktion ist Gegenstand des folgenden Satzes.

Satz 98 Die Zahl der Nicht-Nulleintrdge pro Zeile und Spalte der Matrixz A,
st durch eine Konstante beschrdinkt, die unabhdngig von £ und ly .y iSt.

Beweis. Seien {7;}:™ die ,vollstéindigen” CFE-Gitter und A, die zugehéri-
gen CFE-Systemmatrizen. Dann gilt mit Hilfe des Galerkin-Produkts fiir die
Spalte Ay (-, y)

Ay (1Y) = Rt At Pear 0 [ef,] ,

wobei e‘; wieder die Einheitsgitterfunktion zum Knoten y € O, bezeichnet.

Zunéchst wird der Trager der prolongierten Funktion egmax’z = Pyt [eﬂ
abgeschétzt. Sei dazu

Uly) ={Kem|yeYy(K)},

wobei Yy, (K) wieder die Punkte der EinfluBmenge von K auf der Stufe
¢ bezeichnen (siehe Definition 38 bzw. Definition 72). Wir rekapitulieren
die Definition der Knotenpunkte der Schne eines Elements: @/ (K) :=
Oy,.. N domoy™ (K). Die Knoten der Séhne von U (y) auf dem feinsten
Gitter werden U’ (y) genannt:

U (y) = {©f (K) | K €U ()} .

Wir zeigen supp ej»>‘ C U’ (y). Sei dazu z € Oy, \U’' (y) und K’ € 7,,,
ein Element, welches € K’ erfiillt. Der Vater von K’ auf Stufe ¢ wird
K := F; (K') genannt und erfiillt y ¢ Yy, (K). Aus €} |y, )= 0 folgt
elm=t () = 0, was zu zeigen war.

Wir kommen nun zur Lokalitdt von A, . . Die Interpolierende von egmax’é

auf 7, ergibt die CFE-Basisfunktion bf, =1y [ef;max’q. Offensichtlich gilt
daher

suppbl, C dom L} (U’ (y)).

ax
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14

Sei égmax’ = Ay _efmat Auf Grund der Definition von Ay

max Y max

éf;max,z (.T) =a (b§7 wﬁmax)

gilt

mit der iiblichen Hutbasis ¢t zum Knoten x. Auf Grund der Definition
der Bilinearform a (-, -) gilt daher &m=*(z) = 0 fiir

x ¢ dombf Cdom Ly (U’ (y)).

ax

Daher gilt fiir den Trager von éimax’é () die Inklusion

supp éi‘“a"’é () Cdom Ly (U’ (y)).

ax

Schliefllich mufl die Funktion égmax’z noch restringiert werden. Die Restrik-
tion von éf,ma"’z definiert die yte Spalte des Operators A, und wird Sg =
Rgmax,géimax’z genannt. Diejenigen Grobgitterelemente, deren Séhne nichtlee-

ren Schnitt mit supp éima"’é besitzen, definieren die Menge
V' (y) = {K e " [ o (K) N Ly, (U' () # 0}

Die Menge V (y) besteht aus den Knotenpunkten der EinfluBmengen von
Vi(y):

Vi(y) = {Yee (K) | K € V'(y)}
Wir zeigen supps), C V (y). Sei dazu z € ©,\V (y). Dann gilt fiir alle K € 7,
die x € Yy, (K) erfiillen, K ¢ V' (y). Da zur Auswertung der Prolongation
in den Knotenpunkten O, N dom o™ (K) lediglich die Knotenwerte in
Yoo (K) benotigt werden, folgt

ax

Py [eﬂ (z) =0, Vz € O, Ndom L}m (U (y)).

Diese Relation impliziert umgekehrt Ry y,... [éimaxq (x) = 0, was zu zeigen
war.

Im letzten Schritt ist nun die Anzahl #V (y) abzuschétzen. Wir beginnen
mit der Menge V' (y). Seien K', K" € Lj (U'(y)) derart gewihlt, daf
K' € ot (K) fiir ein K € U (y) gilt und K'NK” # (). Aus Lemma 29 folgt,
daB F{ (K")NK # 0 gilt. Das bedeutet

V' (y) C dom Ly (U (y)).
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Mit Hilfe von Lemma 75 ergibt sich daraus
V (y) € dom L; 7™ (y).

Damit ist die Zahl der Nicht-Nulleintréige von A, pro Spalte und Zeile durch
eine Konstante beschriankt, die von den Konstanten, welche die Gitterfamilie
charakterisieren, und dem Polynomgrad p abhéngt, aber unabhéngig von den
Verfeinerungsstufen ist. W

Aus diesem Satz folgt, dafl der Aufwand, die Folge der Matrizen {A }ﬁ‘:g‘
zu erzeugen, proportional zu Ny, ist. Im folgenden soll die Grofie Ny fiir
zwei typische Beispiele abgeschéiitzt werden. Um die Aufwandsabschéitzun-
gen moglichst iibersichtlich zu halten, nehmen wir an, dafl die Gitter quasi-
uniform sind, d.h. eine Konstante (), existiert, so daf fiir alle ¢/ und alle
K € 7, die Abschitzung

hZ S Cu hK

gilt. Desweiteren sollen eine Konstante ¢,.; < 1 existieren, so daf
hev1 < crephy

erfiillt ist.

Im ersten Beispiel betrachten wir den Fall, da8 die (volle) Feingitterma-
trix Ay, zur Diskretisierung aufgestellt werden soll, und die grobskaligeren
Diskretisierungen A ; bendtigt werden, um beispielsweise Mehrgitterverfah-
ren als Loser des linearen Gleichungssystems einsetzen zu kénnen. Der Auf-
wand, die Feingittermatrix aufzustellen, ist proportional zur Zahl der Frei-
heitsgrade auf dem feinsten Gitter und daher proportional zu Ny, . Der
Zusatzaufwand, um die Matrizen {A; }?’:‘%"_1 mit Hilfe der procedure coar-
sen aufzustellen, betragt geméafl der obigen Komplexitatsanalyse und der
Annahme iiber die Quasiuniformitat der Gitter

Zmax_l Zmax_l Zmax—l
— gmax_‘ d -
Ntotal = Z Nj < C Z hjd < C Z Cf”ef 7) hgn:lax
i=0 =0 =0
Cd
< C—"L N (6.5)
1 _ Cd max
ref

Das bedeutet, dal der Aufwand die ganze Sequenz {Aj}ﬁj)" Zu erzeugen,
proportional zum Aufwand ist, allein die Feingittermatrix zu generieren.
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Im zweiten Beispiel wird eine Situation diskutiert, fiir die die lokale Va-
riante der Matrixgenerierung vorteilhaft angewendet werden kann. Wir neh-
men an, dal die Matrix zur Stufe ¢ aufgestellt werden soll, und die Feingit-
termatrix Ay, lediglich als Hilfsmatrix bendtigt wird, um die Vergroberung
iiber das Galerkin-Produkt zu realisieren. Wie erwéhnt, sollte dann die pro-
cedure generiere_lokales_Referenzgitter angewendet werden. Die Frage
ist nun, wieviele Elemente die randnah verfeinerten Gitter 7; fiir j > ¢ ent-
halten. Sei dazu cq = [, 1dz die Fliche (Volumen) von 2 und cr := [ 1dz
die Lénge (Flache) des Randes. Per Definition werden fiir j > ¢ lediglich die

randnahen Schichten <L]2 My L?FH (T D)) N 7; weiterverfeinert. Auf Grund
der Quasiuniformitat der Gitter folgt dann, dal N, = O (th[d) gilt, und

fiir j > ¢ die Abschétzung N; = O (CFhJI-*d) erfiillt ist. Daher kann die Gréfle
Niotar wie folgt abgeschitzt werden (vgl. (6.5))

max max

Ntotal = ZN+ Z N <C§21 ed NZ_'_CF Z hl d

j=0+1 Cref j=0+1
Zmax
max j d_l —
= CQl Tef Ne+er Z Cref ) )h;mi
- Tef j=0+1
d—1
c d-1
< co ref NZ +er re]; Ngnix
1 — cref - ref

Diese Abschétzung la8t sich (in zwei Dimensionen) wie folgt interpretieren.
Der Aufwand, die Matrix A, zu erzeugen, ist proportional zu der Zahl der
Freiheitsgrade auf der Stufe ¢ plus einem Zusatzaufwand der Groflenordnung
VN, zur Auflssung der Mikrostrukturen.

Wir bemerken, dafl diese Abschéitzung zu pessimistisch ist, falls die Mi-
krostrukturen nur in lokalen Bereichen des Randes auf feineren Gitteren auf-
gelost werden miissen und in anderen Bereichen bereits vom Grobgitter auf-
gelost werden. Dann miiite nur in nichtaufgelosten, kritischen Randberei-
chen ', ikros ngkm C I' weiterverfeinert werden. Dies wére beispielsweise der
Fall, falls das Gebiet nur wenige, sehr kleine Locher enthielte.

Auf der anderen Seite ist die Abschétzung zu optimistisch, falls beispiels-
weise pordse Medien behandelt werden sollen. Fiir derartige Anwendungen
ist die Zahl der Mikrostrukturen typischerweise proportional zu hgnix. Dann
wére die Lange des Randes cr wesentlich grofler als das Volumen cq des
Gebiets und somit der Zusatzaufwand deutlich hoher.
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Im folgenden Kapitel werden Ergebnisse von numerischen Experimenten
vorgestellt, die u.a. den Aufwand fiir typische Anwendungen von zusammen-
gesetzten finiten Elementen illustrieren.

6.4 Numerische Experimente

In diesem Abschnitt werden die Ergebisse numerischer Testrechnungen mit
zusammengesetzten finiten Elementen diskutiert. Es wurden generell CFE-
R&aume verwendet, die auf linearen finiten Elementen basieren. Die folgenden
Tests wurden durchgefiihrt.

1. Approximationseigenschaft der CFE-R#ume fiir H2-Funktionen,

2. Konvergenzraten von Mehrgitterverfahren basierend auf CFE-Diskre-
tisierungen,

3. Verhalten der Koeffizienten von numerisch homogenisierten Differen-
tialoperatoren in Abhéngigkeit der Mikrostrukturen.

Es wurden sowohl Probleme mit Dirichlet-Randbedingungen als auch mit
Neumann-Randbedingungen betrachtet und zwei- und dreidimensionale Pro-
bleme untersucht. Wir beginnen mit der Approximationseigenschaft.

6.4.1 Approximationseigenschaft

Wir haben gezeigt, dafi CFE-Réume, basierend auf linearen finiten Ele-
menten, unter moderaten Annahmen die Approximationseigenschaft fiir H2-
Funktionen besitzen. Genauer existiert fiir jede Funktion u € H?(Q) eine
Funktion u, € S¢F¥, so daB fiir m = 0, 1

[ = wel,,, < Chg™™ JJull,

gilt, wobei die Konstante C' unabhéngig von u, ¢ und /., ist. Wir haben
weiter gezeigt, dafl C' unabhéingig von der Gréfle und Anzahl der Mikrostruk-
turen ist. Als Testproblem haben wir das Kreisgebiet (bzw. Einheitskugel in
3D) um den Ursprung mit Radius 1 gewdhlt. Vom mathematischen Stand-
punkt her ist dieses Gebiets geeignet, die theoretischen Untersuchungen zu
illustrieren, da die groben Gitter keine Approximation des Gebiets darstellen.
Um die Abhéngigkeit von Grofle und Anzahl der geometrischen Details zu
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untersuchen, wird im Anschlufl daran ein realistischeres Testgebiet betrach-
tet. Die Gitterfamilie wurde geméfi der oben beschriebenen Algorithmen
erzeugt. Da auf den grébsten Gittern alle Elemente den Rand schneiden, wer-
den alle Elemente bei der Behandlung von Dirichlet-Randbedingungen weg-
gelassen. Daher besteht die Sequenz von Gittern fiir Probleme mit Dirichlet-
Randbedingungen aus weniger Gittern. Diese sind in Abbildung 6.7 und 6.8

Abbildung 6.7: Uberlappende Gitter fiir Neumann-Randbedingungen. Es
sind die Gitter auf den Stufen 1,3,5,8 dargestellt.

— 2 —
— e~ 10]ja]|? _ o-10_

dargestellt. Die zu approximierende Funktion lautete u (x) e
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Abbildung 6.8: Gittersequenz fiir Dirichlet-Randbedingungen. Das feinste
Gitter ist nicht dargestellt, da es mit dem feinsten Gitter fiir Neumann-
Randbedingungen iibereinstimmt.

Der Fehler auf der Verfeinerungsstufe ¢ wird mit

e = u— uy"

bezeichnet, wobei als Approximation ui™ € SF¥F wieder die Funktion

uﬁ}”t = Ig Pg gRg [u]

max max,

gewahlt wurde. Die folgende Tabellen geben die beobachteten Konvergenz-
raten wieder. Zunéchst wurde das Neumann-Problem in zwei Dimensionen
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betrachtet.

Level | dim | [leglly | 52 | fed, | 22
1 4 3.9e-1 1.8e+0
2 9 4.9e-1 | 0.81 | 1.7e+0| 1.04
3 23 | 1.de1| 461 |1.1e+0| 1.51
4 73 | 6.3e-2 | 1.68 | 85e-1 | 1.33
5 247 | 1.7e-2 | 3.60 | 4.6e-1 | 1.86
6 881 | 4.5e-3 | 391 | 2.3e-1 | 1.97
7 3238 | 1.1e-3 | 3.99 | 1.2¢e-1 | 1.99
8 12324 | 2.6e-4 | 4.24 | 5.8e-2 | 2.00

Man erkennt deutlich, dafl sich bereits fiir sehr grobskalige Diskretisierun-
gen die erwartete quadratische Konvergenz in der L?-Norm und die lineare
Konvergenz in der H!'-Norm einstellt. Fiir das dreidimensionale Testproblem
ergeben sich dhnliche Konvergenzraten:

Level | dim | [[eglly | "t | fef, | >
1 8 2.5e-1 1.4e+0
2 27 19.3e-1 | 0.26 2.0e0 0.69
3 125 | 2.9e-1 | 3.27 | 1.89¢0 | 1.06
4 729 | 7.5e-2 | 3.83 9.7e-1 | 1.95
) 1176 | 3.0e-2 | 2.42 6.2e-1 | 1.57
6 0885 | 8.2e-3 | 3.76 3.2e-1 | 1.94

Fiir Dirichletsche Randbedingungen wurde die Prolongation in Randnéhe
modifiziert. Die folgenden Tabellen enthalten die Ergebnisse der zwei- und
dreidimensionalen Testrechnungen.

Level | dim | [lefll, | [=tle | fed, [ 20
1 5) 9.3e-1 1.4e+1
2 27 7.8¢e-2 | 11.8 | 1.2e+0 | 124
3 145 | 3.4e-2 | 2.34 7.0e-1 1.66
4 669 | 4.5e-3 | 7.39 2.3e-1 | 2.98
) 2844 | 1.1e-3 | 4.06 1.2e-1 | 2.00
6 11900 | 2.6e-4 | 4.24 5.8e-2 | 2.00
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Wiederum ergibt sich in drei Dimensionen das gleiche qualitative Verhalten.

Level | dim | [leflly | 5=tle | feff, | 20
1 1 4.9e-1 4.1e+0
2 15 | 2.2e-1 | 2.17 | 2.7e+0 | 1.49
3 269 | 1.3e-1 | 1.72 | 2.4e+0 | 1.12
4 515 | 3.3e-2 | 3.96 6.6e-1 | 3.67
5) 4197 | 8.2¢-3 | 4.01 3.2e-1 | 2.08

Es ist zu beachten, dal die Gitter fiir Dirichlet-Randbedingungen nur Ele-
mente enthalten, die innerhalb des Gebiets liegen, d.h. durch procedure
generiere_Dirichlet_Gitter erzeugt wurden. Die Zahl der Verfeinerungs-
stufen ist daher niedriger, da auf den grobsten Gittern fiir Neumann-Rand-
bedingungen alle Elemente den Rand I' schneiden.

Im folgenden sollen noch Konvergenzresultate fiir eine praktisch relevante
Geometrie vorgestellt werden. In Abbildung 2.2 ist ein triangulierter Aus-
schnitt der Ostsee dargestellt. Wir haben wieder die Gleichung

—Au+u=f
betrachtet mit Neumann-Randbedingungen
Ju/dn = g.

Die Daten f und ¢ wurden so gewihlt, dafl die exakte Losung u = 22 + ¢
lautet. Die folgende Tabelle listet den beobachteten Diskretisierungsfehler.

Level | dim | [lec]|, %l el |e|iz;|11‘
1 4 | 1.7e+6 1.6e44

9 | 42e+5| 398 | 82+3| 1.98
22 | 9.6e+4 | 441 |4.7e+3| 1.74
62 | 2.4e+4 | 3.94 | 2.3e+3 | 2.02
198 | 6.1e+3 | 3.98 | 1.2e+3 | 1.99
657 | 1.5e+3 | 3.98 | 5.9e+2 | 1.97

2098 | 3.9e+2 | 3.97 | 3.0e+2 | 1.95
7102 | 9.6e+1 | 4.04 | 1.5e+2 | 1.95

O | O U =] W0 N

Wir betonen, dafl die asymptotisch erwartete Konvergenzraten bereits bei
weniger als zehn (!) Unbekannten zu beobachten sind.
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6.4.2 Zusammengesetzte finite Elemente und Mehrgit-
terverfahren

Wir betrachten hier das Problem, das lineare Gleichungssystem

Ag =F

max uémax max

mit Hilfe von Mehrgitterverfahren zu losen. Fiir diesen Abschnitt setzen wir
voraus, dafl die grundlegenden Begriffe, die im Zusammenhang mit Mehrgit-
terverfahren auftreten, bekannt sind. Alle notwendigen Details finden sich
beispielsweise in [18]. Um Mehrgitterverfahren zur iterativen Losung die-
ser Gleichung einsetzen zu kénnen, benotigt man ein Folge von grobskali-
gen Diskretisierungen des Problems und geeignete Prolongationen und Re-
striktionen. Mit Hilfe von zusammengesetzten finiten Elementen lassen sich
iiber das Galerkin-Produkt diese groberen Diskretisierungen erzeugen. Die
Prolongation bzw. Restriktion ist durch Py, ¢ und Ry, gegeben. Als
Glattungsverfahren wurde das symmetrische Gau-Seidel-Verfahren gewahlt
mit einem Vor- und einem Nachgldttungsschritt. Fiir das Mehrgitterver-
fahren wurde ein V-Zyklus benutzt. In den folgenden Tabellen werden die
beobachteten Konvergenzraten aufgelistet. Um die Robustheit beziiglich vie-
ler kleiner, geometrischer Details zu untersuchen, haben wir als Gebiet die
Einheitskreisscheibe mit 576 Lochern betrachtet (sieche Abbildung 6.9) Es
wurde die Gleichung

max

—Au+u=1

mit homogenen Neumann-Randbedingungen diskretisiert. Als Abbruchkri-
terium fiir das Mehrgitterverfahren wurde

Iriflp < 107°

gewihlt, wobei r; das Residuum nach dem iten Iterationsschritt und ||-||, die
gewichtete {>-Norm

2., L 2
Ivls = 2, 32 )
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Abbildung 6.9: Linkes Bild: Gebiet mit 576 Lochern. Rechtes Bild: Gebiet
mit zwei Lochern. Der Punkt, beziiglich dessen homogenisiert wird, ist der
Mittelpunkt des dufleren Kreises und liegt genau zwischen beiden Lochern.

bezeichnet.

Level | dim #1t 2D-Neumann
1 4 direkter Loser
9 5
24
74
245
895
3323
12586

OO U =] WD
©| 00| Co| 00|00

Man sieht deutlich, die sehr kleinen und schrittweitenunabhéngige Konver-
genzraten. Ein Vergleich mit den Konvergenzraten von Mehrgitterverfahren
fiir das Poisson-Modellproblem auf dem Einheitsquadrat (siehe [18, Kapitel
4.4.1]) zeigt, daB die Konvergenzraten des auf CFE-Diskretisierungen ba-
sierten Mehrgitterverfahrens sehr nahe an den bestmdoglich zu erwartenden
Konvergenzraten liegen.

Wir hatten in Kapitel 6.3 bewiesen, dafi der Aufwand, die vergroberten
Gleichungssysteme zu erzeugen, proportional zur Zahl der Feingitterpunkte
sind. Die folgende Tabelle zeigt, dal diese Proportionalitdtskonstante bei
den durchgefiithrten numerischen Experimente sehr moderat war. Die Zeit
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(in Millisekunden), um die Gittersequenz zu erzeugen, wird mit ,t[Gitter|”
bezeichnet, die Zeit zum Aufstellen der Feingittermatrix mit ,t[A,
Zeit zum Erzeugen aller Grobgittermatrizen mit ,,t[{Ag}gn;%"_l]” und die Zeit

zur Losung des Gleichungssystems mit ,,t[MG-Loser|”.

max]

Level | dim | t[Gitter] | t[A.] | t[{A} "] | t]MG-Loser]
5) 147 134 100 150 513
6 683 366 500 200 2187
7 2955 1450 2133 767 9140
8 12324 6083 9183 3134 43125
9 49473 2400 51116 12234 148343

Man sieht deutlich, daf§ der Aufwand, um alle Grobgittermatrizen zu er-
zeugen, lediglich 1/3-1/4 des Zeitaufwandes betragt, der zur Erzeugung der
Feingittermatrix benétigt wird. Ebenfalls erkennt man deutlich, dafl der
Aufwand, das Gleichungssystem auf der feinsten Stufe mit Hilfe von Mehr-
gitterverfahren zu l6sen, linear mit der Zahl der Freiheitsgrade wéchst.

Im letzten Abschnitt wird erklédrt, wie sich CFE-Diskretisierungen zur
diskreten Homogenisierung einsetzen 1&af3t.

6.4.3 Homogenisierung mit zusammengesetzten finiten
Elementen

Die Idee, zusammengesetzte finite Elemente zur (diskreten) Homogenisierung
einzusetzen, basiert auf einer Re-Interpretation der grobskaligen Diskretisie-
rung als kontinuierlichen Differentialoperator. Sei dazu A, die Systemmatrix
zum Gitter 74, die iiber das Galerkin-Produkt erzeugt wurde (6.1). Im fol-

genden wird definiert, wie A, auf eine analytische Funktion u € C*° (Rd>

wirkt:
Aolu] (z) = D Av(z,y)uly).

YEBy

Indem u durch eine Taylor-Entwicklung um x ersetzt wird, ergibt sich

Abl@) = ¥ A X S0 b))
P CCICED WHEIES
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Mit Hilfe der Koeffizienten c, (z) := = {Zye@e A (z,y) (y — :U)”} definieren
wir den homogenisierten Differentialoperator im Knotenpunkt = auf der Skala

¢ durch
AP (2) = > ¢ (z) D" (6.6)
lv|<2

Eine wichtige Fragestellung im Rahmen der Homogenisierungstheorie ist, in-
wieweit die Koeffizienten ¢, des homogenisierten Differentialoperators von
der Verteilung bzw. von der Grofle der Mikrostrukturen abhéngen, um da-
durch zu sinnvollen, makroskopischen Modellen (Gleichungen) zu kommen,
die das physikalische Problem beschreiben.

Wir haben die Abhéngigkeit der Koeffizienten ¢, () von der Geometrie
und der Auflésung (Schrittweite) untersucht. Als erstes Beispiel betrachten
wir den Laplace-Operator, diskretisiert auf dem Gebiet

Q= {re R |e<|lz] <8}

Ziel ist es, den homogenisierten Differentialoperator im Mittelpunkt M, =
(0, O)T zu berechnen. Aus Symmetriegriinden nehmen wir an, dafl

AP (My) =c(e) A

gilt, mit einer zu bestimmenden Funktion c(g). Wir haben die Funktion
c(e) gemaf (6.6) berechnet. Es ist interessant, dafl fiir einen relativ grofien
Bereich ¢ € [0.1, 5] die Funktion ¢ (¢) nahezu perfekt durch ein quadratisches
Polynom interpoliert werden kann. Dieses Verhalten ist in Abbildung 6.10
dargestellt.

Als zweites Beispiel haben wir die folgende anisotrope Situation betrach-
tet. Das Gebiet besteht aus einem Kreis um den Ursprung mit Radius 0.4,
aus dem zwei Locher mit Radius 0.09 um (£0.1,0)" herausgeschnitten sind.
Das Gebiet ist in Abbildung 6.9 dargestellt. Wiederum soll der homoge-
nisierte Differentialoperator im Ursprung M, berechnet werden. Diesmal
soll die Abhéngigkeit beziiglich der Verfeinerungsskala getestet werden. Fiir
sehr grofie Schrittweite (relativ zur GroBle der Locher) erscheinen die Locher
verhéltnisméfig isotrop. Mit kleiner werdender Schrittweite wird die Situa-
tion zunehmend anisotrop. Fiir sehr kleine Schrittweite jedoch werden die
Locher in der betrachteten Umgebung von My nicht mehr vom Operator
A, (My,-) ,gesehen“, und die Situation ist wieder isotrop. Es stellt sich her-
aus, dafl der berechnete homogenisierte Operator die Darstellung

AP™ (Mo) = c1 (he) Opg + €2 (he) Dy
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Abbildung 6.10: Abhéngigkeit der Funktion ¢ (¢) vom Radius des Lochs.

besitzt. In Abbildung 6.11 sind die Koefﬁzienten 12 (he) dargestellt und
bestitigen genau die vorhergehenden Uberlegungen.

Abbildung 6.11: Verhalten der Koeflizienten ¢; (h) und ¢y (h) des homogen-
sierten Operators des anisotropen Modellproblems.
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