Ein Mehrgitterverfahren zur Berechnung der
Eigenschwingungen von abgeschlossenen Wasserbecken

Diplomarbeit
von
Stefan Sauter

Betreuung
Prof. Dr. R. Verfiirth

i Universitdt Heidelberg
Institut fiir angewandte Mathematik
November 1989




Inhalt

LEinleitung . . . . . . . . . . . . ...

[ 2. Herleitung der Shallow-Water-Equations . . . . . . . . . .. . ... 3

: 2.1 Physikalische Herleitung der Gleichungen . . . . . . . . . . . 3

{ 3. Analyse der kontinuierlichen Gleichungen . . . . . . . . . . . . . . .8

4. Diskretisierung der kontinuierlichen Gleichungen . . . . . . . . . . . .12

| 4.1 Diskretisierung mit finiten Elementen . . . . . . . . . . . . . 12

'. 4.2 Analyse der diskreten Gleichungen . . . . . . . . . . . . . .13

' 5. Numerisches Verfahren zur Losung der diskreten Gleichungen. . . . . . .18

i 5.1 Vorbereitung . . . I €

) 5.2 Konstruktion des Mehrgltterverfahrens Gk e o & ow omee wowow .19

| 5.3 Konvergenzdes Verfahrens . . . . . . . . . . . ... .. .22
6. Ein modifiziertes ILU-Verfahren zur Losung singulirer linearer

Gleichungssysteme . . . . . . . . . . . . ... ... ......25

6.1 Iterationsverfahren zur Losung linearer Gleichungssysteme . . . . .25

6.2 DasILU-Verfahren . . . . . . . . . . . .. ... ....26

6.3 Gittergenerierung . . . - .1

6.4 Numerierung der Gltterpunkte ‘e - - afe .. .5 .. .08

’ 6.5 Struktur der Steifigkeitsmatrix . . . e

6.6 Herleitung des modifizierten ILU- Verfahrens A R 3 |

6.7 Glittungseigenschaft fiir das modifizierte ILU- Verfahren I &

6.8 Stabilitdt der ILU-Zerlegung . . . . . . . . . . . . . . . . .51

7. Realisierung des Verfahrens auf dem Computer . . . . . . . . . . . . 75

7.1 Beschreibung der Phasen des Programms zur Berechnung der

Eigenschwingungen des Bodensees. . . . . . . . . . . . . . 175

8. Numerischen Ergebnisse . . . . . . . . . . . . .. . ... ... 8
8.1 Numerische Ergebnisse fiir eine singulire Gleichung . . . . . . . 86

8.2 Numerische Ergebnisse fiir das Eigenwertproblem . . . . . . . . 98

9. Notationen. . . . . . . . . . . . . ... ... ...107
10. Literaturverzeichnis. . . . . . . . . . . . . . . . . . .. .. .108




§1 Einleitung

Oftmals werden neue numerische Methoden zunichst auf Modellprobleme
angewendet und dabei deren Effizienz getestet. Obwohl es dann hiufig naheliegend ist,
daB sich die Algorithmen dann "im Prinzip" auch auf verwandte komplexere Probleme
tibertragen lassen, ist die Realisierung sowohl theoretisch (Ubertragen der Siitze und
Beweise) als auch programmiertechnisch sehr aufwendig.

In der vorliegenden Arbeit wird versucht, ein reales physikalisches Problem aus der Stro-
mungsmechanik mit modernen numerischen Methoden zu lésen. Sie wurde angeregt
durch einen Vortrag von Dr. E. Biuerle iiber die Eigenschwingungen von Seen,
insbesondere des Bodensees. So berichtet der Chronist Schulthaiss aus Konstanz im
Jahre 1549 iiber das ,,Wunder anloffen wassers” [18], wie der Rhein bei Konstanz
damals mit einer Periode von etwa fiinfzehn Minuten einigemale fluBaufwirts und dann
wieder fluBabwirts floB. Bauerle hat in [2] versucht, diese Eigenschwingungen, auch
seiches genannt, zu berechnen, indem er ein Differenzenverfahren zur Diskretisierung
der relevanten partiellen Differentialgleichungen (vgl. § 2) verwendet hat und die
Eigenwerte der entstandenen Matrix als Nullstellen des charakteristischen Polynoms
berechnet hat. Nun sind aber Differenzenverfahren fiir komplizierte Gebiete ziemlich
ungeeignet und die Eigenwertberechnung mit Hilfe des charakteristischen Polynoms
enorm aufwendig (vgl. § 8).

Ziel dieser Arbeit war es, die Grund- und Oberschwingungen des Bodensees mit einem
Mehrgitterverfahren mit ILU-Gldttung fiir eine finite Elemente Diskretisierung zu
berechnen. Die Vorteile dieser drei Bausteine sind:

Die finiten Elemente sind im Gegensatz zu Differenzenverfahren gut geeignet, sich
Gebieten mit komplizierter topologischer Struktur anzupassen.

Mehrgitterverfahren sind die schnellsten Verfahren zur Losung linearer
Gleichungssysteme; der Aufwand ist proportional zur Dimension des linearen
Gleichungssystems.

Das ILU-Verfahren wurde fiir Differenzenverfahren bei Modellproblemen auf
Rechtecksgebieten von Wittum [25] systematisch getestet und zeigte dort ausgezeichnete
Glittungseigenschaften. Auch erwiesen sie sich als numerisch robust (vgl.§ 6.6).

Andererseits entstehen durch die Kombination dieser Methoden wesentliche
algorithmische und theoretische Probleme. Das ILU-Verfahren setzt eine Datenstruktur
voraus, welche zu einfach strukturierten Matrizen fiihrt (gleichmiBige Gitter). Dagegen
ist die finite Elemente Methode gerade deshalb so effektiv fiir Gebiete mit ,,krummen
Réndern”, weil sie auch unstrukturierte und dadurch problemangepaBte Gitter erlaubt.Es
mufte also versucht werden, strukturierte und gleichzeitig problembezogene Gitter zu
erzeugen. Um den Algorithmus auf dem Computer zu realisieren, muBte dazu zunichst
eine neue Datenstruktur geschaffen werden. Dadurch wurde der Programmieraufwand
im Vergleich zu entsprechenden Modellproblemen und einfacheren Glittungsverfahren
wesentlich hoher, da so gut wie keine Routinen aus bereits existierenden Programmen
iilbernommen werden konnten. Zusitzlich ist die Komplexitit der einzelnen Routinen
(z.B. Abspeicherung der Matrix, ILU-Zerlegung der Matrix, sukkzesive Anpassung des
Gitters an das Gebiet durch einen speziellen Projektionsalgorithmus, Matrix-Vektor
Operationen etc.) im vorliegenden Fall teilweise erheblich hoher, als bei vergleichbaren
Routinen fiir Modellprobleme.



2-

Der Programmcode zur Berechnung der Eigenschwingungen des Bodensees umfaf3t
etwa 6900-, das zugehorige Graphik-Interface etwa 3900 Fortran-Zeilen und die
einzulesenden Daten (Rand und Tiefe des Bodensees und Grobtriangulierung) ungefihr
2800 Zeilen.

Am interessantesten an der ganzen Problemstellung war natiirlich die Frage: "Wie gut
ist das Verfahren zur Berechnung der Eigenschwingungen"?
Hofmann hat in [11] die Eigenwerte und -vektoren der Plattengleichung auf dem Ein-
heitsquadrat mit Dirichlet-Randbedingung gerechnet. Da dort auf einem regelmiiBigen
Gitter iiber einem sehr einfachen Gebiet gerechnet wurde, haben diese Ergebnisse kaum
eine Aussagekraft in bezug aus das komplexe Bodenseegebiet mit einer nichtkonstanten
Tiefe und einem unregelmiBigen Gitter. Fiir die Laplacegleichung mit Neumann-
Randbedingung auf dem Bodensee erhalten wir hervorragende Konvergenzraten und
konnen fiir die Eigenwertgleichung mit einer konstanten Aquivalenztiefe (§ 8) elf
Eigenschwingungen berechnen. Dagegen erhalten wir bei einer punktweise
eingegebenen Tiefe Konvergenz nur noch fiir den niedrigsten Eigenwert (vgl.§ 8).
Die mit der Aquivalenztiefe berechneten Eigenwerte stellen eine sehr gute
Approximation der bisher in der Natur beobachteten dar. Man muB diese Ergebnisse
jedoch mit gewissen Vorbehalten betrachten, da es fraglich ist, wie genau die Messun-
gen und Beobachtungen, die teilweise im Jahre 1549 erfolgten, waren. Ein weiteres
Problem stellen die topologischen Eingangsdaten dar. Durch Ablagerungen auf dem
Grund des Sees, vor allem im Bereich von FluBmiindungen, dndert sich beispielsweise
die Tiefe des Sees. In diesem Zusammenhang ist zu bemerken, daB die neueste
Tiefenkarte des Bodensees aus dem Jahr 1893 stammt.

Der theoretische Teil der Arbeit gliedert sich wie folgt.

In § 2 werden zunichst die relevanten Gleichungen fiir die Wasserschwingungen
hergeleitet und mit Hilfe physikalischer Uberlegungen vereinfacht. In § 3 stellen wir die
kontinuierlichen Gleichungen in einen mathematischen Rahmen und erkliren die
wichtigsten analytischen Eigenschaften. In § 4 beschiftigen wir uns kurz mit der
Diskretisierung der Gleichungen durch lineare finite Elemente und geben einige
Abschitzungen fiir den Diskretisierungsfehler an. In § 5 wird das verwendete
Mehrgitterverfahren erklirt' zur Losung linearer Eigenwertprobleme und singulirer
Gleichungen. Es wird untersucht unter welchen Voraussetzungen an die Operatoren und
Diskretisierungen das Verfahren konvergieri, d.h. die Approximations- und
Glittungseigenschaft besitzt. Der wesentliche Teil der Arbeit stellt dann § 6 dar. Hier
wird die Diskretisierung (Gittergenerierung) des Gebiets und das verwendete ILU-
Verfahren entwickelt. Danach stellen wir die wichtigsten bisher bewiesenen
theoretischen Eigenschaften der ILU-Zerlegung zusammen und werden feststellen, daf3
die Voraussetzungen bei diesen Beweisen in unserem Fall von finiten Elementen
iblicherweise nicht zu erfiillen sind. Satz (6.8.22) zeigt aber, dal wir auch in unserem
Fall beispielsweise mit der Stabilitit der Zerlegung rechnen kdnnen. § 7 und § 8
beziehen sich auf die programmiertechnische Seite der Arbeit und auf die vom
entwickelten Programm erzielten numerischen Ergebnisse.

AbschlieBend kann man sagen, daB8 zwar ein recht effektives Verfahren geschaffen

wurde, man aber dabei immer aufpassen muBte, nicht zu schnell zu groBe Spriinge in der

Komplexitit der Probleme machen zu wollen.

Ich danke Herrn Professor R. Verfiirth, der die Arbeit trotz seines Umzuges nach
Ziirich weiterhin unterstiitzt hat, fiir die Uberlassung des Themas und die Betreuung.
Auch mochte ich mich bei Hermn Dr. G. Wittum bedanken, der mich mit vielen guten
Ratschligen und neuen Ideen sehr motiviert und geholfen hat, sowie Herrn Dr. H. Blum,
der mir in interessanten Diskussionen wertvolle Tips gegeben hat.
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§2 Herleitung der Shallow-Water-Equations

In diesem Abschnitt werden wir die Shallow-Water-Equations, auch Flachwasser-
bzw. Lange-Wellen-Gleichungen genannt, direkt aus physikalischen Uberlegungen
herleiten (vgl. [2]). Fiir eine Herleitung der Gleichungen als Spezialfall der Navier-
Stokes-Gleichungen siehe [12] und [14].

(2.1) Physikalische Herleitung der Gleichungen

Wir betrachten im folgenden ausschlieBlich abgeschlossene Wasserbecken. Fiir die
Tiefenfunktion A(x ,y ), die den Abstand zwischen dem Seegrund und dem ruhenden
Seespiegel angibt, soll gelten: A(x,y ) 2 c, > 0. Das bedeutet, dal der Seeboden am
Ufer senkrecht um mindestens ¢, abfallen soll. Auch soll das Ufer um c}, iiberhoht sein,
wobei ¢, groBer als die maximale Amplitude der Schwingung sein muB.

l

i \ Ch'xy

h(x.y)

z\f

Abb.1 abgeschlossenes Wasserbecken (Querschnitt)

Wir wollen annehmen, daB die Schwingungen der Wasseroberfliche durch Druck-
unterschiede im Wasser verursacht werden, welche durch die Wirkung der dulleren
Kriifte: der Schwerkraft G, der Corioliskraft F.,, und weiterer zeitlich periodischer
Horizontalkrifte F (z.B. Wind) entstehen.



Seien u, v, w die Geschwindigkeitskomponenten eines Wasserteilchens in X,y,z Richtung.

Mit den GroBen :
u = , 0 = , U=
v w u

lauten die Krifte, die auf ein beliebiges Volumenelement V im See wirken :

u.L
Corioliskraft : Eor = p jvc (0 ) av

wobei p die Dichte des Wassers im Volumen V ist, welche hier als konstant angenommen wird,
und ¢ den Coriolisparameter bezeichnet.

Gravitationskraft : G=g: pj'v[gJ dv ,
wobei g =9.81 ms? die Gravitationskonstantelbezeichnet.
Trigheitskraft : Frigheir = P = dv

vV ot
Druckkraft :

Druckkriifte stehen senkrecht zur Qberfliiche E§ des betrachteten Volumenelements.
_ _§ .
FDrucI( = J:?VP d ’
wobei p den Druck auf das Volumenelement V bezeichnet

aussere Krdfte : )
Fiir die duBeren Krifte nehgner_l w_ir an, daf sie sich als Integral iiber eine Volumendichte f
ausdriicken lassen; f = (f1,f2.f3 )T .

Da wir ausschlieBlich horizontale duBere Krifte betrachten wollen, gilt ; f} = 0.
F = jv fdv

(2.1.1) Bemerkung
Falls der Druck p auf das hinreichend glatte Volumenelement V differenzierbar ist, gilt :

avpdS = _[VgradpdV

N R R A T S T E T T
o ] . o F7



Beweis:

Seia e R? fest aber beliebig.
Dann folgt aus dem GauBschen Integralsatz:

jav(p a)dS = jv div(p a) dV = jv <a, gradp > dV QED

Wegen des Newtonschen Prinzips von actio et reactio gilt :

i 0
2.1.2) jvgradpdv + pjvg‘- dv = pj'vc(':;)dv +g- pjv[o] dv + jvf dv .
1

In differenteller Form lautet obige Gleichung : (mitf 12 := (F1.f2)"

ou 1 -
(2.1.3 a) — -cut+-Vp=Ffi,
or p
(21.3b) pa—“,-g.p.{..a_p:o
ot Jz

Die Kontinuititsgleichung lautet unter den Annahmen, da

J,
P . 0 und Vp = O gilt:
ot

(2.13¢) diva =0

Wir wollen nur Schwingungen mit kleinen Amplituden (im Vergleich zu den Abmessungen des

Sees) betrachten. Nach Biuerle[2] kénnen wir annehmen, daf3 << g istund erhalten dann,

indem wir GL(2.1.3 b) von der Wasseroberfliche bis zu einer Tiefe z (d.h. von € bis z) integrieren :

(2.1.3b") p=pgxy,0+2 + Pamogphire -

Indem wir (2.1.3 b") in (2.1.3 a) einsetzen, ergibt sich :

du N
2.132") = ut+gVEXyD =Ffia
¢
z - Integration von (2.1.3 a”) von O bis h(x, y) liefert
L fhixy) O [y
(mitU = jo ~, dz undf = jo Fdz)
oU
(2.1.4 a) = C Ut +g hix,y)VE =f .
t



Da weiter gilt :

x d d
%] o] 0228
0 aZ z=h(x,y) z:O

folgt fiir die Kontinuititsgleichung (2.1.3 ¢) nach z- Integration :

(2.1.4b) divU+i§=O.
at

Fiir abgeschlossene Wasserbecken sind die Randbedingungen gegeben durch :

U- n=0;
wobei n den nach auBen gerichteten Normalenvektor an Q bezeichnet.

Die Bewegungsgleichungen fiir die Wasserschwingungen lauten dann in Operatorform zusam -
mengefalt (¢ ist im folgenden ersetzt durch z SR

gz c g hE?i u i
(2.1.5 a) < § g h3 [VJ = |f; in Q
23 3 )9 Lo
(2.1.5b) U- n=0 auf I' := 9Q
Wir wollen ausschlieBlich periodische Ls ungen betrachten der
Form:
(2.1.6)

U = u (x,y)sin(wd

z = z (x,y) cos(wf) ,
angeregt durch duflere Krifte der Form :

f=f (x,y) cos(wd)
.f_ . (f-l’f-Zso)T .

Biuerle stellte in [2] fest, daB die Corioliskraft speziell fiir den Bodensee einen vernachldssig -
baren EinfluB auf die Seeschwingungen hat.

Wir kénnen also ¢ = 0 setzen und erhalten dann mit dem Ansatz (2.1.6) das bis auf den Faktor
(g- #) symmetrische Gleichungssystem :

0 (ol g h VN (u a f—j
s (i) (—div ol )@ ‘(

TR SR T T E TR Y TR T
e A D ' s o ,



rrtt

Dieses System l48t sich entkoppeln, und es ergibt sich dann (mit fi=divf):

) 1s ol g-h-V Y
(2.1.8) (o w21+div(g-h-V))(;)_©

Zur Randbedingung :
Wir betrachten Gl. (2.1.7 i) auf I" und multiplizieren mit dem Normalenvektor n :

(g h-Vz)n=f-n .
Dah > 0 ist, kbnnen wir definieren :

oz _f-n

— =Vz - n
on g h

=: nx,y) auf " .

(2.1.9) Bemerkung
In dieser Herleitung wurde immer von einer homogenen Temperaturschichtung des Was -
sers ausgegangen. Fiir ein Mehrschichtenmodell siehe [2].



§3 Analyse der kontinuierlichen Gleichungen

Wir wollen nun die in §2 aus physikalischen Uberlegungen gewonnenen Gleichungen

w?z + div(g- h- Vz) = f inQ

G.D _83 =r aufl

n

in einen mathematischen Rahmen stellen, um sie dann zunichst analytisch zu
untersuchen.

Zuniichst bendtigen wir einige Definitionen:

(3.2) Definition Gelfand-Dreier

Seien V,U Hilbert-Rdume und VU stetig und dicht eingebettet. Dann ist U” stetig
und dicht in V~ eingebettet (vgl. [9; Lemma 6.3.9]). Nach dem Darstellungssatz von
Riesz 1Bt sich U mit U~ identifizieren. Man erhit dadurch den Gelfand-Dreier Vc U
C V', wobei alle Einbettungen stetig und dicht sind.

Q
(3.3) Definition

Eine Bilinearform a (-,-): V. x V. —R heiBt stetig (oder beschrinkt), wenn ein Cq
existiert, so dafl

(3.4) latx,y)l < Cs lx Iy ly Iy Vx,ye Vv
|
(3.5) Definition

Ve Uc V’ sei ein Gelfand-Dreier. Eine Bilinearforma (-,-) : VXV —R heifit V-
koerziv , wenn sie stetig ist und wennes Cg e R und Cg > 0 gibt, so daB

(3.6) axx) 2 Ce x|, -Celx [, VxeV

YRR TR ST VY VIR
,‘ 3 4 x ?“:’T?'bfa?ﬁ.



# 4':—3

ot O

9.
(3.7) Definition

Sei Q — R". Wir schreiben Q e C*! | wenn fiir jedes x € I := 0Q2 eine Umgebung
U, < R" existiert, und es dazu eine bijektive Abbildung:

®:U, -K0):={EcR :|E]<1}
gibt, mit:

® e C™(U,), ! e C™EKL ()

OU, NI = (£ K10, & =0}

U, NQ) = (§ e K((0), & > 0}

OU, NR\Q) = (& e Ki(0), & < 0}.

Bezeichnungen und Voraussetzungen:

Das Produkt (g-h) aus (2.1.8) wird jetzt immer mit 4 bezeichnet. Der Sobolevraum HK
ist definiert als diejenigen Teilmengen von L2, deren Elemente schwache Ableitungen
bis zur Ordnung k besitzen, die in L liegen (vgl [9]).

Wir nehmen an :
Qe C™, feHYQ), he C(Q), re HYYD), A = 0?.
Wir fiihren die Bilinearform :
(3.8) a:HY(Q)xHY(Q) —R
ay):=NuhVv),
und das Funktional :
(3.9) g e H(Q)

gv) = -jg(f-v) dQ + jr(h-r-v) dr v e H(Q)

ein.

Damit lautet die Variationsformulierung von (3.1) :

(3.10) Suche u € HY(Q), so daB
aw,v) = A (u,v)o+gWw) firallev e H/(Q)

(3.11) Lemma

Einer stetigen Bilinearform kann man eineindeutig einen Operator A € £(V,V’)
zuordnen, so daB:

a@xy)=<Ax,y>yyy VxyeV

mit ” A ”V’xV < Cs

i
Beweis:
siehe [9; Lemma 6.5.1] QED
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Mit Hilfe von Lemma (3.11) kénnen wir nun g (+,+) den Operator A und (- ,- )g den
Operator M zuordnen, so daB (3.10) dquivalent ist, zu :

Suche u e H! (€2), so daB
(3.107 Au -AMu=g

(3.12) Bemerkung
Die Bilinearform a (-,-) und das Funktional g ist durch (3.8) bzw. (3.9) wohldefiniert.

Es gilt :
lg I < CUF I+ Ir lezgy)

Weiter ist die Bilinearform g (-,+) stetig und V-koerziv.

Beweis;

siche [9; p.139/140] QED

Die Frage nach der Existenz und Eindeutigkeit von Lésungen beantwortet eine
Folgerung aus der Riesz-Schauder Theorie:

(3.13) Satz

Sei V.« U < V' ein Gelfand-Dreier mit kompakter Einbettung VcU. Die
Bilinearform a (-,-) sei V-koerziv mit zugehorigem Operator A. 1:V — V” sei die
Inklusion. Sei

E(A) := ker(A-A D) und E” (R) := ker (A" - D).

Behauptung :
a) Fiir jedes A e C gilt eine der folgenden Alternativen:
() (A-AD1egv,v) und (A"-AD7Te gV,V)
(i) A ist Eigenwert von A

b) Das Spektrum G(A) von A besteht aus héchstens abzihlbar unendlich vielen
Eigenwerten

Es gilt: A €0(A) @keo(A).
Fernerist dim E(A) = dim E' A) < oo,

¢) FirA e o(A) hat Ax -)x =f fiir fe V’ mindestens eine Losung x e V
genau dann, wenn f L E'(A); d.h.: <f, x° >vxv= (. x)y=0 VxeE (R).

Q
Bewers:
siehe [9; Satz 6.5.15] QED
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In unserem Fallist V=H!(Q); U=L2 Q)und V' =H'!(Q).
Nach dem Sobolevschen Einbettungssatz ist H' () kompakt eingebettet in L? (Q) fiir
Q < R? Die Bilinearform a (-) in Gleichung (3.10) ist nach Bemerkung(3.12) H! -
koerziv; das bedeutet nach Satz (3.13) v.a.: -

Sei A e C fest aber beliebig, und a” die zu @ adjungierte Bilinearform (a” (x,y) :=
a (y,x) ). Dann gilt entweder:
Die Gleichungen

a(x,y) - L (x,y)0 =g0) VyeH'(Q)
a’(x’,y) - X(x",y) =g0») VyeH{(Q)
sind fiir alle g € H'!(Q) eindeutig l6sbar,
oder :
1 £ dimEQ) = dimE’(R) < oo;
m.a.W. besitzen die Gleichungen
a(x,y) = A@x,y0 VyeHY(Q)
a(x’,y) = X(x",y) VyeH(Q)

nichttriviale Losungen xe E(A) und x* € E* (%).
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§4 Diskretisierung der kontinuierlichen
Gleichungen

4.1 Diskretisierung mit linearen finiten Elementen

Fiir Leser, die an einer ausfiihrlichen Theorie des Ritz-Galerkin Verfahrens bzw. der
finiten Elemente interessiert sind, sei an dieser Stelle auf [9; § 8] verwiesen. Der
vorliegende Abschnitt soll nur eine kurze Beschreibung der Methode sein und die fiir
unser Problem wichtigsten Sitze zusammenfassen.

Wir wollen das Problem (3.10) mit der Ritz-Galerkin Methode diskretisieren, indem
wir den unendlichdimensionalen Raum HI(Q), der im folgenden mit V bezeichnet wird,
durch eine Folge endlichdimensionaler Teilriume {V,} approximieren. Dies geschiet in
unserem Fall dadurch, daB das Gebiet Q in kleine Dreiecke (,,finite Elemente”) zerlegt
wird. Die ,,Ansatzfunktionen” ¢; miissen stiickweise linear sein (auf jedem Dreieck
linear), in einem Eckpunkt eines Dreiecks (P;) gleich eins sein und in allen anderen
Eckpunkten verschwinden. V,, := span{¢;; 1 <i <n}, wobei n die Anzahl der Eck-
punkte aller Dreiecke ist.

Wir erhalten dadurch das Problem:
(4.1.1 a) SeiV, < V,dimV, = n < =

(4.1.1b) Suche u, € V,, sodaB
a(Un, V) - Mun,v)o = g(v) Vv € V,

Indem man auf V, eine Basis {b;, by, ...,b,} einfiihrt, kann man das lineare
Gleichungssystem:

(4.1.2) Ku-AMu=f

mit den n xn Matrizen:
Ki=Kiicijsn Kij=a(b;,b;)

Mi=WMi<ijen M=, b))
und dem n - Vektor:

f:= (fl’ fz, . fn) f" = g(b‘)
definieren.
Die Losung u von (4.1.2) ist iiber den Isomorphismus:

P:R" 5V, cV
Pu = Z“i b;
i=1

dquivalent ist zu u,, aus Problem (4.1.1).
Die Matrix K bezeichnet man als Steifigkeitsmatrix, M iiblicherweise als Massenmatrix.

XYY R R D L P TR T I S R NE



4.2 Analyse der diskreten Gleichungen

Um Aussagen iiber die Losbarkeit des Problems (4.1.1) bzw. (4.1.2) machen zu
konnen, (speziell fiir n — o) und Abschidtzungen zwischen kontinuierlicher und
, diskreter Losung zu erhalten, miissen wir zwei Fille unterscheiden:

(4.2.1 a) Das (kontinuierliche) Problem (3.10) ist fiiralle g H'I(Q) l6sbar,
(4.2.1b) A ist Eigenwert von M1K (M, Kaus 4.1.12) .

(4.2.2) Satz

Die Bilinearform a(- ,- ) sei V -koerzivund V < U < V~ ein Gelfand - Dreier.
Das Problem :
Sucheu € V ,sodaB
au,v) = glv) VveV
seifiralleg € V~losbar.
Sei V; == V,, © V (i € N eine Folge von Unterrdumen mit :
lim d(u,V;) = lim mf lu-wlv =0.

I— oo i— 00 WEV, nj

Dann gilt :
a) Fiir hinreichend groBes i ist die folgende Stabilititsbedingung mite,, 2 € > 0 erfiillt.

(4.2.3) inf {sup {|a(u,v)| :v e V,,,Ivly =1} :u e V,,
lulv =1} =¢, >0

b) Bedingung (4.2.3) ist &quivalent zu
| A,

Bewelis:
a) folgt aus [9; Satz 8.2.8 und Lemma 11.2.7]
b) siehe [9; Lemma 6.5.3] QED

Der folgende Satz gibt an, wie man aus der Stabilititsbedingung (4.2.3) und der
Konstanten Cg aus (3.4) eine Abschitzung fiir den Diskretisierungsfehler |u - u, |y
bekommt (vgl. [9; Satz 8.2.1].
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(4.2.4) Satz

Es gelte (4.1.1 a), (3.3), (4.2.3). u € V sei eine Losung von Aufgabe (3.10), wihrend
u, € V, die Ritz-Galerkin Lésung von (4.1.1) sei. Dann gilt die Abschitzung:
lo-us v <1+ Cs/en) jnf lu-w Iy
mitCs aus (3.3) und €, aus (4.2.3).

(4.2.5) Bemerkung

Die Konstante (1 + Cg/e,, ) ist fiir alle n € IN beschriinkt durch (1+ Cs/e) mit € aus
Satz (4.2.2).

O

Wir wollen das singuliire Problem (3.10) - Situation (4.2.1 b) - nur im homogenen
Fall (g = 0) betrachten. Wie wir in § 5 sehen werden, kann man mit der Kenntnis der
Eigenvektoren von M K die Aufgabe (3.10) regularisieren, indem man sie auf
geeigneten Quotientenvektorriumen betrachtet.

Bei der Konvergenzuntersuchung fiir das Eigenwertproblem hat man folgende
Schwierigkeiten zu beachten:

1.) unendlich vielen Eigenwerten und -vektoren im kontinuierlichen Fall stehen im
diskreten immer nur endlich viele gegeniiber. Man kann deshalb eine gleichmiBige
Approximation aller Eigenwerte nicht erwarten.

2.) Die Dimension der Eigenriiume der kontinuierlichen bzw. der dazugehorigen
diskreten Eigenwerte braucht nicht iibereinzustimmen. Wir konnen jedoch hoffen,
daB in vollig unsymmetrischen Gebieten (Bodensee) gilt:

dim EQA) =dimE(A, ) =1 .
Falls man aber trotzdem mit mehrfachen Eigenwerten zu tun hat, hilft einem die im
folgenden ausgefiihrte Uberlegung, fiir die wir zunichst einige Konvergenzbegriffe fiir
Operatorfolgen benstigen:
(4.2.6) Definition
Seien im folgenden T, und T Operatoren in X.

Wir wollen annehmen, daB fiir den Definitionsbereich (dom) aller nun vorkommenden
Operatoren T, , T gilt:

dom (T, ) = dom (T) = : D.

Sei [T, }, <IN eine Folge beschrinkter Operatoren in D.

T N e T
DD il VK Ttglh BEe B o ;
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Man definiert:

T, konvergiert gegen T e £(D)

a) punktweise: T, -p—> T genau dann, wenn fiir alle x € D gilt :
Thx > Tx, n 5 ;

b) stabil : Ta —s> T genau dann, wenn
@ T, 5T
(i) dM > 0; INgelNsodaB: VnelNn > Ny gilt:

T, ' €e£D) und [T, |<M.

¢) Fiir einen Eigenwert A von T der algebraischen Vielfachheit m < oo definieren wir die
stark stabile Konvergenz in einer Umgebung U von A

T 3T
durch :
) T,-z>5T-z YzeU-{}\)
(i) dim B, (X) = m;

wobei B, die mit 6(T,) N U assozierte Spektralprojektion von T, bezeichnet.

1
B = -— I R,(2)dz, mitdem Resolventenoperator R, von T,,).
211 YU

Damit kdnnen wir nun den Satz iiber die Konvergenz mehrfacher Eigenwerte
formulieren.

(4.2.7) Satz
Voraussetzungen wie in Definition (4.2.6 c).
Dann gilt ;
a) Falls T, - z i)T - z in U, dann enthilt 6(T,) N U fiir hinreichend groBes n exakt m
Eigenwerte{|L;, }1<j<m von T, , gemiB ihrer Vielfachheit gezihlt.

b) Die beste Approximation von A ist der Mittelwert A, definiert durch :

= 1 &
Aa = _z[ujn
m ;=

Beweis:
a) siehe [6; Proposition 5.6]
b) siehe [6; § 6 und Satz 4.2.7] QED
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Den Zusammenhang zwischen den Operatoren T,, T e £(D) und der partiellen
Differentialgleichung in schwacher Formulierung (4. 1. 1) erlédutert folgende Bemerkung.

(4.2.8) Bemerkung

V < U < V7 sei ein Gelfand-Dreier mit kompakter Einbettung V < U. Die Bilinear-
form a(-,-) sei V-koerziv mit zugehdrigem Operator A (vgl. Lemma 3.1 D.IV -V be-
zeichne die Inklusion. Ck sei die Konstante aus Lemma (3.11).

Der Operator T e £(V) ist dann definiert durch:

T:=(A+Co!lI.
Analog definert man im diskreten Fall die Operatoren T,.

Zwischen den Eigenwerten 1; von T und den Eigenwerten A; von A besteht die Beziehung :
li = CK + 1 / Mi .
Q

Siehe dazu [9; p.131 und p.126].

Eine hinreichende Bedingung fiir die stark stabile Konvergenz von T, wird in [6;
Prop. 5.17] gegeben.

Der niichste Satz gibt eine Abschitzung fiir den Diskretisierungsfehler an:

(4.2.9) Satz

Sei ©Q < R" beschriinkt und " := 9 Q glatt. H := L2 (Q), V:=HYQ): a( ,- ) sei
definiert wie in (3.8).
Wir betrachten das Problem:

Suche u € V, sodaB
a(uv)=A(uv)y Vv eV.

Die GroBe © ist definiert durch :
Sei H ein Hilbertraum und B, C Unterriume von H
Ou(B,C) = max{8y(B,C), 8p(C,B)},
du(B,C) = sup disty(v,C);

veB
MiH=1

wobei fiirv e H, disty(v,B) definiert ist, durch
disty(v,B) = irég v -wlyg .

TN BT
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Wir wihlen eine Familie {V,, } von endlichdimensionalen Teilrdumen von V,

die folgendem geniigt :

(i) Vi, €V

(i) disty(v,Vy,) S Ch*¥'  Wvev
Dann gilt :

1A - %l = OBF*?)
Oy (EM),E,(A,)} = O (RX1)

®u(EM),Ei, (M)} = O (B°) ;
mit j, wiein Satz (4.2.7).
In unserem Fall von linearen finiten Elementen istk = 2.

Beweis:

siehe [5]

Fiir den Fall, da8 a (-,+) nicht selbstadjungiert ist, sei auf [6; § 6] verwiesen.
Der Fall, dafl d Q nicht glatt ist (z.B. einspringende Ecken), wird in [15] behandelt.

-.‘-\-.‘*;" |
g
S
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§5 Numerisches Verfahren zur Losung der
diskreten Gleichungen

(5.1) Vorbereitung

In diesem Kapitel wollen wir zunichst fiir das endlichdimensionale verallgemeinerte
Eigenwertproblem:

(5.1.1) Ku =AMu

ein effizientes numerisches Verfahren entwickeln. Dies wird in diesem Fall ein
Mehrgitteralgorithmus sein, mit einem modifizierten ILU-Verfahren als Glitter.
AnschlieBend wird klar werden, daB dieser Algorithmus nach geringfiigigen Verin-
derungen geeignet ist, das reguliire Problem:

(K-AM)u=f ;Akein Eigenwert
und das singuldre Problem:

(K-AM)u=f ;A Eigenwert
zu 16sen.
Da in unserem Problem K und M symmetrische Matrizen sind, wollen wir uns in der
folgenden Herleitung und Untersuchung des numerischen Verfahrens auf den
symmetrischen Fall beschrinken. Falls K und M nicht symmetrisch sind, siehe [8] und
[11].

Eindeutigkeit bei singuliren Gleichungen :
Wir betrachten das Problem:

(5.1.2) K-AM)yu=f,

wobel K und M selbstadjungiert sein sollen, M reguldr angenommen wird, und A im
Spektrum von M! K liegen soll.

(5.1.3) Satz

Sei E(A) der Eigenraum von Problem (5.1.1) zum Eigenwert A;
EX) :=ker(K - A M).Seif LE(0);d.h. <f,v>=0 Vv eE 0 .

Behauptung :

Dann hat (5.1.2) eine eindeutige Losung u L. M(E (0)) := {Mv,v €E (0)} . a
Bewels :

siche [11; p.16] QED

e e T O T T e T PRI RO S T T T A TR A T T
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Um aus einer Eigenvektomndherung " € " eine Approximation fiir den zugehdrigen
Eigenwert zu erhalten, benétigen wir den verallgemeinerten Rayleigh - Quotienten A:

<Ke,e>
A(e) = —

< Me,e>
(5.1.4) Satz
Sei A der exakte Eigenwert zur Eigenfunktion e, und § := oeréin(r { <M(e-06),e- ae>/?2 }.
e sei dabei eine Approximation von e.
Dann gilt :

| L -A(€)] < C8.

Beweis :
siche [8; Lemma 12.1.2] d

Damit sind wir nun in der Lage, das Mehrgitterverfahren zur Losung des Eigenwert-
problems (5.1.1) zu erkléren.

(5.2) Konstruktion des Mehrgitterverfahrens

Wir wollen annehmen, eine Grobtriangulierung des Gebiets Q n-mal verfeinert zu
haben (vgl. §6 ) und daraus mit Hilfe von finiten Elementen wie iiblich eine Sequenz von
n Matrizen: (K;-A,M,) 1<£Z<n erzeugt zu haben.

Sei Sy (ug, £, Ap) ein Schritt eines linearen Iterationverfahrens (Glittungsschritt) zur
Ldsung von:

(Ke- ke Mz) Up = fz .
Auf die Wahl von §, werden wir in § 6 ausfiihrlich eingehen.

Sg(hg) =8, (uy,0,A,) ist dann ein Glittungsschritt fiir das Eigenwertproblem. S
muB folgende Fixpunkt-Eigenschaft besitzen:

Sz()\,g)ee=ee Veg EEz(Ke) .

Ist nun mit A, eine Approximation fiir den exakten Eigenwert A, gegeben, hat die
Anwendung von v Glittungsschritten u, —>u,:=S, (X, )" denselben Effekt wie bei
reguliiren linearen Gleichungssystemen. Hochfrequente Anteile des Fehlers von Up
werden reduziert. Die Eigenwertkomponente bleibt dabei nahezu unveriindert ( Ap=h,p).

Fiir die Grobgitterkorrektur bendtigen wir den Defekt:
de = (Ke -Xe Me) LIZ .

Um die Darstellung zu vereinfachen, wollen wir annehmen, daB gilt:

dim Ee(?\.z)zl und <M2 ee, ez>=1 :

Seiu zerlegtin iy = ae, + ve mit vp L M {E; (Ap)}.
Daraus folgt :
dp = (hg - Ag)aMge, + (Kg - Ky My v,

Lo
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Wir fithren die Projektion Q, auf E, (A,)* ein :
quz = Up - < Up,ep > Mgeg .

Da gllt (Kg - Xg Mg) Ve € Eg ()\.g)'L, fOlgt:
dp*t = Qedy = (Kg -1 M, We

Die exakte Korrektur von &, wiire -
W = U -wp;
wobel w, die Losung der Gleichung :
(5.2.1) (Kg -Ae Mg)wp = dp *
mit dy * € E; (Ag)* und w, eM, { Ez (Ap)} ist.

Auf Grund von Satz (5.1.3) hat die Gleichung (5.2.1) - falls &, ein Eigenwert ist -
eine eindeutige Lisung. Falls A in der Nihe eines Eigenwertes liegt, folgt die eindeutige
Losbarkeit von (5.2.1) aus einem Storungslemma (siche [8; Lemma 12.1.7).

Da die Losung der Defektgleichung :
we = (Kg - K Mg)tat
mit Rundungsfehlern behaftet sein wird, sollte man we mit Hilfe von Q, auf M, {E, (£,)}
projizieren; d.h. :
we = QK - X, Mp) 1 Qud,
wobei Q; definiert ist durch :
Qe = up - <y, Mg, >¢, .

Wir erhalten also folgende Iterationsvorschrift firr ein Zweigitterverfahren zur Losun gvon (5.1.1) :

gegeben seien Startnaherungen 2, , X, .

5.2, )
G28) [terationsschritt :

e¢ &z -pre.1 Qo Kooy - Xy Mg)? Qe-112.10 Kg - A, Mp)S,(Kp) '8,

wobei r und p die kanonische Restriktion und Probongation zwischen den Gittern ¢ und 2-1
bezeichnet,

Fir die Projektion Q, , bendtigt man den (approximativen) Eigenvektor ¢,. Diesen
erhiilt man, indem man das Verfahren der geschachtelten Iteration verwendet (vgl. [8;
§Sund §12.3.3] ).

T T ST SRS D TR TN TR R T
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(5.2.4) Algorithmus :
program nested iteration
Berechne e , Ap (z.B. durch das QR - Verfahren)
do £ =1, Lpa,stepl
€p.1 =&p.; [<Mg.1ép.1,60.1 >
Ae.r = Ag.g(€p.y)

€y = Pee-1€g-1
do j = 1, Lupbruch, Step 1 callemg(g, &,)
continue

end

program eigenvalue multigrid iteration (emg)
subroutine emg (£, u)

A=Ay, ()

u:=3S8, M) u

d=Qgrte1e (Kg - AMg)u

v =0

do j = 1,v, stepl callsmg(£-1, v, d)
U= U-pege-1Vv

end

program singular multigrid iteration (smg)
subroutine smg( 2, u, f)
if (€ =0) then u:= Qo (Ko - XoMg) Qo f
else
u =S f,ke)

d:=Qeitere Kot -AgMpu-f)

v =0

do j= 1,7, stepl callsmg (-1, v, d)
endif

u = Qp - pgg1v)
end

(5.2.5) Bemerkung

Die GroBe vy in Algorithmus (5.2.4) bestimmt den Zyklus des Mehrgitterverfahrens.
Y= 1ergibt einen V - Zyklus; y= 2 einen W - Zyklus (vgl. [8; §2.5]).
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(5.3) Konvergenz des Verfahrens

Um die Konvergenz des in (5.2) entwickelten Verfahrens zu beweisen, zeigt man in
Anlehnung an die von [8; § 6] vorgestellten Theorie, daB der Algorithmus (5.2.3) die
Glittungs - und die Approximationseigenschaft besitzt.

Wir betrachten dazu zuniichst den Zweigitteralgorithmus (5.2.3) und zerlegen diesen
gemiB:

A =(Kg - A,M, )L Peie-1 Qe.y Kpoy -Ap, M, )1 Q. Tg.1p
G = (K¢ - AMg)S," ()

(5.2.3 ) el = A G &)

Damit der Algorithmus (5.2.3") konvergiert, muB das Produkt A-G in einer geeigneten
Norm kleiner eins sein. Dazu definieren wir zunéchst die folgenden Normen.

(5.3.1) Definition

Seiue R. |- || bezeichnet die euklidische Norm (|Ju || := { z u? }1/2 ).
i'=1
. . ITx 1
- Il sei die zugehorige Operatornorm ( || T | = sup_ firTe S£(R")).
u eR
u#z0

Wir werden nun noch weitere -gitterabhiingige- Normen definieren:

Sei dazu Q e R? ein Gebiet, welches mit Hilfe der Triangulierung 7 in Dreiecke zerlegt
sei (vgl.§6.3); n bezeichne die Anzahl aller Gitterpunkte von 1. Mit Hilfe der finiten
Elemente Ansatzfunktionen {b;}1 << konnen wir den Isomorphismus P : R -V, <
\% (=H1(Q) ) definieren (vgl.§4). Sei R := P" die zu P adjungierte Abbildung. Mit der
Massenmatrix M = R*P gilt dann:

Pu,Pv)yi=<u,Mv> .
Da M positiv definit ist, kénnen wir ein gitterabhingiges Skalaprodukt und damit eine
gitterabhéingige Norm auf dem R® definieren durch:
<U, V> :=<u,My>
le g i=(<u,u SOV Yoy e R
Sei &, der Operator, welcher auf Grund von Lemma 3.11 der Bilinearform a el

V.xV, =R eineindeutig zugeordnet werden kann. R, (und nicht die Steifigkeitsmatrix
Kqa!) stellt die Approximation des diskretisierten Differentialoperators dar. Es gilt:

K,:=R R P

(vel [9; Lemma 8.1.7]). Um K, in der Norm den Charakter eines Differentialoperators
(R,) zu geben, versehen wir den Bildraum von K, mit der euklidischen Norm und den
Urbildraum mit der Norm I |s- Dadurch kénnen wir die Norm l-Wa bzw. [I-)l
definieren, durch:

J I TN PHANE
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IKn vy = sup Ky 2 ||
wek® Jlu v
-1
- IK: v = sup M .
uek [ul

Da der Glitter S (vgl. Definition 5.3.2), auf Grund der Riume in denen er operiert, als
Operator des R™ in sich zu interpretieren ist (siehe §6. 1), werden wir S in der Norm ||- ||
messen.

Man definiert dann den Begriff Gldttungseigenschaft fiir Iterationsverfahren zur Losung
eines Eigenwertproblems. Der Einfachheit halber wird hier angenommen, der Glitter S
sei linear (vgl. [11]).

(5.3.2) Definition
Eine Abbildung
Sz 1 Vg xCxV,
erfillt die Gldartungseigenschaft fiir Eigenwertprobleme genau dann, wenn folgende Be -
dingungen erfiillt sind :
Sei A, der kleinste Eigenwert von (5.1.1). Dann gelte :
6] Joa > 0, v e N eine Funktion 7(v) mit (V) -0 ; v oo
und v(hy) € IN; V(hg) > w
so, daB gilt :
IKe -AeMg)Se(e) 20 | < n(W b Nz, Iy
Vizg L Mp{E,(0)} und v < v < vhy) .

Sei e, eine Eigenfunktion zu A,. Dann gelte :
(1) Se(Ag)eg = ¢ .

(ii1) 1Sz ) - Se @) zll< CIA - K| z] VAeC ReUQ).

(5.3.3) Bemerkung

Bedingung (i) ist die iibliche Glittungseigenschaft, wie sie z.B. aus der Behandlung
elliptischer Differentialgleichungen bekannt ist. Die Bedingungen (if ) und (ii ) sichern
die Vertriiglichkeit mit dem Eigenwertproblem. d

Um die Konvergenz von (5.2.3) zu zeigen, bendtigen wir noch eine Abschitzung fiir
den Operator A aus (5.2.3%). Dieses Problem wird in [7] ausfiihrlich behandelt. Es soll
hier nur zitiert werden, daB} unter geeigneten Voraussetzungen gilt:

lAlM<Che™

mit C:= C(hy /hy_;) und o aus Definition (5.3.2).

Man folgert nun weiter, wie bei Hofmann [11; p.31] und erhilt schlieBlich iiber die
Konvergenz des Zweigitterverfahrens die Konvergenz eines Mehrgitterverfahrens,

welches exakte Projektionen Qg Qg benutzt, und schlieBlich die Konvergenz von
Algorithmus (5.2.3).
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(5.3.4) Satz

Seien die durch die geschachtelte Iteration gelieferten approximativen Eigenvektoren
und damit die Projektionsabbildungen Q,, Qg hinreichend genau. Das Mehrgitterver-
fahren zur Losung der singuldren Defektgleichung bestehe aus mehr als einer Iteration.
Prolongation und Restriktion seien kanonisch definiert (vel. [8; §3.6).

Der Glitter S, (A,) besitze die Glittungseigenschaft (5.3.2).

Dann gilt:
1) Der beschriebene Mehrgitteralgorithmus (5.2.3) ist konvergent.

2) Es gelten die Fehlerabschitzungen:
1

a) lee'*! ez | < Cn(v)lles - e |
wobei e, die exakte Losung von (5.1.1) bezeichnet.

b) A - Aej)| < CO?
wobei A den Rayleighquotienten bezeichnet, und ©; definiert ist durch :
o et el
le,
Beweis :

vgl [11] und (7] QED
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§6 Ein modifiziertes ILU-Verfahren zur Losung
singularer linearer Gleichungssysteme

In diesemAbschnitt werden wir fiir unser Problem ein modifiziertes ILU-Verfahren
zur Losung groBer singulidrer linearer Gleichungssysteme (LGS) entwickeln und dessen
Verhalten bei unregelmiBigen Diskretisierungen untersuchen.

(6.1) Iterationsverfahren zur Losung linearer Gleichungssysteme

Wir betrachten das LGS:
(6.1.1) Ax=b,
wobei A eine regulidre n x n Matrix ist und bx e R™.
Ein lineares Iterationsverfahren zur Losung von (6.1.1) 148t sich beschreiben durch:
(6.1.2) a) X, sel ein gegebener Startvektor
b) Iterationsvorschrift: x;,; :=x; - Al (Ax; -b);

wobei die n X n Matrix A regulir sein soll und A approximieren soll.

(6.1.3) Definition Spektralradius
Der Spektralradius p einer n X n Matrix A ist definiert durch :

p(A) :=max {| A ] : A ist Eigenwert von A}

Q
(6.1.4) Satz
Behauptung:
(1) (6.1.2) beschreibt eine konvergente Iteration genau dann, wenn
pl-AtA) < 1
erfiillt ist.
(11) Ist (6.1.2) konvergent, so hat (6.1.2) genau die L&sung von (6.1.1) als
Fixpunkt.
a
Bewelis :

(1) siehe [20; Theorem 1.4]
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(1) (6.1.2) konvergiere gegen y. Dann gilt:
y=y-Al(Ay-b) & Ay=b,
da A regulr ist.

QED

(6.2) Das ILU-Verfahren

Sei das LGS : Ax=b mit der sehr groBen aber schwach besetzten Matrix A gegeben.
Diese Situation liegt beispielsweise bei der Diskretisierung partieller Differentialglei-
chungen mit finiten Elementen oder finiten Differenzen vor (vgl. §4). Eine LU -
Zerlegung (bzw. eine Cholesky-Zerlegung im symmetrischen Fall)

A=LU

ist in diesem Fall nicht durchfiihrbar, da die oberen - bzw. unteren Dreiecksmatrizen L
und U i.A. wegen des "fill-in" nicht mehr schwach besetzt sind.

Die Idee der unvollstindigen LU-Zerlegung (ILU) ist, die Aufspaltung A =L U zu
ersetzen durch

(6.2.1) A=LU-C

mit schwach besetzten oberen bzw. unteren Dreiecksmatrizen L und U und einer
Restmatrix C.

(6.2.2) Definition
Das Besetzungsmuster B A €lner n X n Matrix {Ai}1<ijen ist gegeben durch:
Ba=1{0Gy) tAjj#0:1<ij <n)
Q

Definiert man jetzt fiir L und U die Besetzungsmuster B, und By , dann berechnet
man beim [LU-Verfahren diejenigen Elemente L, j (Ui fiir die gilt:

(Gy)e By (e Py)

nach der iiblichen LU-Zerlgun g. Alle anderen Elemente von L bzw. U werden wihrend
der Zerlegung null gesetzt. Die Matrix C ist dann definiert durch:

C=A-LU.
Die iiblichen Voraussetzungen an B, By und P sind:
(623) a) BL(\BC=BUQBC=®
(6.2.3) b) BacBLUBy -
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Wir konnen die Faktoren L und U normieren durch die Bedingung:

L,',,'=U,",' 1 <i<n
Damit kénnen wir Gleichung (6.2.1) auf die Form:
(6.2.1) A=L+D)D!'(U+D)-C

bringen, wobei L (U") strikte obere (untere) Dreiecksmatrizen sind und D diagonal sein
soll.

Das ILU-Verfahren zur Losung von (6.1.1) lautet dann:

a) gegeben sei ein Startvektor x

b) Tterationsschritt: x;,, = x; -(LU)! (Ax; - b)
wobei L und U wie oben definiert sein sollen.

(6.2.4)

Um eine ILU-Zerlegung bei sehr groBen Matrizen durchfiihren zu konnen, ist es
entscheidend, die Besetzungsstruktur der Matrix a priori zu kennen. Beispielsweise ist
die Steifigkeitsmatrix K aus (4.1.2) zwar schwach bestzt, jedoch ist bei unregelmiBigen
Gittern das Besetzungsmuster Py vollig unstrukturiert. Hat man jedoch feste
Nachbarbeziehungen zwischen den Gitterpunkten vorliegen, z.B. 5 oder 7 Punkt Sterne
(vgl. [9; § 4.2]), besitzt K Bandstruktur und die ILU- Zerlegung ldBt sich optimal
durchfiiren.

(6.3) Gittergenerierung

In diesem Abschnitt wird eine Methode vorgestellt, um bei finite Elemente Diskreti-
sierungen einerseits problemorientierte, andererseits strukturierte Gitter zu erhalten,

(6.3.1) Definition

T = {T1,T, ....,T) heibt zuldssige Triangulierung von Q, falls folgende Bedingungen erfiillt
sind :

a) T; sind offene Dreiecke fiir 1 < j <t

b) die finiten Elemente sind disjunkt, d.h. : T n T =0 fliri#j
2 M T =2

d) fiir i # j stT; " T; entweder

(1) ker, oder
(i) ene gemeinsame Seite der Elemente T, und T, oder

(i) ene gemeinsame Ecke der Elemente Tiund T, .
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Wir wollen nun drei Strategien erkldren, um eine Folge verschieden feiner Gitter auf
Q) zu erzeugen:

1. regelmiBige Verfeinerung

Die einfachste Moglichkeit, eine Hierarchie verschieden feiner Gitter T »T1 »e- TN 2L
erzeugen, ist ausgehend von einer zulissigen Grobtriangulierung T, sukkzesive feinere
Gitter 1;,7;,...,Ty Zzu gewinnen, indem man die Seitenmitten der Dreiecke einer alten
Triangulierung T, ; miteinander verbindet und so eine feinere Triangulierung 1, erhilt,
welche aus 4- mal so vielen Dreiecken besteht wie T, .

NS

Abb. 2 regelmiBige Verfeinerung eines Dreiecks

Man priift leicht nach, daB jede so entstandene Triangulierung t, zuldssig im Sinne
von Definition (6.3.1) ist.

2. adaptive Verfeinerung

Eine verbreitete Moglichkeit, problemangepaBte Gitter zu erhalten, ist an "kritischen”
Stellen des Gebietes, wie oben beschrieben, regelmiBig zu verfeinern und zu versuchen,
die Verfeinerung moglichst lokal zu halten. Dies erreicht man, falls man eine Halbierung
der Dreiecke zuldft (siehe z.B. [8; §3.8.2).

VAVARY. v

Abb.3 lokale Verfeinerung um das Dreieck "x".

Das Dreieck x wird regelmiBig verfeinert; dessen Nachbardreiecke halbiert; und die
ibrigen Dreiecke unveriindert gelassen.

Um die kritischen Stellen automatisch zu lokalisieren, verwendet man iiblicherweise
Fehlerschitzer, wie sie z.B. in [21] beschrieben werden.
Dabei entstehen nun aber ungleichmiBig strukturierte Gitter, was bedeutet, daB das
Besetzungsmuster der Steifigkeitsmatrix weder a priori bekannt noch regelmifig ist.
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3. problemangepafBite regelmifige Diskretisierung

Um die Schwierigkeit von unstrukturierten Matrizen zu vermeiden, machen wir die
folgende Voriiberlegung:

Die zu untersuchende partielle Differentialgleichung ist analytisch und numerisch
gutartig: H! -koerziv (vgl §2,§3). Jedoch macht der Rand unseres Gebietes €2 (Boden-
see) wegen seiner Komplexitit (z.B.einspringende Ecken) Schwierigkeiten. Es wire also
giinstig, ein regelmiBiges Gitter zu erzeugen, welches am Rand von € wesentlich feiner
ist als im Innern, und dann regelmiBig zu verfeinern.

Das folgende Verfahren 148t sich anwenden im Falle beschrinkter, einfach zusammen-
hingender, null homotoper Gebiete des R? und zwar umso besser je mehr das Gebiet
einem langgestreckten Rechteck dhnelt.

Gittergeneration

a) Konstruktion des Grobgitters

Wir wollen nun die Grobtriangulierung 7, an folgendem Testgebiet 2 erkldren:

<

Abb. 4 Testgebiet

Man legt zunichst eine Konturlinie K in Q, die einen niherungsweise konstanten,
moglichst geringen Abstand zum Rand 0 Q besitzen soll.

-

Abb. § Konturlinie in Q

Danach legt man in den Zwischenraum von K und 0 Q Dreiecke so nebeneinander,
daB fiir jedes dieser Dreiecke T, eine der folgenden Bedingungen erfiillt ist:

1.)  Eine Ecke vonT liegt auf @ Q und zwei Ecken auf K.
2.) Eine Ecke vonT liegt auf K und zwei Ecken auf 0 €.
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Ferner muf3 gelten:

3.)  Erfiillt ein Dreieck T; die Eigenschaft (1) dann erfiillen seine Nachbardreiecke
die Eigenschaft (2) bzw. umgekehrt.

/\/\}
NN

Abb. 6  Randtriangulierung

4.) Die so entstandenen Eckpunkte K; der Randdreiecke, welche auf K liegen,
miissen sich paarweise durch Strecken verbinden lassen so, daB im Innern des
von K berandeten Gebiets (nicht entartete) Vierecke{V;} entstehen. Dabei ist
darauf zu achten, da in den entstandenen Vierecken der Quotient aus grofitem
und kleinstem Innenwinkel méglichst klein wird.

B il ik~

~ 7~

Abb.7 Unterteilung des Inneren von K in Vierecke mit zu
spitzen/stumpfen Winkeln

S TS

S

Abb.8 Unterteilung des Inneren von K in Vierecke mit gunstigen
Innenwinkeln

RIS B AT EREE G SR LY D
’ AL . . & Al AN N K
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Man teilt nun jedes ViereckV; in zwei Teile durch eine Diagonale S; von V; . Fiir die

Strecken {S;} muB gelten, daB je zwei Strecken S; und S; (i # j) sich nicht beriihren
diirfen.

P i

Abb.9 unzulissige Unterteilung der inneren Vierecke

T P

N

Abb.10 zulédssige Grobtriangulierung

b) Verfeinerung des Grobgitters

Man erhilt rekursiv aus einem Gitter T, ; ein feineres Gitter T,indem man alle Drei-
ecke von T, ; regelmiBig verfeinert.

& = <
N NN SN N

Abb.11 erste Verfeinerung der Grobtriangulierung aus Abb.10

1 e R L e ke e R S S
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(6.4) Numerierung der Gitterpunkte

(6.4.2) Definition Knotenringe einer Triangulierung

Seien NT; die Anzahl aller Dreiecke einer Triahgulierun g T und NP, die Anzahl aller Ecken
dieser Dreiecke (Knotenpunkte). T, := { Tom }1<icnT, sei die Menge aller Dreiecke von Ts.

Py = (Bi}1<icnp, seidie Menge aller Knotenpunkte einer Triangulierung 1, .

3-26-1 + 1 fiir 2 >0
Sei NR, :=
ol NRe {2 fiir £ = 0
Wir fassen nun Teilmengen von P, zusammen zu Knotenringen: Ry; 1 < i < NR, ;

rekursiv definiert durch :
Rey = {Pom €P;PpraedQ;1 <m< NF, }
Fir 1 < i < NR, -2 definieren wir Q;,1 durch :
Qis1 = Q\[Tm, 1 S m < NT; , mindestens ein Eckpunkt von Tp m liegtin kk;Jl Rox ).
Reir1 = (Pom € Po; Pom € 9Qi,1 31 < m < NB)
Der innerste Knotenring R, NR, besteht aus den tbrigen Punkten :

NRg-1
RgNR‘ = {Pg’m (= Pg;Pgm €& kk-—'-Jl Rg'k; 1 <m¢< NP@}
Sei R, die Menge aller Knotenringe einer Triangulierung 1, :

R = {Reili<isng, - a

Wir numerieren nun eine Triangulierung 7, entlang von Punktringen gegen den Uhr-
zeigersinn von auBlen nach innen durch. Dies miissen wir aus technischen Griinden
genau fassen, wobei dabei einige einfache geometrische Uberlegungen ohne Beweis
verwendet werden.

a) Numerierung der Grobtriangulierung

Fir die Grobtriangulierung 1, existieren genau zwei Gitterpunkte A und B , fiir die
gilt:

3! 4 Dreiecke Ty , ..., Ty, fiir die gilt:

A bzw. B ist gemeinsame Ecke von T e A2

Einer dieser beiden Punkte erhilt nun die Nummer NP;/2+1. OBdA sei dies A.
Es existiert nun genau ein Dreieck T von Ty , fiir das gilt:

a) AeT

b)  Zwei Ecken E; , E, von T liegen auf 9Q.

Diejenige Ecke E;, i e (1,2} von T fiir die gilt:
det(A - E,E -E) > 0; i#j; ij e (1,2)

erhiilt die Nummer 1.
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Danach numerieren wir die restlichen Punkte aus R, bzw. Ry, startend bei E; und
danach bei A fortlaufend gegen den Uhrzeigersinn durch.

/
"‘“\

NP, B
o
2+1

\

E!

242
nj+ 2 3/ 4

Abb.12 Numerierung der Knotenpunkte der Grobtriangulierung.

b) Numerierung der verfeinerten Grobtriangulierung

Wir betrachten nun das Z-mal verfeinerte Grobitter T, (£2 1)
Wir legen sukkzesive denjenigen Punkt mit der niedrigsten Nummer aus den Kno-
tenringen R, ; fest und numerieren dann die iibrigen Punkte des jeweiligen Ringes gegen
den Uhrzeigersinn fortlaufend durch.
Es gilt: Py, € P,. Dieser Punkt erhilt auch auf dem Gitter T, die Nummer 1.
Weiter gilt: Pgnpy/2+1 € Pe-

Sei m ,1 <m SNRz, so dalB3 Pd,NP()/2+1 = Re‘m.

Wir legen dann fiir 0 < k < m den Punkt Py, mit der niedrigsten Nummer Ny eines
Ringes Ry fest durch:

P N, liegt auf der Geraden durch By ; und By ngy j2+1, und Py, € Rox -

Fir Ringe Ry, mit kK > mlegen wir P iy, bzw. N fest durch :
1) Pf.Nk € ng
2.) Py N, ist Ecke eines Dreiecks, welches Py, ; +1 und Py N, ., +Ng als Ecken besitzen soll;

wobei NQ die Anzahl der Elemente von Ry .1 bezeichnen soll.

b | rfT? Ay X
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NS S FONC AN S TR
2N S o S

2n+n+]l —2n+n+2

Abb. 13 Numerierung der ersten Verfeinerung von der Grobtriangulierung aus
Abb. 12; wobei n-1 die Anzahl der Punkte auf dem duBersten Ring be-
zeichnet.

(6.5) Struktur der Steifigkeitsmatrix

Hat man nun fiir ein Gebiet gemiB angegebener Triangulierungsvorschrift (3) eine
Folge von Gittern tj,. - Tgnxerzeugt und anschlieBend die zugehdrigen Knotenpunkte
P, mit Hilfe der in (6.4) angegebene Numerierungsvorschrift numeriert, ist a priori die
Struktur des Gitters und damit die Struktur der zugehdrigen Matrix bekannt.

Dies illustriert der folgende Satz:
(6.5.1) Satz

Sei fiir ein Gebiet Q gemiB angegebener Gitterkonstruktion (3) eine Folge von Gittern
T0s---5Tp ax erzeugt.
Ty bestehe aus NT, Dreiecken.

Dann gelten fiir die Anzahl der Grobgitterpunkte NPy, die Anzahl der Knotenringe
NRj und die Anzahl NPRy; (1 <i < NR; ) der Gitterpunkte auf dem Knotenring Ry,
die Beziehungen:

NP, = (NTy +2) / 3

NR, =2
NPRy; =NP, /2 i e (0,1}

Sei 1, die Triangulierung die entsteht , wenn man Ty £- mal regelmiBig verfeinert. Dann
gelten fiir die GroBen: NT,, NP, und NR, die Beziehungen:

g B .

g8}
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NT, = 4. NT
NT; + 2
NP, =(3-2”+1)-2“'1-i3—-4“+1

NR, = 3- 2¢1 + 1
Seien die Knotenringe Ry , (1 € m < NRy) von auBen nach innen fortlaufend durchnumeriert.
SeiNPR; ,, (1 £ m £ NRy) die Anzahl der Gitterpunkte auf dem m .ten Knotenring.
Dann gilt :
NTy + 2

1\11>Rz,,-=2’-T (1<i<22+1)
NTp + 2
NPRy; = 2¢ - ET -8-(-22-1) (@*+1<i<NR -1
NT - 10
NPR;ng, = 2671 —12’3— +1
Das bedeutet :
fir 1 < i < 2% + 1 liegt ein Gitterpunkt Pz j im i .ten Knotenring Re,; (von auBen gezihlt), wenn
NT + 2 NTH + 2
Q-1 28 2B +15j5i-2’z-l3—
fir 22 + 1 < i< 3- 2% [Legtein Gitterpunkt P, jimi.ten Knotenring Ry ; (von aufien gezihlt),
wenn
N + 2
(i -1)- 2% SO E e -4 (1-2°-1D-(@G-22-2)+1 <5<
NT + 2
i 28 —%3— S4.(i-28) (G-28-1)
Ein Gitterpunkt P, ; liegt auf dem innersten Knotenring, wenn :
NTp + 2
2221 (NTy+2) - 28*1. 2%l -y +1<j< @3- 22+1) 201 _T%_— - 4%+ 1,

Der Beweis von Satz (6.5.1) beruht auf einfachen geometrischen Uberlegungen, die dann per
Induktion bewiesen werden konnen. Er wird hier nicht ausgefiihrt.
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(6.5.2) Bemerkung
Falls fiir zwei Gitterpunkte P, und P, (i # j) einer Triangulierung 1, gilt :

Piund P; sind nicht durch eine Dreieckseite mieinander verbunden,

folgt auf Grund der in §4.1 gewiihlten Diskretisierung fiir die Massen - bzw. Steifigkeits -
matrix :

K,;j =0 und M,;j = 0.

Wir kénnen nun mit Hilfe von Satz (6.5.1) und Bemerkung (6.5.2) die Besetzungs-
struktur der Matrizen K und M angeben.

In den folgenden Schemata bedeutet ein "x" , daB das Matrixelement, welches sich an
dieser Stelle befindet, i.a. nicht veschwindet. Alle anderen Matrixelemente sind null.

Dy [N
NP [«
Y

O D, [N, O
O O v s

N}I;'R-l Dxr

Abb.14 Struktur der Steifigkeitsmatrix

D; sind NPRg,; X NPRy; Marrizen (1 < i < NR;) und N, NPRy; x NPRy,, , Mafrizen
(1 <i<NR - 1)




Fir 1<i <22 ist :

Fiir 2+ 1 <i<NR,-1:
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Der letzte Diagonalblock hat die Gestalt:

x\
N
~
N
~
~
~
~
~
N
N
N
~
X
x
x
X x
X x X
X
.
.
-
X X
X X XX »
X XX
XX X X
X X X
X
.
X X
X X XX
X X X
%X X X X
n=NR£J_/
x x
x x x
X X X
x\

Abb.15 a-¢ Struktur der Diagonalblocke der Steifigkeitsmatrix

n/ 2 .te Zeile

nte Zeile
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Die Nebendiagonalblocke N, haben die Form:

Fiir 1 <7< 2% gilt:

Fiir 2%7+1 <1 32911 gilt:

Ix
Iz
Ix
XX
b 3 4
Ix
XX
Xz
XX
Ix
Iz
X X
0
X
00
XX
XX
X X
XX
0 ;-
XX
XX
X
0 o =
X X
X X
“ ()
X X
X X
X X
X0
X X
X
X 0

n./z_zl-i+21+1

n,-/2+1

Fiir den letzten Nebendiagonalblock erhalten wir die Struktur:

NN, -1

Abb.16 a-c¢ Struktur der Nebendiagonalblocke der Steifigkeitsmatrix

S RERET | Ge it s o LA

X XO

-

oK
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L
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X OXONX XX




! 0

Die UnregelméiBigkeiten in der Struktur der einzelnen Bldcke entsprechen den Gitter-
punkten der Triangulierung T, die im Innern von Q liegen und weniger als sechs
Nachbarpunkte (=Punkte, die durch eine Dreiecksseite direkt verbunden sind) besitzen.

(6.5.3) Beispiel
Wir betrachten folgende Grobtriangulierung:

Abb.17 a Grobtriangulierung eines Testgebiets

Diese verfeinern wir zweimal regelméBig und erhalten:

\

-
e~
—

Y

=
—_—
\‘

- e
-

Abb.17 b Zweite Verfeinerung der Grobtriangulierung aus Abb.17 a
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Die Steifigkeitsmatrix, welche zu der Triangulierung von Abb.17 b gehért, ist eine
141 x 141 Matrix mit folgender Besetzungsstruktur:
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Abb.18 Die zur Triangulierung von Abb.17 b gehorende Steifigkeitsmatrix
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(6.6) Herleitung des modifizierten ILU-Verfahrens

Zunichst benétigen wir eine spezielle Eigenschaft des ILU-Verfahrens: die Robustheit
des Verfahrens.

Wir betrachten dazu folgendes anisotrope Modellproblem:
(6.6.1) -E-Uyy - Uy, = f(x,y) in Q = (0,1)x(0,1)
u=0 aufll := 9Q ;
wobei € << 1 sein soll.
Das Gebiet Q2 sei mit Hilfe einer Quadratgittertriangulierung zerlegt (vgl. [9; p.160)]

0,1 1,1

0,0 1,0
Abb.19 Quadratgittertriangulierung des Einheitsquadrats

Mit Hilfe der Transformation:

xX=vex
A =
formt man (6.6.1) um und erhilt:
rd ’, ” . ’ 1
(6.6.19) U - Uy = fxy ) inQ = (0,—) x(0,1)

€
ux L,y ) =0 aufl.

T TR IR e
B 20 T EES PUBRRE T
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0.1 1/ /%,

T~ -
T~

i

0,0 1//¢,0

Abb.20 transformiertes Gebiet Q”

Bei lexikographischer Numerierung (vgl.[8; p-51]) kann man die zugehéorige Steifig-
keitsmatrix K(g) charakterisieren durch den entarteten 7-Punkte Stern

0 -1
(6.6.2) Ii—z—: 2+2¢ —e:l
-1 0

bzw. durch den 5 - Punkte Stern :

(vgl. [24]).

(6.6.3) Kriterium
Sei K(¢) ein singuldr gestorter diskreter Operator mit dem Grenzwert:

K@) = Eli_r_)n0 K(e)

Das Glittungsverfahren sollte ein schneller (bzw.sogar exakter) Loser sein, fiir die
Gleichung:

K@) =f

(6.6.4) Definition
Ein Glittungsverfahren heiBt robust, falls es das Kriterium (6.6.3) erfiillt.

TR N A T ,'!'_‘i_f_l--n_'-.'5t‘_§8 EEFTEY P T
e r LA "-4 ' ; --'E.a(-E “"Z'.. \. = ,‘,‘ LSS B 1
e AR e u B

2 8
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(6.6.5) Bemerkung

Das ILU-Verfahren (6.2.4) erfiillt Kriterium (6.6.3) fiir K(¢) , definiert durch (6.6.2)
bzw. auch fiir das entsprechend diskretisierte "gekippte" Problem:

Uy - EUyy, = .

Bewelis:

Fiir e=0 entartet die Steifigkeitsmatrix K(€) zu einer symmetrischen Bandmatrix,
bestehend aus drei Diagonalen. Da fiir eine exakte Dreiecks-Zerlegung einer solchen
Matrix K, bestehend aus drei Biandern gilt:

P=BLU By,

und wir fiir die Besetzungsmuster der Zerlegungsmatrizen L und U vorausgesetzt haben:
BK < SU v ﬁL

folgt, daB in diesem Fall die ILU-Zerlegung mit der exakten Dreieckszerlegung
{ibereinstimmt.

QED

Wir definieren nun die ILU-Zerlegung fiir unser Problem, indem wir das
Besetzungsmuster B und By fiir die Zerlegungsmatrizen L und U aus (6.2.1")
angeben.

Sei dazu Py das Besetzungsmuster der Steifigkeitsmatrix K.

i<j<NP;(Gj)e Px) v B
i,j<NP; (Gi)e Ru) ;

(@), 1
(@), 1

(6.6.7 a) Py
(6.6.7 b) y

INIA

wobel P definiert ist durch :
(6.6.7 ¢) Bz = {(Gj),1 £i<j< NP,
dk, 1 £ k< NR;[PeRy Aj= lsgl%m(m;PmERk)]}'

Erlduterung zur Definition (6.6.7):

Falls man ein Gebiet Q gemidll der in (6.3) erklirten Weise diskretisiert (und
verfeinert), erhdlt man #hnlich geometrisch strukturierte Dreiecke wie bei der
Triangulierung (6.6.17) im Bereich zwischen der - in moglichst geringer Entfernung von
0Q gezogenen- Konturlinie K und 9. Hierbei ist zu beachten, da im Gegensatz zum
Modellproblem (6.6.1) derjenige Gitterpunkt mit der niedrigsten Nummer eines Ringes
P, iiber eine Dreiecksseite gekoppelt ist mit demjenigen Punkt von B,,, welcher die
hochste Nummer besitzt. Um aber entlang eines Ringes P, unabhingig zu dessen
Entfernung zu den Nebenringen P,,_; und P,,,; gleichmiBig genau zu 18sen (Robust-
heit!), miissen wir fiir die periodischen Ausnahmestellen die Dreieckszerlegung exakt
durchfiihren. B, besteht aus den Indexpaaren derjenigen Matrixelemente von U fiir die
diese zusitzlichen Eliminationsschritte durchgefiihrt werden miissen.

il i g bk ik R
gl 'y 5::::: 3 ik J K 3 S



Den Diagonalblécken der Steifigkeitsmatrix K (vgl.Abb 15) wiirden dann - beispiels-
weise an gleicher Stelle bei der strikten oberen Dreiecksmatrix U - Diagonalblécke der
Struktur:

0 x x
0 x z
[ 4 x
LN |
NI }
N
NN !
N\ l
N

N
~ N\ ]

A Y

o\

N\ '
AEUAN |
0 x
0 x
0

entsprechen.

(6.6.8) Definition modifiziertes ILU-Verfahren

Sei Q ein Gebiet, welches per Konstruktion (3) aus § 6.3 trianguliert wurde.
Sei K die Steifigkeits- und M die Massenmatrix, die entsteht, falls man Problem (3.10),
wie in (4.1) beschrieben wurde, diskretisiert.
Wir betrachten das lineare Gleichungssystem (vgl. 5.1.3):

K-AMu=f; ulM{EQL}; f L EQL).

Das modifizierte ILU-Verfahren zur Losung obiger Gleichung lautet:

Sei}>0. L,D, U seien die durch (6.6.7) definierten Zerlegungsmatrizen der Matrix
K+B 1 (vgl.6.2.1%); (I bezeichnet hier die Einheitsmatrix!).

(6.6.8 a) Sei x, ein Startvektor.
(6.68b)  Rekursionsvorschrift: x;,, = x; - ® Agt (K-A M) x; - f)

?

mit Ag := (L"+ D) D (U"+ D) und festem o e (0,1] .
® bezeichnet man als Dimpfungsparameter, B als Shiftparameter.

(6.6.9) Bemerkung
[m Fall, daB die Steifigkeitsmatrix K symmetrisch ist, gilt :
L=UT.

o X ..‘...:-'.r_?}-:i:E-:—.__.-._.? '
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(6.7) Glattungseigenschaft fiir das modifizierte ILU-Verfahren

In diesem Abschnitt werden wir untersuchen, inwieweit das modifizierte ILU-
Verfahren die Glittungseigenschaft (5.3.1) fiir die singuldre Gleichung (4.1.2) besitzt.
Dazu benétigen wir fiir die in §5 eingefiihrten Normen die folgenden Abschitzungen:

(6.7.1) Bemerkung

Fiir die Steifigkeitsmatrix K und die Massenmatrix M definiert in (4.1) gilt
mit der Eliptizititskonstante € aus Satz (4.2.2) und h := max{Linge der Kanten der
Dreiecke der Triangulierung von Q}:

Ikl <C
IM|| < ch?

IKllp < Ch

IK* I <Ch?/e

IK'lm<C/e

M) < ch? 0

Beweis:

siche [9; Bem.8.8.4, Satz(8.8.6) und (8.8.7)] und {8; Prop.6.3.28)]
QED

Da das ILU-Verfahren zunichst fiir Finite Differenzen Verfahren entwickelt und
angewendet wurde (vgl.[23]) und dort Normen verwendet werden, welche der diskreten
Operatornorm ||- ||y bzw. || |_pin bezug auf die h -Abhéngigkeit bei den Abschitzungen
(6.7.1) am natiirlichsten entsprechen, werden wir im folgenden Abschnitt mit dieser
Norm arbeiten.

Wir werden zunichst die Gléttungseigenschaft fiir ein regulires Problem unter
geeigneten Voraussetzungen nachweisen, um dann die singuliire Gleichung (4.1.2) als
Storung dieses reguldren Problem zu interpretieren. Daraus erhalten wir dann die
Glattungseigenschaft auch fiir dieses Problem.

Wir betrachten dazu zunichst das lineare Gleichungssystem:

(6.7.2) Kx=f
mit der reguliren n X n Matrix K und den n-Vektoren x und f.

Ein Iterationsverfahren zur Losung von (6.7.2) 148t sich schreiben (vgl.6.1.2):

%3 a) Xp selein gegebener Startvektor.
( o ) b) Xy = S xX; + N f
mit der Iterationsmatrix S := [ -A"'K und N = AL

Fir das modifizierte [LU-Verfahren ist die Matrix A, welche K "moglichst geschickt"
approximieren soll, durch (6.2.1) und (6.6.7) definiert.
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(6.7.4) Satz
Wir betrachten das Iterationsverfahren (6.7.3) fiir die Gleichung (6.7.2).

Voraussetzungen:
(6.7.5) a) dien x n Matrix K sei symmetrisch und positiv definit.
b) K sei zerlegtin : K=A3-C;

¢) wobei fiir Ag gelten soll: Ag= Ag ; A positiv definit.
d) JAplly<Cah?

Wir definieren:
So.0:=1-wAZ K.

Dann existiert fiir gegebenes O « [0, 1) ein oy € (0,1], so daB:
IKSowlM<Can(v®h?  firw e (0,m4 ]

und 1 (v,9) definiert ist durch:

v L
v,0) = max , :
W52 {(v+ 1v+D 1+6}

a
Beweis:
siehe [25; Theorem 3.1.3] QED
(6.7.6) Satz

Es gelten die Voraussetzungen (6.7.5 a-d). Sei 9 e [0,1) gegeben und B definiert
durch:

Kmi.n . (1 +13')
mitAmip = min{|A|, Aist Eigenwert von So.1}-

Dann erfiillt fir § > By der modifizierte Glitter Sg,1 die Glittungseigenschaft fiir das
Problem (6.7.2):

IK Sp1"lIm <Cam (v,0) h?  fiir B e (0B, ]. =

Beweis:
siehe [25; Theorem 3.1.5)] QED

SRS ETY TS ECERE
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Wir betrachten nun das singulére Problem:
(6.7.7) Kg - AeMg)up = 1,

wobei wir uns die Matrizen K, und M, durch die Diskretisierung der
Differentialgleichung (3.10) mit Hilfe von finiten Elementen entstanden vorstellen, wie
sie in §4 beschrieben wurde.

Das Iterationsverfahren fiir (6.7.7) sei gegeben durch:

a) Xo sei ein gegebener Startvektor.

(6.7.8) b) Xy = SO x; + Nf

mit der Iterationsmatrix S(A) definiert durch :
SA):=1-A1EK-AM)
und N:=Al.
A ist die durch (6.2.1) und (6.6.7) definierte approximative Inverse von K.

(6.7.9) Satz

Wir betrachten das Verfahren (6.7.8) zur Lésung von obiger singuldrer Gleichung und
definieren:

K, = -, My Sy, =1-A"%,; S, :=2rA1M; SA) =S, + S,
Voraussetzungen :
Es gelten die Voraussetzungen (6.7.5) und fiir hinreichend kleines hy gelte :
a) S, besitzt die Glittungseigenschaft fiir das regulidre Problem (6.7.2), d.h.
IKe Szlv < nWhF 0 < v < Why) ;
0 <n(v) =0 fiiry —e
whg) = o« oder Whg) —eo fiirh, —O0.

b) IS¢"Il < Cs(v) , v < Whyg)
c) Jim h IRyl = 0

d) Jm IS =0 .
Behauptung :

(1) Dann besitzt Verfahren (6.7.8) fiir die Gleichung (4.1.2) die Glattungseigenschaft.
(i1) Fiir das Eigenwertproblem (f, = 0 in Gleichung (6.7.7)) ist (5.3.1 iund ii ) erfiillt.
a
Bewels:
1) siehe [8; Criterion(6.2.7) |
(ii) (5.3.1 ii) folgt sofort aus der Rekursionsvorschrift (6.7.7).
(5.3.11):
Zu zeigen ist:

IS -SRI <CA-&| .

TS5
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Es gilt, falls hy hinreichend klein ist :
v-1
ISA)” -SRI < ; IS - HSA) - S [-)ISK) Jv-t-

v-1 ) . T
<A =R Zj [(Cs) + 0Se WY IA™ M I (Cs(v) + IS, I} ¥ ]

v=-1
< A =X| D, CCimce i
i=0
< Cw |A - Xl
QED

Es bleibt jetzt noch nachzupriifen, inwieweit unser konkretes Problem (4.1.2) mit
unserem speziellen Glittungsverfahren die Voraussetzungen der Sitze (6.7.5), (6.7.7)
und (6.7.9) erfiillt.

1) Voraussetzungen (6.7.6)
a) K=K' K.

In unserem Fall (Neumann-Randwerte) ist K lediglich positiv semidefinit, da mit:

ch:=inf{A(x,y); xy e Q) (h (x,y) bezeichnet hier die Tiefenfunktion)

gilt:

=0 ;falls Vu = 0 (d.h.u = const.)
Y Vu) > ‘
(7, V) ch(Vu,Vu){>O ; sonst
und Vu,hVu =0 .

Da durch unsere Diskretisierung (4.1) die konstanten Funktionen auf Q exakt
approximiert werden, bedeutet das fiir den Kern der Steifi gkeitsmatrix K:

ker K =span {ue R",u; =1 fiir1 <i<n)
Wenn wir nun (6.7.7) dquivalent umformulieren in:
(Kg - Ay Mp)up=f,;

mit Kp":=Kp +tMg; Ap =y +1 undt >0; re o (ML K) (¢ fest),
erhalten wir eine positiv definite Matrix K, , die wir dann zerlegen.
) Ag=Ag ist nach Definition (6.6.8) klar.
Die Eigenschaft: ,, AB positiv definit " nennt man Stabilitiit. Darauf wird in (6.8)
ausfiihrlich eingegangen.
d) Man benétigt :

IAlly <Cab?.

Diese Bedingung ist so zu interpretieren, daf} das Gléttungsverfahren die hohen Eigen-
werte der Matrix K gut approximieren soll.
Fiir das Modellproblem der anisotropen Laplace-Gleichung auf dem Einheitsquadrat mit
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Dirichlet-Randbedingung, welches unserem in gewisser Hinsicht teilweise gleicht

(vgl.Erlduterung zur Definition 6.6.7), wurde von Wittum [24; Criterion 2.1 und Lemma
2.3] gezeigt, daB fiir die Restmatrix

N:=K-A
gilt:
INJ.< eh?C
mit € aus (6.6.1).

Wegen Bemerkung (6.7.1) folgt dann mit Hilfe der Dreiecksungleichung sofort die
Abschitzung fiir A.

2) Voraussetzungen von Satz (6.7.9):

a) folgt aus Satz (6.7.4) bzw.(6.7.6)

b)) Wir bendtigen die Abschitzung :

Al < Cr2.
Dies bedeutet zusammen mit (6.7.5 d), da8 A die Steifigkeitsmatrix K nur im oberen Bereich ihres
Spektrums gut approximieren sollte (vgl. Abb.21) . Dies ist vor allem deshalb sinnvoll, da wir Mehr -
gitterverfahren effektiv verwenden wollen und die niedrigeren Eigenwerte auf den groberen Gittern
approximieren, bzw. fiir die niedrigsten Eigenwerte auf dem grébsten Gitter exakt 16sen. Falls A bei -
spielsweise mit K iibereinstimmen wiirde, wire ein Mehrgitterverfahren iiberfliissig. Fiir ein Modell-
problem auf einer Quadratgittertriangulierung wurde obige Abschitzung von Wittum {23] durch
Kiriterium (5.2.4), Lemma (5.2.2) und Bemerkung(5.2.4) bewiesen.

b;) Aus (b;) folgt dann:

ISgll < IIT- ATK " < AN < (Ch?hD)” = C(v).

o (K)

K—— o (A)

-2 -2
0 o C W Cxh® Cuh

b4
P

Abb. 21 Verteilung des Spektrums von A und K.
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c) Fiir jedes feste A e C gilt :

; 2 e N . 2 N . 2 _
(m hg IRl = A im b IMg I < AC lim b7 = 0.

d) Zu zeigen :
im ISz I = 0.
£ —oe
Folgt aus :

£ 5o

ISz Il =X JA M, Il < LAY lm- Mg Iy < CABE — 0.

YO S R A A T S R S T R
3 7
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(6.8) Stabilitit der ILU-Zerlegung
In diesem Abschnitt werden wir den in § 6.7 kurz erwihnten Begriff der Stabilitit

definieren und fiir eine spezielle Triangulierung, welche der in § 6.3 definierten in
gewisser Hinsicht dhnelt, die Stabilitit beweisen.

Wir betrachten folgende Situation:
gegeben sei eine symmetrische n X n Matrix K mit Besetzungsmuster By.

(6.8.1)
Sei das Besetzungsmuster der strikten oberen Dreiecksmatrix U gegeben

durch By .
Analog zu (6.2) zerlegen wir dann K in:
K=@U+D) D! (U+D)-N ;

wobei D diagonal sein soll.

Weiter muf} gelten:

PuvuoPpuPr ok
PuoNPo =9.

(6.8.2) Definition
Die durch (6.8.1) definierte [LU-Zerlegung heiBt stabil, falls gilt:

D,;>0 firl <i<n.
Q

Es gilt:
K:=U+D)'D!'(U+D)

ist positiv definit genau dann, wenn die Zerlegung stabil ist. Wie man in § 6.7 gesehen
hat, benotigt man die Stabilitit der Zerlegung fiir den Beweis der Gldttungseigenschaft.
Aussagen tiber die Stabilitdt der Zerlegung existieren bisher nur, falls K eine M-Matrix

1St.
{6.8.3) Definition
Eine n X n Matrix A heilit M-Matrix, falls gilt:

A,‘J)O,fﬁfl <1<n
6.8.4
(054) 2 Ay <0, firl <ijsn i#j
(6.8.4) b) A istregulir und A;} 2 0, firl < ij < n.
Q
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(6.8.5) Definition

Wir betrachten eine Triangulierung T eines Gebietes Q.

Ein Knotenpunkt P; (1 < i < NP) hei8t innnerer bzw. duferer (Knoten )Punkt falls gilt :
P. ¢ 0Q bzw. P. € 0Q.

Ein Knotenpunkt P, ist Nachbarpunkt eines Knotenpunktes P, falls gilt :

P; und P; sind durch eine Seite eines Dreiecks T € T verbunden.
Ein Knotenpunkt P, heiBt randnaher bzw.randferner (K noten -) Punkt, falls es mindestens einen

bzw. keinen Nachbarpunkt P; von P, gibt, der ein #uBerer Punkt ist.
Seien nun P, und P, zwei innere Nachbarknotenpunkte. Es existieren dann genau zwei Dreiecke T,
und T, von t die P; und P, als gemeinsamen Eckpunkt besitzen. o; bzw. o ; sei derjenige Winkel in
T, bzw. Ty, welcher der Dreiecksseite PP; gegeniiber liegt.
Wir definieren :
oy = o + O ;
={(j),1 £i<j<NP;PundP smd innere Nachbarpunkte }

= Y%

Q
Fiir Satz (6.8.7) bendtigen wir noch folgendes technisches Lemma:
(6.8.6) Lemma
Sei O<aqf<m.
Dann gilt:

cotax+cot <0 & a+f2>r.

Q

Beweis:

cot o+ cot B =sin (ax+ fB)/{sina sinf }
Wegen der Voraussetzung gilt:  sinasinf > 0.
Aus
sin(¢+B)<0 @a+f>n und sin(a+P)=0 @a+B =nm ne (01}

folgt die Behauptung.

QED

RS Sy I = B

1%
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(6.8.7) Satz

Sei 1 eine zulidssige Triangulierung des Gebietes 2, welche NP Knotenpunkte und n
innere Knotenpunkte besitzt. T darf kein Dreieck enthalten, dessen Ecken alle auf 0Q
liegen. ’

K sei die n x n Steifigkeitsmatrix, die entsteht, indem man die Gleichung:

(6.8.8) -Au=f inQ
u=0 aufdQ

mit Hilfe von stiickweise linearen, stetigen finiten Elemente iiber T diskretisiert.

Behauptung:
Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

a) K ist eine M - Matrix
b) Ar < T
Beweis:

Sei T ein Dreieck der Triangulierung t mit den Eckpunkten :

o G- () - )

die gegen den Uhrzeigersinn fortlaufend numeriert sein sollen.
Weiter definieren wir :

k=X i - Xk i Xi
S; = ), 5; = (x ), Sy = (x ) s
Ye - Y; Yi - Yk Yi - Yi

o = X (Sk,8)), 0 = X (8;,8;), O = X (5;8)).
Die stiickweise lineare Finite - Elemente Ansatzfunktion b;(x,y) auf T, fiir die gelten soll :
bix;,y) = 1, bixpy) = 0, bilxe,y) = 0,

148t sich in der Form schreiben :
(x - x)yx - ¥) - 7 - ¥k - xp)
(< - X)W -y - i - y)&Xe - X))
(x - x)(yx -y - (¥ - vy - X))

2| T ’

bi(x’,}/) .
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Daraus folgt:

1
Vbi(x,y) = ——si :
(x.y) ST

wobei fiir einen Vektor ¢ = (a) ¢ definiert ist durch :

)

Es gilt dann :
1 1
(6.8.9) f <Vb,’,Vbj> =—-—<S%,S}L> = =<5 ,8>
N 4| T| 4|T|
Isi] Is;| cos o 1
= - - = -—COot O
2|5l Is;l sin oy
Analog zeigt man ;
2 .
S; sm o
(6.8.10) [ <Vb;,vbi> = sl _ — .
T 4| T| 2sin o sin oy

1.Teil: a=b

indirekt : Wir zeigen: A; > 1t = K ist keine M - Matrix.

SeiA; > =

=3(0j),1 < 1,j < NP ; P, und P: sind innere Nachbarpunkte, und :
Q= o +a; > m.

Aus den eben hergeleiteten Formeln folgt sofort :

1
Kij = -i(comi + cota;), mit o; + o > T
Wegen Lemma (6.8.6) gilt :
K,‘j >0
= K ist keine M - Matrix.

2. Teil: b= 2a

Sei der Isomorphismus P wie in Abschnitt 4.1 definiert und u e R* so,dall Pu e H(I) (Q).
Dann gilt :
.. . rp i
<u,Ku> = (VPu, VP uy {> 8 iur u # 8 (Friedrichsche Ungleichung)
= iru =

= K ist positiv definit.
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Da K symmetrisch ist, sind alle Eigenwerte von K positiv.
Weiter folgt aus A; < =, daB alle Elemente K;; (i# j) von K nicht positiv sind.
Aus Satz (6.8.11) folgt dann die Behauptung.

QED

(6.8.11) Satz
Sei A eine n x n Matrix, die den Eigenschaften (i) und (ii) geniigt.
@) Ai;j<0 , 1<ij<smi#j
(i1) Jeder reelle Eigenwert von A ist nicht negativ.
Dann gilt: A ist eine M - Matrix.

Q
Beweis :
siehe [3; Theorem(6.4.6) Kriterium Cg | QED

(6.8.12) Bemerkung

In [19; p. 78] wird ein dhnliches Winkelkriterium wie die Bedingung ,,A; < ®”
angegeben, welches jedoch nur hinreichend dafiir ist, daB K eine M-Matrix ist.

a
(6.8.13) Bemerkung

Wir betrachten eine zuléssige Grobtriangulierung t, des Gebietes 2.

T, bezeichnet die Triangulierung, die entsteht, indem man 1y £-mal regelmafig
verfeinert (vgl.6.3).

o sei der groBte Innenwinkel, der Dreiecke der Triangulierung Tg.

Sei 2 = 2.

Dann gilt:

Die Steifigkeitsmatrix K, , welche zu Triangulierung t, gehort ist eine M - Matrix.
= o < /2

Beweis:

L.Teil: "="

indirekt : Wir zeigen : o > n/2 = K, ist keine M- Matrix fiir £ 2. 2.
Es geniigt zu zeigen : Es existieren zwei innere Nachbarpunkte P; und P; fiir die gilt :
o > T

L8 BBV L R

e S e
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Sei T ein Dreieck von g , welches einen Innenwinkel besitzt, der groBer als 1t/ 2 ist. OBdA sei dic
oy .Die Bezeichnungen seien wie in Abb.22 a bzw.b. RegelmiBige Verfeinerung (Verbindung der
Seitenmiten von T) ergibt vier neue Dreiecke, welche alle dhnlich zu T sind. Abb. 22 b zeigt T nacl
zweimaliger Verfeinerung. Aus Symmetriegriinden gilt fiir die Punkte P, und P, :

Ps und P, sind innere Nachbarpunkte und Oy = 2- 01 > T.
Wegen Lemma (6.8.11) gilt dann : Kg)se > 0;
= K, ist keine M - Matrix.

Pl
ﬁ“"lz
2N al\n P

Ly R AN NN N
Abb .22a Dreieck mit stumpfen Abb. 22b Dreieck aus Abb.22 a,
Winkel o zweimal regelmiBig verfeinert

2.Teil: "&"

Da bei regelméBiger Verfeinerung eines Dreiecks vier neue Dreiecke entstehen, die
alle dhnlich zum alten sind, folgt aus o < n/2, daB der gréBte Innenwinkel aller Dreiecke
Jeder Triangulierungsstufe kleiner oder gleich /2 ist. Die Behauptung folgt dann wie im
Beweis von Satz (6.8.7) Teil 2.

QED
(6.8.14) Bemerkung

Bei adaptiver Verfeinerung (Halbierung einiger Dreiecke vgl. (6.3) (2)) einer
Triangulierung entstehen Dreiecke, deren groBter Winkel mindestens /2 ist.

Q

Bewers:

Folgt aus elementaren geometrischen Uberlegungen.

Wir wollen nun die bekannten Ergebnisse iiber die Stabilitit der ILU-Zerlegung von
M-Matrizen kurz zitieren.

(6.8.15) Satz

Die ILU- Zerlegung einer symmetrischen M-Matrix K ist stabil, falls wir Situation
(6.8.1) zu Grunde legen.

Qa

Beweis:

siche [13] QED

T T O T PR
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Fiir den néichsten Satz betrachten wir folgendes Modellproblem:
-Au=f in (0,1)x(0,1)
u=0 auf 0Q;

diskretisiert iiber eine Hierarchie #dquidistanter Gitter mit Schrittweite h,, 2 € N;
h, — 0 fiir ¢ — oo, indem wir den S - Punkte Stern :

-1
K, =h'22l-1 4 -1]

-1 ]
benutzen (vgl.[9; § 4.2]).

(6.8.16) Satz
Wir verwenden die Bezeichnungen aus (6.8.1). Sein := 1/h; - 1und NP = n2.
a) Es gelte :
BouPBuruvPp = B, (5Punkt-ILU)
N :=K, -(U+D)TD! U + D).
Behauptung :
Fiir jedes 7 (1 < i < n) istdie Folge {Disjpnisjin}o < j < n-1 monoton fallend (beziiglich j)und

konvergiert fiirn — oo gegends = 2 + y/2.

b) Es gelte (mit N aus Teil a) :
BT U = Bx, v By (7 Punkt-ILU).
Behauptung .
Fiir jedes 1 (1 < i < n) istdie Folge {Ditjn,i+jn}o < j < n-1 monoton fallend (beziiglich j) und
konvergiert gegen &; = 3.294... .

d
Bewelis :
a) siche [24]
b) siehe [22]
QED

Das folgende Beispiel zeigt, daB8 die Bedingung: , K ist eine M-Matrix” zwar hin-
reichend (vgl.Satz (6.8.15)), aber keineswegs notwendig ist.

(6.8.17) Beispiel
Sei
Pi:= (0,007, P, :=(1,0)T, Py :=(0.50.5/c)7, P, :=(1.5,0.5/c)T;

mit | <¢ <oo (bezogen auf ein kartesisches Koordinatenkreuz).
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Sei Q cIR? das (beschrinkte) Innere des Vierecks, welches die Ecken P, (1< i < 4) besitzt.
I = 9Q

1
SeineNh ;= —; k = n-1.
2n

Die Triangulierung t von Q entsteht, indem man fiir0 < i < n

1.) die Punkte B, := (21h,0) und T := (2ih + 0.5,0.5/c) durch S; := BT,
2) die Punkte Q; := (ih,7h/c) und R := (1 + ih,ih/c) durch S;” = QR,
3) die Punkte P, und Q; durch §;”" .= PQ;,

4.)  diePunkte Tund R durch S;”" = TR,

verbindet.

Die Numerierung der Punkte sei lexikographisch (vgl.[8; p.51]).

(©0) P/ (1)
Abb.23 C aus Beispiel (6.8.17) mit beschriebener Triangulierung

(6.8.18) Bemerkung

Jedes Dreieck von T hat die Gestalt:

1
ol
h/c
2h T

und es gilt:
cos o = (1-¢%) | (1+c%) .
Fir ¢ = 1 erhdlt man: o« =1/2 ; d.h. eine Quadratgittertriangulierung;

fir ¢ —eo folgt @ —oo; d.h. man erhilt eine entartete Triangulierung.

 F TRy E IR REET
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Wir betrachten die Gleichung:
-Au=f inQ
u=0 aufl.

Diskretisierung mit stiickweise linearen Finiten Elementen iiber T ergibt ein LGS der
Form:

Ku=f

(vgl.4.1.2); wobei die K2 x k2 Steifigkeitsmatrix K die Besetzungsstruktur besitzt:

Dl Nl
Ng A N
N

T

N, ‘\

N
N\
Y
T
N [DPx
mit den k X k Blocken D und N:

X x x

r x = XX

x x x IXx

. Z X
XX
D= b .= 1z 17 <k
7 ’)
X X
X X
XX
“ X X
5 i X X
. XX

Abb.24 Besetzungsmuster der Steifigkeitsmatrix fiir die Triangulierung t aus
Beispiel(6.8.17).

Es gilt fiir die Elemente (i,j ) € Bk:

1
a) Ki; = 3c+ -
C
1 1
6819 b Ky = Ky, :_(C _)
2 c
c)

Kiik+1r = Kijsx-1 = Kijok =Kjipe = -c.
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(6.8.20) Bemerkung

Fiir ¢ > 1 ist K keine M-Matrix mehr.

Bewelis:

1 1
Ki,i+1 = —(C-—) >0; firc > 1.
2 c

QED

Im folgenden werden wir die Elemente {K‘.J.}l <ij<k2 von K mit

Kp:=K;;

Kn =K =Kipy,i

Ko =K ik = Kippp,i

Ka =Kk = Kip
bezeichnen. Zur Vereinfachung der Notation bezeichnen wir die Elemente der Diagonal-
matrix D aus der ILU-Zerlegung (6.8.1) mit :

Di = Di,i )
Wir geben nun die Formeln an zur Berechnung der unvollstindigen Zerlegung von K.

2 2 2
U."—I.:' Ui-k+].: Ul'-k.r'

D,‘ = KD N H
Di.i  Dijx+r Dy
@) Uiivk = Ka ,
. KA
(6.8.21) (i) Uiisk-1 = Ko - Ujpj —
1-1
“ue KA
(i11) Uiiv1 = Ky - Ujgpgj—— .
i—k+1

Ber obigen Formeln ist zu beachten, da3 alle Terme, die nicht positive Indizes
enthalten, null gesetzt werden miissen.
Beachte: In den Formeln (ii) und (iii) wurde (i) bereits benutzt.
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Wir wollen nun die Stabilitit fiir die durch (6.8.21) beschriebene ILU-Zerlegung in
Abhiingigkeit des Parameters ¢ untersuchen. Dabei werden wir sehen, dafl die Zerle-
gung selbst im Entartungsfall (¢ — o) stabil ist.

Die Beweisidee dabei ist, zundchst die Elemente der Zerlegungsmatrix U durch die
Diagonalelemente K abzuschitzen (z.B. |U;;,; | < const-Kp), und diese Abschitzungen
dann in die Formel zur Berechnung der Elemente der Diagonalmatrix D (6.8.21)
einzusetzen. Damit kann man dann induktiv eine Abschidtzung nach unten fiir die
Elemente D; gewinnen, der Form: D; 2 o Kpp, wobei o nicht vom Stérungsparameter ¢
abhingt.

Um den Beweis, der sehr technisch ist, moglichst iibersichtlich zu halten, werden die
dafiir nétigen Lemmata und Hilfsbehauptungen im AnschluB} daran nachgehoit.

(6.8.22) Satz

Die durch (6.8.21) beschriebene ILU-Zerlegung der Matrix K ist fiir alle ¢ > 1 stabil.
Genauer gilt fiir 1 <i < k?

KDZD“Z(XKD 5 mit o« =0.612.
Beweis:

Die Behauptung gelte fiir 1 <i <m; mitm e [1,k%] .
Lemma 6.8.27, Lemma 6.8.36 und Lemma 6.8.42 beweisen dann die Abschitzungen:

1
1) |Usivk-1] € 3—ng ) fir 1 < < min(m+1,k),
2
]Uii+1|SgKD9 furlstk,
und falls m > k
2 a) firl] £ c¢c <19 :
1
|Uiivk-1| S 5KD , fir k+1 < i < min(m+1,k%-k),
1
|Uiiss| € -6-KD , fir k+1 < i < min(m+k-1,k*> - 1),
2b) firc > 1.9 :
Uiivk-1] € Kp , fir k+1 < i £ min(m,k*-k),
[Usivea] < 52557 Ko
1
|Uiis:] € —Kp , fir k+1 < i < min(m+k-1,k* - 1),
11.65
sowie
firl £ ¢<19:
3a) Uikl <0305 Kp , fir 1 <i < K*-k,
firc > 1.9:
1
3b) Uiiek| < 5KD : fiir 1 < i< k*-k.

Wir kdnnen nun mit obigen Abschitzungen den Induktionsbeweis fiir D; fiihren:
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Fiir den ersten Block von K (1 <i < k) zeigen wir die Behauptung explizit, und folgern
dann fiir die iibrigen Blocke induktiv.

Induktionsanfang :
Lemma (6.8.23) zeigt : Die Behauptung von Satz (6.8.22) gilt fiir die Elemente D; des ersten
Blocks (1 <i < k).

Induktionsschluf (k+1 < i < k2):
Es gelte: D,, 2 0.612 -Kp firrallem < i.

1.Fall 1<c<19
Mit den Abschitzungen fiir die N ebendiagonalelemente folgt :
2
D; = Kp - UZ.. ) UZs Uik,
Dit  Dix+1 Dig

1 17 Kp !
ZKD-[§+O,3052+56]»-EP—2[3KD

1 1
2 2
= - +P-1-+0305+ —|20.
p h [9 36]
Die letzte Ungleichung ist erfiillt fir B = 0.6344 ,d.h.

D; 2 0.6344-Kp > 0.612-Kp.

2. Fall c>19
Analog wie beim ersten Fall hat man jetztein B zu finden, das die Ungleichung :

1 1 1
2

-pe+ B - + - + =20
B+ B [2.89972 9 11.652]
erfillt. § = 0.6121 ( > 0.612 1) gentigt der Ungleichung.

Die Abschiitzung der Elemente von D nach oben durch Kp ist trivial.
QED

(6.8.23) Lemma

Wir verwenden die Bezeichnungen aus Beispiel (6.8.17).
Fiir die Elemente D; im ersten Block der Matrix D (1 <i<k) gilt:

Di 2 OL-KD .

Beweis:
Wir beweisen die Behauptung induktiv:

Induktionsanfang :
Es gilt:

D, =Kp 2 0.612Kp.
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Induktionsschlufi:
Seinun2 < j < k.
AT
D,' = KD = 2
D,
Wirnehmenan : D, > 8 -Kp firallem < ;.
Dann folgt fiir D, :
U;‘z_ i Uz. i !
D; = Kp - —* 2 Kp - —1L > g. K,
D;., B- Kp
= -ﬂ2+[3-Ui2'“> B +B-— 20 fiirﬁ=05+1,/§=0971
K3 36 T3
Das bedeutet :

D; 2 0.971-Kp > 0.612-Kp.

QED
Wir kommen nun zu den Abschitzungen fiir die Elemente der Zerlegungsmatrix U.
Dazu miissen wir zunichst die Rekursionsformel (6.8.21) geeignet umformen.

(6.8.24) Lemma

In den folgenden Formeln sind diejenigen Terme null zu setzen, welche nicht positive
Indizes enthalten. Dann gilt fiir die Elemente {(Uijih < j <k2von U:

a) Uiisx = Ka,
(6825 b) Uik =Ko- —>Ky+ ——A U,
i-1 Di-k 'Diu'
2

KA
Ko+ —— Uiginsr -
i-k+1 D:’-k : Df-k +1

c) Ui,i+1 = KN -

Indem wir die Beziehungen (6.8.19) beniitzen, erhalten wir :
a) Uiivk = -¢

b) Ui,i+k-l =0 fllI'I=_]k+1,_]E|N
(6.826) 0  Uyups = -c+

b Upgyy  firis ok +1
2 Dy, Di.; Dy B

d) Uiy =0 fiiri = k

IR () DS
¢ firl = € = | - + i-k,i-k+1 urr = j- K.
’ 2 c Dixs1  Digsr

Q
Beweis:
Der Beweis erfolgt durch einfaches Einsetzen und wird hier nicht ausgefiihrt.
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Wir werden nun die im Beweis von Satz (6.8.22) verwendeten Abschitzungen fiir die
Elemente der Matrix U beweisen.

1.) Abschitzungen fiir Ui ik

(6.8.27) Lemma

Es gelte Satz (6.8.22) fiir 1 <i <m, mit m e [1,k]. Dann gilt:

5
a) |Ujjrk-1] < EKD fir2 £ j £ min(m+1,k),
und falls m > k:
1
b) Uiiekr | € Kp firk+1 < i < min(m+1,k%- k + 1).

2.8997

¢) Firl £ ¢ £ 1.9 kann man Ungleichung (b) verschirfen :

1
Uiieka] < EKD firk+1 < i < min(m+1,k%- k + 1),

Q

Beweis :

zu (a) :

SeiD := D, mit s < J £ min(m+ 1,k). Dann gilt :
1 -1 .1

i = < - firc21
2 3¢ +1 6
2
I ¢ -1 .
=3 T 73— £ 0 mitoa aus Behauptung.
2 3c°+1
1 ¢?-1 I
= 5 < a(30+—) = Kp £D (nach Voraussetzung)
c c
1 ¢%-1
(6.8.28) = -C+ - <0
2 D
. U | 1 ¢%-1
ik - = C - —
Jutk-1 9 D
Einfache Rechnung zeigt :
1 c 5 1
c- - 5 : 1)s—(3c+—)
2 3¢ +1 18 c
1¢?-1 1 c?-1 5( 1)
= c- - c- - < —|3¢c+ -
2 D 2 3c+ 1 18 c
5
= IUJJ+k—l| < —Kp
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zu (b)
Wegen Gleichung (6.8.28), (6.8.26 ¢) und (6.8.19 ¢) gilt:
Uiiver S0
d.h. Uiivks | = Upiery  fiir 1 i < min(m+1,k% - k + 1).

Wir wollen nun induktiv Konstanten g, bestimmen, die die Abschitzung:
(6.8.29) Uiises | <1/qs Kp

fir 1 <i < min(m+1,k%-k +1); s:=[( - 1)/k] + 1 erfiillen (d.h. U; ;, ., liegt im s.ten
Nebendiagonalblock von oben gerechnet). [-] bezeichnet hier die GauBklammer. Sei i,
und n,,, definiert durch:

imax = min(m+1,k% -k + 1) ; Ny = [(pax - 1D/K] + 1.

Dann gilt:
Die Folge {q,}; < s<n,y,, definiert durch:
ql = 3.6
18q, o
(6.8.30) Qs = & firseN1<s < npg

6, 0% - g0 + 2

erfiillt Abschitzung (6.8.29). Wir zeigen dies induktiv:
Induktionsanfang:

Teil (a) beweist: q; = 3.6.

Induktionsannahme:

Formel (6.8.30) sei bewiesen fiir 1 <s<n, mitn = Naxe 1
Seialso |U,  ,, |<1/q, Kp fir [(i-1)/k] = n (d.h. U, liegt im n.ten
Nebcndlagona/iblock)

Induktionsschiuf3:

Wir setzen die Induktionsannahme in (6.8.26 ¢) ein und bilden die Betrige:

1 C2- 1 6‘2 Kp
2 Dy Di.;-Dix qn

Uiive-1] < ¢ -

Wir zeigen, daB p =q,,,; die Ungleichung:

1 c%-1 2 K K
(6.8.31) c - =il + =F 2D BD
2 Dy Di.;*Dix qn p

?

erfiillt.

(6.8.31) ist dquivalent zu:
022 [p-c®- 3¢+ 1)]q'DiiDik - qn-p-clc? - DD +2¢2@c?+ Ip

=: gD;.;1., D) .
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Indem wir die Konstanten R, S und T definieren durch:

: R =2 [p-c?- (3c?+ 1)]qs,
(6.8.32) S i=gq,-p-cc?-1,
T = 202(302 +1p,
kdnnen wir g wie folgt schreiben:

g0,z)=Ryz-Sy+T.

Lemma (6.8.43) beweist,daBeinD eI := {min(D;,;, D, ,), max(D; ; , D; o)} existiert
mit:

gD, Dyt ) < gD,D) = {(D).
Wir zeigen: f(D) <0.

Diskussion von f:
1. Fall: R<0

Da gilt: S 2 0 und T > 0, besitzt f(y) in diesem Fall genau eine positive Nullstelle. Wir
suchen also p so, daB f(ct(3¢ + 1 /¢)) <0 erfiillt ist. Da f(y) fiir y € I monoton fallend
ist, folgt daraus dann:

f)<0 Vyel

Lemma (6.8.44) beweist fiirq, < 4, daB gilt:

f(a@Bc+1/c ))<0 ,
fiir :
18q, -a?

6.8.33 = .
( ) P 6q, 0 -q,-0 + 2

2. Fall: R>0

f(y) besitzt in diesem Fall hochstens zwei reelle Nullstellen, die beide positiv sein
konnen. Da f(y) in diesem Fall eine nach oben geoffnete Parabel ist, miissen wir p so
bestimmen, daB3:

) flaBc+1/c)} <0 ,
1) f{3c+1/c}<0.

Lemma (6.8.44) beweist fiir q, <4, daB (ii) erfiillt ist, fiir

18 g,
5qn + 2

Bedingung (i) ist dieselbe wie im Fall 1. Fiir q, <4 gilt:

2
n '’ 18 n
18q, - < q

6qu-0® - q 0 +2  Sq, +2




-67-
Auf Grund von Lemma (6.8.44) folgt, daB die Folge {q,,} streng monoton fallend gegen
2.8997... konvergiert. Damit ist sie insbesondere durch 3.6 nach oben beschrinkt
(vgl.Voraussetzungen bei Fall 1 und 2). Damit ist die Abschitzung (6.8.29) mit {q,}
—definiert durch (6.8.30)- gezeigt.
Das bedeutet zusammenfassend:

5
1) |Ui,i+k-1l < -—KD firl €£1< rmn(m+1,k)
(6.8.34) 181 2
B |Uineal < Kp fiirk +1 < i € min(m+ 1,k% - k + 1)
[Uiire| 2.8997 D
zu (¢)

Wir zeigen, daB fiir 1 < ¢ < 1.9 und 1 < min(m+1,k> k + 1) gilt:

1
(6835) 'Ui.i+k-1l < EKD

per Induktion.

Induktionsanfang:
Aus (6.8.34 i) folgt (6.8.35) fiir 1 £i < min(m+1,k).

Induktionsannahme:
Sei ny,, definiert wie beim Beweis von Formel (6.8.30) und n := n,,-1. Es gelte:

Uiz | $1/3Kp fir[G-1)/kl=n
d.h. Uy ;j liegt im (nj 5 - 1).ten Nebendiagonalblock.

Induktionsschiuf3:
Wir zeigen:
Uiisks | £ 1/3Kp.

Fir p = 3 ist R -definiert durch (6.8.32)- negativ, d.h. wir haben wieder die Situation
vorn Fall 1 vorliegen. Wir miissen zeigen, daB fiir p = 3 gilt: f{a(3c + 1/c)} <0.
Set h(c) definiert durch:
h(c) :=f{a(3c + 1/c)}.
Fiir p =3 und q,, = 3 besitzt h die Form:

h(c) =O@c*+Ac?+ ¥,

wobei die Konstanten ®, A, ¥ definiert sind durch:
®:=9u0+6=0.492,

A :=-1.233792,
W .=-2.247264 .
h(c) besitzt zwei reelle Nullstellen :
P1=-1.93,.., P2=1.93...,

und 1st eine nach oben gedffnete Parabel.

= h(c) <0 fir1<c £19
QED
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2.) Abschitzungen fir U;;,,

(6.8.36) Lemma

Es gelte Satz (6.8.22) fiir 1 £i < m, mit me [1,k2]. Dann gilt:

(6.837) a) Ui,i+] 20 1<i<k
und fallsm >k
b) Uii12 Kp /6 k+1 € i < min(m+k-1,k% 1).

Fiir ¢ > 1.9 kdnnen wir die Ungleichung (6.8.37 b) noch verschirfen:
c) Ui i 2-Kp/16 k+1 <i < min(m+k-1,k- 1).

U; ;4 188t sich nach oben abschitzen durch:

(6.8.38) a) U; ;.1 <Kp/6 1<i<k
b) Ui <Kp/11.65  k+1 <i < min(m+k-1,k%- 1).
Q

(6.8.39) Bemerkung

Die Ungleichungen (6.8.37) und (6.8.38) zusammengefalt ergeben:

(6.8.40) a) Ui s | £Kp/6 1 <i < min(m+k-1,k? - 1)
und falls m > k, ¢ > 1.9 kénnen wir (6.8.38 a) ab dem zweiten Block verschiirfen:

b) Ui | SKp/11.65  k+l <i < min(m+k-1,k% 1).

a

Beweis von Lemma (6.8.36):

zu (6.8.37 a):
Es gilt :
1 | .
U,-_,-+1=—(c-—)20 firc21und1<ic<k.
2 c
zu (6.8.37 b):
Sei 1 £¢ < 1.9. Wir zeigen (6.8.37 b) per Induktion iiber die Diagonalblécke von U.
Induktionsanfang:

(6.8.37 a) beweist (6.8.37b) fiir 1 < i <k.

Induktionsannahme:

Set 1;,, definiert durch:

;g 7= min(m+k-1,k%- 1)-k+1.
(6.8.37 b) gelte fiir 1 <j <i;,,.

FarLEm T - ‘ r - ! T A M A Y L T A R
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Induktionsschiuf3:
Auf Grund der Induktionsannahme gilt:

Ujj+1 2 Kp/6  fiir 1 < <ijpy

Indem wir diese Abschiitzung in (6.8.26 e) einsetzen, erhalten wir fiir i, + 1 <i <i;,+

+ k:
U 1( 1) c? c? -
i+l = 7|€- 7| - + i-kyi-
T ¢/ Dixsr  Diksr ‘Dig S
1( 1) c? c? 3c+ 1
> —fc-2)- i :
2 ¢/ Diksr Diksr -Dick 6

= N(Di.k,Di-k+1)

Es geniigt zu zeigen:
ND;ss 5 Dik) 2 -Kp/6.

Dies ist dquivalent zu:

1 1y 1 1 ) c? I
(6841) 0< [:— (C = —) + - (3C +—)] D,‘_/H.] ‘Dix -¢C D;.« -—(30 + —-)
2 c 6 c 6 c
= YDi.k+1,Dix).

Wir definieren die Grolen @, =, © durch:

1 1 1 1
D = -(c-—) +—(3c+—),
2 c 6 c

—
— te—
Tt

c

c |
O = —(30+ —J.

6 c

Damit 148t sich y in der Form schreiben:

y@y,z)=dyz-2z-0.

Seiwm =03 ¢+ 1/c), Dt :=(3 ¢ + 1/c) und das Intervall I definiert durch I := [w , M.
Wegen @ > 0 ist y monoton wachsend in y . Es gilt weiter:

Qy-Z2bw-=20, Vyel

da aus ¢ 2 | folgt:
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Qo -Dc*-2a20

= Gw -2 2 {[% c2-1) +é (3c? + 1)]a(3c2 +1) - 04}/02 >0.

Das bedeutet y ist monoton wachsend in z fiir z e I. Daraus folgt weiter:
V(O.z) 2 Yww) Vyzel

Die Behauptung folgt dann aus y(w,m) 2 0. Dies gilt wegen:

Yiwm) 2 0
= h(c):=(180?-6a-1)c*-2a220
PN 2.069792 ¢* - 0.749088 > 0 .

Da h eine nach oben gedffnete Parabel ist, folgt aus h(1) >0:h(c)>0; V¢ > 1.

zu (6.8.37 ¢)
Analog erhalten wir im Fall ¢ > 1.9:

Induktionsanfang:

(6.8.37 a) beweist (6.8.37 ¢) fiir 1 <i<k.

Induktionsannahme:

(6.8.37 ¢) gelte fiir 1 <j<1i;,,;, mit i;,;, aus dem Beweis von (6.8.37 b).
Induktionsschluf3:

Setzen wir nun die Abschitzung U; ;. ; <-Kp/16 in (6.8.26 ¢) ein, erhalten wir diesmal:

1 1 c? c? 3c+ 1
Uiisr 2 —(C - —) - - '
2 ¢/ Dixsr Digsr Dig 16

= N(D;.¢,Diks1)

Wir zeigen: _
NMD;k+1 > Dip 2 -Kp/16.

Dies ist dquivalent zu:

1 1y 1 1 ) c? 1
(6842) 0 < [— (C - —) + — (30 +—):| D[,k+1 'D,‘_k - C Di-k -—(36 + —)
2 c 16 c 16 c

=1 WD ks, Dik).

e
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Wir schlieBen fiir y analog wie beim Beweis von (6.8.37 b) und miissen diesmal
zeigen:

(6.8.42) h(c) == (33 a2-16 - 1) c*-10a2c?-7 02 20.

Dies ist dquvalent zu:
1.567952 ¢* - 3.74544 ¢ - 2.621808 2 0 .
h(c) ist eine nach oben geodffnete Parabel mit zwei reellen Nullstellen, einer positiven und

einer negativen. Aus h(1.9) = 4.29... > 0 folgt dann die Behauptung fiir ¢ > 1.9.

Wir beweisen jetzt Abschitzungen nach oben fiir U; ;. ;.
zu (6.8.38 a)

Fiir den ersten Diagonalblock von U gilt:

| 1 1 1
U,"“,I = —( = —) < —(30 + —) 1
2 ¢ 6 c

IA
IN
-

zu (6.8.38 b)

Wir fiihren den Beweis wieder induktiv iiber die Diagonalblocke von U, wobei zu
beachten ist, daB (6.8.38 b) nur gilt fiir i > k+1. Gelte also Satz (6.8.22) 1 <j <m, mit
m > k.

Induktionsanfang:

Wir zeigen die Behauptung zunichst fiir den zweiten Block (k+1 <i < min(m+k-1,2-k).
Indem wir (6.8.38 a) in (6.8.26 e) einsetzen, erhalten wir:

1 1 c? c?

Uiiy = —(C- —) - + W somie. kot
2 ¢/ Diker Digyr Dig '

2 2 1

1 1 c c 3c+ 2
<- (c- -) - . .
2 ¢/ Digsr Digsr -Dik 6
= T(Dik+1,Dig) -
Wir wollen zeigen :
D D,,) < 3¢ + %
T k41, Vi = .
frln Tk 11.65

Dies ist dquivalent zu :

1 1 1 1 5 c? 1
02 |:— (c - —) - — (30 + —)] Di kst Dig -¢c"Dip + —(3c+ —)
2 c 11.65 c 6 c

= @D k+1,Dik).
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2
1
W= E (3c+ —).

¢ 148t sich danp darstellen durch:
(p(y,z)=Uyz-Vz+W.
Man sieht sofort:
-Va B¢+ l/e)+Ww<o.

Falls U< ist, folgt deshalp (6.8.38 b).

Seinun U s 0 und w =03 c+ 1/c), M =B ¢+ 1/c). Das Intervall I sej definiert
durch I := [y D).

Wir zeigen:
O(Dwm) < 0.

Mitk = 11.65 gilt :
1 1 1 1 1\2 1 .2 1
P(M,m) = [—(C- —) ~—(3c+ -)](36‘4-——) o - cz(3c+ —)a + i—(3c+—) <0
2 c K c c c 6 c

= [3Ka-54a+1<]c4‘6oc[r<+6]cz~3a{2+:c]SU
PN -0.0086 ¢* - 64.8108 2 250614 < @

Damit ist der Induktionsanfan g bewiesen. Um Jjetzt beim Induktionsschlug vom Block n
auf den Block n + I zu schlieBen, miiBte man die Induktionsannahme: U-ﬁ, sKp/
.65 in Forme] (6.8.26 ¢) einsetzten und danp die Aussage fiir U-+ku;+k+; beweisen. Da
aber gilt Kp/11.65 < Kp/6 kann man den Beweis fiir den Induétionsanfang wortlich
wiederholen.

QED
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3.) Abschitzungen fiir U ivk
(6.8.42) Lem'ma
Es gilt fiir 1 <j < k2 -k:
Uikl =c,

. J0305-Kp firl < ¢ < 19
Uiier | < 1/3-Kp firc > 1.9

Q
Beweis:
Die Behauptung folgt aus:
[ Ui i e < J0305 firl <c< 19
Kp 3¢24+1° |1/3  fire> 19
QED

Es bleiben jetzt noch die technischen Lemmata fiir Lemma (6.8.27) nachzutragen.
(6.8.43) Lemma

Die Funktion g aus dem Beweis von Lemma (6.8.27) sei definiert durch (6.8.32):
80.2)=Ryz-Sy +T,

mit R, S und T aus (6.8.32). Sei w := aBec+1/c), M = (3 ¢+ 1/c) und das Intervall
I definiert durch. I:= [w , M] (a0 aus Satz (6.8.22)). Dann exisiert ein ¢ e1,s0daB gilt:

g(.6) 2 g(y,2) Vy,z e L

Beweis:
1. Fall: Sei R <0,
= Rw-S<0 = £0,2) £ m(Rw - S) = g(wm).

2. Fall: SeiR > 0 und R-M - S >0.
= RM-S<0 = g,z) < DYR-M - S) = g(I,M).

3. Fall: SeiR >0 und R-Mt - § < 0.
Dieser Fall kann nicht eintreten, da einfache Rechnung zeigt, daB fiir ¢ > | gilt:
2(3¢c? + 12
2(5cT+3)
Auf Grund Lemma (6.8.44) folgt daher, daB gilt:
< 206cr 1?2
T (5¢? + 3)

3.6 <

und daraus durch einfaches Umformen :
R-Im -S> 0
QED
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(6.8.44) Lemma

Wir verwenden die Bezeichnungen wie im Beweis von Lemma (6.8.27). Sei x e {o,1).
Es gilt fiir q,, < 4:

18q, x?

p < = fxGc+1/c)) < 0

6 X’ -qux + 2

Weiter gilt: {q,,}; < < nmax 15t €INE positive, monoton fallende Folge, die gegen:

_ 18x°-2 (28997 . firx = q
e '_x(ﬁx_l) T 116/5 firx = 1
konvergiert.
Q
Beweis:
fxBc+ 1/c) <0
=2 {6Qn(p‘3)x2"anx+29}c4+

!
+q, x{2x + )p - 12x} ¢? - 2q, x2 <0
Obige Ungleichung ist erfiille, da

2 18qn X2
a) 60, (p - 3)x* - g px+2p < 0p < 5 :
69X - x + 2
12x
b) (2x+1)p-12x£0®p < ,
2x + 1
18q, x> 12
0 il < X firq, < 4.

6q,,x2-q,,x+2_2x+l

Der Beweis der Monotonie und des Grenzwerts ist trivial,
QED
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§7 Realisierung des Verfahrens auf dem
Computer

In diesem Abschnitt werden wir uns damit beschéftigen, ein Computerprogramm zur
Losung der "Shallow-Water-Equations auf dem Bodensee mit den beschriebenen
Methoden zu entwickeln.

Das Programm gliedert sich in 5 Phasen:
1.) Definition und Initialisierung aller Variablen und Steuerungsparameter,

2.) Generierung der Triangulierungen 1y, ..., T max’

3.) Aufstellen des linearen Gleichungssystems auf jedem Gitter und
unvollstindige Zerlegung der Steifigkeitsmatrix,

4.) Mehrgitterverfahren zur Lisung des linearen Gleichungssystems auf dem
feinsten Gitter,

5.) Auswerten der Ergebnisse.

7.1 Beschreibung der Phasen des Programms zur Berechnung der
Eigenschwingungen des Bodensees.

Es werden nur die grundsitzlichen Ideen und Konzepte dargelegt, da eine spezielle
detaillierte Beschreibung des Programmcodes zu technisch und uniibersichtlich wiirde.

" zu 1 "

(i) Datenstruktur:
Sei NP, die Anzahl aller Knotenpunkte der Triangulierung Tpund:

emax

SNP := » NP, .
i =0

Um das ILU-Verfahren als Glitter sinnvoll benutzen zu kénnen (§6), miissen wir die
Elemente der Steifigkeitsmatrix K, (1 <£<1_,.) abspeichern.K,, besteht aus sieben Dia-
gonalen und wenigen periodischen Ausnahmen (vgl. §6.5).

Sei NA, die Anzahl der periodischen Ausnahmestellen auf dem Gitter Ty und

emax
SNA = ) NA, .
i'=0
Da wir das Programm flexibel halten wollen fiir den Fall, daB K, nicht symmetrisch ist,

speichern wir alle siebenDiagonalen ab im Feld K, (7,NP,) und die Ausnahmeelemente
im Feld K, (2,NA)) .
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Die Felder K, (-,-) bzw. K, (-,-) speichern wir aus programmiertechnischen Griinden

nicht alle einzeln ab, sondern schreiben sie hintereinander (bzgl. 2) in die Felder
K(7,SNP) bzw. KA(2,SNA).

Sei K, unvollstindig zerlegt in:
K=y +Dp) D,y (Uy+Dy) - N,

und K = L, +D,+U, .

Diejenigen Elemente (KIZLU ij von K,IgLU fir die gilt : (1,j) € P, speichern wir entsprechend

wie fiir K¢ erklirt ab und erhalten die Felder : K™Y(7, SNP) und KA SNP).

Auf Grund der Musterdefinition (6.6.7) gilt fiir Bz, = By L\P, -

| Bz, = 2-NB, - O(1) .

Das heiBt, wir benétigen noch ein weiteres Feld ZUS, (2,NP,) bzw. ZUS(2,SNP) zur
Abspeicherung dieser zusitzlichen Elemente.

ZusammengefaBt bedeutet das, daB wir fiir die Abspeicherung der Steifigkeitsmatrizen
und der zugehérigen ILU-Zerlegungen auf allen Gittern insgesamt 16-SNP + 4.SNA
Speicherplitze benstigen.

Da die Massenmatrix M, die gleiche Besetzungsstruktur wie K, besitzt, wiirde man
fiir die Abspeicherung von Mg ebenfalls 7-SNP Speicherplitze benotigen. Wir
verwenden statt der Massenmatrix M, die " gelumpte " Massenmatrix sz””“’, definiert
durch:

NP,
(MLempy,; .ZI(M,Z),;,- firl < i< NP,
j =
(M), == 0 firi # j
und bendtigen somit nur noch 1-SNP Speicherplitze zur Abspeicherung von le"”‘” (1

< €< £,,,,). Die Abschitzungen fiir den Diskretisierungsfehler aus §4.2 bleiben erhalten
(vgl. [19 und den dort gegebenen Referenzen), falls man die Gleichung:

(Ke-lgMz)Ll:f
ersetzt durch:

(KE - }\.2 Melump) u=f,

Desweiteren benétigen wir noch Vektoren ugder Lénge NP, , die die Iterierten im
Glittungsverfahren auf den Gittern T, bezeichnen und Vektoren f, , welche die rechten
Seiten der linearen Gleichungssysteme auf den einzelnen Gittern darstellen. Auch hier
fassen wir die Vektoren ug und f, zusammen, indem wir sie hintereinander in den
Vektor u(SNP) und f(SNP) setzen.

Letztlich benétigen wir zur Lésung der linearen Gleichungssysteme noch einige

Vektoren und Felder der Linge O(1) (z.B. zur vollen Abspeicherung der
Steifigkeitsmatrix auf dem grobsten Gitter) und mindestens einen Hilfsvektor der Linge
NP, als Zwischeniterierte fiir das Glittun gsverfahren.

(it) Datenstruktur fiir die Triangulierungen t; ,.. U ax -

X,Y seien Vektoren der Linge Nszax , die die Koordinaten der Gitterpunkte der
Triangulierung Tomax DEZE€IChnEN,




77-

Seien die Dreiecke T, einer Triangulierung T, durchnumeriert von 1 bis NT,,.
Zmax
NT := ) NT.
i=0

Um die Eckpunkte (EX;, EY;) 1 <i < 3 fiir ein Dreieck zu speichern, benstigen wir
einen Pointer "itnode, (3,NT, )", fiir den gilt:

itnode, (ij) =k 1<i<3; 1<j<NT,; 1<k<NP,

genau dann, wenn der 1. te Eckpunkt des Dreiecks j der Gitterpunkt mit der Nummer k
ist. Die Felder itnode, werden wie oben zusammengefaBt zu einem Feld itnode(3,NT).

Zusitzlich bendtigen wir noch einen Vektor der Linge NP, ., der angibt, ob ein
Gitterpunkt auf dem Rand des Gebietes liegt oder nicht und schiieBlich ein Feld der
Dimension (3,NT), welches fiir jedes Dreieck die Nummer der Nachbardreiecke angibt.
Niheres dazu im nédchsten Abschnitt (zu 2).

(iii) Dimensionierung der Felder und Vektoren und Initialisierung der Steuerungspa-
rameter.

Die Léngen der Vektoren und Felder sind a priori bekannt und werden mit Hilfe der
Formeln aus Satz (6.5.1) bzw. daraus abgeleiteter Formeln zuerst bestimmt, damit die
einzelnen Felder u, X, Y, itnode etc. exakt dimensioniert werden koénnen.

Zur Initialisierung der Steuerungsparameter siehe Kapitel 8.

"zu 2"

Die Grobtriangulierung muf8 von Hand eingegeben werden nach dem Verfahren (3)
aus Abschnitt 6.3. Die Verfeinerung und die korrekte Numerierung der Gitterpunkte
(vgl. §6.3 und §6.4) erfolgt automatisch.

Zunichst erzeugt man aus dem Grobgitter 1, die feineren Gitter Tpoe 2T, durch
sukkzesive regelmiBige Verfeinerung (vgl.§6.3), ohne auf die korrekte Numerierung der
Gitterpunkte zu achten.

(i) Numerierung

Mit Hilfe der Kenntnis aller Nachbardreiecke jedes Dreiecks und der Information, ob
ein Punkt Randpunkt ist oder nicht, kénnen die Gitterpunkte von T, o Nun entlang der
Knotenringe, wie in §6.4 beschrieben, numeriert werden. Danach wird der Pointer
"itnode(3,NT)" entsprechend der neuen Numerierung modifiziert.

Falls wir auf jedem Gittert, 0 <2< £, die Gitterpunkte gemiB §6.4 numerieren, er-
halten wir auf jedem Gitter eine andere Numerierung der Knotenpunkte. Dieses Problem
umgehen wir, indem wir eine Funktion "SORT" benutzen, die folgendem geniigt:
Sei (PX;, PY;) ein Gitterpunkt von Tomax d€r auch ein Gitterpunkt von 1, ist
fireinm; 0 <m <@, . Falls die Gitterpunkte von 1, nach unserer Voschrift
numeriert werden wiirden, hitte der Punkt (PX;, PY;) nicht die Nummer 1
sondern eine andere Nummer j . Es muf} dann gelten:

SORT (m,i) = .
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Seien PX;, PY)) {1gi< NP, )} die gemiB unserer Numerierungsvorschrift
sortierten Punkte von Tmax 10d L, definiert durch:

Lo ={1,ielN; (PX;,PY;) e 15 und (PX;,PY,) et} fir 1<m<g,,,.

Dann sind die Punkte:
{(PXs0rT(m , j) » P YsoRT(mj) e,

richtig sortiert beziiglich T gemiB Vorschrift §6.4.

(7.1.1)  Beispiel

Wir betrachten das Dreiecks gebiet:

3
O /\
1 2

Als Grobgittertriangulierung wihlen wir ganz Q.
Einmal regelmiBig verfeinert ergibe folgende Triangulierun g1

N\
N

PANVZAN

In diesem Fall wiirde die Funktion SORT wie folgt aussehen:

SORT(0,1) =1
SORT(0,3) =2
SORT(0,5) =3

(7.1.2) Beispiel

Programm zur Berechnung der Steifigkeitsmatrix fiir den Laplace-Operator mit
Neumann-Randbedingung auf dem Gitter Tm s 0<m< £, .
SeiK;; =0 Vij ;b(i) diejenige Finite-Elemente Ansatzfunktion, die im Punkt mit
der Nummer / den Wert eins hat und in allen allen anderen Knotenpunkten verschwin-
det. Sei NP definiert durch:
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Algorithmus:
do101=NT,_; ,NT,_;+NT,,
do10=1,3
k; = itnode(j;,i)
i; = SORT(m,k;)
do 10j,=1,3
k, = itnode(j,,1)
i, = SORT(im,ky)
KNP+ NP +5) = KNP+ , NP +4) + [ (Vbiki ), Vbl )
10 continue
return

end

(it) Randprojektion

Da der Rand des Bodensees (= Q) in keinster Weise einem n-Eck (n , klein™) dhnelt,
konnen wir nicht erwarten, daB fiir die Dreiecke Tp; (1 £1 < NTp) der
Grobtriangulierung < gilt:

NB
sl ik-"Jl ’Ib'i ’
Wir werden daher mit Gebieten Q; (0 <i<£,,, ) arbeiten, die Q mit zunehmender
Verfeinerung immer besser approximieren.

1.Schrin:

Ersetzte € durch ein Polygon Q”, welches Q , hinreichend” gut approximiert und gebe
die Eckpunkte von Q” ein.
»hinreichend” heit in diesem Fall, da8 gilt:

|Q\Q  uQ\Q|<Ch, 2.

(Damit bleiben die Fehlerabschitzungen in unserem Fall von linearen Finiten Elementen
erhalten (vgl. [19]).)

2.8chrin:

Gebe die Grobtriangulierung ein, und zwar so, daB die duBeren Randpunkte von Ty auf
JQ’ liegen.
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3.Schrirt: Verfeinerung

Dreiecke, welche mindestens zwei Ecken besitzen, die auf 9Q° liegen, nennen wir
Randdreiecke.
Um eine sukkzesive Anpassung des Gebietes an Q” zu erreichen, werden Randdreiecke
speziell verfeinert, die anderen alle regelmiBig.
Sei also T ein Dreieck mit Ecken E; (1 <7<3)-gegen den Uhrzeigersinn fortlaufend
gezihlt- und E; , Ejauf 9Q. R, := 0.5:(E; +E; (mod 3)+1) (1 £1<3) bezeichnet die
Seitenmitten von T. Wir ordnen nun Ry, wie unten niher beschrieben wird, einen Punki
Ry" & 9Q" zu. Wir erhalten vier neue Dreiecke, indem wir die Punkte:

(1) Rl ’, R‘Zs R3 s
(li) Rlﬂ, R3, El 5
(111) Rl” Ez, R2 e

(IV) Rz, E3, R3
Jeweils miteinander verbinden.
Ublicherweise erhalt man R,’", indem man R, senkrecht zur Seite EjE; auf das Stiick
von dS2 ‘projiziert, welches zwischen E; und E, liegt (Orthogonalprojektion).

Wir haben diese Verfahren modifiziert aus Griinden, die durch das folgende Beispiel
illustriert werden.

(7.1.3)  Beispiel

Sei in den folgenden Abbildungen "x" immer das zu verfeinernde Dreieck. Es wird
immer die Orthogonalprojektion verwendet. © ist in den folgenden Abbildungen das
schraffierte Gebiet. Der Ubersichtlichkeit wegen wird nicht die ganze Triangulierung
gezeichnet, sondern nur das Dreieck "x", bzw. dessen Nachfolger.

Probleme bei konkaven Ecken:

Abb.25 Bei der Verfeinerung des Dreiecks "x" entstehen Dreiecke mit sehr
stumpfen Winkeln.

Abb.26 keine regelmiBige Verfeinerung des Dreiecks "x" moglich!
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Abb.27 Die zweimalige Verfeinerung des Dreiecks "x" LiBt sich nicht mehr
weiter verfeinern, da man das Dreieck, welches iiber der einspringenden
Ecke von Q liegt, nicht mehr weiter unterteilen kann.

Grundidee des entwickelten Projezierverfahrens ist, einer zu projizierenden Seitenmitte
R; eines Randdreiecks denjenigen Punkt R, " auf Q" zuzuordnen, der am giinstigsten
ist, damit:

1.) die vier neu entstehenden Dreiecke weiter verfeinert werden kénnen,

2.) ein moglichst kleiner Quotient entsteht aus groBtem und kleinsten Innen-
winkel der vier neuen Dreiecke.
Die erste Bedingung besagt, daB man versuchen sollte, Randdreiecke T; so zu gene-
rieren, daB3 das (die) Gebiet(e) zwischen 9Q” und T; konvex ist (sind).
Die zweite Bedingung besagt, dal man die erste Bedingung mdglichst spit erfiillen soll-
te, damit die Innenwinkel der Dreiecke in der gleichen GroBenordnung bleiben.
Dies veranschaulicht folgendes Beispiel:

(7.1.4) Beispiel
zur ersten Bedingung:

a)
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Abb.28 a,b Randprojektionen nach modifiziertem Verfahren

nicht so !
—_—

| sondern so!

Abb.29 Randprojektion mi
winkel in den neuen Dreiecken.

t modifiziertem Verfahren unter Beachtung der Inne

n_
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1" zu 3 t

Die Steifigkeitsmatrix wird berechnet, wie im Beispiel (7.1.2) skizziert. Es ist aber zu
beachten, da nicht der Laplaceoperator diskretisiert werden soll, sondern der Operator:
V (A V-); mit der Tiefenfunktion 4 des Sees. Da wir mit stiickweise linearen Finiten-
Elementen arbeiten, gilt Vu = const fiir jede Funktion u aus dem Ansatzraum. Daraus
folgt:

[ <Vbi,hVb > = <Vb,Vb;>[h;
T T

wobei b; bzw. b; die Finite-Elemente Basisfunktionen zum Knotenpunkt P; bzw. P,
bezeichnen. Die Tiefe eines Sees wird in der Praxis punktweise vorliegen, deshalé
werten wir das Integral iiber 4 mit Hilfe einer Quadraturformel aus. Dazu miissen wir
einem beliebigem Punkt eine Tiefe zuordnen kénnen. Das geschieht wie folgt:

Man denke sich iiber das Gebiet € ein kartesisches Gitter gelegt, dessen benachbarte
Gitterpunkte einen Abstand voneinander haben sollen, der in der GréBenordnung der
kleinsten Entfernung zwischen den Knotenpunkten der feinsten Triangulierung von Q
liegt. Fiir jeden dieser Gitterpunkte gebe man dann die zugehorige Tiefe in
lexikographischer Reihenfolge ein. Man benétigt nun lediglich eine Routine, welche
jedem Punkt P von Q den nichstgelegenen Gitterpunkt zuordnet, woraus man dann eine
approximative Tiefe fiir P erhilt. Falls man Approximationen héherer Ordnung erreichen
will, interpoliert man die Tiefe zwischen den n nichstgelegenen Gitterpunkten von P. Im
hier entwickelten Programm wird das Integral approximiert durch die folgende Formel:
Seien R; (1<i < 3) die Seitenmitten des Dreiecks T und h; die Tiefen der
nichstgelegenen kartesischen Gitterpunkte zu R; .

T
memw:%ﬂm+m+m}

Da die Steifigkeitsmatrix diagonalenweise abgespeichert werden soll, muB fiir jedes
Element {Kp}; ; durch eine recht aufwendige Fallunterscheidung- festgestellt werden in
welcher Diagonalen es sich befindet.

Die ILU- Zerlegung der Steifigkeitsmatrix ist auf Grund der periodischen Ausnahme-
stellen im Besetzungsmuster von K, ungleich aufwendiger zu programmieren als bei
regelmidBigen Bandmatrizen. Die Rechenzeit bleibt jedoch bei geschickter
Programmierung und Abspeicherung der Ausnahmestellen nahezu die selbe.

" Zu 4 n
Es wurde fiir das Eigenwertproblem genau der Algorithmus (5.2.4) umgestzt.

Als Beispiel fiir eine singulire Gleichung wurde das Problem:
(7.1.5) -Au=f InQ
du [on=0 aufl

gerechnet.

Zur Normierung von u
Seic € R fest. Eine Normierung fiir 4 in (7.1.5) ist gegeben durch:
jQ u==cC.

Ublicherweise withlt man ¢ = 0.
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Sei jetzt NP die Anzahl der Punkte auf dem Gitter T und up € RN eine Iterierte zur
Losung des LGS: Kx=f.

u sei definiert durch:

NP
Z Up;b; =it = u.
i=1

Die Normierungsbedingung mit ¢ = 0 wiirde dann lauten (beachte: ker K = span{v e RNF;
vi=1;,1<1i< NP}):

jgft nom = J’Q(a -const) =0 .

d.h.
NP NP
0 = i - const) = Up; - const)-b; [ = -const-|Q] + up ;| b;
Jot@ -consi = [ (3 i - consy- 0+ 3 ],
1 Np
= -const-|Q]| +§- z up ;- [Tr (by)] .
i=1
NP
> up ;- [Tr(b;)
o const = i{=1 ;

3

3-1Q|
wobei Tr(b;) den Triger von b; bezeichnet.

Das bedeutet weiter, daB fiir jede Iterierte up die GroBe "const" wie oben beschrieben
berechnet werden miiBte; man hitte also insbesondere die Triger der Ansatzfunktionen
b; entweder zusitzlich abzuspeichern oder jedesmal neu zu berechnen.

Auf Grund des Zwischenwertsatzes kann man aber nun auch ¢ so wihlen, daB gilt:
NP

;u(xi) =0;

wobei {x;}1 < i< np die Knotenpunkte von t bezeichnen.

Das wiirde bedeuten, da8 fiir die Iterierte uy, gelten miiBte :
NP

Zuh', = 0 .

d.h.
NP NP NP
0= > wym =Y (uy ; - const) = -NP-const + Z Up
i< =1 =
1 NP
(= const = — z uh,' .
NP/=1 ™

Im Programm ist wihrend des Iterationsverfahrens die zweite Normierungsvariante
verwendet und anschlieBend wird, falls ein Abbruchkriterium erreicht ist, nach der ersten

Moglichkeit (c = 0) normiert; damit besser mit eventuell bekannten Losungen verglichen
werden kann.

VLTV TRIZ S TR R
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Zur Normierung der rechten Seite
Auf Grund des Satzes von Gau8 gilt:

3
0=jma—z=jQAu= Jo £

Daraus folgt, daB Gleichung (7.1.5) nur dann sinnvoll gestellt ist, falls gilt :
[f=0.
Q

Fiir kompliziertes Q muB diese Integrabilititsbedingung vom Rechner realisiert werden.
Dies geschiet in den nun beschriebenen drei Schritten.

Sei f gegeben mit Inf # 0 .f; (1 £ i £ NP) bezeichnet die Werte von f in den Knoten -

punkten und f; € RN sei die rechte Seite des LGS, welches auf Grund einer finite Elemente
Diskretisierung der Gleichung (7.1.5) entsteht, wie sie in §4 beschrieben wird.
1. Schriir :

NP
Ersetze f durch 2 fib;.
i=1

2. Schrint :
Bestimme c so, daB} gilt :

iNZPﬁ(J.inMm'b") . igl(jn(fi - C)‘bi) =0 .

d.h.

NP
2, i [Tr(o)

3-1Q|
3.Schniz :
Berechne fy, j (1 < j < NP) durch :

NP NP NP

wobei M die (symmetrische) Massenmatrix bezeichnet.

"z 5"

siche Kapitel 8.
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§ 8 Numerische Ergebnisse

Wir betrachten in diesem Abschnitt das Problem (vgl.3.10):

-V(hVu)-Au=g inQ,
dufon=0  aufI':=09Q.
Als Beispiel einer singuldren Gleichung haben wir den Fall: A = 0, g # 0, bzw. als
Beispiel einer Eigenwertgleichung den Fall g = 0 gerechnet. Es wurden die Algorithmen
an verschiedenen Gebieten € und mit unterschiedlichen Tiefenfunktionen A getestet.
Beim Mehrgitterverfahren wurde immer ein V-Zyklus verwendet. Wir haben immer mit

zwei Vor- und zwei Nachglittungsschritten gerechnet, was sich am effektivsten erwies.
Zunichst zur singulidren Gleichung.

§ 8.1 Numerische Ergebnisse fiir eine singulire Gleichung

Sei Q := (x e R?; x,2 + x,2 < 1}. Wir betrachten die Gleichung;
(8.1.1) -V-(hVuy=g ing,
Jufon=0  aufI :=9%;

Wir setzen zundchst g 1= -2-(2r L 1), wobei 1 :=y/ xlz + xzi und 4 = 1. Die exakte Losung lautet
dann: u = 025-r*- 0.5-% + c.

Mit der Normierungsbedingung J;z u = Oerhdltmanc = 1/6.

(8.1.2) Diskretisierung
Wir verwenden ein Grobgitter, welches sich mit Hilfe des in § 7 beschriebenen Projizier-
verfahrens mit zunehmender Verfeinerung immer besser dem Kreisgebiet  anpaBt.

Girterdaten.:
Level # Gitterpunkte # Dreiecke

0 24 34

! 81 136

2 297 544

3 1137 2176

4 4449 8704

5 17601 34816

Tab. 1 Gitterdaten fiir Kreistriangulierung, Level bezeichnet die
Verfeinerungsstufe.



1
. O o 0
g 2 gy
— 8 = 8=
- 2 o.=.2
| =
S 5 528
oo
o = 0.0
5 £ o o
o
2 = g5 3
4] L [T a)
£ =)
g O ol
Ha !l
m 172} o ‘Q
= P s = A
& w 8=
o = g =
> I o g .m
2 o =
8 5 TR =
he! (D] - ‘m an
S o E =7
=
o = = I c
s B i -9 .8
_ Q li 2 g8
o O =
% A N =g
o h n — m
O o -
2 500 o
S AVAVAAY & D. 5 K
.\\h\“‘%‘l!ﬁﬁ A fn = mvuu
AT AT AT A g B 5 S E
= S B
e e 5] g -
LA g £ M £ =
SRR g 2 g
AN s o FAF AV AT AV AVATAVA 50 ko) | ]
cﬂ4b¢r«b1>1>1b§ P I m C
AN Y NINNINS m m 5] mbl o
= =
.
X~~~ ‘“111%#1& = m v m o
wﬁmﬁmﬁ.’a“.;’l‘""‘hﬂ"gﬂ@mkﬁgﬂ 5 8 m o8
fu?»fr_lllrl.lrrillrrf.lrrﬁ.l.. rﬁlrrﬁﬁhwuwuﬂuﬂ = < = e
0 ) A e e A e NS o
tf....hrﬁﬂ-ﬁrlﬁr.lﬁlﬂlﬁ!ﬂlﬁﬁhhgv X o = oS
M == <7 =—KKAA T ar 5 M e
= M » E 2
e . LG
- [P = mm
SIS LSS FAYAY, m i) m .ﬂw ﬂ =
S A T N i A AV 7o) 8
p"fJ,.m.....Wﬁﬁ.ﬁ.ﬂhﬁn«;«ﬂ.ﬂoﬂuﬂwﬂq < = 5 5m O

‘brl}.{ir‘;r.i"’..(\rdw = Mﬂﬂniﬁi b1b»1b1.?d.

5 g g AV

T eV
SKAT

Diagonalmatrix der ILU-Zerlegung (vgl. 6.2.17). In den folgenden Tabellen ist die

Konvergenzrate x

der maximale Approximationsfehler e, , der gemittelte Appro-

k4

ximationsfehler e, und die Stabilitdtskonstante ¢ definiert durch:

K= (K™ - @)/ K™ - ),

; 1 €1 < NP},

max{ |u; - x/"

e,



Iui 'ximl,
1

€ = —

1
NP;

"Mz

¢ :=min{D;; /K;;; 1 <i <NP)}.

Die folgende Tabelle zeigt die erwartete quadratische Konvergenz des Approximations-
fehlers und illustriert, daB die Konvergenzraten « bei zunehmender Verfeinerung von
eins weg beschrinkt bleiben. Dies ist in Abb. 31 graphisch dargestellt

Level K # Iterationen €) €
2 4-102 10 2.728-107 6.1-102
3 7.2-102 12 7.003-10% 1.6-107
4 1.365-107 16 1.89.10% 4.68-10
5 2.187-10! 20 6.814-10° 1.59-10%

Tab.2 Konvergenzverhalten des Mehrgitterverfahrens und Approximationsverhalten
der finite Elemente Diskretisierung.

Approximationsfehler

8.00e-3

6.00e-3 -

4.00e-3

Fehler

2.00e-3

0.00e+0 Level

Abb.31 absoluter und gemittelter Fehler zwischen exakter und
berechneter Lésung

TR T Y T R Y IR R e
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Falls man das ILU-Verfahren ohne Mehrgitterkorrekturen verwendet, bemerkt man,
daf3 die Konvergenz mit der Anzahl der Iterationen langsamer wird, und sie sich auch bei
feineren Gittern zunehmend verschlechtert. Dies illustriert die folgende Tabelle.

# Iterationen Level =2 Level =3 Level =4
1 0.100 0.080 0.076
2 0.170 0.200 0.168
3 0.420 0.510 0.440
4 0.620 0.680 0.640
5 0.790 0.780 0.760
6 0.890 0.800 0.840
7 0.900 0.820 0.890
8 0.910 0.830 0.920
50 0.920 0.980 0.990

Tab.3 Konvergenzraten des ILU-Verfahrens

Die berechnete Losung besitzt die Form:

e
sZEEsE22

i

Abb.32 3-D Plot der berechneten Approximation der exakten Losung:
u=0251*-05r%+1/6 .

Im néchsten Schritt wollen wir den EinfluB8 verschiedener Tiefenfunktionen auf das
Konvergenzverhalten des Mehrgitterverfahrens untersuchen.
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(8.1.3) Konvergenzverhalten in Abhingigkeit der Tiefe
Wir werden sehen, da die Tiefe bei der singuléren Gleichung keinen spiirbaren EinfluB

auf die Konvergenz des Mehrgitterverfahrens besitzt. Wir haben das
Konvergenzverhalten an den folgenden Tiefenfunktion hy, hfﬁ :

5 1+(—-_ET_-§——2 fﬁr(x-8)2+y2 > 9
Mxy) = 2-0, By) = &9 .
1+ 5 fiir(x-e) + y* < §

getestet. Die folgende Abbildung zeigt diese Tiefen.

s
s
r s o

F TP rari .
- Frs

Ll
”

—
Ir
o

AN Y
JRLLTAY,
[Ny I,
ok |

Abb. 32 a,b Tiefenfunktion 4, und hy ¥mit ¢ = 0.3 und 8= 0.01.

Die néichsten Graphik verdeutlicht, daB die Konvergenzraten « nicht wesentlich von der
Tiefe des Gebietes abhingen.

Konvergenzrate als Funktion der Tiefe

—=f— ochne Tiefen
——®— Tiefe hi
ecl —8—  delta=0.01
——4— delta=0.05
2.1e-11
2
o
L.‘
g
&
g
£ 1.6e-1 4
7
Lle-l —r\_’_’_——\
S .
6.0e-2--...,.r|,,|___I Epsilon
3e-20 2e-1 4e-1 6e-1 8e-1 le+0
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(8.1.4) Konvergenzverhalten in Abhingigkeit des Gebiets

Es zeigt sich, dal die Konvergenzgeschwindigkeit des Mehrgitterverfahrens sich
deutlich verschlechtert, falls (z.B. durch Projektionen an den Rand) die Winkel in den
Dreiecken des Gitters stumpf werden. Wir betrachten das folgende Testgebiet, welches
durch den Parameter € gestort wird.

T

-
4_

R

Abb. 34 Testgebiet mit Stdrungsparameter

Als Grobtriangulierung verwenden wir die Triangulierung aus Abb 35 a:

AN
R

i
2

Abb.35 a,b Grobtriangulierung und erste Verfeinerung des Gebietes aus Abb.34
mit € =0.7

In der folgenden Tabelle sind die Konvergenzraten des Mehrgitterverfahrens in
Abhingigkeit von € aufgetragen. €=0 bedeutet, daB das Gebiet keine einspringende Ecke
besitzt, e=1 bedeutet, daB das Dreieck * in Abbildung 35 b zu einer Linie entartet. € <0
bedeutet daB die ,,einspringende” Ecke in Abb. 34 um |g| nach auBen zeigt. Es wurde mit
vier Gittern gerechnet, dal grobste besitzt 12 Ecken und 16 Dreiecke, das feinste 537

Pur}léte und 1024 Dreiecke. Die Abbruchtoleranz fiir das Mehrgitterverfahrens war
107~

s R N e
; ¢ y 8 R
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Epsilon alpha beta  alpha/beta c kappa # Iterationen
-15 1.516 135 89.050 0.257 0.055 11
-2 11.430 135 11.811 0.471 0.050 11
0 18.430 135 7.325 0.471 0.057 11
0.6 8.714 147 16.821 0.412 0.076 12
0.7 7.000 153 21.814 0.406 0.074 11
0.8 5.332 159 29.825 0.352 0.120 14
0.9 3.600 165 45.833 0.267 0.920  grdfler 150
0.95 1.910 172 90.052 0.186 4.841  divergent

Tab.4 Stabilititskonstante c, Konvergenzrate x, minimaler (maximaler) Innenwinkel der
Dreiecke a () und Anzahl der Iterationen in Abhingigkeit des Parameters €.

Tabelle 4 verdeutlicht, daB die Konvergenzraten x des Mehrgitterverfahrens schlecht

werden, falls die Triangulierung sehr stumpfe Winkel besitzt. Das liegt einerseits daran,
daB mit zunehmend stumpfen Winkeln die Stabilititskonstante ¢ der ILU-Zerlegung

klein wird, und andererseits das Mehrgitterverfahren dann keine gute Approximations-

eigenschaft besitzt. Auffallend ist, daB kein funktionaler Zusammenhang zwischen den

kleinsten Winkeln der Triangulierung und der Konvergenzrate erkennbar ist, obwohl

man {blicherweise annimmt, daB die Approximationseigenschaft vom Quotient aus

groBtem und kleinsten Winkel einer Triangulierung abhiingt (beachte die Quotienten fiir
negatives €!). Die Tatsache, daB x im wesentlichen nur vom groBten Winkel abhiingt,

wird in [17] untersucht. Auffallend ist desweiteren, daB sich die Konvergenz in

Abhiingigkeit von € nahezu sprunghaft verschlechtert (Esprung=0-8), und fiir kleinere &

nahezu konstant ist. Die Abbildungen 36 bis 38 illustrieren dies graphisch.

Konvergenzraten in Abhangigkeit von Epsilon

=—8—  Konvergenzrate

Konvergenzrate

102 v y . . . . Epsilon
22 47 a2 -0.7 0.2 0.3 0.8

Abb.36 Konvergenzraten in Abhingigkeit vom Stdérungsparameter €
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Konvergenzraten in Abhangigkeit von beta

5.0
4.5
4.0
354
3.09
2.5

2.0

Konvergenzraie

159
1.0

0.5

~—a— Konvergenzrate

0.0

130

140 150 160 170 180

Abb.37 Konvergenzraten in Abhéngigkeit vom maximalen Winkel der
Triangulierung

Konvergenzraten in Abhédngigkeit von alpha/beta

10 3

Konvergenzrate

—a— Konvergenzrate

alpha/beta

01

Abb.38 Konvergenzraten in Abhingigkeit vom Quotient aus groftem und
kleinstem Winkel einer Triangulierung. Es ist kein einfacher funktiona-
ler Zusammenhang erkennbar.
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Abschliefend wollen wir die singulire Gleichung im Fall, daB Q der Bodensee ist,
betrachten.

Lindau

Bodensee

Abb.39 Bodenseegebiet

Da der Ubergang des Bodensees in den Untersee bei Konstanz sehr schmal ist, erwarten
wir keine Kopplung der Eigenschwingungen in diesem Bereich. In unseren Berech-
nungen wurde deshalb der Untersee immer weggelassen.

zur Diskretisierung :

Die folgenden Abbildungen zeigen die verschiedenen Gitter. Man beachte, wie sich das
Gitter mit zunehmender Verfeinerung immer besser dem Rand aus Abb, 39 anpafBt. Das
hat jedoch zur Folge, das extrem stumpfe bzw. spitze Winkel auftreten, was sich dann
auch bei den Konvergenzraten bemerkbar macht.
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Abb. 40 Triangulierungen des Bodensees auf den Verfeinerungsstufen 0, 1, 2, 3, 4
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Ginerdaten:
Level # Gitterpunkte # Dreiecke Omin O
0 88 130 7.56 162.04
1 305 520 1.7 173.04
2 1129 2080 0.7957 173.04
3 4337 8320 0.2565 178.78
4 16993 33280 0.2565 178.78

Tab.5 Gitterdaten fiir die Bodenseetriangulierungen, Level bezeichnet den
Verfeinerungsgrad, o,p,;, den minimalen und o,,,, den maximalen Winkel der
Dreiecke in der Triangulierung

Zunidchst haben wir mit konstanter Tiefe gerechnet, d.h. k=1 in Gleichung (8.1.1). Als

rechte Seite haben wir g := sin(x/5)-sin(y/3) - C gewihlt, wobei C durch das Verfahren

aus § 7 Abschnitt 4 vom Programm berechnet wurde so, da ng = 0 erfiillt ist. Auf dem
Level 2 lag die Konvergenzrate bei 0.125, nach 15 Iterationen war der Rundungsfehler

(10'1%) erreicht. Die berechnete Losung ist in den folgenden beiden Plots dargestellt.

Abb.41 Hohenlinien- und 3-D Plot der berechneten Losung der singuliren
Gleichung (8.1.1) auf dem Bodensee
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Rechnet man nun die Gleichung mit der variablen Tiefe des Bodensees, erhiilt man auf
der zweiten Verfeinerungsstufe nach wie vor Konvergenz, aber mit deutlich schlechterer
Konvergenzrate (= 0.671). Diesmal ist der Rundungsfehler nach 72 Iterationen erreicht.
Die folgende Abbildung zeigt einen Hohenlinien bzw. einen 3-D Plot der verwendeten
Tiefe.

Abb., 42 Tiefe des Bodensees als Hohenlinien- und 3-D Plot

Verwendet man das néchst feinere Gitter (# Gitterpunkte = 4337) so divergiert das Ver-
fahren sowohl mit konstanter als auch mit variabler Tiefe. Dies liegt offensichtlich am
verwendeten Gitter (man beachte die Winkel aus Tabelle 5 und vergleiche mit § 8.1.4!).
Betrachtet man die Entwicklung des Defektes d (d := Kx - f), so stellt man fest, daf d
genau an den Stellen explodiert, wo das Gitter entartet ist. Das Gitter ist besonders im
Bereich des Ubergangs des Bodensees in den Obersee stark verzerrt. Bei variabler Tiefe
konzentriert sich d auf den Bereich um die Insel Mainau, im Fall konstanter Tiefe auf das
gegeniiberliegende Ufer. Dies wird durch die folgenden Abbildungen illustriert.

Abb. 43 a,b Defekt nach fiinf Mehrgitteriterationen a) mit variabler Tiefe b) mit
konstanter Tiefe
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Abb. 44 Triangulierung im Bereich aus Abb. 43 b, in dem der Defekt divergiert.

§ 8.2  Numerische Ergebnisse fiir das Eigenwertproblem

Sei Q := (0, 11) x (0, 3). Wir betrachten die Gleichung:
(8.2.1) V-V +Au=0 inQ
dufon=0 aufT.

Wir setzen in diesem Beispiel &= 1. Mit der Normierungsbedingung g =1 lauten die
Eigenfunktionen bzw. Eigenwerte wie folgt:

Eigenfunktionen : Seik;, k; e IN

ky-m- kg -
u(xy)—ﬂ * COS b xos23y;

wobel :
1 falsk); =k, = 0
C = <2 falls entwederk; = 0 oder kp =0 ;
4 fallsk; -k, # 0

zugehorige Eigenwerte :

s -2 8+ (3]
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(8.2.2) Diskretisierung und numerische Ergebnisse

Wir haben als Beispiel fiir das Verhalten der Konvergenzraten und des Approximations-
fehlers bei einem Eigenwertproblem die zweite Oberschwingung in obigem Problem
berechnet.

Gitterdaten:

Level # Gitterpunkte # Dreiecke Onin Olmax

0 28 40 26.56  112.62
| 95 160 26.56  112.62
2 349 640 26.56  112.62
3 1337 2560 26.56  112.62
4 5233 10240 26.56  112.62

Tab.6 Gitterdaten fiir die Triangulierung, o, ;. bzw. o, bezeichnen den mini-
malen Winkel der Triangulierungen.

Konvergenzraten:
Level Shift 1 Shift2  Konvergenzrate # Iterationen
: bis Rundungsfehler
1 0.4 0.7 0.085 10
2 04 0.7 0.06 9
3 04 0.7 0.16 12
4 0.4 0.7 0.28 14

Tab.7 Konvergenzraten auf den Verfeinerungsstufen ,,Level”. Shift 1 ist der
Shiftparameter fiir das ILU-Verfahren auf der ersten Verfeinerungsstu-
fe, Shift 2 ist der Shiftparameter auf den feineren Gittern. Die angege-
benen Konvergenzrate ist die Summe aller Konvergenzraten einer Ver-
feinerungsstufe, dividiert durch die Anzahl der Iterationen. Der Run-
dungsfehler lag bei 10 .

Diskretisierungsfehler:
Level €w e, A - Al A
0 1.02-10! 4.652:102 1.598-1072 0.310288
1 2.02:102 1.557-10%  4.293.10° 0.321975
2 4.03-103 1.790-107 1.066-1073 0.325202
3 1.22-103 5270-10*  2.646-10* 0.326003
4 3.37-10* 1.352-10%  6.595-10° 0.326202

Tab.8 Diskretisierungsfehler; e.., e, sind wie in § 8.1.2 definiert; A bezeichnet
die Eigenwertndherung auf dem jeweiligen Gitter und A = 0.3262679
den exakten Eigenwert.
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Tabelle 8 zeigt die quadratische Konvergenz des Fehlers zwischen exakter Losung und
berechneter Niherungslosung in den entsprechenden Normen. Auch kann man die
erwartete quadratische Konvergenz des Eigenwertes beobachten. Dies ist in der
folgenden Abbildung graphisch dargestellt.

Approximationsfehler fiir das Eigenwertproblem

1.2e-1

8.0e-2

6.0e-2 -

Fehler
4.0e-2
2.0e-2
Level
0.0e+0 1
Oe+0 le+0 2e+0 3e+0 4e+0 5e+0

Abb.45 Graphische Darstellung des Fehlers zwischen kontinuierlicher und
berechneter diskreter Losung

Die folgende Abbildung zeigt die berechnete Eigenschwingung.

ADbb.46 3-D Plot der berechneten zweiten Oberschwingung auf dem Rechteck
(0,11) x (0,3)
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§ 8.2.3 Das Eigenwertproblem fiir den Bodensee

AbschlieBend wollen wir die Eigenwertgleichung (8.2.1) fiir den Bodensee betrachten.
Zunidchst haben wir eine konstante ,,Aquivalenztiefc” von 102,78 Meter verwendet
(siehe [2]). Das grobe Gitter besitzt 88 Knotenpunkte (vgl. Tab.5). Wir konnten mit den
—aus dem Grobgitter resultierenden— Startwerten fiir die geschachtelte Iteration elf
Eigenwerte auf der ersten Verfeinerung berechnen und sieben auf der zweiten
Verfeinerungsstufe. Mit der variablen Tiefe des Bodensees erhalten wir nur noch
Konvergenz fiir den niedrigsten Eigenwert. Dies liegt vor allem daran, da wir mit sehr
wenig Gitterpunkten auf dem groben Gitter und Dreiecken mit nahezu entarteten
Winkeln rechnen. Hofmann [11] verwendet fiir das Einheitsquadrat 256 Punkte auf dem
groben Gitter und erhélt daraus 46 Eigenwerte. Bank berechnet die Eigenwerte des
Oberen Sees (USA) mit dem Programm PLTMG [1] und startet dabei mit einem groben
Gitter mit iiber 1000 Gitterpunkten. Unsere Ergebnisse sind unter diesen
Gesichtspunkten vollig zufriedenstellend. Um die Ergebnisse noch weiter zu verbessem,
miisste man sich iiberlegen, wie man ein feineres Grobgitter verwenden konnte. Eine
Moglichkeit wire, die erste Verfeinerungsstufe als Grobgitter zu verwenden. Damit
wiirde die Besetzungsstruktur der Steifigkeitsmatrix erhalten bleiben, und man hitte etwa
viermal so viele Knotenpunkte auf dem grobsten Gitter wie in unserem Fall.

Bisher wurden die Eigenschwingungen des Bodensees von Biuerle [2], Hamblin/
Hollan [10] und Rao [16] berechnet. Die folgende Tabelle zeigt einen Vergleich dieser
Ergebnisse mit denen hier berechneten und den bisher gemessenen.

gemessener Eigenwert Hamblin/Hollan Bduerle Rao Sauter
1. 55.64 53.7 53.83 53.87 5647

2. 37.72 35.7 35.95 3596  38.77

3. 28.28 27.2 27.01 27.03  27.83

4, 19.13 19.4 19.83 19.84 20.74
S. 18.6 15.19

6. 16.4 15.00
7. 15.0 14.8 13.71
8. 14.6 14.3 13.20
9. 12.5 12.42
10. 12.0 11.65
11. 11.6 11.3

Tab.9 Vergleich der Ergebnisse von Hamblin/Hollan, Biuerle, Rao und Sauter mit
den tatsdchlich gemessenen. Die Eigenwerte sind in Minuten angegeben.

§ 8.2.4 Plots der berechneten Eigenschwingungen

Wir stellen auf den ndchsten Seiten die berechneten Eigenschwingungen graphisch als
3-D Plot und als Hohenlinienplot dar. Die konstante Grundschwingung (Null-
Schwingung) ist nicht dargestellt.
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zweiten Verfeinerungsstufe

zweiten Verfeinerungsstufe
Abb. 48 2.0berschwingung, Konvergenzraten: 0.6 auf der ersten und 0.858 auf der

Abb. 47 1.Oberschwingung, Konvergenzraten: 0.6 auf der ersten und 0.86 auf der
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Abb. 49 3.0berschwingung, Konvergenzraten: 0.6 auf der ersten und 0.858 auf der
zweiten Verfeinerungsstufe

Abb. 50 4.0Oberschwingung, Konvergenzraten: 0.6 auf der ersten und 0.865 auf der
zweiten Verfeinerungsstufe
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Abb. 51 5.0berschwingung, Konvergenzraten: 0.58 auf der ersten und divergent auf
der zweiten Verfeinerungsstufe

Abb. 52 6.0berschwingung, Konvergenzraten: 0.85 auf der ersten und 0.76 auf
der zweiten Verfeinerungsstufe
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Abb. 53 7.0berschwingung, Konvergenzraten: 0.8 auf der ersten und 0.78 auf

der zweiten Verfeinerungsstufe

Abb. 54 8.0Oberschwingung, Konvergenzraten: 0.74 auf der ersten und divergent auf

der zweiten Verfeinerungsstufe
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Konvergenzraten: 0.8 auf der ersten und divergent auf

der zweiten Verfeinerungsstufe

Abb. 55 9.0berschwingung,

gent auf

genzraten: 0.8 auf der ersten und diver

Abb. 56 10.Oberschwingung, Konver

der zweiten Verfeinerungsstufe
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Notationen:
div, V- Divergenzoperator
grad Gradientenoperator in drei Dimensionen
\% Gradientenoperator in zwei Dimensionen
U’ Dualraum zu U
¢or Gy L2 - Skalarprodukt, Skalarprodukt im Hilbertraum U
<> Skalarprodukt im R™
I-llgs Iy LZ - Norm, Norm auf dem Raum U
I s B om gitterabhingige Normen, siehe p. 22

lI- Mo - Nps - ly—v Operatornormen, siehe p.22
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