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Résumé. — C’est le second volet d’une série de deux articles visant a construire et étudier des groupes de Galois motiviques
dans le cadre des motifs triangulés. Ces groupes de Galois motiviques ont été construits dans le premier volet [S] et leurs
algebres de fonctions régulieres ont été décrites explicitement en termes de formes différentielles ou de cycles algébriques.
Dans le présent article, nous avons regroupé des compléments importants a [5]. Dans une premicere partie, nous décrivons le
lien entre le groupe de Galois motivique et le groupe de Galois usuel d’un sous-corps de C. Dans une deuxieéme partie, nous
développons les bases d’une théorie de la ramification pour les groupes de Galois motiviques en construisant des groupes de
décomposition et d’inertie motiviques associés a une place géométrique. On introduit également la notion de groupe de Galois
motivique relatif pour une extension K/k qui mesure la différence entre les groupes de Galois motiviques de k et K. Ce dernier
s’avere plus accessible que son analogue absolu. En effet, on montrera que c’est un quotient du complété pro-algébrique du
pro-groupe fondamental topologique de la pro-variété hom, (K, C), du moins lorsque 1’extension K/k est de type fini.

Abstract. — This is the second article of a series of two, aiming at constructing and studying motivic Galois groups in the
context of triangulated motives. These motivic Galois groups were constructed in the first article [5] and their algebras of
regular functions were described concretely in terms of differential forms or algebraic cycles. In the present article, we gather
important complements to [5]. In the first part of this article, we describe the link between the motivic Galois group and the
usual Galois group of a subfield of C. In the second part, we develop the basis of a theory of ramification for the motivic Galois
groups by constructing motivic versions of the decomposition and inertia groups associated to a geometric valuation. We also
introduce the relative motivic Galois group of an extension K/k which measures the difference between the motivic Galois
groups of k and K. The latter is more accessible than its absolute counterpart. In effect, we show that it is a quotient of the
pro-algebraic completion of the topological fundamental pro-group of a the pro-variety homy(k, C), at least when the extension
K/k is of finite type.
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Introduction

C’est le second volet d’une série de deux articles visant a construire et étudier des groupes de Galois motiviques
dans le cadre des motifs triangulés. Ces groupes de Galois motiviques ont été construits dans le premier volet [5] et
leurs algebres de fonctions régulicres ont été décrites explicitement en termes de formes différentielles ou de cycles
algébriques. Le présent volet contient des compléments a [5] et il est destiné a €tre lu a la suite de [S]. En particulier,
une connaissance de la Section 1 et de la Sous-section 2.1 de [5] sera supposée et aucun résultat de [S] ne sera rappelé.
Les notations sont les mémes que ceux de [5].

Faisons un appercu de I’article.

Lien avec le groupe de Galois ordinaire. — Dans la Sous-section 1.2 nous étudions le lien entre le groupe de Galois
motivique d’un corps k muni d’un plongement complexe o : k < C et le groupe de Galois ordinaire de 1’extension
k/k ou k c C est la cloture algébrique de k dans C. Nous construisons en effet un morphisme de pro-schémas en
groupe :

Guot(k, o, A) — Gal(k/k) 1)

ot Gal(k/k) est le groupe de Galois de k/k vu comme un pro-schéma en groupe constant sur Spec(A). Ce morphisme
est en fait obtenu a partir d’un morphisme, a priori plus précis, entre algebres de Hopf dans D(A) :

CO(Gal(k/k), A) — Humot(k, o, A). ()

Nous montrerons dans le §1.2.2 que si A est de torsion, le morphisme (2) est inversible. Il en est donc de méme du
morphisme (1). Pour A général, le morphisme (1) est surjectif et il est plausible que son noyau soit connexe. Autrement
dit, nous esperons que le groupe de Galois de k/k s’identifie au groupe des composantes connexes du groupe de Galois
motivique de k. Malheureusement, nous ne savons pas comment progresser dans cette direction. Cependant, le lecteur
trouvera une preuve du fait que le noyau de (1) s’identifie au groupe de Galois motivique de k (cf. le Corollaire 2.31).

Décrivons a présent le lien avec les représentations £-adiques. Pour fixer les idées, supposons que A = Z et soit £
un nombre premier. Nous avons des isomorphismes naturels

limens Hnor(k, 07, Z/€") = lim,ery C*(Gal(k/k), Z/€") =~ C(Gal(k/k), Z¢),

ou C%Gal(k/k),Z¢) est ’anneau des fonctions continues du groupe de Galois de k/k a valeurs dans 1’anneau des
entiers {-adiques muni de sa topologie usuelle. Nous en déduisons un morphisme canonique

Humot(k, 07, Z) — CO(Gal(k/k), Z¢). 3)

De plus, C%(Gal(k/k), Z¢) est une algebre de Hopf dans la catégorie monoidale des Z,-modules normés et I’homomor-
phisme (3) est compatible avec les multiplications et comultiplications. Il s’ensuit qu’un comodule sur H o (k, 0, Z)
détermine un comodule sur C%(Gal(k/k), Z). Autrement dit, 3 une représentation de G(k, 0, Z) on peut associer
une représentation £-adique du groupe de Galois de k/k. On vérifie dans le §1.2.3 que cette construction appliquée a la
représentation canonique de G, (k, 0, Z) sur Bti* (M), pour M € DA(k, Z), redonne la représentation £-adique usuelle
sur Bti* (M) ®z Z,.

Il ne fait aucun doute qu’une représentation de G (k, 0, Z) détermine aussi une structure de Hodge mixte et que
ceci permette de retrouver les structures de Hodge mixtes usuelles sur ’homologie et la cohomologie des variétés
algébriques ; toutefois, nous n’avons pas tenté de vérifier les détails.
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Groupes d’inertie et de décomposition motiviques. — Soient K/k le corps de fonctions d’une k-courbe et v une k-
valuation, i.e., une valuation telle que k est contenu dans son anneau de valuation. Notons K le corps résiduel de
v et fixons un plongement complexe & : K — C. Notons enfin K le complété de K pour la valuation v. Par [4],
nous disposons de la catégorie RigDA(K, A) des motifs des variétés rigides sur K. Le choix d’une uniformisante de
K détermine une équivalence de catégories QUDA(K,A) ~ RigDA(K, A) ot QUDA(K,A) c DA(Gmg, A) est la
sous-catégorie pleine des motifs quasi-unipotents. Appelons ¥, : RigDA(K, A) — DA(K, A) la composition de

RigDA(K, A) ~ QUDA(K, A) c DA(Gmg, A) 2 DA(R, A).

Le foncteur de réalisation de Betti pour les motifs rigides est obtenu en composant ¥, avec Bti* : DA(K,A) — D(A).
Nous lui appliquons notre dualité de Tannaka faible pour obtenir une algebre de Hopf J—C;’not(f{ ,0,A). En fait, cette
algebre de Hopf est un produit tensoriel semi-direct de (K, &, A) avec une algébre de Hopf qu’on peut comple-
tement expliciter. Lorsque A = Q, c’est CY%Z(1),Q) ®q Q[7], I'algebre des fonctions sur le pro-schéma en groupe
Z(1) x Gag.

Revenons maintenant au corps K et fixons un plongement complexe o : K — C qui coincide avec & sur k. Il
existe (cf. la Proposition 2.20) un isomorphisme (non canonique) entre le foncteur Bti* : DA(K, A) — D(A) et la
composition de

DAK, A) %, RigDA (K, A) —%5 DAR, A) 25 D(A).

On en déduit un morphisme de A-algebres de Hopf Hyo(K, 0, A) — ngmt(f( ,0,A). Ce morphisme est surjec-
tif. Plus précisément, lorsque que k =~ K, nous montrons que Hot(K, o, A) est un produit tensoriel semi-direct de
HY (K, A) et d’une autre algebre de Hopf. Cette derniére est la réalisation de Betti d’une algébre de Hopf dans
DA(k, A) que nous associons au foncteur « motif proche » ¥, : DA(K, A) — DA(K, A) égal au foncteur composé
¥, o Rig*.

Notons GY(K,7,A) = Spec(Ho(HY (K, &, A))) et Dyo(v) I'image de G, (K, 5, A) — Guo(K, 0, A), un
monomorphisme de pro-schémas en groupe. C’est le groupe de décomposition motivique de v. 1l s’inseére dans une
suite exacte courte scindée

{1} — Tinot@) — Dinot() — Gma(K, &7, A) — {1
ol Inot(v) est appelé le groupe d’inertie motivique de v. Lorsque A est une Q-algebre, on a Iy (v) =~ Z(l) X Gap.
Bien entendu, une extension de ces constructions au cas ou v est d’inégale caractéristique serait la bienvenue.

Groupe de Galois motiviques relatifs et groupes fondamentaux motiviques. — Soit K/k une extension de type fini et
fixons un plongement complexe o : K — C. Le groupe de Galois motivique de K relativement a k est le noyau de
I’homomorphisme

Gl’nO[(Ka g, A) — Gmot(k7 g, A)7

etil sera noté Gﬁl(K, o, A). Il est possible aussi de faire cette construction au niveau des algébres de Hopf motiviques.

Nous obtenons alors une A-algebre de Hopf graduée J—Cﬁl(K, o, N)gr telle que Gﬁl (K,o,A\) = Spec(HO(ﬂ-Cﬁ1 (K, 0, N)gr)).
On pourrait penser que cette construction est plus précise, mais il n’en est rien. En effet, nous prouverons dans le
§2.4.2 que f}{f,’{l(K, o, N, est concentrée en degré zéro. Autrement dit, cette algebre de Hopf est déterminée par le
pro-schéma en groupe Gpot(K, o, A). Comme application, on voit qu’il suffit de montrer la Conjecture A de [5, §2.6]
pour k = Q.

Une construction trés liée est celle des groupes fondamentaux motiviques. Etant donnés un k-schéma de type
fini X et un k-point x € X(k), on peut définir une algebre de Hopf Fpnoi(X, x, A) € DA(k,A). C’est 'algebre de
Hopf fondamentale motivique du k-schéma pointé (X, x). Elle est intimement liée au groupe fondamental de 1’espace
analytique pointé (X(C), x) : on a un morphisme d’algebres de Hopf

Bti* (Fmat(X, X, A)) — C(m1(X(C), x), A)

ou G?(m(X (©), x), A) est I’algebre des fonctions du complété pro-algébrique du groupe fondamental de (X(C), x).
Lorsque (X, x) = (C,c) est une courbe affine et lisse, 1’algebre Bti*(Fo(C, ¢, A)) est concentrée en degré zéro.
(Ce résultat est a la base du résultat correspondant pour les algébres de Hopf motiviques relatives dont il s’agissait
ci-dessus.) Notons Hrlnm(C, ¢, \) = Spec(Bti*(Fnot(C, ¢, A))). Nous montrons également que 1’image du morphisme
m11(C(C),c) — H‘ln"‘(C, ¢, \) est Zariski dense, du moins si C est un revétement étale d’un ouvert de la droite affine.
(Cette derniere condition est probablement superflue mais nous n’avons pas réussi a I’éliminer.) Ceci entraine un
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résultat similaire pour les groupes de Galois motiviques relatifs (cf. le Théoreme 2.57). C’est 1a le résultat le plus
important de cet article.

1. Groupes de Galois classiques et groupes de Galois motiviques

On fixe un anneau de coeflicients A et un corps k de caractéristique nulle muni d’un plongement complexe o : k —
C. Dans cette section nous faisons le lien entre le groupe de Galois motivique Gyt(k, 0, A) et le groupe de Galois
ordinaire Gal(k/k) de 1’extension k/k ol k C C est la cloture algébrique de k dans C. Ce lien est obtenu en calculant
I’algebre de Hopf motivique Hyoi(k, o, A) (et sa variante effective J-Cfnff)t(k, o, A)) lorsque A est un anneau de torsion.
On trouve en effet que ces algebres s’identifient canoniquement a 1’algebre des fonctions continues C°(Gal(k/k), A).
Pour établir cette identification nous devons d’abord montrer que les bialgebres H i (k, 0, A) et ﬂ{fnfgt(k, o, \) peuvent
étre définies en utilisant les motifs avec transferts.

1.1. Construction des algebres de Hopf motiviques via les motifs avec transferts. —

Nous reprenons ici les constructions de [S, §2.1] pour les catégories des motifs de Voevodsky, i.e., avec transferts.
Ces constructions fournissent, a isomorphisme pres, les mémes bialgebres f}{fit(k, o, \) et Hyot(k, o, A). Nous ob-
tenons ainsi une construction alternative des bialgeébres motiviques. Ceci sera utile dans la Sous-section 1.2. Dans la
suite, T désignera un symbole dans {Nis, ét}. Pour des rappels succincts sur la construction des catégories des motifs
avec transferts et pour les notations employées ci-dessous, nous renvoyons le lecteur a [5, §2.3.2]. Notre premiere
tache sera de construire un foncteur de réalisation de Betti sur les catégories des motifs de Voevodsky en adaptant la

méthode de [3].

1.1.1. La construction de Voevodsky pour les variétés complexes. — On note CpVar la catégorie des variétés com-
plexes (qu’on identifie & la catégorie AnSm/ pt de [5, §2.1.2]). C’est un site pour la topologie de Grothendieck engen-
drée par les recouvrements ouverts des variétés complexes et abrégée dans la suite par « usu ».

La catégorie des espaces analytiques complexes (ayant un nombre fini de composantes connexes) vérifie toutes
les conditions requises pour parler de morphismes multivalués et de correspondances abstraites (voir 1’ Appendice
A). Par abus de langage, une correspondance abstraite entre deux variétés complexes X et Y sera dorénavant appelée
une correspondances finies. Le groupe abélien qu’elles forment sera not¢é AnCor(X, Y). Lorsque X et ¥ n’ont pas
nécessairement un nombre fini de composantes connexes, on pose AnCor(X, Y) = [[icq,x) @jem)()’) AnCor(X;,Y)).
On note AnCor la catégorie ayant pour objets les variétés complexes et pour morphismes les correspondances finies.
La catégorie AnCor est additive, monoidale, symétrique et unitaire. La somme directe et le produit tensoriel sont
respectivement donnés par le coproduit et le produit des variétés complexes. Un préfaisceau avec transferts (de A-
modules) sur CpVar est un foncteur contravariant et additif de AnCor dans la catégorie des A-modules. Si X est
une variété complexe, on note A,-(X) le préfaisceau avec transferts représenté par X, i.e., tel que A, (X)(—) = A ®z
AnCor(—, X). Les préfaisceaux avec transferts sur CpVar forment une catégorie qu’on note PST(CpVar, A). C’est une
catégorie abélienne de Grothendieck. Elle est monoidale, symétrique et unitaire, et son produit tensoriel est caractérisé
(a isomorphisme pres) par la propriété de commuter aux colimites et par 1’égalité A, (X) ® Ay (Y) = Ay (X X Y) vraie
pour toutes les variétés complexes X et Y.

Un faisceaux avec transferts sur CpVar est un préfaisceau avec transferts dont la restriction a CpVar est un usu-
faisceau. On note Str(CpVar, A) c PST(CpVar, A) la sous-catégorie pleine des faisceaux avec transferts. Comme
dans le cas algébrique, on peut montrer que Str(CpVar, A) est une catégorie abélienne de Grothendieck et que 1’in-
clusion évidente admet un adjoint a gauche a’’, : PST(CpVar, A) — Str(CpVar, A). De plus, modulo les transferts,

usu
le foncteur a/;, est donné par le foncteur de faisceautisation pour la topologie usuelle. On ne donnera pas ici une
preuve de ces assertions. On se contente d’indiquer que la méthode suivie dans [4, Sect. 2.2] pour prouver le résultat
correspondant en géométrie rigide s’adapte sans difficulté au cas analytique complexe.

La preuve de [4, Th. 2.5.7] se transporte littéralement au cas des variétés complexes. On peut donc munir la catégo-
rie Cpl(PST(CpVar, A)) d’une structure de modeles projective usu-locale. Les équivalences faibles de cette structure
sont appelées les équivalences usu-locales. C’est les morphismes de complexes de préfaisceaux avec transferts qui
induisent des isomorphismes sur les faisceaux associés au préfaisceaux d’homologie. L’ analogue analytique complexe

de [4, Prop. 2.5.9] est également vrai. Autrement dit, le foncteur a”’;, induit une équivalence de catégories

Lafzrsu : Houm(Cpl(PST(CpVar, A))) — D(Str(CpVar, A))

(Le membre de gauche étant la catégorie homotopique de la structure usu-locale.) Une localisation a la Bousfield de
la structure usu-locale fournit la structure projective (D!, usu)-locale pour laquelle la fleche Atr(D;()[n] — Ay (X)[n]
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est une équivalence faible pour tout n € Z et toute variété complexe X. On pose :
AnDM®T(A) = Hoypi_,,,, (Cpl(PST(CpVar, A))),

la catégorie homotopique de la structure (D', usu)-locale.
On dispose d’un couple de foncteurs adjoints (a,-, 0;) d’ajout et d’oubli de transferts

azr
PSh(CpVar, A) (0:> PST(CpVar, A).

Le foncteur o, associe a un préfaisceau avec transferts sa restriction a CpVar. Le foncteur a;- est monoidal, commute
aux colimites et envoie X ® A sur A,(X) pour toute variété complexe X. On a le résultat suivant.

Lemme 1.1 — On a des adjonctions de Quillen
A
Cpl(PSh(CpVar, A)) <O:> Cpl(PST(CpVar, A))

pour les structures projectives usu-locales ainsi que les structures projectives (D', usu)-locales.

Démonstration. Remarquons que oy est un foncteur de Quillen a droite relativement aux structures projectives. En
effet, les fibrations projectives de complexes de préfaisceaux, avec ou sans transferts, sont les morphismes surjectifs.
Or, o4 présérve les morphismes surjectifs. Pour montrer que I’adjonction de Quillen (ay., o) passe a la localisation
suivant les équivalences usu-locales, il suffira de montrer que o, préserve les objets usu-fibrants.

Soit K un complexe de préfaisceaux avec transferts sur CpVar. On suppose que K est usu-fibrant et on cherche a
prouver que o,(K) est usu-fibrant. Soient V une variété complexe et (V) c; un recouvrement ouvert de V. On peut
montrer qu’on a une équivalence usu-locale de complexes de préfaisceaux avec transferts :

[ @ Ap(Vin---nVj)—> - > @Azr(vj)

..... Jn€J jeJ

— Ap(V)[0]

(Le lecteur pourra adapter la preuve de [4, Prop. 2.5.1]) Comme K est usu-fibrant, on déduit aussitdt un quasi-
isomorphisme de complexes de A-modules :

@K,(VJ-)—)-««—) @ K.V, N-- mvjn)—»..].

jeJ L Jjn€J

K.(V) —— Tot

(Ci-dessus, Tot(—) est le foncteur qui associe a un bicomplexe, son complexe total.) Or, I’hyper-cohomologie d’un
complexe de préfaisceaux sur la variété topologique V se calcule a I’aide de sa cohomologie de Cech, i.e., la colimite
suivant les recouvrements ouverts de V de la cohomologie du complexe simple associé au bicomplexe ci-dessus. On

déduit alors un quasi-isomorphisme : K,(V) — RI(V, Kiouv(vy). La restriction de K (mais aussi de o,(K)) au petit
site Ouv(V) est donc un objet usu-fibrant de Cpl(PSh(Ouv(V), A)). Par [5, Lem. 2.2], ceci entraine que o;(K) est
usu-fibrant. Enfin, le passage a la D'-localisation ne présente aucune difficulté. <

On déduit du Lemme 1.1 une adjonction

AnDAT(A) — — — AnDMeT (A). “4)

78

Le foncteur La,, est triangulé et monoidal. Vu le résultat ci-dessous, il n’est pas nécessaire de dériver le foncteur oy,.

Lemme 1.2 — Le foncteur o, : Cpl(PST(CpVar, A)) — Cpl(PSh(CpVar, A)) préserve les équivalences (D', usu)-
locales.

Démonstration. La preuve est similaire a celle de [5, Lem. 2.111]. Elle est omise. <
Proposition 1.3 — L’adjonction

A
Cpl(PSh(CpVar, A)) <O:> Cpl(PST(CpVar, A))

est une équivalence de Quillen pour les structures projectives (D', usu)-locales. En particulier, les foncteurs La,, et
Roy, dans (4) sont des équivalences de catégories inverses l'une de I’ autre.

Démonstration. Par le Lemme 1.1, on sait que (a;, o) est une adjonction de Quillen. Il reste a voir que La,, est une
équivalence de catégories. On divise la preuve en deux étapes.
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Etape A. On montre ici que la catégorie triangulée AnDM°®(A) coincide avec sa plus petite sous-catégorie triangulée
stable par petites sommes et contenant A,.(p?).

On peut résoudre tout complexe de préfaisceaux avec transferts par des complexes qui sont en chaque degré une
somme directe de préfaisceaux avec transferts représentables. Ceci entraine que AnDM®T(A) coincide avec sa plus
petite sous-catégorie triangulée stable par petites sommes et contenant les A;-(X) pour toutes les variétés complexes
X. Ainsi, il suffit de montrer que les A;-(X) sont contenus dans la plus petite sous-catégorie triangulée J stable par
petites sommes et contenant A,.(pt). Pour cela, on peut utiliser [3, Prop. 1.5] et le fait que le foncteur triangulé
La, : AnDA®T(A) — AnDM®T(A) commute aux sommes infinies.

Etape B. Pour terminer la preuve, il reste 2 voir que le foncteur La,, est pleinement fidele. En effet, si c’est le cas,
La,-(AnDA®T(A)) ¢ AnDMET(A) sera une sous-catégorie triangulée stable par petites sommes et contenant A,.(pr).
L’Etape A entraine alors que La,, est essentiellement surjectif.

Par [3, Th. 1.8], le foncteur (=)q5 : D(A) — AnDA®T(A), qui a un complexe de A-modules K associe le préfais-
ceau constant K., = pr ® K, est une équivalence de catégories. Il suffit donc de montrer que

homAnDACH(A)(Kcsta Lcst) E— homAnDMe“(A)(Latr(Kcst)’ Latr(Lcst))
est inversible pour tous complexes de A-modules K et L. Par adjonction, on a un isomorphisme

homAnDMcﬁ(A)(Latr(Kcst), Lay(Lest)) = homAnDAcﬁ(A)(Kcst, RoyrLay(Leg)).

On est donc ramené a montrer que L.;; — RosLa, (L) est inversible. On peut supposer que le complexe de A-
modules L est projectivement cofibrant. Dans ce cas, le complexe de préfaisceaux L. est aussi projectivement co-
fibrant et La,(Lqs) =~ a,(Lcs). Par le Lemme 1.2, le foncteur o, préserve les équivalences (D', usu)-locales. 11 se
dérive donc trivialement. On est donc ramené en fin de compte a prouver que L.i; — 04-8;-(Lcs) €st une équivalence
(D', usu)-locale. Une inspection facile montre que o,-a;-(L.s) coincide avec le faisceau associé a L.y sur les variétés
complexes ayant un nombre fini de composantes connexes. (Ceci découle immédiatement du fait que A;-(pf)(X) est

isomorphe a A™X) si m(X) est fini.) La proposition est prouvée. <
Corollaire 1.4 — Let foncteur (<), qui a un complexe de A-modules K associe le préfaisceau avec transferts
L = a;(Ley) induit une équivalence de catégories ()", : D(A) — AnDM®T(A).
Démonstration. Ceci découle immédiatement de la Proposition 1.3 et de [3, Th. 1.8]. <
Soit T[’ft un remplacement projectivement cofibrant du préfaisceau avec transferts quotient A, (A" /A, (A% — o).

(Par exemple, Tl’,’, = a,(T)) avec T),; comme dans [§, §2.1.2].) On note Spt2 (Cpl(PST(CpVar, A))) la catégorie des

T[r
pt
T;’t—spectres symétriques de complexes de préfaisceaux avec transferts. On munit cette catégorie de la structure de
modeles projective stable déduite de la structure projective (D!, usu)-locale sur Cpl(PST(CpVar, A)). On pose :

AnDM(A) = H0D1_usu_st(Spti,,(Cpl(PST(CpVar, AN)))),
pt
la catégorie homotopique de la structure (D', usu)-locale stable. Elle est triangulée et monoidale.
Rappelons qu’on dispose d’un isomorphisme Ty =~ A.y[2] dans AnDA®T(A). On en déduit, par application du

foncteur La,,, un isomorphisme T,i’ ~ Ay (pt)[2]. En particulier, T;f, est un objet inversible pour le produit tensoriel de

AnDMeﬁ(A). 11 vient par [2, Prop. 4.3.35] que le foncteur LSus(;,r - AnDM®T(A) — AnDM(A) est une équivalence
k

de catégories de quasi-inverse REvj.
Comme dans le cas effectif, on dispose d’une adjonction
La,,
AnDA(A) —— AnDM(A).
Rotr
Elle s’obtient en prenant T;,’t = a;(T ) eten appliquant [2, Lem. 4.3.34] au foncteur de Quillen a gauche a;,. Il découle
immédiatement de la Proposition 1.3 que le foncteur La,. ci-dessus est une équivalence de catégories triangulées
monoidales de quasi-inverse Ro,,.. D’ailleurs, AnNDA(A) et AnDM(A) sont aussi équivalentes a D(A).
Notons finalement qu’il n’est pas nécessaire de dériver le foncteur o, du moins si I’on travaille avec les spectres
non symétriques. En effet, on a le résultat suivant.

Lemme 1.5 — Le foncteur oy, : SptTlprr (CpI(PST(CpVar, A))) — SptTm(Cpl(PSh(CpVar, N))) préserve les équi-
valences (D', usu)-locales stables.

Démonstration. Le passage du cas effectif au cas stable dans la preuve de [5, Lem. 2.112] s’étend littéralement au
cas analytique complexe. <
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1.1.2. La réalisation de Betti pour les motifs avec transferts. — Fixons a présent un corps k de caractéristique nulle
muni d’un plongement complexe o : kK <— C. Le foncteur d’analytification, qui a un k-schéma de type fini X associe
I’espace analytique X" des points complexes de X, commute aux quotients suivant des groupes finis. Il induit donc
un foncteur sur les catégories des correspondances abstraites. D’out un foncteur additif An : Cor(k) — AnCor qui
étend le foncteur d’analytification An : Sm/k — CpVar. (Voir les Propositions A.13 et A.15.) La composition a
gauche avec ce foncteur fournit un foncteur image directe

An, : PST(CpVar, A) — PST(Sm/k, A).

Ce dernier admet un adjoint a gauche An* caractérisé par sa propriété de commuter aux colimites et par 1’égalité
An* Ay (X) = Ay (X9), vraie pour tout k-schéma lisse X. On a le résultat suivant.

Proposition 1.6 —

(a) On a une adjonction de Quillen
An*
Cpl(PST(Sm/k, A)) <A:> Cpl(PST(CpVar, A))

lorsqu’on munit la source de sa structure projective (A', T)-locale et le but de sa structure projective (D', usu)-
locale.
(b) On a une adjonction de Quillen
Spt=

(CpI(PST(Sm/k, A))) <:> SptZ, (Cpl(PST(CpVar, A)))

Ttl Ttr

(out I’on prend T;,’t = An*(T,’c’ )) lorsqu’on munit la source de sa structure projective (A, 7)-locale stable et le
but de sa structure projective (D', usu)-locale stable.

Démonstration. La partie (b) découle de la partie (a) via [2, Lem. 4.3.34]. On se concentre donc sur la premiere partie
de la proposition. Le fait que (An*, An.) est une adjonction de Quillen relativement aux structures projectives est clair
puisque An, préserve les épimorphismes de préfaisceaux avec transferts. Pour vérifier que cette adjonction passe a
la localisation par les équivalences locales, il suffit de montrer que An, envoie un complexe de préfaisceaux avec
transferts usu-local sur un complexe de préfaisceaux avec transferts r-local. Etant donné que les foncteurs d’oubli
de transferts préservent et détectent les objets usu-locaux et 7-locaux, on se ramene a montrer I’énoncé analogue
pour les complexes de préfaisceaux sans transferts. Cet énoncé est vrai par [2, Th. 4.4.60]. Enfin, l’adjonction de
Quillen (An*, An,) passe a la Al-localisation et la D!-localisation. En effet, An* envoie la fleche Atr(A ) — Ay (X)

sur Ay (AL x XY — Ay (X qui est inversible dans AnDMET(A). <

On déduit de la Proposition 1.6 deux foncteurs triangulés, monoidaux, symétriques et unitaires :
An;fff’* . DMT7(k, A) —— AnDM®T(A) et Ang,: DM'(k,A) — AnDM(A).

Lorsque 7 = Nis, on omettra la mention de la topologie. De mé€me, lorsque le corps k est compris, on omettra de le
mentionner. On a des isomorphismes canoniques de foncteurs monoidaux :

La, o A7 =~ AnT™* o g, La, 0 AN™ ~ An"* o La,, et SusT,, o AnfT™* ~ AT o SusT,,

Définition 1.7 —
(a) La réalisation de Betti effective (avec transferts) est la composition de

An eff,7,x

Btiifff’* : DMETT(k, A) —>AnDMeﬂ(A) D(A)

C’est un foncteur triangulé et monoidal. Son adjoint a droite sera noté Btliﬁ;r:
(b) La réalisation de Betti stable (avec transferts) est la composition de

%

Ang, RC oRE
B, : DM (k, A) —-= AnDM(A) — =% D(A),

C’est un foncteur triangulé et monoidal. Son adjoint a droite sera noté Bti .
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Lorsque k est sous-entendu, on notera simplement Bti™™*, Bti"*, Bti™" et Bti7, les foncteurs ci-dessus. Lorsque

7 = Nis, on omettra la mention de la topologie. On a des triangles commutatifs (a2 isomorphismes pres)

eff,7,x ST
DATT(k, A) =5 DA) et DAT(kA) —— D(A). (5)
La,,l / La,,l /
Btic Bti7,”
DM (k, A) DM (k, A)
1.1.3. Les bialgébres associées aux réalisations de Betti des motifs avec transferts. — Comme avant, k est un corps

de caractéristique nulle muni d’un plongement complexe o : k < C. On a un foncteur (-)”, : D(A) — DM (k, A)

qui a un complexe de A-modules L associe a,-(L® Spec(k)). (En tant que préfaisceau (sans transferts), il coincide avec
le faisceau associé a L. sur les variétés complexes ayant un nombre fini de composantes connexes.) On pose aussi

(_)Z, ro_ Sus%,(, o (=), :D(A) — DM (k, A).

cst cst

.t
cst

eff, 7,
tr

Lemme 1.8 — Le foncteur (<), (resp. (=)

cst
catégories triangulées et monoidales.

) est une section a Bii (resp. Bti;") dans la 2-catégorie des

Démonstration. La preuve de [S5, Lem. 2.5] s’étend littéralement aux catégories des motifs avec transferts. <

Lemme 1.9 — Les foncteurs Btiffk’T : D(A) — DM (k, A) et Bti.. : D(A) — DM (k, A) commutent aux
sommes infinies.

Démonstration. La preuve de [5, Lem. 2.6] s’étend littéralement aux catégories des motifs avec transferts. <
Proposition 1.10 —

(a) Le foncteur de réalisation de Betti effective Btifrﬁ’T’* - DMT7(k, A) — D(A) satisfait a |5, Hypo. 1.20] avec e
le foncteur (-), : D(A) — DMTT(k, A).

(b) Le foncteur de réalisation de Betti stable Bti;," : DM (k, A) — D(A) satisfait a [5, Hypo. 1.40] avec e le
foncteur (=)= : D(A) — DM (k, A).

cst

Démonstration. Encore une fois, la preuve de [5, Prop. 2.7] s’étend littéralement aux catégories des motifs avec
transferts en utilisant les Lemmes 1.8 et 1.9. <

Ainsi [5, Th. 1.21 et 1.45] fournissent respectivement une bialgébre commutative et biunitaire Btic™™*BtiT" A et
une algebre de Hopf commutative Bti;,"Bti[., A dans D(A).

Définition 1.11 —

(a) On note HET (k, o, Ay la bialgebre Btifﬁ1r ’T’*Btifg’TA. C’est la bialgebre motivique effective du corps k (version
avec transferts) associée au plongement o.

(b) On note Hmer(k, o, A)yr 'algébre de Hopf Bti; " Btif., A. C’est [’algébre de Hopf motivique du corps k (version
avec transferts) associée au plongement o.

Comme dans [5, Rem. 2.10], on peut montrer que les bialgebres motiviques de la Définition 1.11 ne dépendent pas
de la topologie T € {Nis, ét}. Le résultat ci-dessous découle de [5, Prop. 1.28].

Proposition 1.12 — Soit M un objet de DM (k, A) (resp. DM (k, A)). Alors, la réalisation de Betti de M est

naturellement un comodule sur J{frﬁ;t(k, o, M)y (resp. Hot(k, oy A)yr).

Par [5, Prop. 1.48], les triangles (5) induisent des morphismes de bialgebres biunitaires

J{fnﬁ(;t(k’ g, A) — J{fnff)t(k’ g, A)lr et g{mot(k’ g, A) — g{mot(k’ g, A)l‘r- (6)
On a le résultat suivant.
Théoréme 1.13 — Les morphismes (6) sont des isomorphismes de bialgebres.

D’apres Cisinski-Déglise (cf. [5, Cor. B.14]), le foncteur La,, : DA% (k, A) — DM®(k, A) est une équivalence
de catégories. Ceci entraine aussitdt que le morphisme Hpyoi(k, 0, A) — Hor(k, o, A); st inversible. Dans le cas
effectif, [5, Th. B.1] entraine également que U{fn‘fn(k, o,A\) — G{fn‘f)t(k, o, N), est inversible lorsque A est une Q-
algebre. Dans le cas restant, i.e., si A n’est pas supposée une Q-algebre et que 1’on s’intéresse au cas effectif, nous
ignorons si le foncteur La,, : DA Lk, A) — pme ét(k, A) est une équivalence de catégories ou pas. Toutefois, il
est possible de donner une preuve du théoreme qui n’utilise pas une telle équivalence de catégories. Elle repose sur le
résultat suivant.
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Lemme 1.14 — Les foncteurs
An* : Shv(Sm/k, A) —— Shv(CpVar, A) et Ang, @ Str(Sm/k, A) —— Str(CpVar, A)
sont exacts. De plus, le carré

Str(Sm/k, A) i Str(CpVar, A)
O ) o
Shv(Sm/k, A) ﬂ Shv(CpVar, A)
commute a un isomorphisme canonique pres.

Démonstration. Soit (U, u) une variété complexe pointée. On dispose d’un foncteur fibre u* sur Str(CpVar, A) a
valeurs dans la catégorie des A-modules. Il associe a un faisceau F la colimite des F(V) suivant les voisinages ouverts
V c U de u. Ce foncteur est exact. De plus, la famille des foncteurs fibres u*, obtenue en faisant varier la variété
pointée (U, u), est conservative. Ainsi, pour vérifier que An* est exact, il suffira de vérifier que les foncteurs u* o An*
sont exacts. De méme, pour vérifier que Anj, est exact, il suffira de vérifier que le les foncteurs u* o o, o Anj, sont
exacts.

Soit F' un faisceau sans (resp. avec) transferts sur Sm/k. On a alors :

u'An*(F) = colim( colim F (X)) @)
ueVclU \V-Xe(V\(Sm/k))
. u'o,An; (F) = coli li FX)|).
(resp.  u”oyAn;,(F) = colim (Vﬁxagg(‘l/r\réor(k» ( ))) ®)

Dans les colimites ci-dessus, on peut se restreindre aux k-schémas X affines.

Dans (7), la colimite totale est indexée par la catégorie V/U(u)\(Smaf/k) dont les objets sont les couples (V,V —
X avec V C U un voisinage ouvert de u et X un k-schéma affine et lisse. Un morphisme de (V,V — X%') dans
(V', V! = X’%") correspond a une inclusion V' C V et a un morphisme de k-schémas X — X’ tels que le diagramme

V— X"

[

V/ X/an

commute. Notons A = Oy, ’anneau local de la variété complexe U en u. Notons aussi Spec(fl)\(Smaf /k) la catégorie
des morphismes de k-schémas de source Spec(A) et de but affine et lisse. On dispose d’un foncteur

Yu@\(Sm* /k) — Spec(AH\(Sm™ /k) ©)
qui a un couple (V, V — X%") associe le morphisme Spec(A) — X correspondant a la composition de
Ox(X) — Oy(V) — A.

Le foncteur (9) est surjectif sur les objets. En effet, puisque A = colim,cycy Oy (V) et que Ox(X) est une k-algebre de
présentation finie, tout morphisme 6 : Ox(X) — A se factorise par Oy (V) pour un certain voisinage ouvert V de
u. Une telle factorisation détermine alors un morphisme de variétés analytiques V. —— X%* et il est facile de voir que
(V, V. — X%") est envoyé sur le morphisme correspondant a 6 par le foncteur (9). Un argument similaire montre que ce
méme foncteur est surjectif sur les morphismes. Il en résulte aussitdt que la colimite de (7) se calcule de la maniére
suivante :

uAn*(F) = colim - F(X). (10)
Spec(A)—>X€(Spec(fl)\(Smai /k))

Par ailleurs, on sait que A est un anneau local, noethérien et régulier. Par [14, 15], A est une colimite filtrante de
k-algebres lisses. Il en découle que la catégorie Spec(fl)\(Smaf /k) est cofiltrante. Le foncteur u*An* est donc exact.

On peut répéter 1I’argument précédent dans le cas respé. La colimite totale dans (8) est indexée par la catégorie
”//U(u)\Coraf(k) dont les objets sont les couples (V, @) tels que @ € AnCor(V, X**") avec X un k-schéma affine et lisse.
On a également un foncteur

Yy (u)\Cor (k) — Spec(A)\Cor® (k). (11)
Il est défini de la maniere suivante. Soit (V,a : V — X) un objet de ”f/U(u)\Coraf(k). On peut représenter & comme

une différence de deux morphismes multivalués de degrés purs (du moins lorsque V est connexe) : @ = f; — f> avec
fi € multy,(V, X*") pour i € {1,2}. Etant donné que Sdi(xamy = S4(X)™ on voit que fi et f> induisent des morphismes
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multivalués f7 € multy(Spec(A), X). De plus, @’ = f{ — f; € Cor(Spec(A), X) est indépendant du choix des f;. Le
foncteur (11) envoie (V, @) sur @’. Comme avant, on montre qu’il est surjectif sur les objets et les morphismes. On
obtient alors
uo,An;, (F) = colim - FX).
Spec(A)— Xe(Spec(A)\Cor (k)
Par ailleurs, I’inclusion évidente

Spec(A)\(Sm* /k) — Spec(A)\Cor® (k) , (12)

est cofinal. (En effet, pour tout @ € Cori(Spec(A), X), on peut trouver une sous-k-algebre de type finie et lisse A C A
telle que a = (Spec(A) — Spec(A)) o @’ avec @’ € Corg(Spec(A), X).) Comme dans le cas non respé, on obtient alors
un isomorphisme canonique
u*o,An;, (F) ~ colim F(X). (13)
Spec(A)—Xe(Spec(A)\(Sm /k))
Ceci démontre que u*o;-Any, est exact.

Il nous reste a expliquer le carré commutatif a isomorphisme pres de I’énoncé. Pour cela, soit E un faisceau avec
transferts sur Sm/k. On dispose d’un morphisme canonique An*o,(E) — o,An;.(E) et il s’agit de voir qu’il est
inversible. Or, modulo les isomorphismes (10) et (13), le morphisme u*An*o,.(E) — u*0.An;.(E) est la colimite
des morphismes identités o,.(E)(X) = E(X). Ceci termine la preuve du lemme. <

Corollaire 1.15 — Les foncteurs
An* : Cpl(PSh(Sm/k, A)) — Cpl(PSh(CpVar, A)) et An;, : Cpl(PST(Sm/k, A)) — Cpl(PST(CpVar, A))
envoient une équivalence (A, Nis)-locale sur une équivalence (D', usu)-locale.

Démonstration. On traite uniquement la variante sans transferts. On montre d’abord que le foncteur An* envoie une
équivalence Nis-locale sur une équivalence usu-locale. Pour cela, soit f une équivalence Nis-locale de complexes
de préfaisceaux sur Sm/k. Ceci revient a dire que anjs(f) est un quasi-isomorphisme de complexes de faisceaux
Nisnevich. Par le Lemme 1.14, le foncteur An* est exact sur les faisceaux. Or, le foncteur An* sur les faisceaux est en
réalité la composition de a,g, avec le foncteur An* sur les préfaisceaux. On en déduit aussitdt que a,z,An*(anis(f)) =
a,5,An*(f) est un quasi-isomorphisme. Autrement dit An*(f) est une équivalence usu-locale.

Le foncteur An* est un foncteur de Quillen 4 gauche. Il préserve donc les équivalences (A', Nis)-locales qui sont
aussi des cofibrations projectives. Or, la structure projective Nis-locale permet d’écrire une équivalence (A', Nis)-
locale comme une composée p o i avec i une cofibration projective qui est une équivalence (A', Nis)-locale et p une

fibration qui est une équivalence Nis-locale. Ceci termine la preuve du corollaire. <
Proposition 1.16 — La transformation naturelle :
An*f* o Ro,, — Ro,, o Anch* (14)

est inversible.

Démonstration. Rappelons que An°T* et Anfrff’* sont les foncteurs dérivés a gauche des foncteurs An* et Any,. du
Corollaire 1.15. D’apres [S, Lem. 2.111] et le Lemme 1.2 les foncteurs o, se dérivent trivialement. Par le Corollaire
1.15, il est en de méme des foncteurs An* et An;,. On est donc ramené a montrer que le morphisme canonique

An*oyF —— o,An; F (15)

est une équivalence (D', usu)-locale pour tout préfaisceau avec transferts F. En fait, c’est méme une équivalence usu-
locale. En effet, on a a5, (An* o, F) ~ An*o,.(F) ol, dans le membre de droite, An* est le foncteur image inverse sur les
faisceaux. De méme, a,,(0,-An;,.F) ~ 0,An; . (anisF) ou, dans le membre de droite, An* est le foncteur image inverse
sur les faisceaux. Or, sur les faisceaux, la transformation naturelle An*o,, — o0,An™ est inversible par le Lemme
1.14. Ceci termine la preuve de la Proposition. <

Démonstration du Théoréeme 1.13. On supposera pour la preuve que 7 = Nis. Rappelons qu’il restait a traiter le cas
effectif. Dans ce cas, le morphisme qui nous préoccupe est la composition de

Btie™*BticT ~ Bti™*La,,Ro,,Btic, —— Btic™*Bticf

tr%*

Il suffira donc de montrer que la transformation naturelle

Btit™*Lay,Roj, —— Btic™ (16)
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est inversible. Tous les foncteurs qui figurent dans (16) commutent aux sommes infinies et I’image de La,, contient
une famille de générateurs compacts de DM (k, A). Il suffira donc de montrer que la transformation naturelle

Btie™* La,, RoyLa, —— Btie™ La, (17)

est inversible. Or, la transformation naturelle La, Ro,La;, — La,, admet une section induite par 1’unité de 1’adjonc-
tion (La,., Ro,). Ceci nous ramene a montrer que la transformation naturelle

Btic™*La,, —— Bti™*La,Roy,La,, (18)

eff,x

%% o La,, ~ Bti°*. La transformation naturelle ci-dessus s’identifie alors a :

est inversible. Rappelons que Bti

Bt — Btie™*Ro,,La,, (19)

eff,x

et, bien entendu, on peut remplacer les foncteurs Bti°™* ci-dessus par An°™*. Le carré commutatif

Anets — 5 Aneff*Ro, La,,

RoyLa, An®™* —— Ro, An"*La,,

et la Proposition 1.16 permettent maintenant de conclure. <

1.2. Comodules sur I’algebre de Hopf motivique et représentations galoisiennes. —

Comme avant, k désignera un corps de caractéristique nulle muni d’un plongement o : k < C. Dans cette sous-
section, on décrit les bialgebres J—Cg?;t(k, o, A) et Hyot(k, o, A) lorsque A est de caractéristique positive. On a dans ce
cas des isomorphismes canoniques :

Hiortks 0 A) = Hinor(k, 0, A) = €2(Gal(k/k), A). (20)
Ci-dessus, k C C est la cloture algébrique de k dans C (vu comme k-algébre via le plongement o), Gal(k/k) est le
groupe de Galois de I’extension k/k muni de la topologie profinie et C°(Gal(k/k), A) est I’ensemble des fonctions
continues de Gal(k/k) dans A muni de la topologie discréte. On utilisera ensuite les isomorphismes (20) pour faire
le lien entre les comodules sur les bialgébres motiviques et les représentations £-adiques. On commence par des

considérations générales, valables pour tout A.

1.2.1. L’algébre de Hopf CO(Gal(k/k), A) et le lien avec les bialgébres motiviques. — Notons Et/k la catégorie des
k-schémas étales (i.e., des k-schémas lisses de dimension nulle) que 1I’on munit de la topologie 7 € {Nis, ét}. (Lorsque
7 = Nis, un 7-faisceau sur Et/k est simplement un préfaisceau additif, i.e., qui transforme un coproduit fini en un pro-
duit fini.) On dispose d’une structure de modeles projective T-locale sur la catégorie Cpl(PSh(Et/k, A)) pour laquelle
les fibrations sont les épimorphismes et les équivalences faibles sont les morphismes de complexes induisants des
isomorphismes sur les T-faisceaux associés aux préfaisceaux d’homologie. La catégorie homotopique de la structure
7-locale sera notée D7(k, A). Elle est équivalente a la catégorie dérivée D(Shv (Et/k, A)) de la catégorie abélienne
Shv.(Et/k, A) des T-faisceaux sur Et/k.
Le plongement o : k — C induit un foncteur fibre o™ qui a un préfaisceau F sur Et/k associe

o(F) = ;filzlcr% F(Spec(l)),

ou [ parcourt les extensions finies de k contenues dans C. Le foncteur o™ est exact et il admet un adjoint a droite o
que I’on décrit dans le lemme ci-dessous.

Lemme 1.17 — Soit M un A-module. Alors o.(M) est un faisceau étale et on a un isomorphisme fonctoriel
o .(M)(Spec(l)) ~ MPmEC)

pour toute k-algebre étale .

Démonstration. En effet, on a les isomorphismes hompshet/i,a)(Spec(l) ® A, 0.(M)) = hompeqa) (o™ (Spec(l) ®

A), M) = homyged(ay(homy(l, C) ® A, M) = MPomtC), <
Le foncteur o envoie une équivalence 7-locale sur un quasi-isomorphisme. Il découle du Lemme 1.17 que o

envoie un quasi-isomorphisme sur un quasi-isomorphisme de complexes de préfaisceaux. Les foncteurs o* et o, se
dérivent donc trivialement pour fournir une adjonction (¢, o) : D7(k, A) == D(A).
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Etant donné un complexe de A-modules K, on note K, le préfaisceau constant sur Et/k de valeur K. Le foncteur
(=)est : D(A) — D7(k, A) est clairement une section monoidale a 0. De plus, le lecteur vérifiera facilement que o*
satisfait [5, Hypo. 1.20, (b)] avec e = (—).g. On en déduit une bialgébre biunitaire o*o.(A) € D(A), qu’on peut voir
comme une bialgebre de Mod(A) puisque le complexe *o.(A) est concentré en degré zéro. C’est d’ailleurs aussi
la bialgebre associée au foncteur o* : Shv,(Et/k, A) — Mod(A). Nous allons décrire explicitement cette bialgebre.
Pour cela, on aura besoin de la remarque suivante.

Remarque 1.18 — Etant donné un groupe fini G, le A-module hom(G, A) = A est naturellement une algebre de
Hopf commutative (dans Mod(A)). La multiplication est donnée, composante par composante, par la multiplication
de A. La comultiplication est donnée par la composition de

hom(m,A)
hom(G, A) ——— hom(G X G, A) = hom(G, A) ®, hom(G, A).

Enfin, I’antipode est donnée par hom(inv, A), ot inv : G — G envoie un élément de G sur son inverse. On dira que
hom(G, A) est I’algeébre de Hopf du groupe fini G.

Proposition 1.19 — On a un isomorphisme canonique de bialgébres biunitaires

oo (A) =~ colim AGIWR, (21)
k—IcC, Galois
le membre de droite étant la colimite filtrante suivant les extensions finies galoisiennes l/k contenues dans C des
algebres de Hopf des groupes de Galois de 1/ k. En particulier, 0™ o .(\) est une algebre de Hopf.

Démonstration. Par le Lemme 1.17, on a un isomorphisme oo, (A) =~ colim,jcc APom(:C) Dang cette colimite,
on peut se restreindre aux extensions galoisiennes //k contenues dans C. Dans ce cas, hom(/, C) est un Gal(l/k)-
ensemble simplement transitif et I’inclusion / ¢ C induit un isomorphisme Gal(//k) ~ homg(/,C). On obtient ainsi
I’isomorphisme (21). C’est un isomorphisme de A-algebres et il reste a vérifier qu’il est compatible aux comultiplica-
tions.

Soient F un préfaisceau de A-modules sur Et/k et [/k une extension finie galoisienne contenue dans C. Il est facile
de voir que la composition de

F(Spec(l)) — oo (F)(Spec(l)) = o*(F)omt0)  o* (pyhome(D

envoie a € F(Spec(/)) sur la famille ([Spec(?)*(a)])rehom, 1), ou [Spec(t)*(a)] est la classe de Spec(t)*(a) € F(Spec(l))
dans o*(F). En passant a la colimite suivant les extensions finies galoisiennes / contenues dans C, on déduit que la
composition de

o*(F) == o*o0*(F) =~ colim o (F)"™00 ~  colim  o*(F)CUP
k—IcC, Galois k—IcC, Galois
envoie la classe [a] € o*(F) d’un élément a € F(Spec(l)) (pour / une extension galoisienne contenue dans C)
sur la classe de la famille (Spec(g)*(@))geGal(/k)- Modulo I’isomorphisme canonique F (Spec(l))Gal(l/ b~ AGAWH g
F(Spec(l)), la famille (Spec(g)*(a))geGal/k) €st envoyé€e sur la famille (e, ® Spec(g)*(a))geGal/k) OU eg(h) = Ogp, le
symbole de Kronecker (qui vaut 1 € A lorsque g = h et 0 € A sinon). On a donc montré que la composition de

" (F) =5 0*0.0"(F) = 0 (02 A @n (07 (F))est) = 0 0(A) ®p 0 (F) = ( colim AGal(l/k)) ® o (F)
k—IcC, Galois
envoie la classe [a] de a € F(Spec(/)) sur la classe de la famille (e, ® Spec(g)*(a))gecal/k)- Ceci détermine la coaction
de la bialgebre o*0.(A) sur o*(F). En spécialisant au cas F = 0(A), on obtient que modulo I’isomorphisme (21),
la comultiplication de o*c,(A) est la colimite des morphismes ACAWR — AGAWK) @ AGAWK qui envoient e, =
(Ohg)geGal(i/ky (pour h € Gal(l/k)) sur la famille (e, ® Spec(g)*(ex))geGal/k)- Or, il est clair que Spec(g)*(en) = ep 0 g =
€hog-1- Ceci coincide avec la comultiplication de I’algebre de Hopf du groupe fini Gal(//k). <

Remarque 1.20 — On retiendra de la preuve précédente le fait suivant. Soit F un préfaisceau sur Et/k. Alors, la
coaction de I’alggbre de Hopf o*0m.(A) = colimi,icc, Galois ASP sur o*(F) est la suivante. Soit [a] € o*(F) la
classe de a € F(Spec(l)) avec [ ¢ C une extension finie galoisienne de k. Alors [a] est envoyée sur la classe de
(eg ® Spec(g)*(@))gecaluny € AR @ F(Spec(l)).

Remarque 1.21 — Le foncteur o* s’enrichit en un foncteur 6 : Shvg (Et/k, A) — coMod(c*o(A)). On peut
montrer que 6 est une équivalence de catégories. Ce fait ne servira pas dans la suite.
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Notons k la cloture algébrique de k dans C et Gal(k/k) le groupe de Galois de I’extension k/k muni de sa topologie
profinie. On déduit de (21) un isomorphisme canonique

ooy (A) = colim hom (M, A) . (22)
H<Gal(k/k), ouvert H

Le membre de droite étant la colimite filtrante, suivant les sous-groupes distingués ouverts H < Gal(k/k), des al-
gébres de Hopf des groupes finis Gal(k/k)/H. Or, la colimite dans (22) s’identifie naturellement & la A-algebre
CO(Gal(k/k), A) des fonctions continues de Gal(k/k) dans A muni de la topologie discréte. Modulo cette identification,
la multiplication correspond a la multiplication des fonctions et la comultiplication est induite par la multiplication
de Gal(k/k) et I’identification C%(Gal(k/k), A) ® CO(Gal(k/k), A) =~ CO(Gal(k/k) x Gal(k/k), A). On peut réécrire la
Proposition 1.19 (ainsi que la Remarque 1.20) de la maniere suivante.

Proposition 1.22 — | existe un isomorphisme canonique d’algebres de Hopf ™o .(A) ~ CUGal(k/k),A). Si F
est un préfaisceau de A-modules sur Et/k, la coation o*(F) — C%(Gal(k/k), A) ® o*(F) est la suivante. Soient
[ c C une extension galoisienne de k et a € F(Spec(l)). La classe [a] € o*(F) est envoyée par la coaction sur
2geGal(1/k) € ® [Spec(g)* ()], otk eg(h) = 8, (Gaik/k)»Gal/kyi(ny €5t la fonction caractéristique de I'image inverse de g
dans Gal(k/k).

On considere a présent I’inclusion évidente ¢y : Et/k < Sm/k. Le foncteur ¢y commute aux limites finies. Il induit
donc un morphisme de sites (pour la topologie 7). En particulier, on dispose d’une adjonction de Quillen

CpI(PSh(Et/k, A)) == Cpl(PSh(Sm/k, A))
L0«

pour les structures projectives 7-locales. La méme propriété reste vraie si I’on munit la catégorie de droite de sa
structure projective (A!, 7)-locale. En fait, L, préserve les équivalences 7-locales. Il se dérive donc trivialement. On

déduit alors un foncteur triangulé et monoidal ¢, : D*(k, A) — DA®™7(k, A). Son adjoint a droite est Rig,.

Lemme 1.23 — [l existe un triangle commutatif a un isomorphisme canonique pres

D(k, A) —= DA (k. A)

J'Btieff,r,*
ot

D(A).

Démonstration. Notons ¢y : Et/pt — CpVar I’inclusion de la sous-catégorie des variétés complexes de dimen-
sion nulle et ayant un nombre fini de composantes connexes. Notons An : Et/k — Et/pt la restriction de An :
Sm/k — CpVar de sorte qu’on a ¢y o An = An o 1y. La topologie usuelle sur CpVar induit une topologie sur Et/pt,
ou les recouvrements sont les surjections et on a une équivalence de catégories Shv,, (Et/pt, A) ~ Mod(A). De plus,
modulo cette équivalence, le foncteur An* : Shv.(Et/k, A) — Shv,g,(Et/pt, A) coincide avec le foncteur o*. On
déduit alors un carré commutatif a un isomorphisme canonique pres :

Shv, (Et/k, A) —Z—— Mod(A)
‘Sl l(—)m

Shv.(Sm/k, A) 225 Shv,(CpVar, A).

En passant aux catégories dérivées et en localisant suivant les équivalences (A, 7)-locales et (D', usu)-locales, on ob-
tient un isomorphisme canonique Aneft.r oty = (—est oo ™. Le résultat recherché découle maintenant de la construction
de la réalisation de Betti (cf. [5, Déf. 2.4, (a)]). <

Ainsi, [5, Prop. 1.48] s’applique pour fournir un morphisme de bialgébres biunitaires oo .(A) — Hﬁlﬁgt(k, o, N).
Ceci, combiné avec la Proposition 1.22, fournit le résultat suivant.

Proposition 1.24 — Il existe un morphisme de bialgébres biunitaires o : Co(Gal(k/k), A) — .‘J-ffnﬂ;t(k, o, \) tel que

pour tout préfaisceau F sur Et/k, le Q{fnff)t(k, o, N)-comodule counitaire Btieﬁ’T’*(t(’;(F )) est déduit, par corestriction

suivant o, du C°(Gal(k/k), A)-comodule counitaire c*(F) (de la Proposition 1.22) modulo I’isomorphisme canonique
BHi™* (8 (F)) = o*(F).
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1.2.2. Le cas out A est de caractéristique positive. — On garde les notations du paragraphe précédent. Le but de ce
paragraphe est de prouver le résultat suivant.

Théoréme 1.25 — Supposons que A est de torsion. Alors, les morphismes o : CO(Gal(k/k), A) — HET (k, o, A) et

mot
HEM (k, o, A) — Hinor(k, 0, A) sont inversibles.
Démonstration. Notons ¢’ : CO(Gal(k/k), A) — HET (k, o, A),r le morphisme obtenu en composant o avec le pre-

mier morphisme de (6). Par le Théoréme 1.13, il suffit de montrer que o’ et J-Cfnf(f)t(k, o, Ny — Huot(k, 0, A, sont

inversibles. Pour ce faire, on supposera que 7 = ét. Les morphismes en question sont obtenus en appliquant [5,
Prop. 1.48] aux foncteurs

La, o ¢ : Dk, A) — DMk, A) et Sus), : DMk, A) — DM (k, A).
k

La Proposition 1.26, (a) ci-dessous permet donc de conclure pour le morphisme o’. De méme, la partie (b) de la méme

proposition montre que T,i” =~ A(D)[2] est inversible pour le produit tensoriel de DMk, A). Le foncteur Sus(}li, est

donc une équivalence par [2, Prop. 4.3.35] et notre second morphisme est aussi inversible. <
La preuve du Théoréme 1.25 repose sur les parties (a) et (b) de I’énoncé ci-dessous.

Proposition 1.26 — Supposons que A est de torsion et notons n € N le plus petit entier non nul tel que n - 15 = 0.

(a) Le foncteur La, o LZ; s Dk, A) — DMeﬁ’ét(k, A) est une équivalence de catégories. Son quasi-inverse est
donné par Ry © 0y

(b) Pourr € N, le motif de Tate A(r) € DMk, A) est isomorphe au faisceau A ®zyz, 12", ot iy, est le faisceaux
des racines n-iemes de [’unité sur Sm/k.

(c) Soit X est un k-schéma lisse et notons f : X — Spec(k) sa projection structurale. Alors, Rug. © 0,(A (X)) est
canoniquement isomorphe a fif'A € Dk, A), oit fi et f* sont les foncteurs « image directe d support propre »
et « image inverse extraordinaire » en cohomologie étale.

L’équivalence de catégories dans Proposition 1.26, (a) est diie a Voevodsky. Toutefois, la preuve dans [13, Chap. 9]
suppose que la dimension cohomologique de k est bornée. Du plus, dans /oc. cit., on considere seulement les com-
plexes bornés inférieurement. Pour la commodité du lecteur, on donne une preuve de ce résultat de Voevodsky sans ces
hypotheses superflues. Notons que la preuve présentée ci-dessous est essentiellement la méme que la preuve originale
de [13] : on y retrouve les deux ingrédients essentiels, a savoir, le Théoréme de Rigidité de Suslin [13, Th. 7.20] ainsi
que I’invariance par homotopie de la cohomologie étale [8, Expo. XV].

Démonstration. Notons my : Sm/k — Et/k le foncteur qui a un k-schéma lisse X associe le spectre de la cloture
algébrique de k dans Ox(X). Ce foncteur est I’adjoint a gauche du foncteur d’inclusion ¢o. Il vient que 7, est I’adjoint
a gauche de ¢;. On en déduit un isomorphisme naturel ¢ (F) = mo..(F) pour tout préfaisceau F' sur Et/k. Il facile de voir
que le foncteur g est continu pour les topologies étales, i.e., si F est un faisceau étale, il en est de méme de mo..(F).

D’autre part, un faisceau étale sur Et/k possede des transferts, i.e., il est naturellement un foncteur contrava-
riant additif de Cor(Et/k), la sous-catégorie pleine Cor(k) ayant pour objets les k-schémas étales, a valeurs dans
la catégorie des A-modules. Il est facile de voir que le foncteur 7y s’étend canoniquement en un foncteur additif
mp : Cor(k) — Cor(Et/k) (voir [6, §1.2.1]). Ceci montre que si F' est un faisceau €tale, ¢(F) = m.(F) est naturel-
lement un faisceau €tale avec transferts. On obtient ainsi un foncteur mo. = ¢; @ Shvg(Et/k, A) — Stre(Sm/k, A).
Ce foncteur est clairement 1’adjoint a gauche de ¢p. qui consiste a restreindre un faisceau avec transferts sur Sm/k a
la sous-catégorie Et/k. Comme ¢, o 0, = ¢., On obtient un triangle commutatif a un isomorphisme pres

Shve(Et/k. A) — Shve(Sm/k, A)

latr‘

“ Stre(Sm/k, A).

De la, on déduit facilement que le foncteur La,-otj estisomorphe, modulo I’équivalence De(k, A) =~ D(Shvg(Et/k, A)),
au foncteur composé

i : D(Shvg(Et/k, A)) — D(Strg(Sm/k, A)) — DM€ (k, A). (23)

(Remarquer que le foncteur ¢ : Shvg(Et/k, A) — Strs(Sm/k, A) est exact puisqu’il coincide avec m, ; il se dérive
donc trivialement.) II suffit de montrer la proposition pour le foncteur (23). On divisera la preuve en trois parties.

Partie A. On montre ici que DM (k, A) coincide avec sa plus petite sous-catégorie triangulée (notée provisoirement
T) stable par petites sommes et contenant 1’image de (23). Il suffit bien entendu de montrer que A;(X) € T pour tout
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k-schéma lisse X. Par [13, Lem. 9.15], A,(X) est isomorphe dans DMeff’ét(k, A) au complexe de Suslin-Voevodsky
§g“%(A,r(X)) = hom(A;, Ay (X)), ou A; est le schéma cosimplical usuel. 11 suffit donc de montrer que le morphisme
L(*)Lo*@gA(A,,(X))) — §gA(Atr(X)) est une équivalence ét-locale. Puisque les foncteurs . et ¢ sont exacts, on est
ramené a montrer que ¢yto«(F) — F est inversible (dans la catégorie des faisceaux) pour F' = aétHn@gA(A,r(X))),
un faisceau d’homologie de §gf§(Atr(X)). D’apres [13, Cor. 2.19], le préfaisceau F est invariant par homotopie. Or, A
est de torsion en tant que Z-module et notre corps de base est de caractéristique nulle. Le Théoréme de Rigidité de
Suslin (voir [13, Th. 7.20]) entraine que F est localement constant, i.e., LSL()*F ~ F.

Fartie B. On montre maintenant que le foncteur (23) est une équivalence de catégories. Vu la Partie A, il reste a montrer
que ce foncteur est pleinement fidele, i.e., que I'unité de ’adjonction id — R, est inversible. Etant donné que
cela est vrai avant A!-localisation, i.e., pour le foncteur ¢; : D(Shvg(Et/k, A)) — D(Strg(Sm/k, A)) et son adjoint
a droite, il suffira de montrer que ¢;(K) est Al-local pour tout K € D(Shvg(Et/k, A)). Autrement dit, il faut montrer
que pour tout k-schéma lisse X le morphisme canonique RI'(X, ¢ (K)jgy/x) — RI(AL, LS(K)lEt /AL ) est inversible. 11
suffira de montrer que

o (K)eyx — Rp- (LS(K)lEt/A}()

est inversible avec p : A}( — X la projection canonique. Pour vérifier ceci, on ne restreint pas la généralité en
supposant que k est algébriquement clos. Dans ce cas, la dimension cohomologique du site Et/A)lf est finie et le
foncteur Rp. commute aux colimites filtrantes par [2, Cor. 4.5.61]. Un dévissage standard nous ramene alors au cas
ou K est un faisceau. On utilise alors I’invariance par homotopie de la cohomologie étale [8, Expo. XV] pour conclure.

Fartie C. Rappelons que le foncteur d’oubli des transferts se dérive trivialement. Il vient que 1’équivalence inverse de
(23) est donnée par Re, o o,. On vérifie maintenant les parties (b) et (c) de I’énoncé. On sait par [13, Th. 4.1] que
Z(DH[1] € DM (k,Z) est représenté par le faisceau O* = Gmy. On déduit aussitot un isomorphisme Z/nZ(1) =~ u,
dans DMeﬁ’ét(k, Z/nZ) en utilisant que ()" : O* — O* est surjectif de noyau u,,. Puisque A est une Z/nZ-algebre et
que le faisceau u,, est plat sur Z/nZ, on obtient des isomorphismes A(r) = A ®z/,z % (pour r € N).

Soit maintenant X un k-schéma lisse. On cherche a construire un isomorphisme Reg.0:A4(X) = fif 'A. L’équiva-
lence (23) étant monoidale, elle commute a la dualité dans les catégories D(Shvg(Et/k, A)) et DM (k, A). Il en est
de méme de son quasi-inverse. Il suffira donc de construire un isomorphisme Reg.Hom(A(X), A) =~ f.f*(A). Fixons
Acsy — I' une résolution injective de A,y dans la catégorie des faisceaux étales avec transferts. Le complexe de
faisceaux Hom(A(X), A) associe a U € Sm/k le complexe I*(X X U). Le résultat découle maintenant du fait que
la restriction de I* au petit site étale de X est une résolution acyclique du faisceau constant A (voir [13, Lem. 6.23 et
Ex. 6.25]). Ceci termine la preuve de la proposition. <

Corollaire 1.27 — (On ne fait aucune hypothése sur la caractéristique de A.) Les objets

Cone{C(Gal(k/k), A) — HEE (k, o, A)} et Cone{CY(Gal(k/k), A) = Hmot(k, o, A)} (24)

mot
sont dans la sous-catégorie D(A ®z Q) C D(A).

Démonstration. Puisque CO(Gal(k/k), A) ~ COGal(k/k),Z) ® A et pareillement pour les bialgebres motiviques, il
suffit de traiter le cas A = Z. Par le Théoreme 1.25, le foncteur — ®§ Z/n annule les cones dans (24) pour tout entier
naturel non nul n € N*, Or, un complexe de Z-modules K est quasi-isomorphe a un complexe de Q-espaces vectoriels
si et seulement si K ®2 Z/n =~ 0 pour tout entier naturel non nul n. <

1.2.3. Lien avec les représentations {-adiques. — On fixe un nombre premier £. Soit E une extension finie de Q,
qu’on munit de sa norme non archimédienne | - |, normalisée par |£], = £~! (ce choix de normalisation ne jouera aucun
role dans la suite). On note € = {e € E, |e|, < 1} I’anneau des entiers de E.

Etant donné un groupe topologique G, on note C*(G, E) I’ensemble des fonctions continues sur G a valeurs dans E
(muni de la topologie induite par la norme | - |¢). On note aussi CY(G, &) c CUG, E) le sous-ensemble des fonctions
a valeurs dans &. On définit de la méme maniere C°(G, € - £7) pour tout n € Z. Rappelons qu’un groupe profini G
est un groupe topologique compact (en particulier Hausdorft) et totalement discontinu. Un tel groupe est isomorphe a
une limite projective cofiltrante de groupes finis munie de la topologie profinie. On a le résultat suivant.

Lemme 1.28 — Soit G un groupe profini. 1l existe alors des isomorphismes canoniques :

GO(G,E)Zlirg GO(G,S/K”):H%; colim hom(G/H, &/"). (25)
ne. ne

H<G, ouvert

Par ailleurs, on a : C°(G, E) ~ Unen CUG,E- ) ~ G, &) ¢ E.
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Démonstration. L’ensemble €, muni de sa topologie profinie, est la limite projective dans la catégorie des espaces
topologiques des ensembles discrets €/¢". On obtient ainsi le premier isomorphisme de (25). Par ailleurs, une fonction
continue de G dans 1’ensemble fini €/£" est localement constante. Or, tout recouvrement ouvert de G se raffine par la
partition de G en translatés d’un sous-groupe distingué ouvert. Ceci montre le second isomorphisme de (25). Enfin,
comme G est compact, I’image d’une fonction continue de G dans E est contenue dans I’un des & - £7". <

Soit G un groupe profini. La E-algebre C%(G, E) est une algébre de Banach pour la norme infinie qui a une fonction
continue f de G dans E associe ||fllc = supgeGlf(g)lg. On a clairement C*(G, € - £™) = {f € CUG, E), ||flle < £}
(pour n € Z). C’est un -module normé complet.

Dans la suite, on énoncera les résultats pour les coefficients dans I’anneau € et on laissera au lecteur I’extension,
souvent facile, aux coefficients dans E.
Proposition 1.29 — Soient G| et G, deux groupes profinis. Il existe un isomorphisme C°(Gy, &) & C%(G,, &) ~
CUG| x G2, &), oit —&¢ — désigne le produit tensoriel complété de &-modules normés.
Démonstration. Notons €° I’anneau & muni de la topologie discrete. Il est clair que C%(G;, £%) (resp. C%(G X G, %))
est un sous-anneau dense de C°(G;, &) (resp. CY%G1xGa, €)). On munit ces anneaux de la norme infinie. Le morphisme
canonique C%(Gy, €%) ®¢s CUG1, %) — CYUGy x G2, £°%), qui associe a un tenseur f; ® f> la fonction (g1, g2) ~»
f(g1) - f(g2) sur G X Gy, est un isomorphisme isométrique. Ceci se vérifie immédiatement en se ramenant au cas ou
G et G, sont des groupes finis. En complétant pour la norme infinie, on obtient le résultat recherché. <
Corollaire 1.30 — Soit G un groupe profini. Alors C%(G, &) est une algébre de Hopf dans la catégorie des &-modules
normés et complets, et des morphismes linéaires continus.

Démonstration. C’est une conséquence immédiate de la Proposition 1.29. <

Comme dans §1.2.1, on note k C C la cldture algébrique de k déduite du plongement complexe o. On dispose d’un
morphisme canonique ¢ : Hyor(k, 0, £) — CO(Gal(k/k), &) de C-algebres. 11 est obtenu a ’aide du Théoreme 1.25
en prenant la composition de

Hor(k, 0, €) — lim Hnor(k, o7, €/£") = lim CU(Gal(k/k), £/€") ~ CO(Gal(k/k), ).
ne ne

On note le résultat suivant.

Proposition 1.31 — Le morphisme ¢ : Hyoi(k, o, &) — CV(Gal(k/k), &) est compatible aux comultiplications.
Démonstration. 11 suffit de vérifier que la composition de ¢ avec C*(Gal(k/k), &) — CO(Gal(k/k), E/€") est un
morphisme de bialgebres biunitaires pour tout n € N. Ceci découle immédiatement de la construction. <

Supposons toujours que G est un groupe profini. Il agit a gauche et i droite sur C%(G, €). L’action 4 gauche de g € G
est donnée par f € CUG,E) w» fo léjl avec I, : h € G ~» gh la multiplication a gauche par g. L’action a droite de
g € G est donnée par f € COG, &) w» fo rgjl avec rg : h € G ~ hg la multiplication a droite par g. On a le résultat
suivant.

Lemme 1.32 — Soit f € CUG, &). Alors les conditions suivantes sont équivalentes.

(i) Le sous-E-module engendré par les f o l, (pour g € G) est de type fini.

(ii) Le sous-E-module engendré par les f o ry (pour g € G) est de type fini.

(iii) cm(f) est dans le sous-E-module CO(G, &) ®¢ CU(G, &) c CU(G, &) & CO(G, &).
Le méme énoncé reste vrai en remplacant partout € par E.
Démonstration. 11 s’agit d’un résultat standard. Cependant, nous incluons une preuve.

Par symétrie, il suffit de montrer 1’équivalence entre (i) et (iii). Supposons d’abord que (i) est vérifiée et soit
V' ¢ CUG, &) le sous-module engendré par les f o l, (pour g € G). On pose V = COG, N (Upen €7+ V') que
I’on munit de la norme infinie. Puisque V est libre de rang fini (et en particulier complet), il suffira de montrer
que cm(f) € CUG,&) & V =~ CYUG,E) ® V. Ceci équivaut 2 montrer que pour tout n € N, cm(f mod £") €
G, /") ®¢ e (V/€") ot cm est la comultiplication de 1’algebre de Hopf CO(G, &/¢"). Comme V/¢" est fini, I’action
de G se factorise par un quotient fini Gy de G. Il vient que la fonction ¢ = f mod £" se factorise aussi par Gg. Or,
cm(q) = Ygec, €3 ®4 ° Ly, modulo I'identification de hom(Go, €/{") au sous-groupe de CY(G, &/€") qui lui correspond.
Ceci montre que cm(q) € CX(G, E/€") ®¢ e (V/E").

Réciproquement, soit f € C%(G, &) telle que cm(f) = Yoea fia ® .o avec A un ensemble fini et f;, € CO(G, €).
Clairement, f o [, est I'image de g par la composition de

om . evy®id
CYG, &) — CUG, &) & CUG, &) —— CYG, &),
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ol ev, : CY%G, &) — €& est le morphisme d’évaluation en g. On déduit aussitot que f o [, est dans le sous-module
engendré par la famille (f>4)qea. Ceci termine la preuve du lemme. <

Définition 1.33 — Une fonction f € CYG, &) est dite G-finie si elle vérifie I'une des conditions équivalentes du
Lemme 1.32. On note €% (G &) c CYG, &) le sous-ensemble des fonctions continues G-finies.
Corollaire 1.34 — Soit f € C*(G, &) une fonction G-finie. Alors, cm(f) est dans le sous-module
CYG, &) ®: €YG, &) c %G, &) & C°(G, ¢).
En particulier;, C° (G &) est une algeébre de Hopf de la catégorie des E-modules.

Démonstration. Soit f € C%(G, €) une fonction G-finie et notons V I’intersection de C%(G, €) avec le sous-E-espace
vectoriel de C*(G, E) engendré par les f o ly, pour g € G. En prouvant I'implication (i)=(iii) du Lemme 1.32,
nous avons établi que cm(f) € CYG, &) ®¢ V. Or, tout élément de V est une fonction G-finie. On déduit donc que
em(f) € C9G, &) ® %G, &). Par symétrie, on obtient aussi cm(f) € egl(G, &) ® CU(G, &). 1l vient que

cm(f) € (€%G. &) ® CYG, 8))ﬂ(e§(G, £)® C%G. &)) = )G, &) ® CUG. &)

Pour terminer, il reste a voir que le sous-ensemble G?(G, &) c (G, &) est invariant par I’antipode. Mais ceci est clair

puisque f € C(G, &) vérifie 1a condition (i) du Lemme 1.32 si et seulement si la fonction x € G ~> f(x~!) vérifie la
condition (ii) du méme lemme. <

On a le résultat simple mais utile ci-dessous. Sa preuve est laissée en exercice.

Lemme 1.35 — Notons E° ’anneau & muni de la topologie discréte. Alors, C°(G, £°) est une sous-algébre de Hopf
de @O(G &). En particulier, % (G &) est dense dans C°(G, &).

Corollalre 1.36 — Les E- modules
CUG.&) G, e) ;o G
COUG, E%) GG, &%) GS{(G, &)

sont des E-espaces vectoriels.
Démonstration. 11 suffit de montrer que le deuxi¢me et le troisieme €-module sont des E-espaces vectoriels. Notons
M c C%G, &) I'un des &-modules C%(G, &%) ou €Y (G €). Clairement la condition ¢ - f € M entraine que f € M.

Il vient que CY(G, €)/M est sans torsion. Il reste donc a voir que ce quotient est ¢-divisible. Soit f € %G, &) et
notons [ f] sa classe dans C%(G, €)/M. Par le Lemme 1.35, M est dense dans C(G, &). 1l existe donc fy € M tel que
Ilf = folle < €. La fonction g = £1(f - fy) € CO(G, E) est a valeurs dans €. Autrement dit, c’est un élément dans
CY%G, &). De plus,ona [f] = [f — fol = £- [g]. Donc [f] est divisible par £. <

Proposition 1.37 —
(a) Soit V un C%G, &)-comodule a gauche dans la catégorie des E-modules normés complets. Supposons que V
est de type fini. Alors, 'image de la coaction cay : V— C%G, &) & V est contenue dans le sous-module
(G &) ®¢ V. Autrement dit, V est naturellement un C° (G &)-module.
(b) Reczproquement tout GO(G &)-comodule V qui est de type fini sur € définit d’une maniere essentiellement
unique un C%(G, 8)-com0dule dans la catégorie des E-modules normés complets.
Les mémes énoncés sont vrais pour € remplacé par E.

Démonstration. Notons V;,, le sous-E-module de torsion de V ; ¢’est un sous-comodule de V. Par le Corollaire 1.36,
GE}(G, &) ®¢ Vir =~ CUG, &) & V,,,. L’assertion de (a) et donc trivialement vérifiée pour V,,,.. Ceci nous ramene a
considérer le cas du comodule V/V,,,. Autrement dit, on peut supposer que V est un £-module libre de rang fini.

Le &-module CO(—, ) ®¢ V est normé complet, i.e., C'(—, &) @ V =~ C%(—, €) &g V. Notons cay, la coaction sur V
vue comme un morphisme de V dans le produit tensoriel abstrait CY%(—, &) ®¢ V. Fixons une base (v;);=1...., de V. Pour
chaque i € [1,n]], on a cay(v;) = ca},(vi) = Z;le fij®vjavec fi; € C%(G, E). 1l faut prouver que les fonctions fij sont
G-finies. On dispose d’un diagramme commutatif

ca id®cad’,
V—————C%G, &) ®: V— CUG, &) ®: CUG, &) @ V

COG, &) & V cmeidy (G, &) & COG, &) &s V.
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Ceci montre que cm(f;;) € CY(G, &) ® CU(G, &). La partie (a) est démontrée. La partie (b) est claire. <
Revenons maintenant a la situation qui nous préoccupe. On a le résultat suivant.

Proposition 1.38 — Le morphisme ¢ : Hpoi(k, 0, &) — CU(Gal(k/k), €) se factorisent uniquement par le sous-

module G?(Gal(/_c/ k), £). On obtient ainsi un morphisme d’algébres de Hopf ¢ : Hyo(k, 0, £) — C?(Gal(l_c/ k), &).

Démonstration. On a un diagramme commutatif

Honot (ks 7, €) =2 Honork, 7, €) @ Hinorlk, 0, &)~ CO(Gal(k/K), £) ®¢ C(Gal(k/k), €)

g

CO(Gal(k/k), &)

cm

COU(Gal(k/k), &) & CO(Gal(k/k), &).

Ceci montre que I’image de Ho(y) est contenue dans G?(Gal(l_c/k), &). L’existence et 'unicité de la factorisation
découle de [5, Cor. 2.105] qui affirme que H;(Hot(k, 0, €)) = 0 pour i < 0. (La preuve de [5, Cor. 2.105] utilise le
Théoreme 1.25; le lecteur vérifiera facilement qu’il n’y a pas de cercles vicieux.) <

Soit M un objet de DA(k, £). On sait que Bti*(M) est naturellement un comodule a gauche sur 1’algebre de Hopf
motivique Hpot(k, o, €). Par corestriction suivant ¢, on déduit une structure de G‘}(Gal(l_c/ k), £)-module a gauche sur
Bti*(M). Ceci détermine une représentation du Gal(k/k) sur le complexe Bti*(M). Un élément g € Gal(k/k) agit a
gauche sur Bti*(M) par la composition de

ca . - idgev .
Bti* (M) — Bti" (M) ®¢ Q(J)((Gal(k/k), &) 1—g> Bti*(M).

Ces représentations généralisent les représentations £-adiques sur la cohomologie étale des k-schémas. En effet, on a
le résultat suivant.

Proposition 1.39 — 1l existe un isomorphisme Gal(k/k)-équivariant Bti*(X ® &) ~ Hft(X & k, &) entre I’homologie
singuliere et I’homologie étale d’un k-schéma lisse X.

Démonstration. Notons f : X — Spec(k) le morphisme structural de X et f = f & k son changement de base a k.
On a H(X®k, €) ~ ff' €. On définit un isomorphisme Bti*(X®E) ~ £, f*€ par la limite projective des isomorphismes
Bti*(X ® (£/0™) ~ fif'(€/") égaux aux compositions de

Bti* (X ® (£/€")) = Bti*Layt§Ri0.0,(X ® (£/¢")) = Bti*Layil fif (£/0") = o Aif (E/€") = fif (/7). (26)

(Ci-dessus, on utilise la Proposition 1.26.) 11 suffit donc de montrer que la composition de (26) est Gal(k/k)-équivariante.
Ceci est une conséquence directe des constructions. On laisse les détails au lecteur. <

On termine cette section avec la conjecture suivante qui désormais fait partie du folklore motivique.

Conjecture 1.40 — Supposons que le corps k est de type fini sur son sous-corps premier Q. Alors le morphisme
canonique ¢ : Hpor(k, 0, Q) — CO(Gal(k/k), Q) est injectif sur I’homologie.

La Conjecture 1.40 affirme en particulier que le complexe Hoi(k, o, Q) est acyclique en degré non nul. On revien-
dra sur cette propriété plus tard. La proposition suivante donne deux formulations équivalentes de la conclusion de la
Conjecture 1.40.

Proposition 1.41 — Les conditions suivantes sont équivalentes.
(a) ¢ : Hpotlk,0,Q) — (:’O(Gal(zc/k), Qy) est injectif sur I’homologie.
(b) ¢ : Hpotlk,0,2) — CO(Gal(k/k), Z¢) est injectif sur I’homologie.
(c) Tout élément C-divisible (i.e., divisible par toutes les puissances de €) dans I’homologie de H o (k, 0, Z) est nul.

Démonstration. Clairement, (b) entraine (a). Réciproquement, pour montrer que (a) entraine (b), il suffit de voir que
la £-torsion est nulle dans I’homologie de H o (k, 0, Z). Ceci découle immédiatement du Corollaire 1.27 qui affirme
que I’homologie de Cone{CO(Gal(k/k),Z) = Hmot(k, o, Z)} est un Q-espace vectoriel.

Par le Lemme 1.42 ci-dessous, la condition (c¢) entraine la condition (b). Par ailleurs, si (b) est vérifiée, les
H;(Hnot(k, 0, Z)) sont nuls pour i # 0 et Ho(Hmot(k, 0, Z2)) n’a pas d’éléments {-divisibles non nuls puisque c’est
le cas pour le Z-module CO(Gal(k/k), Z¢). <
Lemme 1.42 — Les Z-modules ker{Ho(Hmot(k, o, Z)) — CO(Gal(k/k), Z¢)} et Hi(Hmot(k, 0, Z)) pour i # 0 sont des
Q-espaces vectoriels.

Démonstration. Par le Corollaire 1.27, ’homologie de Cone{C(Gal(k/k),Z) — Hmoi(k, o, Z)} est un Q-espace
vectoriel. Ceci montre que les H;(HHno(k, 0, Z)) sont des Q-espaces vectoriels pour tout i # 0. Il en est de méme
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du quotient Ho(Hmot(k, o, Z))/CU(Gal(k/k), Z). 1l reste a voir que ker{Ho(Hmoi(k, 0, Z)) — CO(Gal(k/k), Z¢)} est un
Q-espace vectoriel. Or, on a un isomorphisme canonique

0 _
ker {HO(J{mot(k, o, Z)) N GO(Gal(]_{/k), Zf)} ~ ker { HO(J{mot(k, g, Z)) N ¢ (Gal(k/k)’ Zf)} ]

CO(Gal(k/k),Z) CO(Gal(k/k),Z)

1l suffit donc de montrer que CO(Gal(k/k), Z;)/CU(Gal(k/k), Z) est un Q-espace vectoriel. On a une suite exacte courte

CO(Gal(k/k), Z9) CO(Gal(k/k), Z¢) CO(Gal(k/k), Ze)
CO(Gal(k/k), Z) CO(Gal(k/k), Z) CO(Gal(k/k), Z2)

B

ou Z‘g est ’anneau Z, muni de la topologie discrete. Par le Corollaire 1.30, le membre de droite de cette suite exacte

est un Q-espace vectoriel. D’autre part, le membre de gauche de cette suite exacte est isomorphe a CO(Gal(k/k),Z) ®z
(Z¢/Z). Or, Z¢/Z est un Q-espace vectoriel. Le lemme est démontré. <

2. Groupes de Galois motiviques relatifs et groupes fondamentaux motiviques

Dans cette section on étudie la dépendance des groupes de Galois motiviques Got(k, 0, A) par rapport au corps
k. Plus précisément, étant donnés une extension K/k et un plongement complexe o : K — C, on dispose d’un
morphisme de pro-schémas en groupe Gpot(K, 0, A) — Gnot(k, 0, A). On verra que ce morphisme est surjectif si et
seulement si K/k est géométriquement connexe. Son noyau est ce qu’on appellera le groupe de Galois motivique relatif
de K/k. On donnera aussi des conditions qui assurent que Go(K, o, A) est un produit semi-direct de Gp,oi(k, o, A)
et de ce groupe relatif. La preuve de cette décomposition repose sur la théorie des motifs des variétés rigides. Cette
théorie fournit aussi les analogues motiviques des groupes de décomposition et d’inertie d’une valuation discrete, bien
connus en théorie de Galois classique.

Par ailleurs, on définit des algebres de Hopf fondamentaux motiviques Fp,o¢(X, x, A) associés a des k-schémas poin-
tés (X, x). C’est une algebre de Hopf dans DA(k, A) intimement liée au groupe fondamental topologique de (X%*, x).
Etant donnée une k-courbe pointée (C,c) qui est un revétement étale d’un ouvert Zariski de A,i, nous montrerons
que Bti*F(C, ¢, A) est une algebre de Hopf concentrée en degré zéro et que son spectre est un quotient du complété
pro-algébrique du groupe fondamental de (C*", c). Ceci est certainement le résultat le plus frappant de cet article.

On commence par des compléments au formalisme Tannakien faible développé dans [5, §1].

2.1. Compléments au formalisme Tannakien faible de [5, §1]. —

Cette sous-section doit étre lue comme la suite de [S, §1] notamment en ce qui concerne les conventions et les
notations. On y trouve quelques compléments nécessaires pour certaines constructions qui seront effectuées dans le
reste de la section.

2.1.1. Produit tensoriel semi-direct de bialgébres. — Fixons une catégorie monoidale (C,®, 1). Fixons également
une bialgebre biunitaire H de C. On supposera que H est commutative de sorte que coMod(H) est encore une catégorie
monoidale. Soit K une bialgebre biunitaire de coMod(H). Pour simplifier, on supposera aussi que K est commutative.
La donnée de K équivaut a celle d’une bialgebre biunitaire K de € munie d’une structure de H-comodule counitaire
(K, cag) telle que les morphismes structuraux m : K® K — K,cm: K — K® K, u:1 — Ketcu: K — 1 sont
des morphismes de H-comodules (ou 1 est considéré comme un H-comodule trivial et K ® K est muni de la structure
de H-comodule de [5, Cor. 1.25]). De méme, se donner un K-comodule counitaire dans coMod(H) revient a se donner
un triplet (X, caX, call) avec (X, cal}) un H-comodule counitaire et (X, cak) un K-comodule counitaire tel que caX est
un morphisme de H-comodules. Dans la suite, on notera coMod(K, H) la catégorie des K-comodules unitaires dans
coMod(H) et on réservera la notation coMod(K) pour la catégorie des K-comodules unitaires dans €. Voici quelques
exemples d’objets dans coMod(K, H).

Exemple 2.1 —

(a) Un objet A de € muni des coactions triviales de H et K définit un objet de coMod(K, H). Ceci fournit un
foncteur ¢” : € — coMod(K, H) qui est une 2-section monoidale au foncteur d’oubli des coactions o” :
coMod(K, H) — C.

(b) Letriplet (K, cm, cag) est un objet de coMod(K, H). De méme, H munie de la coaction triviale de K et la coaction
cm de H est un objet de coMod(K, H). On en déduit aussitot I’objet K ® H de coMod(K, H) qui jouera un rdle
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important dans la suite. Les coactions de K et H sur K ® H sont données respectivement par les compositions de

KoH KeK)oH~K® (K H)

etde KoH “*% HeoK)oHeH) 25 He H)o (Ko H) —2% He (K © H).
On dispose d’un triangle commutatif de foncteurs d’oubli et d’un triangle commutatif de foncteurs « comodule
trivial » :

coMod(K, H) AN coMod(H) coMod(K, H) < coMod(H)

De plus, on a les égalités 0 o ¢ = id, 0’ o ¢’ = id et 0"’ o ¢”” = id. Par [5, Lem. 1.53], les foncteurs o, o’ possédent des
adjoints a droites r et ' donnés par r(—) = H® — et r'(—) = K ® —. On pose " = r" o r. C’est un adjoint a droite de
o”. Pour un objet Y de C,ona r’(¥Y) = (K® H)® Y ol K® H est’objet de coMod(K, H) décrit dans I’Exemple 2.1
et Y est muni des coactions triviales.

11 est facile de voir que 1’unité de I’adjonction (0”’, ") est donnée par la composition de

caK

caH
X—K®X——K®H®X)~(K’H) ®X

pour tout objet (X, ca’Xf , cag ) de coMod(K, H). La counité de cette adjonction est donnée par la composition de (K ®

cu®cu

H)®(-) — (1®1)® (-) = (-). Le résultat ci-dessous découle immédiatement de [5, Lem. 1.54].
Lemme 2.2 — Le foncteur 0’ : coMod(K, H) — C et sa 2-section ¢”’ vérifient [5, Hypo. 1.20].

Par [5, Th. 1.21], 0" o ¥"(1) =~ (K ® H) est une bialgebre biunitaire. Explicitons les morphismes structuraux de
cette bialgebre. L’algebre, /(1) est obtenue par application du foncteur pseudo-monoidal * a I’algebre (1) ~ H. En
revenant aux définitions, on voit que la multiplication de #'(H) est donnée par la composition de

cucu

(K@H)R(KQH) —— KQ(KQH)®(K®H)) —— K(1oH)®(1®H)) ~ K®(H®H) —— K®H.

Il est facile de voir que cette multiplication n’est autre que la multiplication naturelle sur le produit tensoriel de deux
algebres, i.e., celle déduite de [5, Lem. 1.2]. Pour déterminer la comultiplication de o” or”’(1), on doit d’abord calculer
le morphisme de coprojection

ci: r"ARX —r"(A®0’(X)) 27)
pour A dans C et X dans I’image de ¢”. Modulo les isomorphismes r/ = # o r et 0"’ = 0 o o', le morphisme
de coprojection (27) est la composition de deux morphismes de coprojections : r'r(A) ® X — r'(r(A) ® 0’ (X)) et
r'(r(A) ® 0'(X)) — r'r(A ® 00’ (X)). Ainsi, en utilisant la preuve de [5, Lem. 1.54], on voit que si X est muni des

coactions triviales, (27) est I’'isomorphisme d’associativité (K ®@ H)® A)®@ X ~ (K ® H) ® (A ® X). On arrive alors a
I’énoncé suivant.

Lemme 2.3 — On garde les hypotheses et notations ci-dessus.
(a) L’algebre K ® H munie de la comultiplication donnée par la composition de

cm®cm

KOH" K@KSH)®H — K@ (H®K)® H)® H
~|T

K@(HH)®K)® H—— (K® H)® (K ® H)

est une bialgébre commutative et biunitaire de C. Elle est appelée le produit tensoriel semi-direct de K par H et
sera notée K@ H.

(b) Soit (X, ca§,ca§) un objet de coMod(K, H). Alors X est un (K& H)-comodule pour la coaction égale a la
composition de

ca§ id®ca§
X—KX—KQHX)~(KQH)®X.

On obtient ainsi un foncteur monoidal et unitaire 3" : coMod(K, H) — coMod(K & H) .
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On dispose de deux morphismes de bialgebres biunitaires s : K& H — Kets; : K& H — H donnés respec-
tivement par id ® cu et cu ® id modulo les isomorphismes K ® 1 ~ K et 1 ® H ~ H. On peut donc associer a un
(K @ H)-comodule unitaire (X, cay) un triplet (X, (s; ® idy) o cay, (s2 ® idy) o cay). On a le résultat suivant.

Lemme 2.4 — Le triplet (X, (s1 ® idy) o cay, (s ® idx) o cay) est un objet de coMod(K, H). De plus, en appliquant
le foncteur 0" . coMod(K, H) — coMod(K @ H) a ce triplet, on retrouve le (K @ H)-comodule X.

Démonstration. Pour la premiére assertion, on doit montrer que (s; ® idy) o cax est un morphisme de H-comodules.
11 suffit alors de considérer le cas de X = (K ® H). En effet, cax : X — (K&® H) ® X est un morphisme de (K & H)-
comodules (si I’on munit le facteur X dans (K & H) ® X de la coaction triviale) et la fleche cay admet une section
dans C. Pour traiter le cas de K & H, on remarque que la composition de

KOH—"(KOH) QKIH) — (K®1)®(K®H)~K®(K®H)
est égale a la composition de K @ H Lmeid, (K®K)® H~ K® (K ® H) ce qui est clairement un morphisme de
H-comodules. Pour la seconde partie de 1’énoncé, on pose ca§ = (51 ®1idy) o cay et ca? = (52 ®1dy) o cay. Il faut
montrer que cay est la composition de

K
cay

id®ca§
X—KX—K®H®X)~(KQH)®X.

On se rameéne comme avant au cas ou X = K& H. Etant donné que le foncteur 6" est monoidal, il suffit méme de

traiter séparément le cas de K et H. Les détails sont laissés au lecteur. <
Corollaire 2.5 — Le foncteur 0" : coMod(K, H) — coMod(K @ H) est un isomorphisme de catégories monoi-
dales.

2.1.2. Un critéere de décomposition de H en un produit tensoriel semi-direct. — Soient M, M, et € des catégories

monoidales, et f; : My — &, fo : My — E etk : My — M, des foncteurs monoidaux. On suppose que ces fonc-
teurs admettent des adjoints a droites qu’on notera respectivement gy, g et [, et on suppose donné un isomorphisme de
foncteurs monoidaux f; =~ f> o k. On en déduit aussitot un isomorphisme de foncteurs pseudo-monoidaux /o gy ~ g;.
On supposera dans tout ce paragraphe que les conditions ci-dessous sont satisfaites.

Hypothese 2.6 —

(a) Ilexiste des foncteurs monoidaux e; : € — My, er : € — My ets : My — My, ainsi que des isomorphismes
de foncteurs monoidaux e; = s o ey, ide =~ fj o ey, idg = f> 0 ez etidy;, = k o 5. On suppose aussi que les
compositions de frkse, ~ fie; ~idg et fysex =~ frer ~ idg sont égales.

(b) Les morphismes de coprojection g;(A)®e;(B) — gi(A® fiei(B)) et (C)® s(D) — I(C®ks(D)) sont inversibles
pouri e {1,2},A, Be EetC, D € M;.

L’Hypothese 2.6 entraine les hypotheses de [S, §1.5.1] en prenant I’isomorphisme e, ~ k o e; égal a la composition
deey~kosoey ~koep. Onpose L = ko l(1). C’est une bialgébre commutative et biunitaire de M,. Puisque f> est
un foncteur monoidal, f>(L) est bialgebre commutative et biunitaire de €. De méme, on dispose de deux bialgebres
biunitaires H; = f; o gi(1) et Hy = f5 o go(1) dans €.

Théoréme 2.7 —

(a) Munissons f>(L) de la structure de Hy-comodule décrite dans (5, Prop. 1.28]. Les fleches structurales de la bial-
gebre fr(L) sont alors des morphismes de Hy-comodules, i.e., f>(L) est une bialgébre biunitaire de coMod(H»).
De plus, 'isomorphisme a : Hy ~ f,(L) ® Hy, égal a la composition de

@ figi(1) = fHiklg(1) = LI ® ga2(1) — fHrk((1) ® sg2(1)) = fkl(1) ® frga(1), (28)
identifie la bialgebre H| avec le produit semi-direct f,(L) & H,.
(b) Soit X un objet de M. La composition de
Bx i Hk(X) —— HKIL) ® k(X)) = fokI(1) ® Hk(X) = fr(L) ® fHk(X) - (f2(L) ® H2) ® f2k(X) (29)

définit une structure de (f>(L) ® L)-comodule sur f2k(X). De plus, I'isomorphisme fi1(X) ~ fk(X) est compa-
tible aux coactions de Hj et f>(K) @ H,.
Démonstration. On divise la preuve en deux partie. On démontre d’abord (b).

Partie A. Etant donné que le foncteur fg : M — coMod(H») est monoidal, il est clair que f>(L) est une bialgebre
de coMod(H;). On peut donc former le produit tensoriel semi-direct f>(L) & H,. Par ailleurs, il est facile de voir
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que (f2k(X),Bx) est un (f>(L) @ Hj)-comodule counitaire. En effet, (/2k(X), cayx)) est un Hy-comodule counitaire.
Or, (k(X),cayx) est un L-comodule counitaire. Ceci entraine (f2k(X), focay) est un f>(L)-comodule counitaire dans
coMod(H;). Pour obtenir la premiére assertion de (b), on utilise la seconde partie du Lemme 2.3 et on vérifie que la
coaction ainsi obtenue coincide avec Sy.

Notons ¢ : fi(-) — (fo(L) ® Hy) ® f1(—) la transformation naturelle donnée par la composition de (29) modulo
I’isomorphisme fok =~ fi. Il est facile de montrer que ¢ est une opération au sens de [5, Déf. 1.31]. (On utilise pour
cela que les coactions ca : k(=) — L ® k(=) et ca : fo(-) — Hj; ® f>(—) sont des opérations.) Par ailleurs, on peut
vérifier que la composition de

figr) == (L) 8 H) ® figi(1) = (AL @ H) @ 1 = (L) @ Hy)

est égale au morphisme « de la partie (a) de I’énoncé. Ainsi, [5, Prop. 1.32] permet de conclure que ¢ est égale a la
composition de

A —5H; ® fi(-) —— (L) ® Hy) ® fi(-).

Ceci démontre la seconde assertion de (b).

Partie B. Pour terminer la preuve du théoréme, il nous reste a voir que a est un morphisme de bialgebres. Le fait que
a est un morphisme d’algebres est clair. On se concentre donc sur la compatibilité de « avec la comultiplication.
En prenant X = g;(1) dans (b), on se ramene a montrer que le carré suivant

Big, (1)
faklga(1) —— (f2(L) ® Hy) ® foklgy(1)
o |~ ~ | id®a’

H(L)®Hy — (H(L) ® Hy) ® (f2(L) ® Ha)

est commutatif avec @’ la composition de

Foklga(1) = HRIL ® g>(1)) — Hk(I(1) ® sga(1)) > frkI(1) ® frga(1).

En d’autres termes, il s’agit de montrer que I’isomorphisme o’ : frkigr(1) ~ f>(L) ® Hy est un morphisme de
(f2(L) ® Hy)-comodules. Par le Corollaire 2.5, il suffit de montrer que &’ est un morphisme de f>(L)-comodules et de
H;-comodules.

Le fait que @’ est un morphisme de Hp-comodules est clair puisque ¢’ s’obtient (modulo des isomorphismes évi-
dents) par I’application de f> a un morphisme de M,. Pour montrer que @’ est un morphisme de f>(L.)-comodules, on
considere le diagramme suivant

Fklga(1) ———— fHkl(1®gy(1)) — = Hk((1)®sg2(1) ——— Hkl(1)® frg2(1) (30)
Til l’] Jj] n
Foklklgs (1) ———— frklkI(1®ga(1) ———— fkIk(I(1)®s5g>(1) JoklkI(1)® fo82(1)

FkIA®klg> (1) —— fkl(1@kl(18g,(1)) —— LASkI(D)®sg2(1)) ) HKIASK(1)® frg2(1)
o] - -|o -|o -|e
FkU)®sklga(1) — frk(I(1)@skI(1®ga(1))) = LAUD)@sk(I(1)®582(1))) k(L)@ skI(1))® f282(1)

FKID® frkIga(1) — HEID® k(A2 (1)) —— Lk frk(I(1)®35g2(1) — (HkI1)® A1) frga(L).

Tous les carrés de ce diagramme commutent pour des raisons triviales. Il en est de méme du sous-diagramme (%). En
effet, modulo des isomorphismes évidents, il est équivalent au diagramme obtenu en appliquant f> a

k(I(1) ® sg2(1)) = L@ k(I(1) ® sg2(1)) — L@ (kI(1) ® ga(1)

ca®id

kI(T) ® g2(1) (L @ KkI(1)) ® g2(T).
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Or, ce dernier diagramme commute puisque ca : k(—) — L ® k(—) est une opération. En inspectant le bord du
diagramme (30), on déduit que le diagramme
foklga(1) HL)® fklga(L)
’ id®a’
¢ cmid l

H(L)®Hy — ((L) ® fo(L)) ® Hy — fo(L) ® (/2(L) ® Hy)

commute. C’est exactement ce que 1’on cherchait a démontrer. <

2.2. Une algebre de Hopf motivique pour les variétés analytiques rigides. —

On se donne ici un corps k de caractéristique nulle muni d’une valuation non archimedienne non triviale v : k —
R LI {oo}. La norme | - | : k — R associée a v est donnée par |a| = r~¥“ avec r > 1 un nombre réel. On note k° 1’anneau
de valuation de v, k¥ son idéal maximal et k = k°/k" son corps résiduel qu’on supposera de caractéristique nulle. Pour
simplifier, on supposera que la valuation v est discréte, et qu’il existe une inclusion k < k dont I’image est contenue
dans k° et telle que la composition de k < k° — k est I’identité. On note aussi k le complété de k relativement 2
| - | et on identifie k, via 'inclusion canonique,  un sous-corps de k. La valuation de k s’étend par continuité en une
valuation v : k — R U {oo} et on a v(k) = v(k). Les proprletes analogues sont vraies pour la norme associée. De
plus, on a k° = k° Nk, k¥ = kY N k et le corps résiduel de k est canoniquement isomorphe 2 k. On se donne enfin un
plongement complexe & : k — C.

On rappelle d’abord quelques constructions et résultats tirés de [4] et on introduit ensuite des foncteurs de réalisa-
tions pour les motifs des k-variétés rigides qu’on associe naturellement a 6. On se limitera 2 la topologie de Nisnevich
pour rester conforme a [4]. On notera BZ = Spm(lAc{tl, ..., 1;}) la boule de Tate de dimension n € N et on pose

BY = BZ X1 X pour toute k-variété rigide X.

2.2.1. La réalisation de Betti pour les motifs rigides et [’algébre de Hopf associée. — On note SmRig/ kla catégo-

rie des k-variétés rigides lisses qu’on munie de la topologie Nisnevich (cf. [4, §1.2]). On dispose d’une structure de
modeles projective Nis-locale sur Cpl(PSh(SmRig/k, A)) (cf. [4, Déf. 1.3.2]). Une localisation de Bousfield fournit la
structure (B!, Nis)-locale pour laquelle les fleches B%, ® A[n] — Y ® A[n] sont des équivalences faibles pour toute k-

variété rigide lisse Y et tout n € Z. La catégorie homotopique de la structure (B!, Nis)-locale est notée RigDAT(k, A).
C’est la catégorie triangulée des motifs (effectifs et sans transferts) des k-variétés analytiques rigides.

On dispose d’un foncteur Rig : Sm/k — SmRig/k qui envoie un k-schéma X sur la k-variété analytique rigide
X" associée au k-schéma (X®;k). (On utilise une notation différente de celle de [4] pour désigner la variété analytique
rigide associée a X afin de distinguer cette derniere de la variété analytique complexe associée a X par le biais d’un
plongement complexe de k.) Le foncteur Rig induit un foncteur de Quillen a gauche

Rig* : Cpl(PSh(Sm/k, A)) — Cpl(PSh(SmRig/k, A))

lorsqu’on munit la source et le but des structures projectives (A!, Nis)-locale et (B!, Nis)-locale respectivement. On
en déduit une adjonction
ngeff

DA (k, A) <:> RigDAT(k, A).
Rigeff

Soit TA un remplacement projectivement cofibrant du préfaisceau quotient (A1 "8 @ A)/ ((A1 18 —0p) ® A). On

note SptZ

ug

(Cpl(PSh(SmRig/k, A))) la catégorie des T]A( -spectres symétriques en complexes de préfaisceaux sur

SmRig /k. On munit cette catégorie de la structure de modeles projective stable déduite de la structure projective
(B!, Nis)-locale (cf. [2, §4.3]). La catégorie homotopique de la structure (B!, Nis)-locale stable est notée RigDA(lAc, A)
(cf. [4, Déf. 1.3.19]). C’est la catégorie triangulée des motifs (sans transferts) des k-variétés analytiques rigides. On
dispose d’un foncteur de suspension infinie Sus(;,ig : RigDA®T(k, A) — RigDA(k, A). De plus, en prenant Tlglg =

Rig*(Ty), on obtient un foncteur de Quillen a gauche

: Spty, (Cpl(PSh(Sm/k, A))) — SptZ,, (Cpl(PSh(SmRig/k, A)))

rlg
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lorsqu’on munit la source et le but des structures projectives (A!, Nis)-locale et (B!, Nis)-locale stables respectivement.
On en déduit une adjonction
Rig* .
DA(k, A) <R:’ RigDA(k, A).
19,

De plus, les foncteurs Rig®™* et Rig* sont compatibles aux foncteurs de suspension infinie.

On fixe a présent une uniformisante 7 € kY. On en déduit un isomorphisme k= k(). Etant donné un k-schéma
lisse X, f € T(X,0%) et r € N — {0}, on pose Q%"(X, f) = X[t, L))o - f - 1) qu’on considere comme un schéma
sur Gmg = Spec(fc[t, t1]). On note QUDA(k, A) C DA(Gmg, A) la plus petite sous-catégorie triangulée stable par
sommes infinies et contenant les objets Sus(%Gm(Qfm(X, f) ® A) ainsi que leurs twists de Tate. Le résultat principal de
[4, Ch. I] s’énonce alors comme suit.

Théoréeme 2.8 — (cf. [4, Scholie 1.3.26].) Le foncteur composé

- ~ Rig* R
% : QUDA(K, A) C DA(Gmy, A) —— DAk, A) —> RigDA(k, A)

est une équivalence de catégories.
On fixe un quasi-inverse & a .
Définition 2.9 — On note s* : RigDA(lAc, A) — DA(k, A) la composition de

RigDA(k, A) — QUDA(K, A) € DA(Gmy, A) —— DA, A).

La réalisation de Betti pour les motifs rigides RigBti* : RigDA(k, A) — D(A), associée au plongement complexe
G : k = C, est le foncteur composé Btiz o s" avec Btiz : DAk, A) — D(A) la réalisation de Betti usuelle.

On aura besoin du diagramme de Gmg-schémas % introduit dans [2, Déf. 3.5.3]. La catégorie d’indices de Z est
A x N* ol A est la catégorie des simplexes et N* est I’ensemble N — {0} ordonné par la relation opposée a celle de
divisibilité. On a Z(n, r) = Gm; X; (Gmyg)" et son morphisme structural (de Gmg-schéma) est la composition de la
projection sur le premier facteur avec le morphisme d’élévation a la puissance r de Gm;. Autrement dit, Z(n, r) =
Qfm((Gm,;)”, 1). Etant donnés des entiers non nuls r et d, le morphisme Z(n, rd) — Z(n, r) est I’élévation a la
puissance d sur chaque facteur. Le schéma cosimplicial Z(—,r) ne dépend pas de r € N*. Son morphisme face
d; : Zmn,r) — Zm+ 1,r) est induit par I'immersion diagonale du (i + 1)-eme facteur si i < n et consiste en
I'insertion d’un 1 au (n + 2)-éme facteur si i = n + 1. Ses morphismes de dégénérescence s; sont donnés par la
projection suivant le (i + 2)-eme facteur.

Notons (6,p) = po6 : #Z — Gm la projection canonique, i.e., p est I’unique foncteur de A X N* vers la catégorie
finale et O est le morphisme de (A x N*)-diagrammes de schémas de % vers le diagramme constant (Gmg, A X N*)
donné par les morphismes structuraux des Gmg-schémas. On pose alors % = py0.A%(0), ou Az(0) = Sus(}@ (Acst)
est ’objet unité de DA(Z). Autrement dit, % est la colimite homotopique du « motif simplicial » donné en n € A par
la colimite filtrante suivant » € N* des motifs cohomologiques des Gmg-schémas Q5" ((Gmp)", 1). En particulier, %
est un objet de QUDA(k, A). De plus, on a le résultat suivant.

Proposition 2.10 — Le foncteur s* admet un adjoint a droite s, : DA(k, A) — RigDA(k, A). 1l est donné par
5.(=) = F(% ® q"(-)), avec g : Gmy — Spec(k) la projection structurale.

Démonstration. Vu les équivalences § et &, il s’agit de montrer que la restriction de 1* : DA(Gmg, A) — DAk, A)
2 QUDA(k, A) admet un adjoint a droite donné par % ® ¢*(—). Pour cela, nous allons construire un homomorphisme

homDA(Gm%,A)(M, U R q*(N)) e homDA(,;’A)(l*M, N), (31)

binaturel en M € DA(Gmyg) et N € DA(k), et on prouvera qu’il est inversible pour M € QUDA(k, A). Pour construire
(31), on remarque qu’on a un morphisme de diagrammes de (A x N*)-schémas u : (Spec(k), A X NX) — (%, A x N¥)
donné par la section unité du tore (Gm,;)’“rl au-dessus de chaque objet (n, ¥) € AXN*. On en déduit un morphisme ca-
nonique % — 1.A(0) donné par la composition de 7% = py0.A%(0) — py0.u.u"Az(0) = pyl.p*Az(0) = 1.A(0).
Par adjonction, on obtient alors le morphisme cu : 1*% — A(0). L’homomorphisme (31) est défini par la composi-
tion de

1*
hompa@m.a) (M, % ® ¢"(N)) — hompy g o)(1"M, 1(%Z ® q*(N)))

lw

homp g4 (1*M, "% ® 1"q"N) = homp, ¢ ,(1* M, N).
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Pour montrer que (31) est inversible lorsque M € QUDA(k, A), on peut se restreindre 2 un ensemble de générateurs
compacts de QUDA(%, A). Ainsi, on peut supposer que M = Sus(}Gm(Qfm(X, f)®A) avec r € N*, X € Sm Jk et
f € T(X,0%). Dans ce cas, on a e;,M =~ g*M, avec e, I’endomorphisme d’élévation a la puissance r de Gmy et
My = Sus%z(X[{/f] ® A). Par ailleurs, on a I’égalité e, o (0,p) = (0,p) o ¢, avec ¢, : (Z,A x N) — (%, A x N)
I’endomorphisme induit par le foncteur ¢, donné par : (n,d) ~» (n,rd). On en déduit aussitdt un isomorphisme
canonique % = e,.% . (Utiliser que ¢, est cofinal.) Or, il est facile de voir que la composition de

hompacm;.A)(M, Z ® q*(N))

hompa@m,.a) (M, €-(%) ® q*(N)) — hompaGm,a)(M, (% ® €;q*(N)))
*N % GBDh * %
homDA(Gmk,A)(erM, U ®q*(N)) —— homDA(l;,A)(l e;M,N)

coincide avec (31). Quitte & remplacer M par e*M, on peut donc supposer qu’il existe My € DA(k, A) avec M =
q"My. Dans ce cas, il suffit de montrer que homy, A, A)(Mo, q+(% ® q*(N))) — homDA(,;’ (Mo, N) est inversible. Cet
homomorphisme est induit par la composition de

G @ G*(N)) = (%) ® N —= (q.1.I"U)®N ~ I'U & N =5 N. (32)

11 suffit donc de montrer que la composition de ¢, % i> g 1.1*% ~1*9 % A(0) est inversible. Or, cette composée
est une rétraction a la composition de A(0) — ¢.A(0) - q.% avecu : A(0) — % T’unité de I’algebre % . Or, pour
r € N* fixé, le morphisme de k-schémas cosimpliciaux (Z(—, r),A) — (Spec(k), A) est une équivalence d’homotopie
cosimpliciale par [2, Cor. 3.4.5]. Le résultat découle maintenant de [2, Cor. 3.4.12]. <
Lemme 2.11 — L’Hypothése 2.6 est vérifiée avec M; = RigDA(k,A), My = DAk, A), € = D(A), k = s,
f1 = RigBti* ef f, = Bti]i;.

Démonstration. On prendra pour e; les foncteurs « motif constant » qui, a un complexe de A-modules C, associent
les spectres symétriques Sus(;,,.g(CcSt) ou Sus%;(ch,) selon que i = 1 ou i = 2. On prendra pour s le foncteur composé

~ ]2 ~

& o g" avec ¢° : DA(k,A) — QUDA(k, A) I'image inverse suivant la projection structurale de Gm;. Toutes les
conditions recherchées sont claires sauf celles de la partie (b) de I’'Hypothese 2.6. En fait, dans notre cas, plus est
vrai, a savoir : les morphismes de coprojection associés aux adjonctions (f;, g;) et (k, ) sont inversibles. On vérifie
cela uniquement pour les paires (f2, g2) = (Bti};, Btiz,) et (k,[) = (5%, s,) puisque f; = f> o k. Pour la premicre paire, la

/////

lemme est démontré. <
Par [5, Th. 1.21 et 1.45], on dispose de trois algebres de Hopf. La premiere est H? (lAc, &, A) = RigBti*RigBti A,

~ mot
la seconde Hoi(k, 0, A) = Bti}:Bti,;*A nous est déja connue et la troisieme s*s,A(0) ~ 1*% est une algeébre de Hopf

de DA(k, A). De plus, le Théoréme 2.7 fournit le résultat suivant.
Proposition 2.12 — Il existe un isomorphisme canonique }Crl;ot(fc, a,\) ~ Btilf((l*@/ )@ Hinot(k, &, A) d’algeébres de
Hopf dans D(A).

Dans le reste du paragraphe, nous allons décrire la réalisation de Betti de 1’algeébre de Hopf 1*%/. Considérons
le systeme inductif de A-modules (L.)eenx ot £, = @O <r<el (A, ®A-y,,) et le morphisme de transition
t:Le — Ly (avec d € NX) est donné par t(a’e,r) = ;i:_()1 Qde,ie+r €1 t(7e,r) =d- Z?:_()] Ydejie+r T Zji:_()] i Qde,ie+r- On
note £ = colimepnx L. On dispose d’un morphisme canonique

u: COZ(,A)— L (33)

n—

avec 2(1) = lim,epx 1, (C). 11 associe a une fonction f : u,(C) — Alaclassede r:1 Sfexp( fl))-a/,,’, ouexp(z) =e
En fait, on obtient une structure naturelle de GO(Z(I), A)-module sur £ en faisant agir f : y,(C) — A suivant les
formules : f-ape s = f (exp(fl))-a/,,e, s f Ynes=f (exp(ﬁ)) “YVne.s- Alors, u est un morphisme de GO(Z(I), A)-modules.
La vérification des propriétés élémentaires ci-dessous est laissée au lecteur.

Lemme 2.13 —

21z
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(a) Le conoyau de (33) est un GO(Z(I), A ® Q)-module libre de rang 1 engendré par la classe de 1 .
(b) Si A est de torsion, alors (33) est un isomorphisme.
(c) Si A est une Q-algebre, alors L est un COZ(1), A)-module libre de rang 2. Il admet une base naturelle donnée

par (a1,0,Y1,0)-

Pour n € N, on pose £(n) = Sym"(£); le produit symétrique étant pris dans la catégorie des C°(Z, A)-modules.
Le morphisme (33) induit des morphismes £(n) — L(n + 1) et on pose £ = colim,eyn £(n). C’est une COZ(1), A)-
algeébre commutative. On peut maintenant énoncer la description promise de la réalisation de Betti de 1*%/.

Théoreme 2.14 — Il existe un isomorphisme canonique d’algebres commutatives Bti}:(l*@/ S L.

Notons #1 = % Xem; Spec(k), ou le produit fibré est pris dans la catégorie des diagrammes de schémas et Spec(k)
s’envoie dans Gmy par la section unité. Notons (01, p) la projection du diagramme (%, A X N*) sur Spec(k). On a
alors un isomorphisme canonique 1% =~ py01.A(0). La catégorie I est la sous-catégorie pleine de 1 X 1 ayant pour
ensemble d’objets le complémentaire de (0, 0). On dispose d’un foncteur r : | — A tel que r(0, 1) = r(1,0) = 0 et
r(1, 1) = 1, et qui envoie les fleches (0,1) — (1, 1) et (1,0) = (1,1) surdp : 0 — 1 et d; : 0 — 1 respectivement. On
pose € = Z o (r X idyx) et on note (9, q) : (¥, - x N*) — Gmy la projection structurale. Comme avant, on pose
61 =% Xem; Spec(k) et on note (81, q) sa projection sur Spec(k). On établit d’abord un résultat préliminaire.

Proposition 2.15 — 1l existe un isomorphisme canonique Bti;’i(qﬁé 1+A0)) = L.
Démonstration. Pour n € N*, le _I-diagramme de k-schémas €, (=, n) est le suivant :

A idx1
My — My Xg Gmp &, 1, (34)

ol i, ; € Gmyestle sous-k-schéma en groupe des racines n-iéme de 1’unité et A est I'immersion diagonale. On cherche
a identifier £ avec la colimite suivant n € N* des push-out homotopiques des réalisations de Betti des diagrammes
de motifs 8;(—, n).A(0). (Bien entendu, 6;(—, n) : (¢1(—,n), 1) — (Spec(ic), _1) est le morphisme canonique.) Or,
la réalisation de Betti se calcule a I’aide du diagramme d’espaces topologiques

1n(C) =25 1) x UL 1 0), (35)

avec U C C* le cercle unité. Pour 0 < s < n — 1, on note x,,; le point exp(3) € U. On obtient alors une subdivision de

U par les arcs A, s = X, sX5s+1 avec la convention x,, = x,0. L’homologie de U se calcule alors a I’aide du complexe
a deux termes non nuls

0— D" DA [And 5 Py A Dtns] — 0 (36)

ot d([Ans]) = [Xns+1] — [*ns]- On en déduit aussitdt que le pull-back homotopique du diagramme des complexes
singuliers associés a (35) est la somme directe suivant 0 < r < n — 1 des complexes a deux termes non nuls

0— (D29 A+ [Ans]) B (A Linsd X A+ [xno]) == Brg A - [s] — 0 (37)

oud(a- [xnr], b [xn0]) = —a- [xn,] + b [xn0] et d([Ans]) = [Xns+1] — [Xn.5]. Contrairement a (36), ce complexe est
maintenant placé en degré homologiques 0 et —1. L’homologie du complexe (37) est nulle sauf en degré zéro ou elle
est librement engendrée par les deux éléments y,\{’ .= Z;‘;& [A, ] et a/,\l’J = ([xn.r], [Xn0]) + Do<s<r—1[Anr]. Par ailleurs,
si d € N*, le morphisme % (—,dn) — %1(—, n) induit (sur le pull-back homotopique de 1’homologie) un morphisme

V. \Y % , Y %
r: @OSesdn—l(A ’ adn,e SA- ydn,e) EBOSrSn—l(A “p SA- yﬂ,r)‘

Le lecteur vérifiera aussitdt qu’on a les formules " (y,, ) = d -y, , ett'(ay, ) = G- ¥, , + @, , avec g et r le quotient et
le reste de la division euclidienne de e par n. Le résultat recherché s’obtient maintenant en dualisant (i.e., en prenant
les bases duaux et les matrices transposées) et en passant a la colimite suivant les n € N*, <

Considérons le diagramme de Gmg-schémas (&, N*) = Z(0, —). Il est donné en n € N* par le revétement étale
(=)" : Gmp — Gmyg. Onnote (e, pyx) : (&, N*) — Gmy la projection structurale. On pose aussi £ = EXamy Spec(k)
(ol Spec(k) s’envoie dans Gmy par la section unité) et on note (e, py=) sa projection sur Spec(ic). On a alors le
corollaire suivant.
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Corollaire 2.16 — On a un isomorphisme canonique Bti]i:((pNx )e1A(0)) ~ C%Z(1), A). De plus, le carré

Bti; (P )ge1.A(0)) — Bliz (qy01.A(0))

Nl lN

COZ(1),A) ———— L

est commutatif; la fleche horizontale supérieure étant induite par le morphisme évident (61, 1 X N*) — (&7, NX).

Démonstration. Pour n € N*, le morphisme e;(n) est la projection de y,, ; sur Spec(k). La réalisation de Betti de
e1(n)<A(0) est donc isomorphe a hom(u,(C), A) (morphismes d’ensembles !). Ceci donne 1’isomorphisme de 1’énoncé.
La commutation du carré découle de la preuve de la Proposition 2.15. <

Le foncteurr : -1 — A induit un isomorphisme r*01.A(0) ~ 81.A(0). On en déduit un morphisme q301.A(0) — p301.A(0)

en prenant la composition de q3081.A(0) = pyryr*01.A(0) 2, py01:A(0). En appliquant la réalisation de Betti et
en utilisant la Proposition 2.15, on déduit un morphisme canonique £ — Bti};(l*% ). I s’agit d’un morphisme de

CO%Z(1), A)-modules qui, par le Corollaire 2.16, factorise le morphisme évident COZ(1),A) — Btiz(l*di/ ). On en

déduit aussitot un morphisme d’algebres commutatives L — Btiz(l*% ). Le résultat suivant termine la preuve du
Théoréme 2.14.

Lemme 2.17 — Le morphisme T — Btilf{(l*% ) est inversible.

Démonstration. Pour n € N*, considérons I’espace cosimplicial %{"(—,n). En prenant terme a terme le complexes
des cochaines singulieres, on obtient un objet simplicial C*(%{" (-, n), A) de la catégorie des complexes de A-modules.
L’algebre Btiz(l*% ) est la colimite suivant n € N* des complexes X, = Tot(N(C*(Z{"(-,n), A))). Ci-dessus, N(-)
désigne le complexe normalisé associé a un objet simplicial a valeurs dans une catégorie additive. Pour m € A, le
complexe N(C*(%’f"(m, n), \)) est le conoyau de

2,77 D CEn(© x (") — Cual©) x (C)")
i=1

i=1

avec pr; la projection sur le i-ieme facteur. On en déduit que la cohomologie de N(C*(#{"(m, n), A)) est nulle sauf
en degré m ol c’est un hom(u,(C), A)-module libre de rang 1. En utilisant une suite spectrale, on deduit que la
cohomologie de X, est nulle sauf en degré zéro. De plus, HY(X,) admet une filtration croissante et exhaustive .%
dont le gradué est, en chaque degré positif, libre de rang 1 sur hom(u,,(C), A). Par ailleurs, il est facile de voir que le
morphisme

L, = hocolim(C* (67" (=, n), A)) — Tot(N(C*(%7{"(-,n),A))) = K,

induit un isomorphisme entre £,, ~ .%1Hy(X,). Ceci entraine aussitot que le morphisme de I’énoncé est surjectif. Pour
vérifier I’injectivité, il suffit de considérer le cas universel A = Z. Puisque £ est sans torsion, on se raméne aussitot au
cas ou A = Q. Par le Lemme 2.13, (c), £ est isomorphe a une algebre de polyndmes en une variable sur COZ(1), A).
Il en est de méme de colim,,cnxHo(XK,,) =~ Btiz(l*% ). Le résultat est maintenant clair. <

L’isomorphisme du Théoréme 2.14 induit une structure d’algebre de Hopf sur L.

Proposition 2 18 — Le morphisme canonique C°(Z(1), A) — £ est un morphzsme d’algebres de Hopf. La comul-
tiplication de L envoie la classe de v1,0 sur cellede y10® 1 +1®y1 0. La counité de L envoie la classe de Qe p sur 1
et les classes de a,, (pour 0 <r < e)ety, (pour0 < s <e)sur0.

Démonstration. Pour la premiére assertion, il suffit de montrer que C%(Z(1), A) — Bti};(l*% ) est un morphisme
de bialgebres. On ne restreint pas la généralité en supposant que & est algébriquement clos. Notons Rv/ Gmy, la sous-
catégorie pleine de Sm/Gm; formée des revétements étales de Gmj. (Un tel Gmg-schéma est une somme disjointe
de copies de (=)' : Gmp — Gmy.) Considérons la catégorie PSh(Rv/Gmg, A) des préfaisceaux de A-modules sur
Rv/Gm;. On dispose d’un foncteur fibre 1* : PSh(Rv/Gmg, A) — Mod(A) et CO(Z(1), A) est la bialgebre associé.
D’autre part, I’inclusion ¢ : Rv/Gmj ¢ Sm/Gmy induit un foncteur ¢* : PSh(Rv/Gmg, A) — PSh(Sm/Gmg, A). On
en déduit un foncteur de PSh(Rv/Gmg, A) dans DA(Gmg) dont I’image est contenue dans QUDA(%, A). De plus, on a
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un carré commutatif a un isomorphisme pres :

PSh(Rv/Gmy, A) — Mod(A)

lf l(—»s,

QUDA(, A) —— DA(K, A).

Ainsi, [5, Prop. 1.48] fournit un morphisme de bialgebres (‘ZO(Z(I),A)CS, — 1"% . En appliquant la réalisation de
Betti, on obtient un morphisme de bialgebres COZ(1),A) — BtiZ( 1*%/). On laissera au lecteur le soin de vérifier
que ce morphisme coincide avec celui induit par (%, A x N*) — (&7, N*). La counité de 1% est le morphisme
1*% — A(0) introduit dans la preuve de la Proposition 2.10. On en déduit aussitot que la counité de £ restreinte 2
L coincide, modulo I’isomorphisme BtiZ(qﬁél*A(O)) ~ [ de la Proposition 2.15, avec la réalisation de Betti du mor-
phisme qﬁB]*A(O) — A(0) induit par le morphisme de diagrammes de schémas 1 : (Spec(k), 1 X N*) — (%7, - X
N*). La propriété recherchée découle maintenant de la preuve de la Proposition 2.15.

Pour terminer, il nous reste a décrire 1’action de la comultlphcatlon de £ sur la classe de v1,0- Pour cela, il suf-
fit de voir que Aly;0] C £ est une sous- -algébre de Hopf de L. (En effet, il y a une et une seule mani¢re de
munir Al d’une structure de Z-schéma en groupe ayant la section nulle pour unité.) Considérons la plus petite
sous—catégorie triangulée UDA(k, A) C DA(Gmg, A) stable par sommes infinies et contenant 1’image du foncteur
q* : DAk, A) — DA(Gmy, A) (avec ¢ la projection structurale de Gmy). Clairement, UDA(k, A) ¢ QUDA(, A).
La preuve de la Proposition 2.10 montre que la restriction de 1* : DA(Gmg, A) — DA(k, A) a UDA(k, A) admet un
adjoint a droite donné par &7 ® ¢*(-) avec &/ = p(—, 1)40(—, 1).A(0). (Bien entendu, (0(—, 1), p(—, 1)) est la projec-
tion structurale du diagramme de Gmg-schémas (Z(—, 1), A).) Ainsi, [5, Prop. 1.48] fournit un morphisme d’algebres
de Hopf 1*o/ — 1*% . La preuve du Lemme 2.17 montre que I’image de Btiz(l*;zi) — Bti;;(l*?/) coincide avec
Aly1,0] modulo I’'isomorphisme du Théoréme 2.14. <

Corollaire 2.19 — Supposons que A est une Q-algébre. Alors, le pro-schéma en groupe Spec(Btiz(l*% )) est
canoniquement isomorphe & Z(1) X s Gay, oit Z(1) est considéré comme un pro-schéma en groupe constant au-dessus
de Spec(A).

Démonstration. En effet, si Q Cc A, le Lemme 2.13, (c) fournit un isomorphisme GO(Z(I), A) ®p Aly10] = . <

2.2.2. Application a l’algebre de Hopf motivigue d’un corps de fonctions d’une courbe. — On garde les notations
précédentes. On supposera que k est une extension finie de k() (avec 7 € k" une uniformisante de v), que & = oy et
que C contient des éléments transcendants sur o (k). Sous ces conditions, on peut démontrer le résultat suivant.

Proposition 2.20 — I existe des isomorphismes (non canoniques) de foncteurs monoidaux Bti* ~ RigBti* o Rig*
avec Bti* : DA(k, A) — D(A) le foncteur de réalisation de Betti associé a o, Rig* : DA(k, A) — RigDA(lAc, A) le
foncteur de réalisation rigide et RigBti* : RigDA(k, A) — D(A) le foncteur de réalisation de Betti associé & &
Démonstration. Le foncteur composé RigBti* o Rig* est égal a la composition de

BtiZ
DA(k, A) B, ngDA(k A) =5 QUDA, A) ¢ DA(Gmy, A) — DA(R) % D(A). (38)

D’apres [4, Scholie 1.3.26], 1a composition des quatre premiers foncteurs dans (38) est canoniquement isomorphe au
foncteur « motif proche » ¥, : DA(k,A) — DA(k, A) défini dans [2, Déf. 3.5.6]. Il s’agit donc de construire un
isomorphisme de foncteurs monoidaux entre Bti* et Bti; o Wy

Soit A C k° une sous—lz[ﬂ]—algébre étale telle que A/mr ~ k et Frac(A) = k. On note C = Spec(A),c: C — A}{ et
t : Spec(k®) — C les morphismes canoniques de sorte que 7 = ¢ o t. On forme le diagramme commutatif a carrés
cartésiens

Spec(k) —— Spec(k®) «— Spec(k)

< R T
m|  Cy C Spec(k)
Lol

Gmy Al ~— Spec(k).

On a alors un foncteur « motif proche » ¥, : DA(C, A) — DA(k, I) et un isomorphisme canonique P, o tye = Wy
On en déduit que Bti’i oV, ~ Bti}: oW, oty.. Par ailleurs, la counité de I’adjonction (7, #;;+) est inversible. On en déduit
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un isomorphisme Bti* ~ Bti*#;7,.. On est ainsi ramené a construire un isomorphisme entre Bti* o 7, et Bti]i; o V... Etant
donné que ces foncteurs commutent aux sommes infinies, il suffit de construire un morphisme de foncteurs monoidaux
Bti; oW, — Bti* o 7 qui soit inversible apres évaluation sur les objets compacts de DA(C;, A).

Par [3, Prop. 4.8 et Th. 4.9], on dispose d’une transformation naturelle Btiz o¥, — Yo Bti*Cq qui est inversible
apres évaluation sur les objets compacts de DA(C;, A). D autre part, si on note z € C3" = C;(C) le point donné par la
composition de A < k < C, on a un isomorphisme évident Bti* o 7;, ~ z* o Bti*cq. Ainsi, pour terminer la preuve de la
proposition, il suffira de construire un morphisme de foncteurs pseudo-monoidaux ¥ o Btizq — 7o Bti*c,, qui soit
inversible apres évaluation sur les objets compacts de DA(C,;, A).

Notons o € C* I’image inverse de 0 par ¢**. D apres le Lemme 2.21 ci-dessous, il existe un chemin y : [0, 1] — C*"
reliant le point o au point z et tel que ¥(]0, 1[)NC(o(k)) = 0, i.e., y ne passe par aucun point a coordonnées algébriques
sur o(k), mis a part o et z. Notons D,,_;.(Shv(C;", A)) la plus petite sous-catégorie triangulée de D(Shv(Cy", A)) stable
par sommes infinies et contenant les faisceaux constructibles sur C3" qui sont localement constants sur un voisinage
de (10, 1]). Vu le choix de v, il est clair que D,_;.(Shv(C;", A)) contient I’image du foncteur Bti’(‘}q. 11 suffit donc de
construire une transformation naturelle de foncteurs pseudo-monoidaux (‘I’can)my,,f(Shv(cg", A) — (Z*)|Dy4f(Shv(C$”,A))
qui soit inversible apres évaluation sur les faisceaux constructibles.

Pour cela, on doit revenir a la définition des foncteurs « cycles proches » dans le contexte analytique (cf. [7,
Exp. XIV]). Notons E = C ] [{(—c0)} muni de la topologie caractérisée par :

1. E — {(—o0)} est un ouvert de E et I’identité de C sur E — {(—o0)} est un homéomorphisme.
2. Un systeme cofinal de voisinages ouverts de (—o0) est donné par {a € C; Re(a) < —N} [J{(-o0)} avec N € N.

La fonction exp : C — C s’étend en une application continue r : E — C. On forme alors le diagramme
I, j K
C "~ (E — {(=00)}) Xc—o) C¥" —— E X C" e—— (0, ~o0)

et on pose e (—) = i*Rj,r*(-). Soit 2 € E Xc C*" un antécédant de z. Puisque 1, est un revétement topologique, il
existe un unique relevement y’ :]0, 1] — E Xc C** de 0,17 tel que y’(1) = z’. On obtient un prolongement continue
v :[0,1] = E Xc C* en posant y’(0) = (0, —o0). On a donc un diagramme commutatif d’espaces topologiques

10, 1] d [0,1] — ﬁ

lvé B ly’

j i
(E = {(=00)}) Xc—j0) € — E X C*" ¢ (0, —0).

VAR

Ceci fournit une transformation naturelle f*j*r;‘] — ?*7*7,7 I, = ?*J:*y,’; Or, le foncteur y, envoie Dy_;(Shv(Cy", A))
dans la sous-catégorie D;.(Shv(]0, 1], A)) définie comme étant la plus petite sous-catégorie triangulée stable par
sommes infinies et contenant les faisceaux localement constants. Puisque ]0, 1] est contractile, on a une équivalence
de catégories (—)cy : D(A) = Dy .(Shv(]0, 1], A)) qui est un quasi-inverse a 1* et i* j, : D.(Shv(]0, 1], A)) — D(A).
En particulier, ces deux foncteurs sont canoniquement isomorphes. Ceci fournit des transformations naturelles en
F € Dy o(Shv(Cy", A)) : Wean(F) = 1 juryy(F) — i juy; (M) = 1"y;(F) = z"(F). Enfin, il est facile de voir que la
fleche du milieu est inversible si F' est un faisceau constant au voisinage de y(]0, 1]). <
Lemme 2.21 — Soit K C C un sous-corps algébriquement clos et C une courbe lisse définie sur K. Soient xo, x| €
C(K) deux points. 1l existe alors un chemin vy : [0, 1] — C joignant xo a x1 (i.e., y(0) = xg et y(1) = x1) et tel que
y(0, 1) N C(K) = 0.

Démonstration. La preuve est standard et sera omise. <
Lemme 2.22 — L’Hypothese 2.6 est vérifiée avec M; = DA(k,A), M, = RigDA(k, A), & = D(A), k = Rig*,
f1 = Bti* et f, = RigBti*.

Démonstration. On prendra pour s la composition de RigDA(lAc, A) ~ QUDA(k, A) DA (Gmy) -, DAk, A). Les
morphismes de coprojection ¢, : gi(A)QB — gi(A® fi(B)) etcy : (C)® D — I(C ® k(D)) sont inversibles. En effet,
par le Lemme 2.11 (en fait sa preuve), il reste a montrer que Rig,(M)® N — Rig, (M ®Rig*(N)) est un isomorphisme
pour tout M € RigDA(/A(, A) et N € DA(k, A). Etant donné que les foncteurs Rig* et Rig, commutent aux sommes
infinies, on peut supposer que N est compact et donc fortement dualisable. On utilise maintenant [S, Lem. 2.8] pour
conclure. <

On pose Hiig(k, v, A) = Rig"Rig,A(0). C’est une algebre de Hopf de la catégorie RigDA(lAc, A).
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Théoréeme 2.23 — Le choix d’un isomorphisme de foncteurs monoidaux symétriques Bti* ~ RigBti*Rig* Sfournit
une décomposition en produit tensoriel semi-direct Hyoi(k, o, A) = RigBti*(Hyig(k, v, A)) @ HY,  (k, 7, A). Cette dé-
composition est indépendante du choix de I’isomorphisme Bti* ~ RigBti*Rig* a conjugaison preés par un élément de
Gmot(k, o, A)(Q).

Démonstration. La premiere assertion découle du Théoreme 2.7 et la seconde découle du Lemme 2.24 ci-dessous.
<

Lemme 2.24 — Avec les notations et les hypothéses de [5, §1.4], soit a : f — f un automorphisme de foncteurs
monoidaux symétriques et notons 3 : g — g l’'inverse de I’automorphisme déduit par adjonction. On suppose que
«: foe— foeestlidentité de I’endofoncteur f o e. Alors a o B : fgl — fgl est un automorphisme d’algébres

de Hopf qui coincide avec I’automorphisme intérieur associé a x : fgl — fgl — 1.

Démonstration. Le fait que @ o5 : fgl — fg1 est un isomorphisme d’algebres de Hopf découle de [5, Prop. 1.48,
(a)]. Ceci démontre la premicre partie de I’énoncé. On remarque ensuite que I’isomorphisme a : fgl — fgl
coincide avec la comultiplication a gauche par x (cf. [5, Prop. 1.32]). Il reste donc a vérifier que le morphisme
B fgl = fgl est la comultiplication & droite par x~'. Or, ce dernier est un morphisme de (fgl)-comodules &

gauche. C’est donc la comultiplication a droite par y : fgl @ fgl =5 1. En utilisant que @ o 8 est un morphisme

de bialgebres, on obtient que la composition de fgl = fel 5 1 est la counité de fgl. Ceci entraine que y = x~!

dans le groupe des morphismes d’algebres unitaires de fg1 dans 1. <

2.3. Groupes de Galois motiviques relatifs. —

Soient k£ un corps de caractéristique nulle, K/k une extension de corps et o : K < C un plongement complexe.
(Le plongement o sera désigné par o lorsque cela n’entraine pas de confusion.) On dispose de deux foncteurs de
réalisation de Betti Bti; : DA(k, A) — D(A) et Btiy, : DA(K, A) — D(A). De plus, Btiy o (K/k)* ~ Bti; avec (K/k)*
le foncteur de pull-back suivant Spec(K) — Spec(k). On déduit de [S, Prop. 1.48] un morphisme d’algebres de Hopf
Hinotk, o, A) — Hiyot(K, 0, A) et donc aussi, par application de Spec(Hp(—)), un morphisme de pro-schémas en
groupe Gpot(K, 0, A) — Gpet(k, o, A).

Définition 2.25 — On note Gﬁl(K, o, N), le noyau du morphisme Guot(K, 0, A) — Gnot(k, 0, A). C’est le groupe
de Galois motivique relatif de [’extension K/k.

Remarque 2.26 — On peut faire mieux et définir une algebre de Hopf motivique relative dans la catégorie des A-
modules gradués. En effet, on sait que ’homologie de HH o (—, 0, Z) est sans torsion, et donc plate sur Z. Il en est donc
de mé&me de I’homologie de Hot(—, 0, A). En particulier, on peut munir EB H;(Hnot(—, 0, A)) d’une structure de
A-algebre de Hopf graduée. On définit alors la A-algebre de Hopf graduée

ieN

HL (K, 0, Ngr = | D) HiHmar(K, 0, A) XA (39)
ieN @ienH;i(Hmo(k,07,A)))
ou A est considéré comme un @ieN H;(Hnot(k, o, A))-module a I’aide du morphisme de counité. On verra plus tard
(cf. le Théoreme 2.55) que J—Cﬁl(K, 0, \),, est concentrée en degré zéro.
On aura besoin du lemme technique suivant.

Lemme 2.27 — Soit E un T-spectre symétrique en complexes de préfaisceaux sur Sm/K. On suppose que E est
stablement projectivement (A', Nis)-fibrant. Alors, le morphisme évident
colim (K/)*(K/),E — E, (40)
kclcK

o l/k parcours les sous-extensions de type fini de K/k, est une équivalence stable (A', Nis)-locale.

Démonstration. 11 suffit de montrer que pour tout objet compact M € DA(K, A), on obtient un isomorphisme en
appliquant hompa g,a)(M, —) a (40). Or, d’apres [4, Cor. 1.A.3], M est « défini » sur une extension de type finie //k,
i.e., il existe un motif compact My € DA(/, A) tel que M =~ (K/I)* My. On ne restreint pas la généralité en supposant
que / = k. On a alors une chaine d’isomorphismes naturels

hompa k) ((K/k)* My, colim (K/I)*(K/I).E) ~ colim hompax a)((K/k)* My, (K/1)*(K/I).E)
kclcK kclcK

~ colim colim hompa (I’ /k)* Mo, (I' /1" (K/1).E) =~ colim hompa.a)((I/k)* My, (K/1).E) 41)
kclcK Icl'cK kclcK
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= colim hompa k.x)((K/ D*(1/k)" Mo, E) = hompyk,a)(M, E).

Ci-dessus, le second isomorphisme est celui de [4, Prop. 1.A.1] et le troisieéme est induit par le foncteur final qui a une
sous-extension de type fini //k C K/k associe le couple de sous-extensions de type fini (I/k,[/l). Le lecteur vérifiera
facilement que la composition de (41) est égale au morphisme canonique induit par (40). <

Proposition 2.28 — L’homologie de I’algebre de Hopf Hyo(K, 0, A) est isomorphe canoniquement a la colimite
filtrante de I’homologie des Hoi(l, o, N), ott I/ k parcours les sous-extensions de type finie de K/k.

Démonstration. Vu le Lemme 2.27, on a une chaine d’isomorphismes naturels
Bty Btix.A =~ hocolim Bti}(K/l)*(K/I).Btix.A = hocolim Bti;Bti;.A.
kclcK kclcK

Les colimites homotopiques ci-dessus étant filtrantes, elles passent trivialement a 1’homologie. <
Corollaire 2.29 — Le pro-schéma en groupe Gﬁl(K, o, N) est naturellement la limite projective des Gﬁl(l, o, N), ot
l/k parcours les sous-extensions de type finie de K/k.

Nous utiliserons le résultat suivant.

Lemme 2.30 — Soit l/k une extension algébrique galoisienne (non nécessairement finie) munie d’un plongement
complexe o : | — C qui prolonge celui de k. On a alors une suite exacte d’algébres de Hopf
COGal(I/k), A) — B,y HiHomorlk, 0, A)) — By HiHomr(ls o, A)). 42)

Démonstration. 11 s’agit de prouver que le premier morphisme est injectif, le second est surjectif, leur composition est
égale a celle du morphisme de counité suivi du morphisme d’unité et, enfin, que (42) identifie @ieN H;(Hnot(L, o, A))
au produit tensoriel (D, Hi(Hmo(l, 7, A))) ®eoGai/ny.a) A- Vu la Proposition 2.28, il suffit de traiter le cas ol [/k
est une extension finie de groupe de Galois G de sorte que (//k)*(l/k).M = @gEG g*M pour tout M € DA(, A).
D’autre part, on a des isomorphismes canoniques Bti; o (//k)* ~ Bti; et (I/k).Bti;. ~ Bti.. On en déduit une chaine
d’isomorphismes naturels : Bti; Btix. A =~ Bti;(I/k)*(I/k).Btij. A ~ @geG Bti; g Bti.. A. Il est facile de voir que modulo
ces isomorphismes, la premiere fleche de (42) correspond a la somme directe, suivant g € G, des morphismes unités
des algebres Bti;g*Btin A, alors que la seconde fleche de (42) correspond a la projection sur le facteur indexé par
1 € G. Ceci entraine toutes les propriétés a vérifier, sauf I’injectivité de la premiere fleche de (42). Pour montrer cette
injectivité, on se ramene facilement au cas ou A est de torsion. On a alors un isomorphisme canonique de A-algebres
CUGal(k/k), A) =~ Hmoi(k, o, A) avec k c C la clbture algébrique de k dans C (cf. le Théoreme 1.25). Ceci entraine
immédiatement la propriété recherchée. <
Corollaire 2.31 — Soit l/k une extension algébrique galoisienne munie d’un plongement complexe o : | — C qui
prolonge celui de k. On a alors une suite exacte de pro-schémas en groupe

{1} — Gmot(l, 0, A) — Gor(k, 0, A) — Gal(l/ k), — {1},

ou Gal(l/k)a est le groupe de Galois profini de l/k vue comme un pro-schéma en groupe constant sur Spec(A).

Proposition 2.32 — On suppose donné un carré d’extensions de corps

k— K

L1

|— L

ainsi qu’un plongement complexe o : L — C. (On note encore o la restriction de ce plongement a k, l et K.) On a
alors un morphisme évident Gﬁl(L, o,A\) — Gﬁl(K, o, N) qui est inversible lorsque I’extension Ik est algébrique et

que L est engendrée par K et .

Démonstration. La construction du morphisme G;?I(L, o, A) — Gﬁl (K, o, A) estimmédiate a partir de la définition.

On suppose donc que les extensions //k et L/K sont algébriques et que L est engendrée par K et [. On ne restreint pas
la généralité en supposant aussi que ces extensions sont galoisiennes. Le Corollaire 2.31 fournit alors un morphisme
de suites exactes de pro-schémas en groupe

{1} — Gmo(L, 0, A) — Gmoi(K, 0, A) — Gal(L/K)y — {1}

| |

{1} = Gmot(l, 0, A) — Gmot(k, 0, A) —— Gal(l//k)a — {1}.

Or, le morphisme Gal(L/K) — Gal(l/k) est injectif. On en déduit aussitot que le morphisme induit entre les noyaux
des deux premieres fleches verticales est inversible. <
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Remarque 2.33 — On a aussi 1’analogue de la Proposition 2.32 pour les algébres de Hopf motiviques relatives
comme définies dans la Remarque 2.26. Le lecteur n’aura aucune peine a adapter la preuve de la Proposition 2.32
pour démontrer cela.

Théoreme 2.34 — Supposons que ’extension K/k est de type fini et géométriquement connexe, i.e., k est sa cloture
algébrique dans K. Alors, on a une suite exacte courte de pro-schémas en groupe

{1} — GY(K, 0, A) — Got(K, 0, A) — Gnorlk, 0, A) — {1}, (43)

De plus, il existe une extension finie l/k, contenue dans C, telle que la suite exacte correspondante pour I’ extension
L/l, avec L le sous-corps de C engendré par o(K) et I, est scindée.

Le Théoreme 2.34 découle de 1’énoncé plus précis suivant.

Proposition 2.35 — Supposons que ’extension K/k est de type fini et géométriquement connexe. On a alors les
propriétés suivantes.

(a) Le morphisme Hyoi(k, 0, A) — Hunot(K, 0, A) est injectif sur I’homologie. Autrement dit,
@iGN Hi(g{mot(ka g, A)) E— @iEN Hi(j{mot(K’ g, A)) E— U‘C;il(K’ g, A) (44)

est une suite exacte de A-algebres de Hopf graduées.
(b) Si I’extension K[k admet un modele lisse contenant un k-point, alors il existe un isomorphisme de A-algébres
de Hopf graduées

P HiHma(K, 7, A) = HEHEK, 7, A)gr & D) Hi(Hmor (k. 7, A)) (45)
ieN ieN
induisant un scindage de la suite exacte (44).

Démonstration. Montrons d’abord que (b) entraine (a). En effet, par (b), on peut trouver une extension finie galoi-
sienne //k, contenue dans C, telle que le morphisme Hyo(, 07, A) — FHnot(L, 0, A) est injectif sur ’homologie, avec
L = K ®; [ canoniquement plongé dans C. Par ailleurs, on a un morphisme de suites exactes de A-algebres de Hopf
graduées (cf. le Lemme 2.30) :

COGal(l/k), A) — D,y HiHmor(k, o, A) — B,y HiHoon 1, 0, A)

| | l

COUGal(L/K), A) — @0y H(Hunor K, 7, A)) — D,y HiHnor (L, o, A)).

Etant donné que I’extension K/k est géométriquement connexe, on a Gal(//k) ~ Gal(L/K), et la fleche verticale a
gauche dans le diagramme ci-dessus est un isomorphisme. Ceci prouve que la fleche verticale du milieu est injective.

On passe maintenant a la preuve de (b). Soit A C K une sous-k-algebre lisse de K telle que K = Frac(A) et soit
m C A un idéal maximal tel que kK ~ A/m. Notons 7 la dimension de Krull de A. Lorsque n = 0,onak = Ketiln'y
a rien a démontrer. Lorsque n > 1, on choisit une chaine maximale d’idéaux premiers (0) = pg S P S - S P, =M
telle que B; = A/p;—1 est un domaine normal au voisinage de q; = p;/p;—1 € Spec(B;) pour tout 1 < i < n. Autrement
dit, R; = (B;),, est un anneau de valuation discrete d’idéal maximal g;R;. On note K; = Frac(R;) et v; sa valuation de
sorte que R; = K7, q;R; = Kl.v et K; = K;;1 (ot I’on convient que K,,.; = A/m = k). On fixe une uniformisante 7; € Kl.v.
Associés a cela, on a des foncteurs « motif proche » : ¥, : DA(K;, A) — DA(Kj+1, A). Nous allons montrer qu’il
existe un isomorphisme de foncteurs monoidaux

Btiy =~ Btiy o Wy, 00 Wg,. (46)
Ceci terminera la preuve de la proposition. Expliquons comment : rappelons d’abord que ¥, coincide avec la com-
position de

Rig* ~ ¥
DA(K;, A) — RigDA(K, A) — QUDA(K;,1, A) € DA(Gmg.. , A) —— DA(Kis1, A).

i+1?
et notons, comme avant, s* : RigDA(K-, A) — DA(K;+1,A) la composition des trois derniers foncteurs ci-dessus.
Le foncteur ¥, posséde donc un adjoint a droite, a savoir Rig, o s,. Il en est donc de méme du foncteur composé
P* =Y, o---0¥,, et son adjoint a droite sera noté P.. Par ailleurs, I’'Hypothese 2.6 est vérifiée avec M; = DA(K, A),
My = DAk, A), € =D(A), k =B*, fi =Btiyet o= Bti,*(. En effet, on peut prendre pour s : M; — M le foncteur
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de changement de base (K/k)* : DA(k, A) — DA(K, A) et les propriétés a vérifier sont immédiates. On peut donc
appliquer le Théoréme 2.7 pour obtenir une décomposition en produit tensoriel semi-direct

Hinot(K, 0, A) = Blip (BB, A0) @ Hinor(k, 07, A). (47)

De plus, le morphisme canonique Hpor(k, 0, A) — Hmot(K, 0, A) correspond modulo (47) au morphisme induit
par I’unité de 1’algebre de Hopf B*B.A(0). Puisque le complexe de A-modules Bti, (‘B*B.A(0)) est isomorphe a un
facteur direct de Hp,ot(K, 0, A), son homologie est plate sur A. Ainsi, la décomposition (47) passe a I’homologie pour
fournir un isomorphisme

P HiHna (K. o A)) = D Hi(BLi; (3" $.A0)) & (P Hi(FHmak, o A)). (48)

ieN ieN ieN

C’est la décomposition en produit tensoriel semi-direct recherchée.

Pour terminer la preuve, il reste a construire un isomorphisme (46). On ne restreint pas la généraltité en remplacant
K par le corps des fonction d’un voisinage étale de m € Spec(A). On peut donc supposer qu’il existe une chaine
d’inclusions k = K41 < K, < -+ < K; = K telle que K1 — K; se factorise par K} et induit une rétraction a
K? —» K;.1. La Proposition 2.20 fournit alors des isomorphismes Bti}i ~ Bti}i+l o ¥, ou Bti}i : DA(K;, A) — D(A)
est la réalisation de Betti associée au plongement complexe composé K; — K < C. On obtient un isomorphisme du
type (46) en composant ces isomorphismes. <

Remarque 2.36 — Soit K/k une extension de type fini. On peut trouver une extension finie galoisienne //k conte-
nue dans C telle que I’extension L/I est géométriquement connexe et admet un modele lisse contenant un /-point.
(Bien entendu, L c C est le sous-corps engendré par o(K) et [.) La preuve de la Proposition 2.35 fournit alors une
algebre de Hopf B*P.A(0) € DA(/, A) telle que CH;‘;I(K, 0, N)g, estisomorphe a I’homologie de sa réalisation de Betti
Bti; (B*B.A(0)). Il est donc naturel de noter cette derniére J—Cﬁl(K, o, N).

Supposons encore que I’extension K/k est de type fini et géométriquement connexe. La Proposition 2.35, (b)
montre que la suite exacte (43) est scindée si K/k admet un modele lisse contenant un k-point. On peut se demander
si la réciproque de cette propriété est vraie.

Question 2.37 — Supposons que la suite exacte (43) est scindée avec A = Z. Existe-t-il un modele lisse de I’extension
K/k contenant un k-point ?

C’est 1a une variante motivique et birationnelle de la conjecture des sections de Grothendieck [9]. Bien que la
conjecture de Grothendieck n’est raisonnable que pour un corps de base k infini et de type fini sur son corps premier, on
peut espérer une réponse positive a la Question 2.37 pour tout corps de caractéristique nulle £ (muni d’un plongement
complexe).

Lorsque le degré de transcendance de K/k est 1, on peut poser une question plus précise. Pour cela, on aura besoin
de quelques préliminaires. Soit v une valuation de K telle que k C K° et k ~ K. A une uniformisante 7 € KV, on
associe le foncteur ‘T’,r : DA(K,A) — DA(Gmy, A) donné par la composition de

Rig* N o
DA(K, A) — RigDA(K, A) —— QUDA(k, A) C DA(Gmy, A).

On a le résultat suivant.

Proposition 2.38 — Soient n’ € K" une autre uniformisante de la valuation v et a € k™ I'image de n’|n par
K°® - K = k. On note encore a : Gmy — Gmy I’endomorphisme de multiplication par a. On a alors un isomorphisme

canonique de foncteurs monoidaux W, ~ a* o Wy.

Démonstration. On note & la composition de QUDA(k, A) € DA(Gmyg, A) L) DA(K,A) Rl—g> RigDA(k ,N\). Cest
une équivalence de catégories, et on en fixe un quasi-inverse &’. Alors, ¥, est la composition de &’ o Rig* avec
I’inclusion QUDA(k, A) € DA(Gmg, A). Or, il est clair que I’endofoncteur a* de DA(Gmy, A) préserve la sous-
catégorie QUDA(k, A). 11 suffit donc de construire un isomorphisme & =~ a* o &. D’une maniere équivalente, on
cherche a construire un isomorphisme de foncteurs monoidaux §§ o a* =~ §’. Ce probléme est transitif dans le sens
que si ces isomorphismes sont construits pour des couples d’uniformisantes (7, 7’) et (7', "), leur composition est
I’isomorphisme correspondant pour (7, 7”"). On est donc ramené a traiter les deux cas particuliers suivants : celui ol
n’ =anetceluiona = 1.
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Cas 1 : On suppose ici que 7’ = amr avec a € k*. On a alors un diagramme commutatif a isomorphismes pres

o Rig* R
QUDA(k,A) C DA(Gmy, A) == DA(K, A) — RigDA(K, A)

| | H ”
- Rig"

QUDA(k,A) C DA(Gmy, A) 2= DA(K, A) —> RigDA(R, A).

Ceci fournit I’isomorphisme & o a* ~ §’ recherché.

Cas 2 : On suppose ici que a = 1. Autrement dit, 7’ = n(1 + n.b) avec b € K°. On cherche alors a montrer que
les foncteurs § et § sont canoniquement isomorphes. Notons /;, I’unique automorphisme de I’extension K /k tel que
hp(mr) = 7’. On a alors des endofoncteurs de changement de base hy, des catégories DA(K, A) et RigDA(k ,\) qui sont
induits par les foncteurs ¥ ~» ®% Kett ~» 1 ®f<,hb K avec  un K-schéma et ¥’ une K-variété rigide. De plus,
on a un diagramme commutatif a des isomorphismes canoniques pres

" A Rig” A
QUDA(K,A) © DA(Gmy, A) 2= DA(K, A) —> RigDA(R, A)

|, L L

QUDA(k,A) C DA(Gmy, )—>DA(K A)—)ngDA(K A).

Ainsi, pour terminer, il suffit de montrer que I’endofoncteur #; de RigDA(K, A) est naturellement isomorphe au
foncteur identité. Ceci fera I’objet du Lemme 2.39 ci-dessous. <

Lemme 2.39 — On fixe une uniformisante 1 € K¥. Pour b € K°, on note hy, I’automorphisme de ’extension K /k tel
que hy(r) = - (1 + 7 b). Alors, I’endofoncteur h), RigDA(K, A) — RigDA(K, A) est naturellement isomorphe au
foncteur identité.

Démonstration. Soit h : K{t} — K{¢} I’automorphisme continu d’anneaux topologiques tel que h(x) = 7 - (1 +
m-1t) et h(P) = P pour tout P € k[t]. On fera attention que & n’est pas un morphisme de IA(—algébres mais un
morphisme de k[]-algébres. On peut construire /4 de la manieére suivante. Considérons le morphisme de k-algebres
g k[m, t] — k[m, t,(1 + m-1)"'] défini par g(t) = tet g(m) = n- (1 + - £) et notons i : k[xr, 1] — k[m,t,(1 + -]
I’inclusion évidente. En complétant suivant les puissances des idéaux engendrés par &, on obtient deux morphismes
d’anneaux topologiques & : k[m,t]/(m) — k[m,t,(1 + - )~']/(n) et 1 klm,f)(m) = k[mt,(1 + -0~ ')xn).
Clairement, 7 est inversible et on prend pour /& I’endomorphisme induit de ilo g sur I’anneau {k[nx, ]/ (7)}.

Si A est une K -algebre affinoide, on pose H(A) = A{t} ® R h K{t}. Onaun morphisme naturel K{t} — H(A) donné
par f ~> 1 ® f. En particulier, H(A) est une K{r}-algebre. Si A = k{zl, e ta}/(fis ..., f»), un calcul immédiat fournit
un isomorphisme de K{r)- algebres H(A) =~ Kit,t1,... 1,/ (h( 1), h( fm)). Ceci montre que H(A) est une K- algebre
affinoide pour toute K-algébre affinoide A. De plus, pour tout b € K°, I’évaluation de ¢ en b fournit un morphisme
canonique surjectif H(A) » A &g R.hy K.

Notons encore H I’endofoncteur de SmAfnd/ K, la catégorie de K-affinoides lisses, tel que H(Spm(A)) = Spm(H(A))
pour toute K-algebre affinoide A. Si X est un K-affinoide lisse, on a une immersion fermée naturelle s, : X & [ K —

H(X) donnée par I’évaluation de ¢t en b € K°. Autrement dit, s, s’identifie 4 I'inclusion de la fibre en b € B}((K)

du morphisme H(X) — B}(. L’endofoncteur H est continu pour la topologie de Nisnevich sur SmAfnd/K et les
conditions d’application de [2, Th. 4.4.60] sont satisfaites. On en déduit donc une adjonction de Quillen (H*, H..) sur
la catégorie Cpl(PSh(SmAfnd /K, A)) munie de sa structure de modeles projective Nis-locale. Vu 1’isomorphisme

canonique H(B ) =~ H(X), cette adjonction de Quillen passe a la localisation de Bousfield suivant les morphismes

Bl ® Aln] — + ®A[n] (avec T un K-affinoide lisse et n € Z). Autrement dit, (H*, H,) est aussi une adjonction de

Qulllen relativement 2 la structure (B!, Nis)-locale. Enfin, vu I’ isomorphisme H((')B ) ~ OB cette adjonction

H(X)’
se prolonge 2 la catégorie des T"'8-spectres symétriques avec 778 = (GBIA{, 1) ® A. On obtient ainsi une adjonction
de Quillen (H*, H.) sur la catégorie SptT”g(Cpl(PSh(SmAfnd/K, A))) munie de sa structure de fnodéles projective
(B!, Nis)-locale stable. On obtient au final un endofoncteur triangulé LH* de la catégorie RigDA(K, A).

D’autre part, pour b € K°, la transformation naturelle s, : (—)® i, K — H(-) fournit une transformation na-
turelle s, : Lh, — LH" entre endofoncteurs de RigDA (K, A). On montrera que cette transformation naturelle est

inversible pour tout » € K°. Vu que LAy est le foncteur identité, ceci terminera la preuve du lemme.
Pour montrer que la transformation naturelle s, : Lh, — LH" est inversible, il suffit de le faire aprés évaluation

sur un systéme de générateurs de RigDA(K, A). Un tel systeme est donné par les twists de Tate des motifs rigides des
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K -affinoides ing(X, f) avec r € N — {0}, X un k-schéma affine et lisse, et f € O*(X). Supposons que X = Spec(A).
Alors, Q:ig (X, f) est le spectre maximal de la k—algébre affinoide {(A[v, 7]/(V" — f - 7))/ ()}z. Un calcul simple montre
que H(ing (X, f)) est le spectre maximal de le k—algébre affinoide {(A[t, v, n]/(V" — f-7- (1 +7-¢)))/(7)},. En faisant le
changement de variable v = w- V1 + 7 - t, avec V1 + x - t la série formelle de la forme 1+7~!7-#+- - - dont la puissance

A

r-ieme est 1 + 7 - £, on voit H(Q4(X, f)) est isomorphe & B }( X 0"8(X, f) et que sa projection sur B;{ correspond 2
la projection sur le premier facteur. On en déduit que s : [Q:ig X, f) ®f(, hy KI® A — [H(ing (X, f))] ® A est une
équivalence (B!, Nis)-locale. Le lemme est démontré. <

Notons C la k-courbe projective lisse (unique a un unique isomorphisme pres) ayant K pour corps de fonctions.
Un point fermé x € C définit une valuation v de K telle que K° = Oc,, KY = m, et K = k(x). L’espace tangent
T,(C) en x est le k(x)-schéma Spec(k(x)[m,/ mi]). En fait, T,(C) est la fibre en x € C d’un fibré en droites T(C), le
fibré tangent, défini par le spectre relatif de la O¢-algebre Oc[Qc/k]. On note T*(C) (resp. T7(C)) le complémentaire
de la section nulle dans T(C) (resp. T,(C)). Le choix d’une base u de m,/ m% fournit des isomorphismes canoniques
u: T(C) = Ay etu: TC) = Gmygy.

Corollaire 2.40 — Supposons que x € C(k) est un k-point et soit ®1 € m, une uniformisante de la valuation v
associée. On note d,m la classe de m dans m,/ m)zc. Alors, le foncteur composé ‘T’x =(dm)* o ‘T’,r est indépendant, a un
isomorphisme canonique pres, du choix de [’uniformisante.

Démonstration. C’est une conséquence immédiate de la Proposition 2.38. <

Etant donné un k-point (x, iZ) de T*(C), i.e., un k-point x € C(k) et un vecteur tangent non nul # € (m, /mi)v, on
note ¥, ; : DA(K, A) — DA(k, A) la composition de

DA(K, A) —5 DA(T,(C), A) ——= DAk, A).

Lorsque € Oc,, est une uniformisante telle que (iZ, d,7r) = 1, on a un isomorphisme canonique ¥, =~ ¥, ;. La preuve
de la Proposition 2.35 permet alors de définir une application naturelle

T*(C)(k) — Sectmo(K/k) (49)

rel

ol Sectyoi(K/k) est ’ensemble des classes de conjugaison sous G I

de pro-schémas en groupe Guno(K, 0, Z) — Gpo(k, 0, Z).

(K, 0, Z)(Z) de sections au morphisme canonique

Question 2.41 — L’ application (49) est-elle bijective ?

2.4. Algebres de Hopf fondamentales motiviques. —

Etant donné un schéma pointé (X, x) sur un corps k (quelconque), on définit dans cette sous-section une algébre
de Hopf Fnot(X, x, A) dans DA(k, A) qu’on appellera I’algebre de Hopf fondamentale motivique. En effet, si X est de
type fini sur k et si on se donne un plongement complexe o : k — C, la réalisation de cette algebre de Hopf est liée a
I’algebre de Hopf du complété pro-algébrique du groupe fondamental 71 (X%*, x) par un morphisme naturel. Lorsque
(C, ¢) est une k-courbe affine lisse pointée, on montrera que le complexe Bti*(Fpno(C, ¢, A)) est concentré en degré
zéro du moins lorsque C est la source d’un revétement étale d’un ouvert de A}C. Le spectre de la A-algebre de Hopf
Ho(Bti* (Finot(C, ¢, A))) est alors appelé le groupe fondamental motivique de C. On donnera enfin une application aux
algebres de Hopf motiviques relatives.

2.4.1. Construction et lien avec les groupes fondamentaux en topologie. — Soit X un schéma noethérien. On note
SmDA(X, A) la plus petite sous-catégorie triangulée de DA(X, A), stable par sommes infinies et contenant les mo-
tifs fortement dualisables. Les objets de SmDA (X, A) seront appelés les motifs lisses. Les catégories SmDA (X, A)
contiennent les motifs lisses au sens de Levine [12], i.e., les objets de la plus petite sous-catégorie triangulée de
DA(X, A), stable par sommes infinies et contenant les motifs des X-schémas projectifs et lisses. Si k est un corps
de caractéristique nulle, tous les motifs sur Spec(k) sont lisses (en fait, ils sont méme lisses au sens de Levine). ("
Autrement dit, on a SmDA(k, A) = DA(k, A).

Etant donné un morphisme de schémas noethériens f : ¥ — X, le foncteur f* : DA(X, A) — DA(Y, A) préserve
les objets fortement dualisables et commute aux sommes infinies. Il induit donc un foncteur triangulé et monoidal

¢% 1 SmDA(X, A) — SmDA(Y, A).

1. La preuve de ce fait utilise la résolution des singularités a la Hironaka. Lorsque A est une Q-algebre, la résolution des singularités par
altération a la de Jong fait encore I’affaire au-dessus d’un corps parfait de caractéristique positive.
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Ce foncteur admet un adjoint a droite ¢z, par [1, Cor. 2.1.22]. On fera attention au fait qu’en général le foncteur ¢ 7.
n’est pas la restriction du foncteur f. puisque ce dernier ne préserve pas, a priori, les motifs lisses. L’intérét de ces
considérations vient du fait suivant.

Proposition 2.42 — Soient p : X — S un morphisme de schémas noethériens et s : S — X une section a p.
Alors, [5, Hypo. 1.40] est satisfaite avec M = SmDA(X, A), € = SmDA(S, A), [ = ¢5 et e = ¢),.

Démonstration. On a clairement un isomorphisme de foncteurs monoidaux, symétriques et unitaires ¢y o ¢, = id.
Il reste a vérifier que le morphisme de coprojection ¢5.(M) ® N — ¢5 (M ® GN) est inversible pour tout M €
SmDA(S, A) et N € SmDA(X, A). Puisque les catégories triangulées avec petites sommes SmDA(—, A) sont com-
pactement engendrées (ce qui est automatique lorsqu’on travaille avec la topologie Nisnevich), on sait d’apres [1,
Lem. 2.1.28] que le foncteur ¢, commute aux sommes infinies. I1 suffit donc de considérer le cas ou N est compact,
et donc fortement dualisable. On utilise alors [5, Lem. 2.8] pour conclure. <

Définition 2.43 — Sous les hypotheses de la Proposition 2.42, on pose Tmo(X/S, s, A) = ¢;¢A € SmMDA(S, A)
que I’on munit de sa structure naturelle d’algebres de Hopf (cf. [S, Th. 1.45]). C’est I’algebre de Hopf fondamentale
motivique du S -schéma pointé (X, s).

Remarque 2.44 — Le cas qui nous intéresse le plus est celui ou S = Spec(k) est le spectre d’un corps de caractéris-
tique nulle et s I’inclusion un k-point x € X(k). L’algebre de Hopf motivique fondamentale ainsi obtenue sera notée
Fmot(X, x, A). Le cas général de la construction est néanmoins utile. Ainsi, le cas de la projection sur le premier facteur
pr1: X X X — X et sa section diagonale A : X — X X; X fournit une algebre de Hopf & | (X, A) € SmDA(X, A)
qui dépend uniquement de X. On peut I’interpréter comme la « famille » des algebres de Hopf motiviques fondamen-
tales Fot(X, x, A) lorsque x parcourt X. (Ceci est a rapprocher avec des constructions de [17].) Pour tout x € X(k),
il existe un morphisme canonique d’algebres de Hopf x*(F, (X, A)) — Fno(X, x, A). Toutefois, nous n’avons pas
tenté de vérifier que ce morphisme est inversible.

Sauf mention du contraire, et jusqu’a la fin de cette sous-section, nous supposerons que N\ est un corps de ca-
ractéristique nulle. Pour étudier les algebres de Hopf motiviques fondamentales, nous aurons besoin de quelques
préliminaires topologiques. Soit V est un espace analytique complexe. Rappelons qu’un systéme local sur V est un
faisceau localement constant de A-espaces vectoriels a fibres de dimension finie. On notera LS(V, A) la catégorie des
systemes locaux de A-espaces vectoriels sur V. On a le résultat suivant.

Lemme 2.45 — Un objet F € Shv(V, A) est un systeme local si et seulement si il est fortement dualisable.

Démonstration. Si F € Shv(V,A) est un systeme local, il en est de méme de F¥ = Hom(F, A) et le morphisme
évident (FY), — (F,)" est inversible pour tout x € V. En inspectant les fibres, on trouve alors que le morphisme
Hom(F, A) ® G — Hom(F, G) est inversible pour tout G € Shv(V, A). Autrement dit, F est fortement dualisable.
La réciproque est plus difficile. Elle sera établie en trois étapes. On supposera jusqu’a la fin de la preuve que F €
Shv(V, A) est fortement dualisable.

Etape 1 : On montre d’abord que les morphismes de restriction de F entre ouverts connexes sont injectifs.

Soient U C U’ deux ouverts connexes de V et a € F(U’) une section telle que a;y = 0. On cherche a montrer que
a = 0. On ne restreint donc pas la généralité en supposant que U’ = V. Notons Z = V — U le fermé complémentaire et
i : Z — V son inclusion dans V. La section a définit alors un morphisme a : i.A — F et donc une section globale,
notée encore a, de Hom(i.A, F). On est donc ramené a montrer que I'(V, Hom(i. A, F)) = 0.

Etant donné que F est fortement dualisable, on a un isomorphisme canonique Hom(i,A, A) ®4 F = Hom(i. A, F).
Notons Z’ I'intérieur de Z (i.e., le plus grand ouvert de V contenu dans Z) et i’ son inclusion dans V. On a un iso-
morphisme évident A =~ i"”"Hom(i. A, A). Par adjonction, on déduit un morphisme ;A — Hom(i. A, A). (Rappelons
que 7; est ’opération « extension par z€ro ».) En inspectant les fibres, on voit que~ce morphisme est inversible. On
déduit donc des isomorphismes de faisceaux Hom(i.A, A)®a F ~ iiA®p F =~ iji""F. Puisque V et U ont été supposés
connexes, I’ouvert Z' C V est strict et le faisceau ijF' n’a donc pas de sections .globales non nulles. Il en est donc de
méme du faisceau Hom(i. A, F). .

Etape 2 : On montre ici que la fonction x € V ~» dimp (F) est bornée sur tout compact de V.

Notons I I’ensemble des sous-faisceaux de F de type fini, i.e., qui sont engendrés par un nombre fini de sections.
Les éléments de I seront désignés par des lettres grecques a, 3, etc et les sous-faisceaux correspondants seront notés
F,, Fg, etc. Clairement F' est I’union filrantes des F', lorsque a parcourt I’ensemble ordonné /.

Soit K C V une partie compacte et notons « son inclusion dans V. On a un isomorphisme «*(F) =~ colimyes *(Fg).
Puisque «*(F) est encore fortement dualisable, le morphisme colimye; Hom(x* F, k*F,) — Hom(x*F, " F) est inver-
sible. Puisque K est compact, le foncteur I'(K, —) commute aux colimites filtrantes. On en déduit donc que le mor-
phisme colim,e; hom(k*F, k*F,) — hom(x*F, *F) est également inversible. Il existe donc une fleche «*F — «*Fpg
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(pour un certain 8 € I) qui est une section au monomorphisme «*Fg < «*F. Ceci n’est possible que si ce monomor-
phisme est inversible. Les fibres de F' en tout point de K coincident alors avec les fibres de Fjg qui sont de dimension
majorée par le cardinal d’un ensemble de sections qui engendrent Fpg.

Etape 3 : Rappelons qu’on cherche a montrer que F est un systéme local. Le probléme étant local et puisqu’on peut
couvrir V par des ouverts relativement compacts (i.e., dont I’adhérence est compacte), on peut supposer, grace a la
seconde étape, que les dimensions des fibres de F sont bornées. On supposera aussi que V est connexe et on note
Vo € V I’ensemble des points x € V ol la dimension de F, atteint son maximum, qu’on notera d. L’ensemble V) est
non vide. Il est ouvert. En effet, si x € Vj, on peut trouver un voisinage connexe Q de x tel que dimp (F(Q)) > d.
Par la premiere €tape, le morphisme F(Q) — F) est injectif pour tout y € Q. Ceci montre que dimp(Fy) > d. 1l y
a donc égalité et on obtient que Q C V. On voit aussi que dimp (F(Q)) = d et pour tout ouvert connexe Q' C Q, le
morphisme de restriction F(Q) — F(Q’) est inversible. Autrement dit F|p est constant et F}y, est un systeme local.

Pour terminer la preuve, on montrera que Vjp est aussi fermé. Soit Vo un revétement universel de Vj et notons
S+ Vo — V la projection canonique. On a alors un isomorphisme canonique Hom(f4A, A) ® F =~ Hom(fyA, F).
(Rappelons que fy est I’adjoint a gauche de f* qui est facile a construire lorsque f est un homéomorphisme local.)
Cet isomorphisme se réécrit f, f*A ® F ~ f.f*F et f*F est un faisceau constant isomorphe a A. Soit maintenant
x € Vo un point de I’adhérence de V;. En passant aux fibres en x, on obtient des isomorphismes

. - . s ~ . d
colim ]_[ A |@ F(U) = colim ]—[ fTF(W) = colim ]_[ A,
Weno(f~1(U)) Weno(f~1(U)) Wenmo(f~1(U))

le premier étant canonique et le second dépend du choix de la trivialisation f*F ~ A“. Ceci montre que le morphisme
évident F(U) — f*F(W) =~ A% est surjectif pour U un voisinage ouvert suffisamment petit de x et W une composante
connexe de f ~1(U). Ceci entraine que dimp Fy > d et donc x € Vp. On a ainsi montré que Vy = V. <

Corollaire 2.46 — Un objet K € D(Shv(V, A)) est fortement dualisable si et seulement si 69 H,,(K) est un
systeme local.

nez

Démonstration. Puisque A est un corps, le foncteur 5 ez Hn(—) est monoidal et unitaire. Il préserve donc les objets
fortement dualisables. (Le fait qu’il n’est pas symétrique ne pose pas de problemes !) Le Lemme 2.45 entraine alors
que la condition est nécessaire. Réciproquement, supposons que @nez H, (K) est un systeme local et montrons que V
est fortement dualisable. On ne restreint pas la généralité en supposant que V est connexe. Ceci entraine que les H,(K)
sont nuls sauf pour un nombre fini de n € Z. On en déduit aussitdt que K appartient a la sous-catégorie triangulée
de D(Shv(V, A)) engendrée par les objets H,(K)[0] avec n € Z. Or, par le Lemme 2.45, les complexes H,,(K)[0] sont
fortement dualisables. Il en est donc de méme de K. <
On note I/S(V, A) c Shv(V, A) la plus petite sous-catégorie pleine stable par colimites filtrantes et contenant les
systemes locaux. C’est une catégorie abélienne et tout objet de I/S(V, A) est I'union filtrante de ses sous-faisceaux
qui sont des systémes locaux. Pour cela, les objets de I/S(V, A) sont appelés les ind-systemes locaux. On note aussi
D5(V, A) c D(Shv(V, A)) la plus petite sous-catégorie triangulée stable par sommes infinies et contenant les objets
fortement dualisables (ou, d’une maniere équivalente, les systemes locaux).
Proposition 2.47 — Soit K € D(Shv(V, A)) un complexe de faisceaux de A-modules sur V. Si K est un objet de
Di5(V, A), alors @nez H,,(K) est un ind-systeme local. La réciproque est vraie pour K borné a gauche, i.e., vérifiant
H,,(K) = 0 pour n suffisament grand.

Démonstration. La preuve est facile. Elle sera omise. <

Supposons maintenant que 1’espace analytique V est connexe et choisissons un point base v € V. Le groupe
fondamental 71(V, v) agit a droite sur la fibre en v de tout systeme local sur V.® Ceci fournit une équivalence de
catégories monoidales symétriques et unitaires

LS(V, A) — Rep(m1(V, ), A), (50)

ou Rep (G, A) est la catégorie des représentations (a droite) A-linéaires de dimension finie d’un groupe discret G.

Etant donné qu’un ind-systéme local E est I’union filtrante de ses sous-systémes locaux, le groupe 7 (V,v) agit éga-
lement sur E, et la représentation ainsi obtenue est I’union filtrante de ses sous-représentations de dimension finie.

2. On conviendra que la composition y,y, de deux lacets y; et y, basés en v est la concaténation de y; suivi de y,. Avec cette convention,
le groupe fondamental agit naturellement a droite sur les fibres en v des systémes locaux.
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Autrement dit, on peut prolonger (50) en une équivalence
LS(V, A) — Rep (1 (V, ), A), (51)

ou ﬁa) #(G, A) est la catégorie des représentations (a droite) A-linéaires d’un groupe discret G qui sont I'union de
leurs sous-représentations de dimension finie.

Soit G un groupe discret. On considére 1’algebre C%(G, A) des fonctions de G a valeurs dans A. Le groupe G agit a
droite sur cette algebre suivant la regle : (g - f)(h) = f(gh)avec g, he Get f € C%G, A). Une fonction f € CO(G, A)
est dite G-finie si les g - f, lorsque g parcourt G, engendrent un A-espace vectoriel de dimension fini. (Il se trouve
que la notion de G-finitude est indépendante du choix du coté auquel G agit.) On note G(;(G, A) la sous-algebre des

fonctions G-finies. On peut montrer que G?(G, A) est 'image inverse de CY%G,A) ®x CUG, A) par le morphisme

CUG,A) — CUG xG,A) qui a une fonction f sur G associe la fonction (g, h) € G X G ~» f(gh). De plus, ce méme
morphisme envoie G?(G, A) dans G(}(G, A)®p G?(G, A). On obtient ainsi une comultiplication sur (‘B?C(G, A) qui en fait

une A-algebre de Hopf. Le pro-schéma en groupe Spec(@?(G, A)) est la complété pro-algébrique de G. (Pour plus de
détails, le lecteur peut consulter [10].) On a une équivalence de catégories monoidales symétriques et unitaires

coMod(€X(G, A)) — Rep(G, A). (52)

Elle associe a un comodule a gauche M sur G?C(G, A) la représentation a droite de G sur M ou g € G agit par la
composition de '

cam ev,®id
M—=CUGC,NO\M—— A\ M =M.
(Ci-dessus, ev, est I’évaluation d’une fonction en g.) Clairement, les G’?(G, A)-comodules qui sont de dimension finie

sur A correspondent par 1’équivalence (52) aux représentations de G de dimension finie.

Revenons au cas algébrique. On suppose que notre corps de base k est muni d’un plongement complexe o : k — C.
Soit X un k-schéma de type fini. Par la Proposition 2.47, la composition de

Bi: .
SmDA(X, A) € DA(X, A) —5 D(Shv(X¥, A)) —= Shv(X", A)

se factorise par la sous-catégorie I_/S(X””, A)”. (On note ici €% la czltg’gorie des objets gradués dans une catégorie £.)
Par la discussion ci-dessus, un k-point x € X (k) fournit un foncteur LS(X**, A) — coMod(G?,(m (X", x), A)) qui est
une équivalence de catégories si X est connexe. On obtient donc un foncteur monoidal

SmDA(X, A) —> coMod(C’?-(m (X, x), A))~.
De plus, par construction, on a un carré commutatif a un isomorphisme canonique pres

SmDA(X, A) — coMod(€) (1 (X", x), A))*

o Joub
DAk, A) — 5 D(A) ~ Mod(A)Z.

En appliquant [5, Prop. 1.48], on obtient le résultat suivant.

Théoréeme 2.48 — Soient X un k-schéma de type fini et x € X(k) un k-point. Il existe un morphisme canonique
de A-algébres de Hopf graduées H,(Bti*(Fpnot(X, x, A))) — G?(m(X“”, x), N). De plus, pour tout motif lisse M €

SmDA(X, A), I’action a droite de 'y € m((X, x) sur la fibre en x du ind-systéeme local gradué H,(Btiy(M)) est donnée
par la composition de

H.(Bti* (x*M))
lH.Bti*(caM)
H.(Bti* (Fnot(X, x, A) @ x*M)) +— H,(Bti* (Fmot(X, x, A))) ® H.(Bti* (x* M))

l evy®id

G?C(m(X‘”‘, x), A) ® H.(Bti*(x*M)) —— H.(Bti*(x*M)),

modulo I’isomorphisme canonique (H,(Btiy(M))), =~ H,(Bti* (x*M)).
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2.4.2. Le cas d’une courbe affine lisse. — Le but de ce paragraphe est de démontrer le résultat ci-dessous et d’en
donner quelques applications. Sauf mention du contraire, A est un corps de caractéristique nulle.

Théoreme 2.49 — Supposons que C est une k-courbe affine, lisse et connexe munie d’un k-point ¢ € C(k). Alors,
le complexe Bti* (Fnot(C, ¢, A)) est concentré en degré zévo, i.e., H,(Bti* (Fmot(C, ¢, A))) = 0 pour tout n € Z — {0}. De
plus, si C est un revétement étale d’un ouvert Zariski de A}, le morphisme canonique (cf. le Théoréme 2.48)

Ho(Bt* (Fmat(C, ¢, A))) — CHmi (C™, ), A) (53)

est injectif. 3 Autrement dit, U'image de m1(C™, ¢) dans Spec(Hy(Bti* (Finot(C, ¢, A)))) est Zariski dense.
Avant de donner la preuve de ce théoreme on en profite pour faire la définition suivante.

Définition 2.50 — Le spectre de I’algébre de Hopf Ho(Bti*(Fmot(C, ¢, A))) est appelé le groupe fondamentale
motivique de la k-courbe pointée (C, c) et sera noté Hrln"‘(C, ¢, N). C’est un pro-schéma en groupe sur le corps A et
on dispose d’un morphisme naturel de schémas en groupe n1(C**,c) — H‘f“’t(C, c,N), ou m(C™, c) est considéré
comme un groupe discret.

Démonstration. On divise la preuve en plusieurs étapes. Dans la premiere, on montre que Bti*(Fpoi(C, ¢, A)) est
concentré en degré zéro. Dans la derniére on montre I’injectivité de (53) en se basant sur la seconde et troisieéme
étape.
Etape A : Par la Proposition 2.53 ci-dessous, appliquée au morphisme de A-algebres de Hopf graduées

H.(Bti* (Fnot(C, ¢, A))) — CH(m1(C™, ), A)

du Théoreme 2.48, il suffira de montrer que :
(a) le sous-espace vectoriel des invariants pour la coaction de G?,(ﬂ 1(C% ¢), A) sur Hy(Bti* (Frnot(C,c, A))) est A-1;

(b) le sous-espace vectoriel des invariants pour la coaction de G?.(m(C“", ¢), A) sur H,(Bti* (Fnoe(C, ¢, A))) est nul
pour tout n € Z — {0}.

Or, le sous-espace des invariants d’un G?(m(C“", ¢), A)-comodule a gauche est égal au sous-espace des invariants de
la 71 (C, c)-représentation a droite associée et s’identifie donc canoniquement a I’espace des sections globales du ind-
systeéme local associé. Par le Théoréme 2.48, le ind-systéme local associé au comodule H, (Bti* (Fio(C, ¢, A))) est ca-
noniquement isomorphe a H,(Bti/.(¢c.A)). 11 suffit donc de montrer que le morphisme A — I'(C", H,(Btiz-(¢e<A))),
induit par I’'unité de I’algebre ¢..A, est inversible.

Par le Lemme 2.51 ci-dessous, on peut trouver une petite catégorie cofiltrante (et méme un ensemble ordonné) J
et un diagramme de motifs M € DA((C,J), A) tels que i*M € DA(C, A) est fortement dualisable pour tout i € J et
PyM = ¢oA ot p 1 J — e est 'unique foncteur vers la catégorie e ayant un seul objet et un seul morphisme. L’unité
de I’algebre ¢..A est induite par un morphisme A — ij(M) pour un certain iy € J. Le foncteur Bti- commute aux
colimites homotopiques, le foncteur H, transforme une colimite filtrante homotopique en une colimite filtrante catégo-
rique et le foncteur ['(C*", —), restreint a I/S(C @), commute aux colimites filtrantes. On obtient ainsi un isomorphisme
colim;e; I'(C*", H,(Bi.(i* M))) = I'(C", H,(Bli-(pex A))).

Par le Lemme 2.52 ci-dessous, on dispose d’un isomorphisme (non canonique)

Btig.(i" M) = ) H,(Btiz.* M))[n]

nez

dans D(Shv(C**, A)) induisant I’identité en homologie. Il induit un isomorphisme de A-espaces vectoriels gradués
H.(Rf"Bti(i"M)) =~ T(C*", H.(Bti-(i*M))) & RIT(C, H..1(Btig.(i" M))). (54)

(Ci-dessus, on a noté f la projection de C sur Spec(k).) L’ isomorphisme du Lemme 2.52 étant bien défini modulo des
fleches du type H,(-)[n] — H,+1(=)[n + 1], I’épimorphisme

H.(Rf"Bti(i*M)) — T'(C*",H.(Bti;.(i* M)))

déduit de (54), est fonctoriel en Btig(i*M). On peut donc prendre la colimite suivant i € J pour obtenir un morphisme
surjectif de A-espaces vectoriels gradués

colim;eg H.(Rf"Bti-(i"M)) — colim;eg I'(C*", H.(Bti-(i" M))). (55)

Il est donc plus précis de montrer que le morphisme canonique A — pyRf"Bti(M) est inversible. Etant donné
que les motifs i*M (pour i € J) sont compacts (puisque fortement dualisables), on peut utiliser [3] pour déduire un

3. La condition sur C est probablement superflue pour la validité de cette propriété.
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isomorphisme canonique Bti* f,(M) — Rf%Bti*(M). (C’est ici qu’on a besoin de travailler avec le diagramme de
motifs M au lieu de raisonner directement avec le motif ¢..A.) Par ailleurs, on a des isomorphismes canoniques
py o Bti* = Bti* o py et py o f. = f. o py. (Le second isomorphisme, propre au contexte motivique, est une conséquence
formelle de [2, Prop. 4.5.63].) On est donc ramené en fin de compte a montrer que le morphisme A — f, e, A, déduit
de I'unité de I’algébre ¢..A, est inversible. Etant donné que f. : DA(C, A) — DA(k, A) préserve les motifs lisses
(puisque tous les motifs dans DA(k, A) sont lisses !) sa restriction a SmDA(C, A) coincide avec ¢ .. En particulier, on
a un isomorphisme d’algebres fipeA = ¢ e A. Or, ¢ 2P est I’adjoint a droite de cbf,d);’i =~ id. Il est donc lui-méme
isomorphe au foncteur identité. Ceci termine la preuve de la premiere partie de 1’énoncé.

Etape B : Pour tout M € SmDA(C, A), on dispose d’une action de Hrlnm(C, ¢, A) sur Ho(Bti* ¢ (M)). Nous allons
d’abord montrer que le sous-espace V| C Ho(Bti*$(M)) des invariants pour I’action de Hrlnm(C, ¢, \) coincide avec le
sous-espace V, € Ho(Bti*¢}(M)) des invariants pour I’action de 71(C*", ¢). Vu le Lemme 2.51, on peut supposer que
M est compact. L’inclusion V| C V; est claire. Il s’agit de montrer I’inclusion inverse.

Fixons, griace au Lemme 2.52 ci-dessous, un isomorphisme

Btig-(M) = (] Hy(Btig-(M))[].
nez
Pour chaque n € Z, le sous-espace des invariants dans (H,(Bti;.(M))). pour I’action de 711 (C*", c) est égal a I'image du
morphisme évident
[(C*", Hy(Blic(M))) — (Hu(Btic(M)))..
Il découle aussitdt que le morphisme de A-espaces vectoriels gradués
H.(RI(C™", Btic(M))) — (H.(Btic(M))).

induit une surjection entre H,(RIT'(C*",Bti.(M))) et le sous-espace des invariants sous I’action de m{(C*",c) sur
(H.(Bti;.(M))).. Or, la source de ce morphisme s’identifie canoniquement a H,(Bti*(¢;(f. f*M))) et son but s’iden-
tifie a H.(Bti* (¢ (M))). (On rappelle que f est la projection de C sur Spec(k).) Ainsi, on a montré que V, est I’image
du morphisme canonique
Ho(Bti* (¢po(f* fiM))) — Ho(Bti* (¢po(M))) (56)

induit par la counité de I’adjonction (f™, f.). Or, ’algébre de Hopf Fnot(C, ¢, A) coagit trivialement sur ¢.(f* f. M). 1l
en découle que I’'image de (56) est contenue dans V;. Ceci fournit I’inclusion recherchée : V, c V.
Etape C : Soient r : C — C un revétement étale et & € C(k) un point rationnel appartenant a la fibre 7~!(c). Dans
cette étape, on cherche a comparer les pro-schémas en groupe H‘l‘“"(g L&A et TITOY(C, ¢, A).

Le foncteur r, envoie SmDA(E ,A\) dans SmDA(C, A). 1l s’ensuit que ».M = ¢,.M pour tout M € SmDA(5 ,N).
On en déduit aussitdt des isomorphismes canoniques

Fiot(C, ¢, A) = G = e = EGe A Pz = )2 = Fanar(C, 6, A) Pz = )2’ enA
ol 7 désigne le sous-schéma fermé r~!(c) — {¢} C ainsi que son inclusion dans C. En raisonnant comme dans la
preuve du Lemme 2.30, on obtient les propriétés suivantes.
(a) Le morphisme canonique HTI“Ot(E ,¢,A) — IITY(C, ¢, A) est injectif.
(b) H’I“O‘(C , ¢, A\) s’identifie au stabilisateur de « 1’évaluation en ¢ » pour I’action de HTO‘(C , ¢, \) sur la cohomologie
de la fibre (r®)~!(c) égale a AT,
(c) Le quotient HTOt(C, c,N)/ H‘I“O‘(g , ¢, \) s’identifie au schéma discret Spec(A(’a"rl(")) dont I’ensemble des points
est (r*)~1(c).
On a la méme situation pour les groupes fondamentaux topologiques. Il s’ensuit alors que le carré

(€, &) — IP(C, 2, A)
m(C*, c) — OPYC, ¢, A)
est cartésien et induit un isomorphisme de A-schémas discrets
T1(C, 0)/m1(C™, &) = TIF(C, ¢, A)/TIT(C, &, A).

Un argument similaire fournit, pour //k est une extension finie, un isomorphisme canonique d’algebres de Hopf
(k) Frot(C, e, A) = Finot(C @ 1, ¢, A). Les détails seront laissés au lecteur.
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Etape D : Nous sommes maintenant préts pour montrer que (53) est injectif lorsque C est un revétement étale d’un
ouvert de A,i. En appliquant les résultats de I’Etape C, on voit qu’il suffit de traiter le cas de cet ouvert. Ainsi, on peut
supposer que C est un ouvert de A}{. En utilisant la derniére assertion de I’Etape C, on peut se ramener aussi au cas oll
k est algébriquement clos.

Raisonnons par I’absurde et supposons que le morphisme (53) n’est pas injectif (avec C = C’ un ouvert de la
droite affine). Notons H C H‘ln"t(C, ¢, A) I’adhérence Zariski de 1’image de 71;(C®", ¢). D’apres I’Etape C, pour tout
revetement étale r : C — Cet¢ € r~1(c), le morphisme

H — TI°Y(C, ¢, A)/TI™Y(C, &, A)

est surjectif. Cette propriété reste vraie apres passage a la limite suivant (C, ). 11 s’ensuit donc un isomorphisme de
A-schémas pro-finis

H - IT(C, c,A)
— — — .
HN e ITY(C, ¢, A) Néa IT(C, ¢, A)
Ainsi, puisque H est un sous-groupe strict dans Hrln"t(C, ¢, \), nécessairement, H N ﬂ(aﬁ) Hrl’“m(éT , ¢, \) est un sous-
groupe strict de () .o Hfln"t(a ¢, A). On peut donc trouver un élément @ € Hyo(Bti*(Fino(C, ¢, A))) (i.e., une fonction
réguliére sur le pro-schéma en groupe II7"'(C, ¢, A)) dont la restriction a H est nulle mais qui ne s’annule sur aucun
des pro-schémas en groupe H’l‘l"‘(g , G, N).
Considérons maintenant le sous-comodule P € Hy(Bti* (Fino(C, ¢, A))) engendré par . C’est un A-espace vectoriel
de dimension finie munie d’une action du pro-schéma en groupe I17*(C, ¢, A). Par construction, pour tout (C,&)
comme ci-dessus, I’image de HT‘O‘(E ,¢,A) dans le groupe linéaire G£(P) n’est pas contenue dans I’image de H.

En utilisant le Lemme 2.51, on peut trouver un un objet compact M € SmDA(C, A) muni d’un morphisme
M — ¢cA tel que P est contenu dans I’image de

Ho(Bti* ¢ M) — Ho(Bti*(Fmot(C, ¢, A))).

D’apres la discussion précédente, pour tout (C,&) comme ci-dessus, I’image de Hlln‘”(a ¢,A) dans le groupe li-
néaire G{(Ho(Bti*¢:M)) n’est pas contenue dans ’image de H. Notons G et H les images de H‘I“Ot(C, c,N) et H
dans G¢(Ho(Bti* ¢ M)). Notons aussi G° I'intersection des images de H‘I“Ot(a ¢, A) quand (5, ¢) varie. Bien entendu,

G° est aussi I’image de Hllmt(éT , ¢, \) pour (5 , ¢) suffisamment fin (dans la tour des revétements étales de C). D’apres
ce qui précede, G° n’est pas contenu dans H.

Par un théoreme classique de Chevalley, quitte a remplacer M par une puissance tensorielle suffisamment grande
de M ® MY, on peut trouver v € Hy(Bti*¢;M) tel que H est le stabilisateur dans G de la droite A - v.

Rappelons que C est un ouvert de A}{. Notons z1,- - , z, les points de A}{ — C. Pour 1 <i < n, choisissons un lacet
v; basé en c et tournant autour de z;. Alors, le groupe m1(C%", ¢) est librement engendré par les classes d’homotopie
[¥1],- - . [va]- Rappelons aussi que H est I’adhérence Zariski de I’image de 7;(C*", ¢) dans G{(Ho(Bti*¢:M)). 1l en
découle que 71 (C*, c) stabilise la droite A -v. Par ailleurs, d’apres le théoréme de monodromie locale de Grothendieck
(voir par exemple [11, Th. 2.1.2]), ’action des [y;] est quasi-unipotente. Il en découle que I’image de 7, (C**, ¢) dans
G{€(A - v) est finie. Autrement dit, il existe (5, ¢) comme ci-dessus tel que 7r1(5“”, c¢) agit par I’identité sur v. D’apres
I’Etape B, on déduit que HTO‘(E , ¢, A) agit aussi par I’identité sur v. Il en découle que G° ¢ H. C’est la contradiction
recherchée. <

Dans la preuve du Théoreme 2.49 (et notamment I’Etape A), on s’est servi de plusieurs résultats. Voici le premier.

Lemme 2.51 — Soient X un schéma noethérien et N un objet de SmDA(X, A). Il existe alors un ensemble ordonné
filtrant I et un diagramme de motifs M € DA((X, I°?), A) tel que les motifs i* M sont fortement dualisables pour tout
i€let N ~hocolim; M.

Démonstration. La preuve est formelle et sera omise. <

Le résultat suivant a également servi dans la preuve du Théoreme 2.49. C’est un résultat standard et nous ne
donnerons pas de preuve.

Lemme 2.52 — Soit C une k-courbe affine lisse et géométriquement connexe, et soient F et G des systémes locaux
de A-espaces vectoriels sur C". Alors hompsnhyca Ay (F, G[n]) = 0 pour n ¢ {0,1}. De plus, tout objet compact
K € D(Shv(C%, A)) est non canoniquement isomorphe a @n ez Hn(K)[n].

Le troisieme et dernier résultat dont on a eu besoin dans la preuve du Théoreme 2.49 porte sur les algebres de Hopf
graduées.
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Proposition 2.53 — Supposons donné un morphisme de A-algébres de Hopf graduées commutatives (au sens
gradué!) A, — B, tel que B, est concentrée en degré zéro, i.e., B, = 0 pour n € Z —{0}. Alors, pour tout n € Z, A,
est naturellement un By-comodule. Supposons de plus que le sous-espace vectoriel des By-invariants dans Ag est A - 1
et que, pour tout n € Z — {0}, le sous-espace vectoriel des By-invariants dans A,, est nul. Alors, les A,, sont nuls pour
tous les n € Z — {0}, i.e., la A-algebre de Hopf A, est elle aussi concentrée en degré zéro.

Démonstration. La A-algebre de Hopf A, est 'union filtrante de ses sous-algebres de Hopf garduées qui sont des
A-algebres de type fini. On ne restreint donc pas la généralité en supposant que A, est une A-algebre de type fini. En
particulier, les A, sont des Ap-modules de type fini pour tout n € N. Soit /, C A, I'idéal engendré par les éléments
homogenes de degré non nul. Alors, la comultiplication de A, envoie /, dans (I, ® A,) + (A, ® 1,). Il vient que (A/I), =
A./l, estune A-algebre de Hopf graduée telle que (A/1), = 0 pour n # 0. De plus, le morphisme A, — B, se factorise
par (A/I),. On ne restreint donc pas la généralité en supposant que B, = (A/I).. On divise la preuve dans ce cas en
deux parties.

Partie A : Soit J, C A, I'ideal engendré par les éléments homogenes de degré impair. La comultiplication de A, envoie
encore J, dans (J, ® A,) + (A, ® J,) de sorte que (A/J), est une algebre de Hopf 2Z-graduée. On montrera dans cette
partie que J, = 0.

Remarquons d’abord que la contrainte de commutativité pour les A-espaces vectoriels gradués entraine que tout
élément de J, est nilpotent. Ainsi, si J, # 0, il existe un entier m € N — {0} tel que J” # 0 et J™*! = 0. Il est facile
de voir que le sous-espace vectoriel J”* est stable par la coaction de I’algebre de Hopf (A/J).. 1l est aussi facile de
voir que la coaction ca : J" — (A/J). ® J7* est un morphisme de (A/J).,-modules lorsqu’on fait agir (A/J), sur
(A/J).® J" par restriction suivant le morphisme de comultiplication. Le Lemme 2.54 ci-dessous entraine alors que le
(A/J).-comodule J™ est isomorphe a une somme directe non nulle de copies de (A/J).[i], pour certains entiers relatifs
i€Z.

Fixons iy € Z tel que le (A/J),-comodule J™ contient une copie de (A/J).[ip]. Etant donné que Alig] € (A/J).lio]
est invariant par la coaction de By, il s’ensuit que le sous-espace vectoriel des By-invariants dans Jl’(’)’ est non nul. Si
ip = 0, ceci est en contradiction directe avec le fait que le sous-espace des By-invariants dans A;, est nul. Si ip = 0,
I'hypotheése que le sous-espace des Bo-invariants dans Ag est engendré par I'unité de I’algebre A entraine que 1 € Ji7'.
Ceci est absurde puisque tout élément de J, est nilpotent.

Fartie B : Dans la partie précédente, nous avons montré que 1’idéal J, est nul. Autrement dit, A, est concentré en
degrés pairs et A = @nez Ay, est une A-algebre de Hopf non graduée. On peut donc considérer le A-schéma en
groupe G = Spec(A). La 2Z-graduation sur A induit une action de Gmp sur G par automorphismes de groupes. De
plus, H = Spec(B) C G est le sous-groupe des points fixes pour ’action de Gmy. (Bien entendu B = (A/I) avec
I= @n <7 [n-) Rappelons qu’on cherche a montrer que / = 0, ce qui revient a montrer que H = G.

La condition de 1’énoncé équivaut a O(G/H) = A. Ainsi, pour montrer que H = G, il suffit de montrer que G/H
est quasi-affine.

Soit G = G 5 Gmp et ¢ : Gmp < G Pinclusion canonique. Alors, le centralisateur du sous-groupe ¢(Gmy ) est
H = H x5 Gmy et on a un isomorphisme canonique G/H =~ G/H. Etant donné un plongement G — Gl(n)y, le
quotient G/H est un sous-schéma localement fermé de G£(n)A /R avec R le centralisateur du sous-tore «(Gmp). Or, le
centralisateur d’un sous-tore dans G¢(n)a est un sous-groupe réductif ce qui assure que G£(n)A /R est affine. <

Lemme 2.54 — Soient A, une A-algebre de Hopf graduée commutative, M, un A,-comodule a gauche muni d’une

structure de A,-module telle que ca : M, — A,Qx M, est un morphisme de A,-modules. (Ici, A, agit sur A,®x M, par

restriction suivant le morphisme de comultiplication.) Alors, la composition de M, <% A, @y M, — A, ®, cu*(M.,),

avec cu*M = M®y, oy A\, est un isomorphisme de A.-modules et de A.-comodules. (Ici, A, agit et coagit via son action
et sa coaction sur le premier facteur de A, ® cu*(M,).)

Démonstration. Le morphisme ca : M, — A, ®j M, est un morphisme de A,-comodules a gauche (ou A, coagit via
sa coaction sur le premier facteur de A, ® M,). De plus, ca : M, — A, ®x M, est un monomorphisme scindé de A.-
modules. (Une section est donnée par cu®id : A,y M. — M.,.) En considérant les cas de M, etde A,®x M./ca(M,),
on se ramene a montrer le lemme pour les A,-comodules de la forme A, ®4 N, tels que : N, est un A-module muni
de la coaction triviale par A, et A, ®, N, est muni de la structure de A-modules obtenue par restriction suivant la
comultiplication de A.. Il s’agit alors de montrer que la composition de

A. @\ N, — A, @ A. ®4 N. — A, ®) cu*(A. @4 N.)

est inversible. Etant donné que A, est une algébre de Hopf (et pas simplement une bialgeébre), la A-algébre A, s’iden-
tifie au produit tensoriel (A, ®A A.) ®cm.a. cu A a1’aide des morphismes mo (id®1¢) : A,y A. — A etu: A — A..
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(Bien entendu, ¢ est I’antipode de A,.) On obtient alors des isomorphismes canoniques
cu' (A, @ N.) = (A, ®p (N, B4, AL)) Ba,nde.m Ae = N, ®, Al

De plus, modulo cette identification, le morphisme évident A, ® N, — cu*(A, ® N,) correspond a cu ® id : A, ®p
N, — N, composé avec N, = N, ®4,,, A.. On est donc ramené en fin de compte a montrer que la composition de
A. @y N, 45 A, @y A, @y N, 12502,

On termine ce paragraphe avec deux applications aux algébres de Hopf et groupes de Galois motiviques relatifs.

A, ®p N, est inversible. Or, cette composition donne 1’identité. <

Théoreme 2.55 — (Ici, on ne suppose pas que A est une Q-algebre.) Soient K/k une extension de type fini et géo-
métriquement connexe, et o : K < C un plongement complexe. Alors, la A-algébre de Hopf graduée H'\(K, o, N)gr

est concentrée en degré zéro. /k
Démonstration. Vu I’isomorphisme J{;‘;{I(K, 0, N)gr = f}{ﬁl(K, 0, Z)gr ®z A et étant donné que le Z-module gradué
J{;il(K, 0, Z)gr €st sans torsion, on peut supposer que A est un corps. Ceci nous permettra d’utiliser les résultats de
ce paragraphe. Pour une raison technique, nous allons aussi supposer que le corps k est dénombrable. Le cas général
s’en déduit grace au Lemme 2.27. En utilisant le Lemme 2.30 et la Remarque 2.33, on voit qu’il suffit de démontrer
le théoréme pour une extension L// ou [ est une extension finie de k et L une extension finie de K ®; [. Ainsi, on
ne restreint pas la généralité en supposant qu’il existe une suite de sous-corps k = kg C k; C --- C k, = K avec
ki/ki—1 le corps de fraction d’une k;_;-courbe admettant un point rationnel. On raisonnant comme dans la preuve de la
Proposition 2.35, on voit que 9—(;‘7{1(1(, 0, A)g, est un produit tensoriel semi-direct itéré des algebres de Hopf relatives
ﬂ-fﬁli_l (ki, o, A)gr. Par récurrence on se ramene donc au cas ou K = k(C) avec C une courbe affine lisse admettant un
k-point ¢ € C(k). En fait, on peut de plus supposer que k est algébriquement clos, ce qu’on fera.

Soit 7 une uniformisante de I’anneau de valuation discréte Oc, et soit $* = ¥, : DA(K,A) — DA(k, A) le
foncteur « motif proche » associé. Ce foncteur admet un adjoint a droite *B.. et on a vu, dans la preuve de la Proposi-
tion 2.35, que Hyoi(K, o, A) est un produit semi-direct de Hyoi(k, o, A) par Bti* (BB A(0)). En particulier, on a un
isomorphisme d’algebres de Hopf graduées H,(Bti*(B*B.A(0))) = ﬂfﬁl(K, 0, A)gr. 11 suffit donc de montrer que le
complexe Bti* ($*PB.A(0)) est concentré en degré zéro.

Si U c C est un ouvert Zariski non vide, on note Py, : SmDA(U,A) — DA(k, A) la composition de ‘¥
et du foncteur évident SmDA(U, A) — DA(K, A). Le foncteur B, admet un adjoint a droite Py. et on vérifie
sans aucune difficulté qu’il satisfait [S, Hypo. 1.40]. Comme k est supposé dénombrable, on peut donner un sens a
hocolimycc (By«A(0))x ot U parcourt les ouverts non vides de C. (Il suffit en fait de choisir une application crois-
sante et finale de N dans I’ensembles des ouverts non vides de C ordonné par 1’opposée de la relation d’inclusion.)
Le morphisme hocolimycc (Py«A(0))x — B.A(0) est alors inversible. (On peut vérifier ceci apres application des
foncteurs hompax,a)(M, —) avec M des motifs compacts ; les détails sont omis.)

On est maintenant ramené a prouver que le complexe Bti*(‘B’l‘]‘B ux+A(0)) est concentré en degré zéro pour U C C
un ouvert non vide. Lorsque ¢ € U(k), on peut utiliser le Théoréme 2.49 pour conclure. Dans le cas général, on s’y
ramene de la maniere suivante. Soit # € U(k) un k-point. En adaptant la preuve de la Proposition 2.20, on peut montrer
que les deux foncteurs Bti* o 87, et Bti* o ¢;; sont isomorphes. (Un tel isomorphisme dépend du choix d’un chemin
v :[0,1] — C joignant u a c et tel que y([0, 1[) est contenu dans U%".) On en déduit alors un triangle commutatif
d’algebres de Hopf

(Bti* o 1) (B 0 Bli.)A — (BH* 0 ¢)(ux 0 BliIA

— ]

Bti*Bti.A.

La fleche horizontale ci-dessus s’écrit : Bti* (P}, By«A) & Hmor(k, o, A) — Bti* (¢ pusA) & Hinor(k, o, A) en utili-
sant le Théoreme 2.7. De plus, les fleches oblique et verticale correspondent aux morphismes évidents. On obtient
ainsi un isomorphisme Bti* (B}, By A) = Bti*(¢;; ¢pus A). Le théoréme est démontré. <

Corollaire 2.56 — (Ici, on ne suppose pas que A\ est une Q-algebre.) Soient K/k une extension de type fini et
géométriquement connexe, et o . K — C un plongement complexe. Supposons que K admet un modele contenant un
k-point. Alors, I’algebre de Hopf H (K, 0, A) est un produit tensoriel semi-direct de H,oi(k, o, A) avec une algebre
de Hopf concentrée en degré zéro, a savoir 5{;‘;{1(1(, o, N).

Soient K/k une extension de type fini et géométriquement connexe, et o : K — C un plongement complexe.
Notons Spec(K/k)** 1a pro-variété analytique (Spec(A ®; C)*")ackx ou A parcourt les sous-k-algebres lisses et de type
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fini de K. Cette pro-variété analytique est pointée par les morphismes A ®; C — C induits par o ; par abus de notation,

ces points seront désignés par . On peut donc considérer le pro-groupe fondamental topologique 71 (Spec(K/k)**, o).
Théoréme 2.57 — Il existe un morphisme canonique de pro-schémas en groupe
m1(Spec(K/k)™, o) — Gﬁl(K, o, N). (57)

De plus, I'image de (57) est Zariski dense dans G;f,’{l(l(, o, \).

Démonstration. On supposera que k est dénombrable et on laissera au lecteur le soin de se débarasser de cette
hypothese superflue.

Expliquons d’abord la construction du morphisme (57). Soit A C K une k-algébre de type fini et lisse et notons
X = Spec(A). Considérons le foncteur Qj = Q} : SmDA(X, A) — D(Q) donné par la composition de

Bti*
SmDA(X, A) — DA(K. A) —% D(A).

Le foncteur Q) (ou Q}) admet un adjoint a droite Q4. (ou Qy.) et on vérifie sans difficulté qu’il satisfait a [5,
Hypo. 1.40]. On peut donc lui associer une algebre de Hopf Q) Q4.A. Comme k est supposé dénombrable, on peut
donner un sens a hocolimscx Qa:A et il est facile de voir qu’on a hocolimscx Qa:A =~ Btig.A. Il en découle un
isomorphisme d’algebres de Hopf dans D(A) :

Hmot(K, 0, A) =~ hocolimycg Q) QasA. (58)

Par ailleurs, on dispose d’un diagramme commutatif a un isomorphisme canonique pres :

8*
SmDA(X, A) —= D(A).

DX, A)

En utilisant [S, Prop. 1.48], on obtient des morphismes d’algebres de Hopf Q) Qa.A — G?(m(X“", o), \). En pas-
sant a la limite suivant A C K, on déduit un morphisme d’algebres de Hopf

Hmot(K, 0, A) — e?c(m(SpeC(K/k)”",U),A)- (59)
Il correspond a un morphisme de pro-schémas en groupe
m1(Spec(K/k)™, o) — Gmor(K, 0, A). (60)

En composant (60) avec Gpot(K, 0, A) — Gpet(k, 0, A), on obtient le morphisme trivial. (En effet, ce morphisme
composé est la « limite projective » suivant A C K des morphismes obtenus, via [S, Prop. 1.48], a partir de la
composition de

DA(k, A) — SmDAX"", A) — Dx(X™", A) <= D(A),

Or, la composition des deux premiers foncteurs ci-dessus se factorise a travers D(A).) Il en découle que le morphisme

(60) se factorise a travers G;‘;;I(K ,0, \), ce qui fournit le morphisme recherché.

I reste 2 montrer que I’image de (57) est Zariski dense. Etant donnée une extension intermédiaire L/k ¢ K/k telle
que K/L est géométriquement connexe, on a une suite exacte de pro-schémas en groupe

I — GS(K.0oA) — G (K, 0, A) — GJ(L,o A) — 1.

Il est donc suffisant de traiter le cas des extensions L/k et K/L. Autrement dit, on peut supposer que K = k(C) est
le corps des fonctions rationnelles d’une courbe C. Vue la Proposition 2.32, on peut également supposer que k est
algébriquement clos.

Soit U un ouvert Zariski de C et supposons que U est un revétement étale d’un ouvert de A}(. Nous allons montrer
que le morphisme

H.(Q},Qu.A) ® A — CYm (U™, ), A) 61)
He(Hino(k,0vA))

est injectif. Ceci permettra de conclure. Le choix d’un chemin reliant o a un point rationnel u € U(k) fournit un
isomorphisme de foncteurs entre Q, et la composition de

SmDA(U, A) % DAk, A) 2% D(Q).
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Ce méme chemin fournit aussi un isomorphisme entre les foncteurs fibres o, u* : Di5(U*", A) — D(A). Le mor-
phisme (61) s’identifie alors au morphisme canonique

Bti* (Frnot(U, u, A)) — €1 (U™, u), A).

Le Théoreme 2.49 permet maintenant de conclure. <

Appendice A

Morphismes multivalués et correspondances finies

Les correspondances finies jouent un role important dans la théorie des motifs a la Voevodsky [18, 13]. Dans
I'introduction de [16], on décrit, a p-torsion pres, le groupe des correspondances finies comme étant la groupe-
complétion d’un certain monoide de morphismes multivalués. La notion de morphismes multivalués garde un sens
dans un contexte abstrait. Pour cela, nous avions choisi dans le corps de I’article d’introduire les correspondances
finies, dans les contextes : algébrique, analytique complexe et analytique rigide, via les morphismes multivalués. Cela
a rendu évidentes certaines propriétés de fonctorialités. Dans cet annexe, on étudie la notion de morphisme multiva-
Iué dans un cadre abstrait et on vérifie quelques propriétés bien admises mais difficiles a trouver dans la littérature,
notamment le lien entre morphismes multivalués et correspondances finies en géométrie algébrique au-dessus d’un
corps de base de caractéristique nulle.

A.1. Morphismes multivalués dans une catégorie abstraite. —

Soit C une catégorie qui admet les produits et coproduits directs finis. On suppose que le produit direct est distributif
par rapport au coproduit direct, i.e., que le morphisme canonique (A X C) [[(Bx C) — (A [] B) x C est inversible
pour tout (A, B, C) € Ob(C)3. On note 0 I’objet initial de © et * son objet final.

Une fleche Xo — X de € est dite complémentable s’il existe une fleche X’ — X de Ctelle que Xp [[ X' — X
est inversible. Un objet X de C est dit connexe s’il est non vide (i.e., X # 0) et si toute flecche complémentable
Xy — X, de source Xp non vide est inversible. On supposera que les conditions suivantes sont satisfaites :

(a) Pour tout X € Ob(C), les classes d’isomorphismes de fleches complémentables Xo — X de source connexe
forment un ensemble fini qu’on notera my(X).

(b) Pour chaque i € m(X), on fixe une fleche complémentable X; — X qui représente i. Alors, [ ;e Xi — X
est un isomorphisme.

(c) Pourtoute fleche u : U — X € FI(C) de source connexe, il existe un unique i € my(X) et une unique factorisation
de u par X; — X.

La condition (c) entraine qu’a une fleche f : X — Y correspondent une application mo(f) : mo(X) — mo(Y) et
des fleches f; : Xi — Yyo(r)i)- De plus, le coproduit des f; redonne f modulo les isomorphismes de (b). On a aussi
les relations mo(g o f) = mo(g) o mo(f) et griy © fi = (g o f)i avec g : ¥ — Z une deuxieme fleche de C. Autrement
dit, on a un foncteur de € dans la catégorie des familles finies d’objets connexes de C.

Dans la suite, chaque fois qu’on considere une représentation (X, ¢ : G — aut(X)) d’un groupe fini G dans €, on
supposera que le quotient X/G existe dans € et que le produit direct y commute, i.e., que (¥ X X)/G — Y X (X/G)
est inversible pour tout ¥ € Ob(€). Etant donné un objet X de €, on note S*(X) le quotient de X" (produit direct de n
copies de X) par le groupe symétrique X,,. Le foncteur S” : € — C ainsi obtenu, vérifie les propriétés suivantes.

Lemme A.1 — Soient m, n et p des entiers naturels.

(a) Il existe une transformation S™(X) x S"(X) — S™"(X) naturelle en X € C et telle que les diagrammes

(Sm(X) X Sn(X)) X SP(X) — Sm+n(X) X SP(X) — Sm+n+p(X)

gl H

S™(X) x (§"(X) x SP(X)) — S™(X) x S"*P(X) — S™"*P(X)
S"(X) x $"(X) — S™(X)

|

SM(X) x S"(X) — S"(X)

sont commutatifs.
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(b) Il existe une transformation S™(S"(X)) — S™(X) naturelle en X € C et telle que les carrés

S™ 08" 0 SP(X) — 8™ o S"(X) S™ 0 SP(X) x S" 0 SP(X) — S o SP(X)
S™ o SP(X) ——— S"™"P(X) S"P(X) x S"P(X) ———— S"PHP(X)

sont commutatifs.
(c) 1l existe une transformation SP(X X Y) — SP(X) x SP(Y) naturelle en (X, Y) € C2 et telle que le diagramme

SP(S™(X) x S"(X)) — SP o S™(X) x SP o S"(X) — SP™(X) x SP"(X)

|

SP(S™(X) x §™(X)) ——— SP 0 §"™*(X) ————— SPI(X)
est commutatif.

Démonstration. La preuve est standard et sera omise. <

Définition A.2 — Soient X et Y deux objets de C. Un morphisme multivalué de X dans Y de pur degré d est une
fleche X — S4(Y). On note multy(X,Y) = home(X, S4(Y)) I’ensemble des morphismes multivalués de X dans Y de
pure degré d, et on pose

mult(X, ¥) = ]_[ []_[ multd(x,-,Y)] - ]_[ (]_[ multyi)(X;, Y)

ieng(X) \deN d:mo(X)—>N \ieng(X)

’

ot X = [lienyx) Xi est la décomposition de X en composantes connexes. Un élément de mult(X, Y) est aussi appelé un
morphisme multivalué.

Par définition, multy(X, ¥) est I’ensemble des morphismes de X dans I’objet final x de €. C’est donc un singleton.
On a mult;(X,Y) = hom(X,Y). Les ensembles mult;(0, X) et mult((, X) sont réduits a un élément. Lorsque X =
X1 11 X2, on a mult(X, ¥) = mult(X;, ¥) X mult(Xy, Y). On peut additionner les morphismes multivalués de pure degré
de la maniere suivante. Pour i € {1,2}, soit f; € multy (X, Y). On définit un élément f; + f> € multy+4,(X,Y) en
composant (fi, f») : X — SU(Y) x S%(Y) avec le morphisme évident S% (Y) x S%(Y) — S@+4(y).

Proposition A.3 — L’ensemble | ] o multy(X, Y), muni de la loi définie ci-dessus, est un monoide commutatif et
unitaire.
Démonstration. 11 s’agit d’une conséquence facile du Lemme A.1 et des constructions. <

En utilisant la Proposition A.3, on peut munir I’ensemble mult(X, Y) = [];ex,x) (L1 ey multy(X;, Y)) d’une structure
de monoide commutative et unitaire, ot la somme de deux familles de morphismes multivalués (f;)iex,x) €t (8i)iex,(x)
est donnée par (f; + gi)iex,(x). On fait la définition suivante.

Définition A.4 — La groupe-complétion du monoide unitaire mult(X, Y) sera notée abstCor(X, Y). Un élément de
abstCor(X, Y) est appelée une correspondance abstraite.

On peut aussi composer les morphismes multivalués de pur degré. Etant donnés f € multy(X, Y) et g € mult, (¥, Z),
on définit g o f € multy. (X, Z) par la composition de

x =15 s9r) 29 sd(se(2)) — (7).
On aclairement foidy =idyo f = fet fox = x o f = *.
Proposition A.5 — La composition des morphismes multivalués de pur degré est associative et distributive par
rapport a I’addition.
Démonstration. C’est encore une conséquence facile du Lemme A.1 et des constructions. <
Pour définir la composition au niveau des ensembles mult(—, —), nous aurons besoin du résultat suivant.

Lemme A.6 — Soient X, Y| et Y, des objets de C. Onpose Y =Y [[ Yo etonnoteiy : Y1 — Yetir: Yy — Y les
morphismes évidents. On suppose que X est connexe. Alors pour tout entier naturel d € N, ’application

o U mult.(X, Y1) x multy_o(X, ¥o) — multy(X, Y),
0<c<d
donnée par o(f1, f2) = i1 o fi1 + ip o fp, est une bijection.

Démonstration. Nous allons construire un inverse a o. Notons pour cela que le décomposition Y = Y; [] ¥ induit
une décomposition S (Y) = [[o<e<q SS(¥1) X S9=¢(¥3). (On utilise pour cela que le produit direct est distributive par
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rapport au coproduit direct dans €.) Etant donné que X est connexe, tout morphisme multivalué f : X — S%(Y) se
factorise d’une maniere unique par une fleche (fi, f2) : X — S(Y1) X S9=¢(¥,). L’ association f ~ (f1, f2) fournit
une application ¢ : multy(X,Y) — H?:o mult.(X, Y1) X multy_.(X, Y»). La vérification que ¢ est un inverse a droite
et a gauche est un exercice facile qu’on laissera au lecteur. <

Corollaire A.7 — Pour tout X, Y € Ob(C), on a un isomorphisme canonique de monoides unitaires :

[ [U multy(X;, Y))

ieny(X), jemo(Y) \deN

~ mult(X, Y).

1l envoie une famille (f;})ieny(x), jero(y) de morphismes multivalués sur la famille (Y jez,v)(Y; — Y) o f; j)ieno(X)'

Soient X, Y et Z trois objets de C. Soient f € mult(X,Y) et g € mult(¥,Z) et notons (f;;),jexo(X)xmo(¥) €t
(& jk)(j ey (Y)xmo(z) les familles de morphismes multivalués de pur degré qui leur correspondent respectivement via
I’isomorphisme du Corollaire A.7. On définit alors g o f € mult(X, Z) comme étant I'unique élément qui corres-
pond, via I'isomorphisme du Corollaire A.7, a la famille (X jer,(v) &jk © Jij)byero(X)xmo(z)- On déduit immédiatement
de la Proposition A.5 que la composition mult(X, Y) X mult(¥, Z) — mult(X, Z), ainsi définie, est associative et dis-
tributive par rapport a 1’addition. En particulier, on a une catégorie mult(C) ayant les mémes objets que € et ayant
pour fleches les morphismes multivalués. Par ailleurs, étant donné cette composition est bi-additive, elle passe a la
groupe-complétion des monoides unitaires mult(—, —) et fournit une application de composition

abstCor(X, Y) x abstCor(Y, Z) — abstCor(X, Z). (62)

Cette composition des correspondances abstraites est associative et distributive par rapport a I’addition. On obtient
ainsi une catégorie abstCor(C) ayant les méme objets que € et ayant pour fleches les correspondances abstraites.

Proposition A.8 — La catégorie abstCor(C) est additive. De plus, si X et Y sont deux objets de C, leur somme directe
dans abstCor(C) est représentée par X [ Y.

Démonstration. Ceci découle immédiatement du Corollaire A.7. N
L’énoncé ci-dessous est une évidence.

Lemme A.9 — Soit D une seconde catégorie vérifiant les mémes hypothéses que C. On suppose donné un foncteur
F : © — D qui commute aux produits et coproduits directs finis ainsi qu’aux quotients par des groupes finis. Alors
F induit naturellement un foncteur additif abstCor(F) : abstCor(C) — abstCor(D).

A.2. Lien avec les correspondances finies en géométrie algébrique. —

Dans cette sous-section, nous allons comparer la notion de correspondance abstraite que 1’on vient d’introduire
avec celle de correspondance finie en géométrie algébrique (voir [18, Chap. 2]). Le résultat ci-dessous jouera un role
important.

Proposition A.10 — Soient X un schéma noethérien, normal et connexe, et f : X' — X un morphisme fini et
génériquement étale (i.e., étale en tout point d’un ouvert dense de X’). Pour n € N, on note P"(X’/X) ’ouvert de
X'/X)" = X' xx --- Xx X' (n copies de X'), complémentaire des immersions fermées &; : (X' /X)""1 — (X' /X)"
données par 6i(x1,...,Xp—1) = (X1, Xir Xir..., Xy—1) pour 1 < i < n — 1. On note aussi ﬁn(X’/X) ’adhérence
schématique de P"(X’'/X) dans (X' /X)". Le groupe %, agit sur ﬁn(X’/X) et si d est le degré de f, le morphisme
canonique ]_-’d(X’ /X)/Zq — X est inversible.

Démonstration. 1L’image du morphisme P4(X’/X) — X est formée des points x € X tels que la fibre géométrique
de f en x contient au moins d points distincts. Puisque f est génériquement étale, toutes les composantes irréductibles
de X’ se surjectent sur X. Ceci entraine que la fibre géométrique de f en x € X contient au plus d points distincts, et
ce nombre de points est atteint si et seulement si f est étale en tout point de sa fibre en x. Autrement dit, I’image de
P4(X’/X) — X est le lieu des x € X tels que f est étale en tout point de f~(x). Etant donné que f est génériquement
étale, ce lieu est un ouvert dense de X que 1’on notera U.

Le morphisme P4(X’/X) — X est étale. En effet, le X-schéma P¢(X’/X) est un ouvert du X-schéma (X’/X)"
contenu dans [(X’/X)" — X"\ (U) ~ (f‘l(U)/U)". Par ailleurs, (f‘l(U)/U)” est un U-schéma étale puisqu’il en est
ainsi du U-schéma f ~1(U). 11 vient alors que toute composante irréductible de ﬁd(X "/ X) se surjecte sur X. Comme X

. —d . .
est normal, il suffira de montrer que P (X’/X)/Z; — X est inversible au-dessus d’un ouvert dense de X.
Quitte & remplacer X par U et X’ par f~!(U), nous pouvons donc supposer que f est un revétement étale. Dans ce

cas, PA(X’/X) = P (X’/X) et notre probleéme devient local pour la topologie étale sur X. Nous sommes alors ramenés
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au cas ol X’ est un coproduit de d copies de X. Dans ce cas, P/(X’/X) est un coproduit de d! copies de X permutées
simplement transitivement par X, et la propriété recherchée est clairement satisfaite. <

Remarque A.11 — Soit f : X’ — X un morphisme fini avec X un schéma noethérien, normal et connexe et X’ un
schéma réduit. Lorsque le corps des fractions de X est de caractéristique nulle, les deux conditions ci-dessous sont
équivalentes :

(1) f est génériquement étale (i.e., étale en tout point d’un ouvert dense de X”).
(ii) Toute composante irréductible de X’ se surjecte sur X.

Cette équivalence devient fausse si X est de caractéristique positive. Pour cela, nous seront obligés de nous restreindre
a la caractéristique nulle dans la Définition A.12, (b) ci-dessous.

Dans la suite de cette sous-section, on fixe un corps k de caratéristique nulle. Sauf mention explicite du contraire,
I’expression k-schéma désignera un k-schéma séparé et essentiellement de type fini, i.e., une localisation Zariski d’un
k-schéma de type fini. La catégorie des k-schémas satisfait aux conditions imposées a la catégorie C dans la Sous-
section A.1, de sorte qu’on peut parler de morphismes multivalués et de correspondances abstraites entre k-schémas.

Définition A.12 —

(a) Soient X un k-schéma normal et connexe, et f : X' — X un morphisme fini génériquement étale de degré d.
On définit un morphisme p(f) : X — SUX") par la composition de

X = P IX)/S0 — (X XY [Eq — (XY /Z4 = S90X0).

(b) Soient X et Y deux k-schémas et supposons que X est normal. Soit Z C X X Y un sous-schéma intégre, fini et
surjectif sur une composante connexe Xo de X. On note p(Z) le morphisme multivalué de pure degré d donné
par la composition de

s4(g)

5
X, 2

S4(2) S4(Y),

avec f et g les projections de Z sur Xy et Y respectivement, et d le degré de f. On obtient ainsi un morphisme
de groupes abéliens Cory(X,Y) — abstCor(X, Y) qui a Z associe p(Z).

Par construction, I’application p associe a une correspondance finie effective un morphisme multivalué. Ceci fournit
un morphisme de monoide unitaire p : Cor}(X,Y) — mult(X, Y), avec Cor;(X,Y) c Cor(X,Y) le sous-ensemble
des correspondances effectives. De plus, I’homomorphisme de la Définition A.12, (b) s’en déduit par passage aux
groupes associés. Ceci sera utile dans la preuve du résultat suivant.

Proposition A.13 — Soient X et Y deux k-schémas normaux. Le morphisme p : Cori(X,Y) — abstCor(X, Y) est
inversible.

Démonstration. On montrera plus précisément que p : Cor} (X,Y) — mult(X, ¥) est inversible. On peut supposer
que X et Y sont connexes et, en particulier, non vides. Soit f : X — S%(Y¥) un morphisme multivalué. On forme le
carré cartésien

X — Y x SH(Y)

|,

X —— S4(Y).

On note (X));e; la famille des composantes irréductibles de X’ et m; la multiplicité galoisienne de X! (voir [16,
Def. 5.12]). Pour i € I, on a un morphisme évident X; — X X; ¥ donné sur chaque facteur par les restrictions a
X! € X’ du morphisme X" — X et de la composition de X" — ¥ X S%1(Y) — Y. On note X! I'image de X; dans
X X Y et d; le degré du morphisme fini surjectif X] — X?. On définit alors une correspondance finie de X dans Y par
la formule : ¢(f) = Yy m;d - [X]. On obtient ainsi une application ¢ : mult(X, ¥) — Cor} (X, Y). On montrera que
cette application fournit un inverse a p. En passant au corps des fonctions de X et en remplagant Y par Y ®; k(X), on
voit qu’il suffit de traiter le cas ou X est le spectre d’un corps. On peut méme supposer que X est le spectre d’un corps
algébriquement clos k.

Soit z : Spec(k) — S4(Y) un morphisme multivalué, i.e., un k-point de S4(y). 1l correspond a un O-cycle effectif
7= Y niy; dans Y avec n; > O et d = Y,c;n;. La fibre en z du morphisme Y x S4~1(Y) — S9(Y) est formée des
couples (y;, (X;es niyi) — y;) ayant pour multiplicit€ galoisienne n;. On déduit immédiatement que c(z) = ;s n;y;. Par
ailleurs, étant donné un O-cycle de degré d dans Y, le point z : Spec(k) — S?(Y) qui lui correspond par I’application
p est ce O-cycle lui méme. Ceci termine la preuve de la proposition. <
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Notre prochaine tache est de vérifier que 1’isomorphisme de la Proposition A.13 est compatible aux compositions.
Pour cela, on a besoin d’une digression. Soit ¥ un k-schéma normal. Pour d € N, on note y,; € CorZ(Sd(Y), Y)la
correspondance finie effective définie a ’aide du morphisme fini ¥ x; S*1(¥Y) — S(Y) et de la projection sur le
second facteur Y x; SY"1(Y) — Y. On a le résultat suivant.

Lemme A.14 — Le carré de correspondances finies

sise(y) 25 se(y) (63)

Ll

Sde(y) L} Y.

est commutatif pour tout (d, e) € N2. (La fleche non nommée est le morphisme évident du Lemme A.1, (b).)
Démonstration. La preuve est omise. <
Proposition A.15 — L’isomorphisme p : Cori(X,Y) — abstCor(X, Y) est compatible aux compositions des cor-
respondances finies et des correspondances abstraites entre k-schémas normaux.

Démonstration. On ne restreint pas la généralité en considérant uniquement les schémas connexes. Il suffit de montrer

que I’application ¢ : mult(X,Y) — Cor/ (X,Y), construite dans la preuve de la Proposition A.13, est compatible
aux compositions. Soient X, Y et Z des k-schémas normaux et connexes. Soient f € mult(X, Y) et g € mult(Y, Z)
des morphismes multivalués de purs degrés d et e respectivement. Il s’agit de vérifier que c(g o ) = c(g) o c(f).
Remarquons pour cela que ¢(f) = yq 0 f et c(g) = ve o f. Or, g 0 v4 = yq 0 S4(g). 1l vient que :

c(®)oc(f) =yeog0v40f=YeoysoS g o f.
Par le Lemme A.14, on a y, © Y4 = Y4e © (S9S¢(Y) — S%(Y)) alors que, par la définition méme de la composition
des morphismes multivalués, g o f = (S4S¢(Y) — S%(Y)) o Sd(g) o f. En fin de compte, on obtient que c(g) o c(f) =

Yde © (f o g) = c(f o g). La proposition est démontrée. <
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