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Meinen Kindern!
Mathias, der das Wort liebt,
Annette, welche die Klarheit liebt,

Simon, der die Bilder liebt
Karin, welche fantastische Geschichten liebt.

Mein Dank geht an:

- Meine Frau Therese. Ihr verdanke ich die Idee, das Mébius-Band als Ausgangspunkt

dieses Projektes zu wahlen.

- Meinen Sohn Matthias. Er hat mir vorgeschlagen die aus der Schule bekannte Parabel
als erstes Beispiel einer algebraischen Varietdt zu wahlen.

- Meine Tochter Annette. Sie half beim T6nen der Skizzen.
- Daniel Eichenberger. Er besorgte den Fussball vom FCW.

- M. Brandenberg und M. Hafner. Sie realisierten die Computerbilder von Standard-
Aufblasungen.

- H.P. Scherbel. Fir die Computerbilder der projektiven Ebene.
- 5. Kyburz. Sie tippte das vorliegende Manuskript auf dem Computer.
- H. Weilenmann. Sie tippte die lay-out-Texte auf dem Computer.

- C. Schwabe. Ohne seine tatkriftige Unterstiitzung ware das Ausstellungsprojekt
nicht realisiert worden. '



Um sich begreiflich zu machen,
muss man zum Auge reden.

J.G. Herder

0. ZIEL UND GRUNDKONZEPT DES PROJEKTES

Der Versuch, die Gestalt geometrischer Objekte mit Hilfe von Zahlen zu erfassen, gehort zu
den altesten Bemithungen der Mathematiker iiberhaupt. Das damit angesprochene Prinzip
der Arithmetisierung der Gestalt ist ein fundamentales Konzept der Mathematik. Der
Hauptzweck dieses Projektes ist es, dem Betrachter dieses Konzept ndher zu bringen.

Dieses Ziel soll in vier Schritten erreicht werden:

- Anhand anschaulicher Beispiele (M6bius-Band, Kleinsche Flasche, projektive
Ebene) soll das Phdnomen der Orientierbarkeit und der Nichtorientierbarkeit
von Flachen vorgestellt werden.

- Ausgehend vom Beispiel der Orientierbarkeit von Flichen soll das Prinzip der
Arithmetrisierung der Gestalt formuliert werden.

- Dann wird die Briicke geschlagen zur algebraischen Geometrie, ndmlich zur
Arithmetisierung der Gestalt projektiver Varietdten durch kohomologische Hilbert-
Funktionen.

- Schliesslich werfen wir einen Blick in die aktuelle Forschung und stellen Ergeb-
nisse uber kohomologische Hilbertfunktionen vor.

Im Folgenden beschreiben wir das Grundkonzept unseres Projektes etwas ausfiithrlicher.
Zunachst sagen wir, was wir unter der Arithmetisierung der Gestalt verstehen wollen.
Dazu gehen wir aus von einer Klasse C' von geometrischen Objekten. Wir denken dabei
etwa an die Klasse der (differenzierbaren, analytischen ....) Mannigfaltigkeiten, oder an
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Unterklassen wie diejenige der Kurven oder der Flichen. In Betracht ziehen wir eben-
falls die Klasse der (projektiven) algebraischen Varietaten oder spezielle Klassen solcher
Varietaten. Eine Arithmetisierung der Gestalt der Objekte von C — oder kiirzer —
eine Arithmetisierung der Klasse C ist fur uns eine Vorschrift X — a(X), die jedem
Objekt X von C ein ”arithmetisches Objekt” a(X) zuordnet. Dabei verstehen wir unter
einem arithmetischen Objekt eine ganze Zahl, oder auch eine sogenannte arithmetische
Funktion.

Ordnet man etwa jeder projektiven algebraischen Varietat X ihre Dimension dim(X) zu,
so erhalt man eine Arithmetisierung der Klasse dieser Varietaten, denn die Dimension ist
als ganze Zahl ein arithmetisches Objekt. Ordnet man jeder geschlossenen orientierbaren
Flache X ihr Geschlecht g(X) zu, so erhilt man eine Arithmetisierung der Klasse dieser
Flichen, denn das Geschlecht g(X) ist ebenfalls immer eine ganze Zahl. Die Liste der
Beispiele liesse sich beliebig verldngern!

Wir wenden uns jetzt dem Beispiel zu, das wir gew&hlt haben, um dem Betrachter das
Konzept der Arithmetisierung naher zu bringen. Dazu gehen wir aus von der Klasse der
kompakten, zusammenhangenden differenzierbaren Fliachen, die wir ab jetzt einfach kurz
Flachen nennen wollen. Ordnen wir einer Fliche die Zahl 0 zu, falls sie orientierbar ist und
die Zahl 1, falls sie nicht orientierbar ist, so erhalten wir eine Arithmetisierung. Genauer,
ist X eine Flache, und setzen wir

(+) (X) = 0 , falls X orientierbar ist,
W)= 1, falls X nicht orientierbar ist,

so definiert die Zuordnung X + o(X) eine Arithmetisierung der (Klasse der) Flachen.

Aus folgenden Griinden scheint uns das soeben beschriebene Beispiel einer Arithmetisierung
besonders geeignet zur Prasentation:

- Flachen sind anschaulich fassbare, dsthetisch ansprechende Objekte, und man kann
tuber sie sprechen, ohne ihre strenge (mathematisch tiefsinnige) Definition zu kennen.
Sie sind deshalb besonders geeignet zur Veranschaulichung mathematischer Begriffe.

- Anhand des Mobius-Bandes lasst sich der Begriff der Nicht-Orientierbarkeit einprag-
sam veranschaulichen. Das Mobius-Band ist als ”"Blickfang” besonders geeignet:
Einerseits darf man davon ausgehen, dass es dem Betrachter bekannt ist, anderseits
iibt es erfahrungsgemass immer wieder eine gewisse Faszination aus.

- Die beiden einfachsten geschlossenen nicht-orientierbaren Flichen — die Kleinsche
Flasche und die projektive Ebene — sind &usserst interessante Objekte. Sie besitzen
im 3-dimensionalen Raum zwar &dsthetisch sehr reizvolle Bilder, lassen sich aber in
diesem nicht mehr realisieren. Mit diesen beiden Flachen beginnen wir also, die
Grenze des anschaulich Fassbaren zu iberschreiten, eine Grenze, jenseits welcher
sich heute der grésste Teil der Geometrie abspielt.
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- Die projektive Ebene besitzt im Raum viele verschiedenartige Bilder. Diese Tatsache
lasst sich dem Betrachter anhand einer "niedrig-dimensionalen” Analogie nahebrin-
gen: Der Verschiedenartigkeit der Schattenbilder einer geschlossenen Raumkurve.

In diesem ersten Teil lassen wir unser Projekt also ausfithrlich "zum Auge reden”. Dieser
Teil 1st im Rahmen einer Ausstellung naturgemiss auch sehr wichtig: Er soll eine anspre-
chende Einladung an den Besucher sein, unseren Ausfiihrungen auch in den abstrakteren
Teilen des Projektes zu folgen.

Im zweiten Teil des Projektes nehmen wir den jetzt eingefithrten Orientierbarkeitsbegriff
zum Anlass, die bereits fliher beschriebene Arithmetisierung (*) : X +— o(X) einzufiihren.
Dabei werden wir das Prinzip der Arithmetisierung der Gestalt allgemein erldutern.

Die Kleinsche Flasche und die projektive Ebene sind beides geschlossene Flachen, fir die
gilt o(X) = 1. Nach einem bekannten Satz aus der Topologie lisst sich keine Flache dieser
Art im dreidimensionalen Raum realisieren. Dies zeigt, dass selbst eine Arithmetisierung,
die nur der Werte 0 und 1 fahig ist, viel tiber die arithmetisierten geometrischen Objekte
aussagen kann.

Schliesslich wollen wir hier auch auf die Euler-Charakteristik von geschlossenen Flichen
hinweisen, welche eine weitere anschaulich begreifbare Arithmetisierung liefert.

In diesem zweiten Teil wird ein fir die Mathematik typischer Schritt vollzogen: Der Schritt
vom konkreten Einzelbeispiel zum allgemeinen Prinzip: Der Betrachter hat auf Grund des
Orientierbarkeitsbegriffs das Konzept der Arithetisierung kennengelernt und ist darauf
aufmerksam gemacht worden, ‘dass dieselbe Klasse von geometrischen Objekten auf viele
Weisen arithmetisiert werden kann.

Um dem dritten Teil des Projektes zu folgen, muss der Betrachter die Bereitschaft haben,
einen weiteren Schritt ins Abstrakte zu wagen. Es geht hier um die Arithmetisierung
projektiver Varietdten durch sogenannte kohomologische Hilbertfunktionen, ein Thema,
der algebraischen Geometrie.

Die betrachteten geometrischen Objekte sind jetzt projektive algebraische Varietiten, also
Objekte, die — schon aus Dimensionsgrinden — im Allgemeinen unserem anschaulichen
Vorstellungsvermogen nicht mehr zuganglich sind. Ohne auf Details einzugehen, werden
wir solche Varietaten als Nullstellengebilde homogener algebraischer Gleichungssysteme
beschreiben. Als anschauliche Beispiele dazu sollen eine ebene kubische Kurve, zwei
kubische Flichen im Raum und drei sogenannte Kummersche Flachen vorgestellt werden.

Halten wir fiir einen Augenblick eine solche projektive Varietit X fest. Ist ¢ > 0 eine ganze
Zahl, so kann man zu einer iiber X definierten kohirenten Garbe F die sogenannte i-te
kohomologische Hilbertfunktion h'; - von X beziiglich der Koeffizientengarbe F einfiithren.
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Es handelt sich dabei um eine Funktion hk, 5, die jeder ganzen Zahl n eine ganze Zahl

hf,{,}-(n) 2> 0 zuordnet. Solche Funktionen nennt man arithmetische Funktionen und
betrachtet sie als arithmetische Objekte. Durch die Zuordnung

(**) (X:f) £ hf’(,?

erhalten wir so eine Arithmetisierung der Klasse aller Paare (X, F), in welchen X eine
projektive Varietat und F eine iiber X definierte Koeflizientengarbe ist. Die Bedeutung
dieser Arithmetisierung liegt in der fundamentalen Rolle, welche den kohomologischen
Hilbertfunktionen in der algebraischen Geometrie zukommt.

Im Rahmen einer 6ffentlichen Ausstellung wiére es vermessen, den Begriff der kohérenten
Garbe erkldren zu wollen, oder gar auf die Definition der kohomologischen Hilbertfunktion
eingehen zu wollen.

Im vierten und letzten Teil des Projektes bringen wir zwei Schwerpunkte unserer eigenen
Forschung tiber kohomologische Hilbertfunktionen zur Darstellung:

2

~ Berechnung von ”a-priori-Schranken” fiir die eingefiihrten Hilbertfunktionen.

- Genaue Berechnung dieser Funktionen fiir sogenannte ”Standard-Aufblasungen”.

Zur Erlauterung des ersten Themas halten wir X und F fest. Es geht hier darum,
auf Grund endlich vieler Daten iiber das Paar (X,F) die Funktionen n hf,(’}-(n)
abzuschatzen. Wir legen dies anhand der sogenannten ”Diagonal-Schranken” dar. In
Anbetracht der Tatsache, dass sich das zu untersuchende geometrische Objekt X selbst un-
serer Vorstellung entzieht, versuchen wir dem Betrachter die arithmetischen Ersatzobjekte
h_i}(, # anschaulich zu machen. Dies geschieht mit Hilfe von Graphiken und Wertetabellen.
So lasst sich auch erkléren, wie die genannten Schranken zu verstehen sind. Fiir den speziell
Interessierten geben wir den von uns entwickelten Algorithmus an. Dabei betrachten wir

nur Schranken vom Castelnuovo”-Typ.

Fir die sogenannten “Standard-Aufblasungen” konnen die kohomologischen Hilbertfunk-
tionen nicht nur abgeschétzt, sondern sogar berechnet werden (vgl. Abschnitt 6).

Wir werden eine grobe Beschreibung des Begriffs der Aufblasung geben, und diesen
anhand von Standard-Aufblasungen der Ebene veranschaulichen. So wird dem Betrach-
ter am Ende seines Weges durch édsthetisch ansprechende Objekte in Erinnerung gerufen,
dass es auch im vierten Teil unseres Projektes um Geometrie geht, obwohl sich diese hier
grosstenteils unserer Anschaung entzieht.



1. Das MOBIUS-BAND :
BEISPIEL EINER NICHT ORIENTIERBAREN FLACHE

Ein Mobius-Band entsteht, wenn wir die Schmalseiten eines Rechtecks miteinander verkle-
ben und gleichzeitig eine dieser Seiten um 180° verdrehen. Diese Verklebungsvorschrift ist
in der nachfolgenden Skizze suggestiv veranschaulicht. Das Verheften der Schmalseiten ist
demnach so vorzunehmen, dass die beiden Pfeilsymbole | * und Y zur Deckung kommen.

" A
\/,_V

Der oben beschriebene Verklebungsprozess ist nachfolgend in drei Schritten anschaulich
dargestellt.




"Ideales Mobius Band”
(vgl. [Lel])

Das skizzierte Mobius-Band ist ein ”ideales” Mébius-Band. Es entsteht, indem man eine
Ebene E um eine Achse a dreht und gleichzeitig eine in E liegende Strecke s halb so schnell
um ihren Mittelpunkt dreht. Diese Art, ein Mobius-Band entstehen zu lassen, ist in der
nachfolgenden Skizze dargestellt. Der Kreis, auf welchem sich der Mittelpunkt der Strecke
s bewegt, ist dabei mit m bezeichnet. Die Bahnen der beiden Endpunkte 4 und B der
Strecke s schliessen sich nach einem vollen Umlauf der Ebene E zu einer einzigen Kurve
— der Randkurve r des Mobius-Bandes.




Stellt man ein Mo6bius-Band aus einem geraden Streifen Papier her, so erhilt man kein
ideales Mobius-Band im oben beschriebenen Sinn. Weil Papier nicht dehnbar ist, nimmt
unser "reales” Mdbius-Band die nachfolgend skizzierte Gestalt an.

Verschiebt man eine Figur (in unserem Fall das Pfeil-Symbol % ) langs des Zen-
tralkreises eines Mobius-Bandes, so kehrt sie seitenverkehrt zuriick!

Fir den Mathematiker heisst dies:

Das Mo6bius-Band ist nicht orientierbar.




Verschiebt man auf einer orientierbaren Flache eine Figur langs eines geschlossenen Weges,
so kehrt sie nie seitenverkehrt zurick!

Die nachfolgende Skizze zeigt das Beispiel einer orientierbaren Flache.

l . 4
R J

~
~N
<
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Andere Beispiele orientierbarer Flachen sind das ”einfache” geschlossene Band oder das
"um 360° verdrehte” Band.




Verformt man eine orientierbare Flache, so bleibt sie orientierbar. Wir veranschaulichen
dies am Beispiel des einfachen Bandes.

Diese “Invarianz unter Verformung” rithrt daher, dass die Orientierbarkeit einer Fliche eine
“topologische Eigenschaft” ist. Das einfache und das um 360° verdrehte Band sind {ibrigens
cbenfalls "topologisch dquivalent”. Deshalb ist es vom Standpunkt des Mathematikers klar,
dass beide dieselben Orientierbarkeitseigenschaften haben.

Das Mébius-Band regt nicht nur die Phantasie der Mathematiker an, sondern verlockt
auch zu geistigen und handfesten Spielereien und Versuchen. Mathematik und Spiel sind
ja innerlich verwandt!
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Zerschneiden wir etwa ein Mobius-Band langs seiner Mitte, so entsteht ein um 360° ver-
drehtes Band. Dieses ”Experiment” empfehlen wir zur praktischen Durchfithrung.
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Legen wir einen ”Drittel-Schritt” wie er nachfolgend skizziert ist, so entsteht eine Konfi-
guration deren Beschreibung wir dem Betrachter als Aufgabe {iberlassen.

Das Mébius-Band wird benannt nach dem Mathematiker und Astronomen A.F. Mobius
(1790-1868). Mobius war Schiiler von C.F. Gauss und wurde spéter Astronomie-Professor
zu Leipzig. Er fihrte dort mit seiner Familie ein sehr zuriickgezogenes Leben und fronte
nachts, neben den Beobachtungen am Fernrohr, seiner geheimen Leidenschaft — der
Mathematik. So entstand ein umfangreiches Gesamtwerk, das allerdings zu Lebzeiten
seines Verfassers kaum beachtet wurde. Erst spateren Generationen von Mathematikern
wurde klar, dass Mébius’ Arbeiten viele wegweisende Ideen enthielten. Eine seiner ”Ent-
deckungen” — die er im Alter von iiber siebzig Jahren machte — ist das Mobius-Band.
Sicher war dieses Band schon frither bekannt. Mdbius erkannte als erster seine Bedeutung
fir die Mathematik und benutzte es um den Begriff der Orientierbarkeit zu erlautern.

2. KLEINSCHE FLASCHE UND PROJEKTIVE EBENE :
WIR VERLASSEN DEN 3-DIMENSIONALEN RAUM

Wir gehen wieder aus von einem Rechteck, aus dem wir, wie im Falle des Mobius-Bandes,
durch Verkleben gegeniiberliegender Seiten eine neue Fliche gewinnen wollen. Dabei
mochten wir die beiden Léngsseiten so miteinander verheften, dass jeweils zwei Punkte
zusammenfallen, die sich direkt gegeniiberliegen. In der nachfolgenden Figur kommen
dabei die beiden Pfeilsymbole [ zur Deckung.

r
“\.)‘3-
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Die beiden Schmalseiten verheften wir gleich wie im Falle des M&bius-Bandes, sodass
wieder die Symbole * und A zur Deckung gelangen.

13



Beim zweiten Schritt muss diese Rohre so verformt und miissen die beiden Enden so
verklebt werden, dass die dort eingezeichneten Pfeile dieselbe Richtung haben. Dazu
stulpen wir ein Ende unserer R6hre nach innen und biegen die Réhre am anderen Ende
um. So entsteht die nachfolgend skizzierte Situation:

Offenbar geraten wir so in Schwierigkeiten, da die Fliche zwischen die beiden Enden gerit,
die wir miteinander verkleben wollen. Dies ist kein Zufall, denn die Aufgabe, die wir uns
gestellt haben, lasst sich im 3-dimensionalen Raum gar nicht losen! Im 4-dimensionalen
Raum ist unser Problem aber 16sbar. Die Fliche, die wir dort erhalten, ist die sogenannte
Kleinsche Flasche. Natiirlich kénnen wir uns diese Fliche nicht mehr vorstellen, da sie
sich ausserhalb des 3-dimensionalen Raumes befindet.

Ein gewisses Bild der Kleinschen Flasche konnen wir uns trotzdem machen. Wir fiihren
dabei den in der vorangehenden Skizze angedeuteten Verheftungsprozess zu Ende. So
erhalten wir eine geschlossene Fliche. Allerdings entsteht dabei unvermeidlich eine Selbst-
durchdringung S, welche in Tat und Wahrheit nicht vorhanden ist. Wir erhalten so das
folgende Gebilde.

Es handelt sich um eine Flache im Raum, die nur ein ”Bild” der Kleinschen Flasche ist.
Die vorangehend skizzierte Flache steht also zur wirklichen kleinschen Flasche in einem
ahnlichen Verhiltnis wie eine Photographie eines rdumlichen Objekts zum Objekt selbst.

14



Die Kleinsche Flasche ist dem Mobius-
Band eng verwandt. Sie enthalt namlich
selbst ein Mobius-Band. Die neben-
stehende Figur dient der Veranschaulichung
dieser Tatsache. Wir schliessen da-
raus:

Die Kleinsche Flasche ist nicht orientierbar.

Die Kleinsche Flasche wird so benannt
nach dem Mathematiker F. Klein (1849
-1924).

Klein war Professor in Erlangen, Miinchen, Leipzig und Géttingen. Er leistete bedeu-
tende Beitrage zur Analysis, zur Gruppentheorie und zur Geometrie. Seine im ”Erlanger
Programm” entworfene Systematik der Geometrie enthilt ein Ordnungsprinzip, das bis
heute fiir grosse Teile der Mathematik von fundamentaler Bedeutung ist. Er gilt als Ent-
decker der nach ihm benannten Flasche. Sie ist das einfachste Beispiel einer immersiv
einbettbaren, geschlossenen, nicht orientierbaren Flache.

Wir wollen jetzt eine weitere geschlossene Fliache behandeln, die dem Mobius-Band ver-
wandt ist. Dazu gehen wir aus von einem Quadrat, in welchem wir gegeniiberliegende
Seiten um 180° verdrehen und sie dann miteinander verheften wollen. In der nachfolgen-
den Figur kommen dabei die beiden gleichartigen Pfeilsymbole miteinander zur Deckung.

ju \/
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Wir verformen unser Quadrat so, wie

dies nachfolgend in drei Schritten dargestellt

wird. Die urspriinglich gegeniiberliegenden
Ecken kommen sich dabei immer naher.
Die Pfeilsymbole, die am Schluss zur

Deckung kommen sollten, werden allmahlich

in eine dazu geeignet erscheidende Lage
gebracht.

Fiihren wir die angefangene Verformung
zu Ende, so erhalten wir die nebenste-
hend skizzierte Flache mit einer Selbst-
durchdringung S. Genau wie bei der
Kleinschen Flasche handelt es sich dabei
nur um ein Bild einer Flache, die sich im
dreidimensionalen Raum nicht realisieren
lasst.

Offenbar geraten wir aber jetzt in ahnliche
Schwierigkeiten wie bei der Kleinschen
Flasche. Unser Problem ist im dreidi-
mensionalen Raum nicht 16sbar, ohne dass
wir eine Flache mit einer Selbstdurchdrin-
gung erhalten.




Diese Flache heisst die projektive Ebene,
unser Bild dieser Flache das Kreuzhauben-
Modell. Wie die nebenstehende Figur zeigt,
enthalt die projektive Ebene wieder ein
Mobius-Band:

Die projektive Ebene ist nicht orientierbar!

Betrachten wir auf der Kreuzhaubenflache nur eine Umgebung der Selbstdurchdringungs-
strecke .S, so erhalten wir einen sogenannten Whitney-Doppelschirm, eine Konfiguration,
die man auf vielen Flidchen findet.

Die nebenstehende Skizze zeigt einen solchen
Doppelschirm mit einem Mé&bius-Band.

Ein solcher Doppelschirm lidsst sich
leicht aus einem Stiick Folie herstellen.
Fin "Schnittmuster” dafiir wird in der

nachfolgenden Figur dargestellt, (vgl. [Brysg)).

Nebst dem Kreuzhaubenmodell besitzt die projektive Ebene zahlreiche andere Bilder im
dreidimensionalen Raum. Die folgenden Skizzen zeigen einige Beispiele. In jedem Fall
treten Selbstdurchdringungen auf. Diese sind als Doppellinien gekennzeichnet.
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”3-Extremen-Modell” " Symmetrisches Modell”
(Boy’sche Flache)

”Steinersche Romerfliche”

Die Verschiedenartigkeit dieser Bilder desselben Objektes lasst sich durch eine Analogie
veranschaulichen. Projiziert man namlich etwa eine feste, geschlossene Raumkurve C aus
verschiedenen Punkten, so entstehen ebenfalls Bilder ganz verschiedener Art. Dies ist in
der folgenden Skizze an einem Beispiel dargestellt. Die Kurve C ist dabei ein sogenannter
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Kleeblatt-Knoten. Die Projektionen werden realisiert durch Beleuchten mit punktférmigen
Lichtquellen an zwei verschiedenen Stellen P;, P;. Die Bilder B; und B2 von C entstehen
dann durch Schattenwurf auf geeignete Ebenen E; und E;.

”Projektionen eines Torusknotens”

(vgl. [Schw], [Ley], [Brig])
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3. DAs PRINZIP DER ARITHMETISIERUNG
GEOMETRISCHER OBJEKTE

Sei X eine Fliche. Wir ordnen X die Zahl 0 zu, falls X orientierbar ist und die Zahl 1,
falls X nicht orientierbar ist. Bezeichnen wir die X auf diese Art zugeordnete Zahl mit
a(X), so konnen wir also schreiben

(*)

(X) = 0 , falls X orientierbar,
i 11 , falls X nicht orientierbar.

So wird einem geometrischen Objekt — namlich einer Flache X — ein arithmetisches
Objekt — néamlich die ganze Zahl o(X) — zugeordnet. Schreiben wir C fiir die Klasse
der (zusammenhingenden, kompakten) Flichen, so wird durch die in (%) beschriebene
Zuordnung X +— o(X) eine Arithmetisierung der Klasse C der Flachen definiert.

geomelrische  Objekte

orithmelscie
obpek e

7. 5 %
g -5

2¢ b

77 %

2

Der Sinn einer solchen Arithmetisierung besteht darin, dass das arithmetische Objekt,
das einem geometrischen Objekt zugeordnet wird, gewisse Informationen tiber die Gestalt
des letzteren enthalt. Man spricht deshalb auch von der Arithmetisierung der Gestalt
geometrischer Objekte.
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Die nachfolgenden Tabellen geben einige Werte fiir die Arithmetisierung X — o(X)

Fldche X (X))
entoches 4
Bord
voll
verarehtes 0
Bornd
Kugel=
?‘ &
flache
Jorus =
0
Hoche

Flacke X oY)
Mobirs -
Z
Borvid
Alewsche
; : Z
Flasche
projextive
; z
Lbere
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Wir haben bereits frither festgestellt, dass sowohl die Kleinsche Flasche als auch die pro-
jektive Ebene im dreidimensionalen Raum nicht realisierbar sind. Dies hat damit zu tun,
dass es sich in beiden Féllen um geschlossene, nicht orientierbare Flichen handelt. Man
weilss aber allgemein, dass solche Flichen im dreidimensionalen Raum nicht realisierbar
sind. Anders gesagt:

Gilt fiir eine geschlossene Fliche o(X) = 1, so ist
X 1m dreidimensionalen Raum nicht realisierbar

Dies zeigt, dass unsere Arithmetisierung X +— o(X) wesentliche Eigenschaften der geo-
metrischen Objekte X zum Ausdruck bringt.

Natiirlich lassen sich Flichen auch in anderer Weise arithmetisieren. Um dies klar zu
machen, betrachten wir die Klasse C® der geschlossenen, orientierbaren Flichen. Zu dieser
Klasse gehoren etwa die Kugelfliche und die Torusfliche.

Wir wiahlen jetzt eine Flache X aus C° und zerlegen sie vollstindig in Vielecke. Dabei
sollen in jeder Ecke mindestens drei der Vielecke zusammenstossen.

Ecke
Seitenflache
Kante
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Schreiben wir

(+)

s = Anzahl der Seitenflachen
k = Anzahl der Kanten
e = Anzahl der Ecken

so kann man zeigen, dass die Zahl s — k + e nur von der Flache X, nicht aber von der
gewahlten Zerlegung von X in Vielecke abhangt. Diese Zahl nennt man die Euler Charak-
teristik von X und bezeichnet sie mit x(X'). Also

(¥+)

x(X)=s—k+e

So definiert die Zuordnung X + x(X') eine Arithmetisierung der Klasse C° der geschlosse-
nen, orientierbaren Flachen.

Ist X die Kugelfliche, so gilt y(X) = 2.

s=8, k=9, ¢=§
s—k4+e=2

Man kann diese Aussage auch mit einem
Fussball nachpriifen.

Dieser hat 32 Seitenflichen, ndmlich 12
Fiinfecke und 20 Sechsecke. Da jede Kante
doppelt gezahlt wird, treten genau
(12-5+20-6) : 2 = 90 Kanten auf. Da
jede Ecke dreifach gezdhlt wird, betragt
deren Anzahl (12-5420-6) : 3 = 60.
Wir erhalten somit
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s=132,k=90,e=060; s—k+te=2

Die Euler-Charakteristik ist eine topologische Invariante. Aus diesem Grund hat sie fur
alle konvexen Polyeder denselben Wert wie fiir die Kugelflache, also 2. Diese Tatsache ist
in der folgenden Tabelle fiir die reguldren Polyeder veranschaulicht.

s=4
Tetraeder k=6
e=4
s=06
Hexaeder - k=12
e=28§
\ s=28
QOktaeder ‘ k=12
» =12
Dodekaeder k=30
‘l e=20

Tkosaeder

)
Il
)

L0



Im Folgenden sind vier Beispiele dargestellt, fur welche x(X) # 2.

X X

s=206 s=12

E=9 k=24

=3 e=12
x(X)=6-94+3=0 x(X)=12-244+12=0

X
s=12, k=28, e=14 s=19, k=51, e=230
Y(X)=12—28+14 = —2 (X)=19—51+30=—2



Die Euler-Charakteristik wird so benannt nach dem Mathematiker L. Euler (1707 -
1783). Euler wurde in Riehen bei Basel geboren. Bereits mit 20 Jahren wurde er Mitar-
beiter der Akademie der Wissenschaften in Petersburg und gelangte dort als Mathematiker
zu grossem Ruhm. Spéater war er auch an der Berliner Akademie der Wissenschaften tétig.
Eulers Werk umfasst eine riesige Zahl von Beitriagen zu allen Gebieten der damals bekann-
ten Mathematik. Es gilt immer noch als das umfangreichste Werk eines Mathematikers.
Die Euler-Charakteristik tritt in seinen Arbeiten auf im Zusammenhang mit dem soge-

nannten FEulerschen Polyedersatz. Dieser Satz besagt, dass fiir die Kugelfliche X gilt
x(X)=2.

Die Euler-Charakteristik wurde durch H. Poincaré (1854-1912) in neuer Form beschrieben
und so auch fur Mannigfaltigkeiten hoherer Dimension verfugbar gemacht. Poincaré gilt in
diesem Zusammenhang als einer der Begriinder der algebraischen Topologie. Diese Theorie
verallgemeinert das Prinzip der Arithmetisierung der Gestalt geometrischer Objekte zum
Prinzip der Diskretisierung der Gestalt. Sie ordnet dabei geometrischen Objekten alge-
braische Objekte zu, z.B. sogenannte Homologie-, Kohomologie- oder Homotopiegruppen.
Alle bekannten Arithmetisierungen lassen sich iiber Diskretisierungen gewinnen. So kann
man die Euler-Charakteristik mit Hilfe von Homologiegruppen berechnen. Die Frage der
Orientierbarkeit kann ebenfalls auf diese Weise entschieden werden.

Arithmetische Objekte sind diskrete Objekte. In diesem Sinne kann man das Prinzip der
Diskretisierung als Verallgemeinerung des Prinzips der Arithmetisierung betrachten. Was
wir nachfolgend iiber Diskretisierungen geometrischer Objekte sagen, gilt also insbesondere
auch fir die Arithmetisierungen solcher Objekte.

Die einem geometrischen Objekt zugeordneten diskreten Objekte bilden etwas wie Er-
satzobjekte, welche die Mathematiker anstelle der urspriinglichen geometrischen Objekte
studieren. Eine Diskretisierung kann nicht alle Informationen tiber ein geometrisches Ob-
jekt wiedergeben. Dafiir wird das zugeordnete diskrete Objekt einfacher zu untersuchen
sein als das geometrische. Um ein geometrisches Objekt umfassend zu beschreiben, sind
im Allgemeinen mehrere verschiedenartige Diskretisierungen notig,.
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4., KOHOMOLOGISCHE HILBERTFUNKTIONEN:
EINE ARITHMETISIERUNG ALGEBRAISCHER VARIETATEN

Die algebraische Geometrie befasst sich mit den Losungsgebilden algebraischer
Gleichungssysteme. Diese Losungsgebilde nennt man algebraische Varietaten.

_yf Ein einfaches Beispiel einer solchen algebraischen
: Varietit ist etwa die durch y = 22 definierte Para-
bel. Was also in der Schule als analytische Geome-
trie betrieben wird, ist eigentlich ein Teilgebiet der
y=X < algebraischen Geometrie.

Wir interessieren uns hier fiir eine etwas weniger einfache Klasse von algebraischen Va-
rietaten. Es handelt sich dabei um komplexe, projektive algebraische Varietaten. Solche
Varietaten werden durch sogenannte homogene algebraische Gleichungssysteme definiert.
Ein Beispiel ist etwa das folgende System von 3 Gleichungen in den 5 Unbestimmten
20,21,22,%3,24 *

(*)

2124 — 2923 =k
2223 + zgz129 — 2922 =0
1<3 0~1<2 0~ —

3 2
Z3 + 202324 — 208y — 0

Die durch (*) definierte projektive Varietit X ist eine (komplexe) Flache und liegt im
(komplexen) projektiven Raum P* der (komplexen) Dimension 4.

Die Punkte im projektiven Raum P* kann man schreiben in der Form p = (¢ : ¢; : ¢3 :
c3 1 ¢4), wobel cg,cy,Ca, 3, cs komplexe Zahlen sind, von denen mindestens eine nicht 0
ist. Dabei stellt (Acg : Acy : Ace @ Acg : Aey) fiir jede von 0 verschiedene komplexe Zahl A
denselben Punkt dar wie (o :e1:e2: ¢3: cq).
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Bei der in Abschnitt 3 topologisch betrachteten projektiven Ebene handelt es sich um die
reelle projektive Ebene P%. Deren Punkte lassen sich schreiben in der Form (ap : a1 :
ay), wobei ag,ay,a; reelle Zahlen sind, von denen mindestens eine nicht 0 ist. Dabei ist
(pag : pay : pag) fir jede von 0 verschiedene reelle Zahl p wieder derselbe Punkt wie
(ap : a1 : az).

Die durch (*) definierte projektive Varietdt X besteht aus den Punkten (cg : ¢ : ca 1 ¢3 1 ¢4)
von P%, firr welche zy = cg,21 = ¢1,23 = ¢3,23 = €3,24 = ¢4 eine Losung der 3 in (%)
erscheinenden Gleichungen ist.

Topologisch gesehen, hat der Raum P* die Dimension 8 und die Varietit X die Dimension
4. Die Varietdt X entzieht sich also schon aus Dimensionsgrinden unserer geometrischen
Anschauung, wie dies bei algebraischen Varietdten {iblicherweise der Fall ist.

In gewissen, besonders einfachen Fillen lassen sich zumindest bestimmte Teilgebilde kom-
plexer projektiver Varietdten veranschaulichen, die man reelle “affine” Teilvarietdten
nennt. Um eine Ahnung der faszinierenden Reichhaltigkeit der Welt der algebraischen
Varietaten zu geben, machen wir dazu einige Beispiele.

Als erstes Beispiel betrachten wir die projektive Varietat X, welche definiert wird durch
die einzige homogene Gleichung

(++)

zuzg—zf —I—zgz1 =0

Die Varietit X liegt in der komplexen projektiven Ebene P2. Es handelt sich bei X um
eine sogenannte (komplexe) kubische Kurve. Setzen wir zp = 1, so erhalten wir aus (%)
die Gleichung

(*%)o

2 _ 3
2 —2+21 =0

Die reellen Losungen dieser Gleichung bilden denn reellen affinen Teil Xg, ;, von X.

Es handelt sich bei Xg,;, um eine ebene Kurve der nachfolgend skizzierten Gestalt. Beim
Uebergang zum sogenannten reellen projektiven Teil Xg von X, wird Xg ;, durch einen
Punkt oo ergénzt, der im Unendlichen liegt.
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Topologisch gesehen bildet die ganze Varietat X eine Torusfliche. Xg ;; und Xg erscheinen
dabei als Kurve auf dieser Torusfliche. Die "reelle Schnittkurve” Xg erscheint dabei als
Vereinigung zweier Kreise. Die beschriebene Situation ist nachfolgend skizziert.




Die in P? durch die Gleichung zoz2 — 2z} = 0 definierte projektive Varietdt X ist topologisch
gesehen eine Kugelflache.

Setzen wir zg = 1,2, = T, z; = y, so erhalten wir die Parabelgleichung y = z2. Die Parabel
ist also der reelle affine Teil Xg ;, von X. Sie entsteht, indem man auf (dem Kreis) Xg
den Punkt co = (0: 0: 1) entfernt und den so geoffneten Kreis aufbiegt!

Die nachste Skizze zeigt einen reellen affinen Teil der sogenannten Diagonalflache von
Clebsch. Diese Fliche liegt in komplexen projektiven Raum P* und wird definiert durch
die Gleichungen

( * *)

8 .8 ; .3, .3;.8
Zg+ 21 +2z54+234+2,=0

2p+z21+z0+z3+24=0
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Es handelt sich um eine sogenannte glatte kubische Fliache. Solche Flichen enthalten
immer 27 Geraden! Durch eine geeignete Aenderung der Gleichungen (* * %) erhélt man
ein neues Gleichungssystem, dass eine singulire kubische Fliche definiert, deren reeller
affiner Teil nachfolgend skizzierte Gestalt hat. Auch diese Flache enthélt zahlreiche Gera-
den, namlich 9. Diese zweite Fliche entsteht aus der ersten durch eine (im Sinne der
algebraischen Geometrie definierte) Deformation.
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Die nachfolgenden Skizzen zeigen reelle affine Teile dreier spezieller projektiver Varietaten,
die man Kummersche Flichen nennt.

Auf einer projektiven algebraischen Varietit X lassen sich sogenannte koharente Garben
definieren. Einige Beispiele solcher Garben — die wir hier nicht niher beschreiben wollen
— sind etwa: ' )

- die Strukturgarbe Ox von X,
- die Tangentialgarbe Tx von X,
- die Garbe Qx der Kahlerdifferentiale auf X,

- die kanonische Garbe wyx von X.

Liegt X im (komplexen) projektiven Raum P” der Dimension r, so definiert X auf P eine
wichtige kohédrente Garbe :

- die Idealgarbe Jx von X. X
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Die in der Theorie der projektiven algebraischen Varietidten untersuchten geometrischen
Objekte sind Paare (X, F), in welchen X eine projektive algebraische Varietat und F eine
koharente Garbe auf X ist. Die Klasse dieser geometrischen Objekte (X, F) bezeichnen
wir mit CT.

Wir halten jetzt ein solches geometrisches Objekt (X, F) fest und wihlen eine ganze Zahl
¢ 2 0. Dann kann man die sogenannte i-te kohomologische Hilbertfunktion k'  des
Paares (X,F) definieren. Es handelt sich um eine Funktion hf,{,y_- : L — Np die jeder
ganzen Zahl n eine nicht-negative ganze Zahl h’ (n) zuordnet. Funktionen dieser Art
nennt man arithmetische Funktionen und fasst sie als arithmetische Objekte auf.

Halten wir ¢ fest, so erhalten wir durch die Vorschrift (X, F) — h%.}-, welche einem Paar
(X, F) seine i-te kohomologische Hilbertfuntion zuordnet, eine Arithmetisierung der Klasse
Ct. Die Kohomologietheorie projektiver Varietiten studiert diese Arithmetisierung, d.h.
sie untersucht die arithmetrischen Ersatzobjekte hfg, # an Stelle der geometrischen Objekte
(X,F). Fernziel wire es, die Funktionen hi{’}-, genauer deren Werte ki x(n) fir alle
ganzen Zahlen n, zu berechnen.

In einfachen Fillen, d.h. fiir spezielle Paare (X, F), ist dies manchmal méglich. Ist etwa
X die in P? enthaltene durch () definierte Kurve und Ox deren Strukturgarbe, so erhalt
man fir h% o und h%{,ox die folgenden Werte. (Fur: > 1 ist hfx,ox () =0}

n |---|-8[-7|-6]—5|—4|-3]-2[-1[0[1]2][3]4[5]6]7[8 ]9 [10] -
W o.m)|---{0]0]0o|o]o]o]o]|o]|1]3][6]9]12[15]18]21]24]27]30]--
hy o (m)|---|24|21]18|15]12] 9 | 6 | 3 [1]o[ofo[ofo]o|ofo]o]0

Hinter den Funktionen hg(' 7 steht wieder ein Diskretisierungskonzept fiir die Paare (X, F)
aus C. hk #(n) ist ndmlich die Dimension eines bestimmten algebraischen Objektes, der

sogenannten :-ten Kohomologiegruppe H'(X,F(n)) von X mit Koeffizienten in der n-
ten Verdrehung F(n) der Garbe F. Eine nihere Erlauterung dieser Begriffe ist hier nicht
moglich.

Die Funktionen hg{’ 7 sind benannt nach dem Mathematiker D. Hilbert (1864-1943), der

— allerdings in einem anderen Zusammenhang — die 0-te Funktion hg(, + entdeckte und
untersuchte.

Hilbert war Professor in Gottingen. Er lieferte zahlreiche Beitrige von fundamentaler
Bedeutung in allen Gebieten der reinen Mathematik. Berithmt geworden sind die 23 nach
ihm benannten Probleme, die er dem Internationalen Mathematikerkongress von 1900
vorlegte.
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Die allgemeine Definition der Funktionen hk £ geht auf J.P. Serre zuriick, der 1955 in einer
revolutioniren Arbeit die Kohomologietheorie projektiver Varietdten mit Koeffizienten in
kohérenten Garben einfihrte.

5. A-PRIORI-SCHRANKEN FUR KOHOMOLOGISCHE
HILBERTFUNKTIONEN

Erklirtes Wunschziel der Kohomologietheorie projektiver Varietaten ist die Berechnung
der kohomologischen Hilbertfunktionen hfx, £ fir beliebige Paare (X, F) aus der Klasse C*.
Eine Berechnung kann aber immer nur von endlich vielen Daten ausgehen. So miissten
wir also aus endlich vielen Daten des Paares (X, F) die unendlich vielen Zahlen h';-,(, £(n)
berechnen konnen. Dies wiirde insbesondere auch heissen, dass die Funktionen h&-,,_- nur
endlich viele Informationen iiber das Paar (X, F) zum Ausdruck bringen konnten. Da dies
aber nicht der Fall ist, ist unser Wunschziel zu hoch gesteckt.

Es ist uns immerhin gelungen, einen Schritt in der Richtung dieses Zieles zu fun: Ausge-
hend von endlich vielen Daten des Paares (X, F) konnen wir zwar die Funktionen hfx,f
nicht genau berechnen, sie aber immerhin abschétzen. Genauer gesagt gelingt es, obere
Schranken fir die Funktionen hky_- zu berechnen. Da diese Schranken firr jedes Paar

(X, F) aus C* gelten, sprechen wir von a-priori-Schranken.

Wir wollen im Folgenden einen kleinen Einblick in diese Resultate geben. Dabei beschrinken
wir uns auf Schranken vom sogenannten diagonalen Typ. Dazu wihlen wir ein Paar (X, F)
und schreiben d fiir die Dimension vom X.

Weiter wollen wir annehmen, die Startwerte ¢; der Funktionen hi(’j,- auf der Diagonalen
seien bekannt.

Co = hg{,}'(o)’ a = h}(,}-'(_l)a' "t Cd = hflt{,}'(—d)

Aus den Startwerten co, -+, cq berechnen wir dann obere Schranken fir die Funktionen
kY r- Genauer heisst dies folgendes: Wir halten  fest und berechnen zu jeder ganzen Zahl
aus cg, - - -, cq eine Zahl By j(n) von der wir wissen, dass jedenfalls gilt
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h #(n) < Byi(n)

Die Funktion n +— By (n), die jeder ganzen Zahl n den Wert By ;(n) zuordnet nennen wir
die i-te Schrankenfunktion in der Dimension d. Sie soll, wie bereits gesagt, berechnet
werden aus den Startwerten cg,---,cq.

Was getan werden soll, ist an Hand der nachfolgenden Werte-Tabelle fiir die Funktionen
h' » veranschaulicht.

NEw)] -

i\Han ) - |

Vi ] -

N | - &

S

hi(”) = hfx,:r(n)

Wir wiederholen nochmals, was wir jetzt tun wollen.

Wunschziel wire es, ausgehend von den Werten cp,---,¢q auf der Startdiagonalen, die
obige Tabelle fiir die Werte h'(n) = hfx, #(n) zu ergdnzen. Da dieses Ziel nicht erreichbar
ist, begniigen wir uns mit der Berechnung der Schrankenwerte By ;(n). Dargestellt fiir ein
festes ¢ ergibt sich dann die Situation:
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Fiir die Berechnung von By ; werden zwei Flle unterschieden :

Castelnuovo-Fall: 0 <1< d,

n= —
Severi-Fall: 0<:1<s, n<—i

Dabei steht s fiir die sogenannte Subtiefe der Koeflizientengarbe 7. Wie diese wichtige
(ganzzahlige) Grosse definiert ist, wollen wir hier nicht erkliren. Die Giiltigkeitsbereiche
beider Fille sind in der nachfolgenden Wertetabelle eingezeichnet.
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Zur weiteren Erklarung beschrianken wir uns auf den Castelnuovo-Fall. Um eine Verbesserung
der Schranken zu erreichen, fithren wir eine neue wichtige (ganzzahlige) Grosse ein, die so-
genannte lineare Subdimension [ von F, die wir nicht erklaren wollen.

Die Schrankenfunktionen By ; werden dann berechnet aus den Werten I, s,¢1,---,c4. So
konnen wir schreiben

h},a—‘(n) < Bd,i(l,s; €1y, Cd n) ;
n>—i; 0<i<d.

Die Funktionen By ; lassen sich dabei durch einen Algorithmus berechnen, den wir im Fall
¢ = 1 angeben wollen. Dabei schreiben wir ¢ = (¢4, -, cq)-
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By, (s;c;n) = B s
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Vermdége dieses Algorithmus lassen sich die Schrankenfunktionen Bgy,; berechnen.

nachfolgende Graphik veranschaulicht diese Funktionen fiir den Fall

d=3,1=5,5=3; ¢, =0,c0=0,c3=T; i =1,2,3.
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Eine besonders wichtige Grosse eines Objektes (X, F) aus der Klasse C* ist seine soge-
nannte Castelnuovo-Regularitit. Diese bezeichnen wir mit reg (X,F). Es handelt sich
um die kleinste ganze Zahl r fiir welche hgmc(n —1) =0 fiir alle ¢ > 0 und alle n > r. Die
Castelnuovo-Regularitit reg(X, F) ist in der folgenden Skizze anschaulich dargestellt.

he ()] » + |0
h' () « « )1 -
h? ()] = 2
h )| « = |3

. |- | w . |
he1(n)| » s |d-1
he (n] . . d

e |w |4 -a ~dt|| - .| ele | s flalz2la o 1 2 a L]
| §
h'n) = 0 Hn)=h _m)| |reg XF '
Hh*m)#o n) = bl ()] [req .F)

Unsere Schrankenberechnungen liefern auch sogenannte  a-priori-Schranken fiir die
Castelnuovo-Regularitat.

Es handelt sich dabei um Schranken, die fiir jedes Paar (X, F) aus C* gelten und die sich
aus den Grossen d, 1, s,c;,- -+, cq berechnen lassen. Setzt man namlich

C(1,s;¢) := min{n € Ng | Bq,1(1, 3; ¢;n) # 0},

so gilt

reg(X,F) < C(l,s;¢1,+-,¢a)+1

Fiir das obe graphisch dargestellte Beispiel mit e =3,l=5,s =3; ¢1 =0,c0 =0,c3 =7
gilt etwa reg(X,F) < 19.

Die Castelnuovo-Regularitat wird so genannt nach dem Mathematiker G. Castelnuovo
(1865-1952). Castelnuovo war Professor in Rom. Er bewies viele grundlagende Resultate
iiber algebraische Varietaten, welche zum Teil ihrer Zeit weit voraus waren. So bewies er
bereits 1893 ein Resultat, welches {ibersetzt in die Sprache der modernen algebraischen
Geometrie eine Schranke fiir die Regularitidt der Idealgarbe Jx (s. Abschnitt 4) einer
Kurve X im Raum P? liefert. Aus diesem Grund nannte D. Mumford die von ihm 1966
eingefiihrte Invariante reg(X,F) die Castelnuovo-Regularitat. Aus dem gleichen Grund
sprechen wir fiir unsere Schranken vom Castelnuovo-Fall.

39



In den letzten Jahren haben viele Mathematiker Schranken fiir die Castelnuovo-Regularitat
reg(P7", Jx) von Idealgarben spezieller Varietéten hergeleitet.

Unsere a-priori-Schranken liefern in diesen Fillen schlechtere Werte, denn die Invarianten
d,s,l,co,--+,cq konnen nicht zum Ausdruck bringen, dass die untersuchte Garbe die
Idealgarbe einer Varietat ist.

Wir sprechen in Zusammenhang mit unseren Schranken vom Severi-Fall in Erinnerung an
den Mathematiker F'. Severi (1879-1981). Severi war Professor in Rom. Er verfasste viele
Arbeiten zur algebraischen Geometrie. 1942 bewies er ein Resultat, welches libersetzt in
die Sprache der modernen algebraischen Geometrie folgendes besagt:

Fir eine singularititenfreie Fliche X gibt es ein t so, dass hy , (n) = 0 fir alle n < ¢.
Dabei steht wx fiir die in Abschnitt 4 erwahnte kanonische Garbe von X. Fiur die Garbe
wx gilt s = 2. Unsere Severi-Schranken erlauben es, fir ein beliebiges Paar (X, F) aus
C* eine Zahl ¢ zu berechnen so, dass hg(’]_-(n) = 0 fir alle n < ¢ und alle + < s. Dies

verallgemeinert Severi’s Ergebnis auf beliebige Paare (X, F) aus C.
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6. STANDARD - AUFBLASUNGEN

Aufblasungen sind algebraische Varietéten. Sie entstehen, indem man aus einer alge-
braischen Varietdt X eine Teilvarietat Z entfernt und anstelle von Z eine geeignete neue
Varietat T einfiigt. Z heisst dabei das Zentrum der Aufblasung, T die Ausnahmevarietat.
Die Gestalt der so entstehenden Aufblasung hangt stark davon ab, wie T anstelle von Z
in die Varietdat X eingesetzt wird.

Wir betrachten einige Beispiele. Als Grundvarietat wihlen wir die komplexe affine Ebene
AZ. Deren Punkte werden beschrieben durch Paare (c1, ¢z) komplexer Zahlen. Als Zentrum
Z der Aufblasung wahlen wir den 0-Punkt (0,0) der affinen Ebene. Jetzt wihlen wir zwei
Polynome f(z1,2;) und g(z1,22) in den Variablen z; und z;. Dabei soll der Punkt (0, 0)
die einzige gemeinsame Nullstelle der beiden Polynome f und g sein. Vermoge f und g
lisst sich eine Aufblasung Bly:(f, g) der Ebene A? definieren. Zentrum dieser Aufblasung
ist der 0-Punkt (0,0) der Ebene. Ausnahmevarietét ist die projektive Gerade P'. Durch
f und ¢ wird bestimmt, wie P! anstelle von (0,0) in die Ebene A? eingesetzt wird.

Wir veranschaulichen uns die reellen Teile Bla:z(f,g)r fur einige einfache Polynome f
und g. Dabei betrachten wir nur den Teil der Aufblasung, der uber einer Kreisscheibe
mit Zentrum (0,0) liegt. Da der reelle Teil P der Ausnahmevarietdt P! ein Kreis ist,
entstehen alle diese Beispiele indem man den Mittelpunkt der Kreisscheibe durch eine
Kreislinie ersetzt. Dabei bestimmen die Polynome f und g, wie die Kreislinie in die
Scheibe einzusetzen ist.

Scherbe in AZZ:
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Wahlen wir f = 21,9 = 22
so enthalten wir mit dem oben
beschriebenen Verfahren ein
Mébius-Band ! (s. Abschnitt
2)
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Wihlen wir f = 22,9 = 22

so enthalten wir die neben-
stehend skizzierte Flache. Auch
hier treffen wir wieder einen
alten Bekannten: Den in Ab-
schnitt 2 genannten Whitney-
Doppelschirm.



Das nachfolgend skizzierte Beispiel Bln2(21, 22) fithrt uns zu einer Fldche, der wir bis jetzt
noch nicht begegnet sind.

Fiir das Folgende gehen wir aus von einer (affinen) algebraischen Varietdt X der festen
Dimension d > 2. Auf X sei eine kohérente Garbe F definiert. (Diese Begriffe haben wir
bereits im Abschnitt 4 kennengelernt).

Wir wahlen jetzt einen Punkt p aus X. Dann lassen sich fur : = 0,1,2,---,d die soge-
nannten lokalen Kohomologiegruppen H ;;(X ,F) von X mit Koffizienten in F an der Stelle
p definieren. Man findet dann eine ganze Zahl ¢ zwischen 0 und d so, dass Hi(X,F) =0
fir i = 0,---,t —1 und Hj(X,F) # 0. Diese Zahl ¢ nennt man die Tiefe von F in
t. Diese Tiefe kann héchstens den Wert d annehmen. In diesem Grenzfall sagt man, die
Garbe F sei in p Cohen-Macaulaysch (abgekiirzt : CM). Ist dies der Fall, so hat F in
der Umgebung von p besonders ginstige Eigenschaften.
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F (M 7

Wir halten jetzt p fest und nehmen an,
F sei in allen Punkten ¢ #p CM. In
dieser Situation weiss man nach dem /’ﬁ
sogenannten Endlichkeitssatz der lo- ®p

kalen Kohomologietheorie, dass die Grup- o

pen H;;(X,F) fir: = 0,---,d—1 7

alle von endlicher Dimension sind. (Ware X
F in p CM, so wiren diese Gruppen
sogar alle 0).

Wir schreiben jetzt A; fur die Dimension der Gruppe H ;;(X, F), (: =0,---,d—1). Die
Zahlen

Al'}a)\la AZ: et 7Ad-1

bringen geometrisch wichtige Informationen iiber die Garbe F zum Ausdruck.

Jetzt kann man spezielle Aufblasungen mit Zentrum p definieren, sogenannte Standard-
Aufblasungen von X beziiglich . Sei X eine solche Standard- Aufblasung, T' die zugehérige
Ausnahmevarietat. Aus der Garbe F lasst sich dann eine iiber X kohirente Garbe F
gewinnen, welche man die Modifikation von F nennt. Ebenso kann man auf T aus F
eine koh#irente Garbe F gewinnen, die Ausnahmegarbe von F.

Dem Paar (T,F) lasst sich fiir jede ganze Zahl ¢ > 0 wieder eine i-te kohomologische
Hilbertfunktion h:T? zuordnen, (vgl. Abschnitt 5). Diese Funktionen lassen sich jetzt

nicht nur abschétzen (wie in Abschnitt 6), sondern sogar genau berechnen.

Dabei genligt es, die Zahlen Aq,--+,Aj—1 zu kennen, um die Félle 0 < : < d—1 zu
behandeln. Es gilt ndmlich.

/ZZ-—m}={/?}H , 10Us pps-z- ’j) For i=7 L -2
2 0 Lolls r#-o-1 %7

Fir ¢ > d gilt immer h;,-j.-(n) = 0. Es bleiben also die Fille : = 0 und : = d — 1, welche
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etwas komplizierter sind. Zur Berechnung bendtigt man hier nebst den Zahlen Ag,- -+, Ag—1
auch die sogenannte Linge w von F auf dem Zentrumsschema.

Es bestehen dann die folgenden Formeln, auf deren Erlduterung wir nicht weiter eingehen

wollen:

_ g , fols fr<-7.
A =" , s 12=-7.
z =4 fa/Ar 7=,

(xua' 7 *)*Z'/(-m:/ 927(///?/ fo//;- >0,

/7d" ()= 2/ 1. p 1l 2>
¢TI gy
/ 2 .1) /j Z?AJX] s rn<-d

Mit d = 3, g = 2,)\; = 3,2 = 1,w = 12 errechnet man mit diesen Formeln:

n |-6]-5]-4]-3[-2]-1]0f1]2]3|4a]5]6 |7
R (n)| 0 | 0] 0| 0]o0]|3]|10]{19]31]46|64|85]100]136
hl_(n)00001000000000
h2_(n)1910410000000000

Aus den Formeln (*) und (+#) kann man ablesen, dass die Garben F und F in jedem Punkt
CM sind. Die Standardaufblasung X liefert also eine sogenannte Macaulayfizierung.

Ist X = A? und ist 7y die Garbe aller Tangentialfelder auf X die in (0,0) verschwinden,
so ist A\g = 0,A; = 2 w = 2 und alle drei der frither betrachteten Beispiele Bl2(z1, 22),
Blg2(22,22), Bln2(z1, 22) haben beziiglich 7y die Standard-Eigenschaft. Alle 3 Aufblasun-
gen liefern demnach Macaulayfizierungen von 7y. Ist 77 die Garbe aller Tangentialfelder
auf X, die in (0,0) mit “der Ordnung 2” verschwinden (wir vollen hier diesen Begriff nicht
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néher definieren), so gilt Ag = 0, A1 = 6, w = 6. In diesem Fall ist von den obigen Beispielen
nur Blpz2(z2%, 22) eine Standard-Aufblasung beziiglich 7;.

Wirklich interessant werden Standard-Aufblasungen fir den Mathematiker eigentlich erst
in Dimensionen grosser als 2. Der Anschaulichkeit halber betrachten wir aber zum Schluss
trotzdem ein weiteres 2-dimensionales Beispiel. X sei die komplexe Fliche, welche durch
die Gleichungen () aus Abschnitt 4 definiert wird. X sei der affine Teil von X, den man
erhilt, indem man zy = 1 setzt. X liegt im komplexen affinen Raum A* und entsteht indem
man die affine Ebene A? so verformt, dass in den urspriinglich verschiedenen Punkten
p1 = (0,0),p2 = (0,1) von A? eine Selbstdurchdringung entsteht, welche in den Ursprung
p von A* zu liegen kommt. Fiir die reellen Teile A% und X ergibt sich so die folgende
Veranschaulichung;:

Xr ist allerdings im dreidimensionalen Raum nicht realisierbar! Was also oben dargestellt
ist, ist ein Bild vom Xg im dreidimensionalen Raum, sowie wir es fiir die Kleinsche Flasche
und die projektive Ebene erhalten haben. Dabei entsteht die Selbstdurdringung = , die in
Wirklichkeit nicht vorhanden ist.

Fur die Strukturgarbe Ox gilt im Punkt p : Ay = 0,A; = 1. Die Garbe Ox ist also
in p nicht CM. Man sagt dafiir auch, p sei kein CM-Punkt der Fliche X. Immerhin
ist p ein sogenannter Buchsbaum-Punkt von X. X = Blx(z1,22) ist eine Standard-
Aufblasung beziiglich X. Weil die Modifikation Ox der Strukturgarbe Ox von X mit
der Strukturgarbe O von X {bereinstimmt, sind alle Punkte von X CM-Punkte. X ist
demnach eine sogenannte CM-Flache. Die nachfolgende Skizze zeigt ein Bild des reellen
Teils AR von X im dreidimensionalen Raum. AR selbst lasst sich in diesem Raum nicht
realisieren. So entsteht wieder eine scheinbare Selbstdurchdringung.
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7. BIBLIOGRAPHISCHE UND HISTORISCHE HINWEISE

Wir hoffen, mit unseren Ausfiihrungen zum M6bius-Band, zur Kleinschen Flasche und zur
projektiven Ebene beim einen oder anderen Betrachter den Wunsch geweckt zu haben,
tiefer in das Gebiet der Flichentopologie einzudringen. Es steht dazu ein breites Angebot
an Biichern zur Verfiigung. Wir empfehlen etwa Francis [FY], Firby-Gardiner [Fi-Ga],
Griffiths [Gr], oder — fiir den fortgeschritteneren Leser — Berger-Gostiaux [Be-G]. Ganz
besonders empfehlenswert ist der Klassiker Hilbert-Cohn/Vossen [Hi-Co]. Wer sich speziell
fiir die projektive Ebene interessiert, sei auf das Buch von Apéry [Ap] verwiesen, das auch
Computerprogramme zur Darstellung von Bildern enthalt.

Wir haben uns hier darauf beschrinkt, die projektive Ebene als rein topologisches Objekt
zu betrachten. Dabei ist diese Fliche zunichst hauptsichlich als geometrisches Objekt
von Bedeutung. Sie bildet namlich den Ausgangspunkt der projektiven Geometrie. Wir
verweisen dazu auf Coxeter [Cox] oder Pickert [P]. Am Ende unserer Betrachtung tiber die
projektive Ebene haben wir einen Kleeblatt-Knoten auf zwei verschiedene Ebene projiziert.
Wer mehr iiber Knoten erfahren mochte greife etwa zu Burde-Zieschnang [Bu-Zi]. Fiir
das Erlanger Programm verweisen wir auf Klein [KI].

Im Zusammenhang mit der Euler-Charakteristik haben wir auf das umfangreiche Werk
Leonhard Eulers verwiesen. Wer sich ein Bild von Ausmass der Arbeitskraft des in
Russland titigen Exil-Baslers machen mochte, ist eingeladen, an unserem Institut in den
“Opera Omnia” [Eu] zu blattern. Fiir ein leicht zugéngliches Portrait Eulers verweisen wir
auf [SNB]. Im Zusammenhang mit der Euler-Charakteristik haben wir auch H. Poincaré als
einen der Viter des algebraischen Topologie erwéhnt. Poincaré’s Beitrag zur algebraischen
Topologie findet eine ausfithrliche Wiirdigung in Dieudonné [D,] oder Scholz [Scho]. Der
mutigere Leser blittere bei Gelegenheit in den Werken [Po] Poincarés. Wer einen weiteren
Blick in die algebraische Topologie wagen mochte, sei auf den Klassiker Alexandroff-Hopf
[A-H] verwiesen.

Wir haben bewusst darauf verzichtet, den Begriff der algebraischen Varietdt detailliert
einzufithren. Wir verweisen dazu auf einige einfiihrende Werke der algebraischen Geome-
trie. Ein sehr anschauliches Buch mit zahlreichen schonen Bildern und Beispielen ist das
Werk von Brieskorn-Knorrer [Br-K]. Wer algebraische Geometrie lernen mochte, muss im-
mer ein gutes algebraisches Riistzeug mitbringen. Relativ geringe Vorkenntnisse an Alge-
bra sind fiir unsere Einfithrung [Br;s] notig. Etwas mehr Algebra verlangt Kunz [Kun]. Als
eigentliches Standard-Werk der modernen algebraischen Geometrie kann Hartshorne [H]
betrachtet werden. Nach einer knappen Einfithrung in die “klassische” algebraische Geo-
metrie kommt hier der Formalismus der Schemata zur Darstellung, wie er von Dieudonné

und Grothendieck [Gro-D], [Gro,] entwickelt wurde.

Wir hoffen, mit den Kummerschen Flichen einen Einblick in die Schonheit der algebrais-
chen Geometrie gegeben zu haben. Diese Flichen spielen eine wichtige Rolle in der alge-
braischen Geometrie und vermdgen auch heute noch die Mathematiker zu faszinieren (s.
Hudson [Hu]). Wir verweisen auch auf Kummer’s Originalarbeit [Ku].
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Den Begriff der Garbe haben wir nicht erldutert, weil dies den Rahmen unserer Arbeit
bei weitem sprengen wiirde. Eine allgemeine Einfiihrung in dieses Gebiet ist zu finden in
Godement [G]. Die Theorie der kohirenten Garben iiber algebraischen Varietdten wird ent-
wickelt in Serre [S]. Diese Arbeit stellt einen Wendepunkt in der algebraischen Geometrie
dar, denn sie gab den Anstoss zum Schemata-theoretischen Zugang zu dieser Theorie. Sie
enthilt auch die Grundlagen der Kohomologietheorie algebraischer Varietdten und bildet
so das Fundament unserer Arbeit 1iber kohomologische Hilbertfunktionen.

In [S] wird bewiesen, dass die kohomologischen Hilbert-Funktionen n +— hﬂ(’_.,_-(n) eines
festen Paares (X, F) fur alle hinreichend grossen Werte von n verschwinden. Das Re-
sultat von Serre ist rein qualitativer Natur, denn es enthalt keine Hinweise darauf, fur
welche Werte von n dieses Verschwinden zu erwarten ist. Erst Mumford [Mu] enthélt
ein erstes allgemeines quantitatives Resultat zu diesem Thema. Es bezieht sich allerd-
ings auf spezielle Paare (X, F) : X muss ein projektiver Raum P? und F eine sogenannte
Idealgarbe sein. In Mumford’s Arbeit wird auch die von uns frither erwahnte Castelnuovo-
Regularitat eingefithrt. Wie wir bereits wissen, nahm Mumford Bezug auf ein Resultat von
Castelnuovo [C]. Ubersetzt in die Sprache der heutigen Mathematik besagt Castelnuovos
Resultat, dass fiir eine glatte, nicht ausgeartete urve X im 3-dimensionalen projektiven
Raum P?® und deren Idealgarbe Jx die Ungleichung reg(P?, Jx) < Grad (X)— 2 besteht.
Dabei steht Grad (X) fir den sogenannten Grad der Kurve X.

Gruson-Lazarsfeld-Peskine [Gru-L-Pe] verallgemeinerten die Ungleichung von Castelnuovo
und zeigten, dass fiir eine beliebige nicht-ausgeartete irreduzible Kurve X im projektivem
Raum P7 der Dimension r gilt reg(P", Jx) < Grad (X) —r + 1.

Gemiss einer Vermutung von D. Eisenbud sollte sich diese Ungleichung fiir beliebige
nicht-ausgeartete irreduzible Varietaten in P" verallgemeinern lassen zu reg(P",Jx) <
Grad (X) —r +dim(X). Dabei steht dim(X) fiir die Dimension der Varietdt X. Pinkham
[Pi] bewies diese Vermutung fiir glatte Fliachen in P*, also fiir den Fall, dass X keine Singu-
laritdten hat und fiir den Fall, dass r = 4, dim(X ) = 2. Lazarsfeld [L] bewies die von Eisen-
bud vermutete Ungleichung fiir beliebige glatte Flichen. Bertram-Ein-Lazarsfeld [Ber-Ei-
L] bewiesen fiir glatte 3-dimensionale Varietiten eine Ungleichung fiir die Castelnuovo-
Regularitat, welche in gewissen Fillen die Vermutung von Eisenbud bestatigt. In Bayer-
Mumford [B-Mu] findet man eine Abschétzung fiir die Castelnuovo-Regularitidt der Ideal-
garben glatter Varietdten beliebiger Dimension, welche allerdings schwacher ist als die
Eisenbud-Vermutung.

Schranken fir die Castelnuovo-Regularitit von Idealgarben verschiedener Typen von Va-
rietaten wurden in letzter Zeit von mehreren Autoren publiziert. Wir zitieren dazu einige
Arbeiten, die uns besonders interessant erscheinen, namlich Nagel [N;], Nagel-Vogel [N-V],
Stiickrad-Vogel [St-V1], [St-V3], [St-V3]. In diesen Arbeiten werden zum Teil Varietiten
mit speziellen “arithmetischen” Eigenschaften untersucht. Eine wichtige Rolle spielt dabei
etwa die schon erwihnte Buchsbaum-Eigenschaft. Arbeiten, welche sich speziell mit der
Castelnuovo-Regularitdt von Buchsbaum-Varietaten (im arithmetischen Sinn) befassen,
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sind etwa Migliore-Miro/Roig [Mig-Mi] oder Miro/Roig [Mi]. In der gleichen Rich-
tung ziehlt die Arbeit von Eisenbud-Goto [E-Go]. OQoischi [O] studiert die Castelnuovo-
Regularitat unter einem allgemeinen, mehr algebraischen Aspekt, ebenso Bayer-Stillmann
[B-Sti].

Die Castelnuovo-Regularitit hingt zusammen mit den Graden der Gleichungen, die eine
Varietit definieren. Dieser Aspekt steht etwa in den Arbeiten Maroscia-Vogel [M-V] und
Maroscia-Vogel-Stiickrad [M-V-St] im Vordergrund.

Alle Arbeiten, die sich mit der Castelnuovo-Regularitat befassen, fragen nach “Rechts-
Verschwindungs-Schranken” von kohomologischen Hilbertfunktionen. Es geht also immer
darum, nach Zahlen g zu suchen so, dass hﬂ(,:,,-(n) = 0 fiir alle n > p. Genauso kann man
auch nach Linksverschwindungsschranken fur kohomologischen Hilbertfunktionen fragen,
also nach Zahlen o mit der Eigenschaft, dass b’ z(n) = 0 fiir alle n < 0.

Bevor man nach solchen Schranken o suchen kann, sollte man natirlich wissen, unter
welchen Umsténden sie iiberhaupt existieren. Ein erstes Resultat dieser Art stammt von
Severi [Se], der zeigte, dass h) ,,, eine solche Linksverschwindungsschranke besitzt. Dabei
ist X eine glatte Fliche im 3-dimensionalen projektiven Raum P? und wx deren kanonische
Garbe. Spéter verallgemeinerte Enriques[En] das Resultat von Severi auf glatte Varietaten
beliebiger Dimension — allerdings mit einem liickenhaften Beweis. Zariski [Z;] schliesslich
verallgemeinerte die Resultate von Severi und Enriques in zwei Richtungen : Er ersetzte X
durch eine beliebige normale Varietit und wx durch eine beliebige “invertierbare” Garbe.
Diese Resultate sind allerdings nicht in der Sprache der kohomologischen Hilbertfunktionen
formuliert, die ja damals noch nicht existierte.

Erst Serre [S] brachte volle Klarheit in das Rétsel der Linksverschwindungsschranken. Er
bewies namlich, dass hi{,:F fiir 7 < s immer eine solche Schranke hat, nicht aber fiir : = s.
Dabei steht s fiir die von uns in Abschnitt § erwahnte Subtiefe von F. Die Zahl s ist die
kleinste Tiefe, die F in einem Punkt p von X annehmen kann. Ueber die Tiefe haben wir
uns in Abschnitt 6 kurz ausgelassen. Die von Severi, Enriques und Zariski behandelten
Fille erhilt man sofort aus Serre’s Resultat, denn es gilt dort immer s > 2. Selten hat sich
vermutlich eine neue Methode so klar und iiberzeugend als echter Fortschritt erwiesen wie
hier die Kohomologietheorie.

Serre’s Resultat ist allerdings eine reine Existenzaussage, d.h. ein qualitatives Resultat,
das keinerlei Aushaltspunkt tiber den Wert der fraglichen Schranken liefert. In der ana-
lytischen Geometrie bestand damals andrerseits schon ein quantitatives Resultat iiber
Linksverschwindungsschranken: Der berithmte Verschwindungssatz von Kodaira [Ko].
Dieser besagt, dass h%’ox (n) = 0 fiir alle n < 0 und alle i < dim(X), wo X eine glatte
komplexe projektive Varietat ist.

Mit unserer Suche nach a-priori-Schranken fiir die kohomologischen Hilbertfunktionen
gehen wir in einem gewissen Sinne weiter als alle Autoren, die Rechts- und Links-Verschwin-
dungsschranken bestimmten, da wir die Werte der Funktionen h’ 5 abschdizen. Dabei
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tun wir dies so, dass wir auch Verschwindungsschranken erhalten. Fiir diese Verschwin-
dungsschranken liefert unsere Methode naturgeméss schlechtere Werte als die zahlreichen
bekannten Ergebnisse, die sich auf spezielle Paare (X, F) beziehen. Die wenigen Ausgangs-
daten, die wir verwenden, bringen natiirlich zu wenig iiber das Paar (X, F) zum Ausdruck.
Man kann z.B. nicht durch endlich viele solcher Daten ausdriicken, dass X ein projektiver
Raum und F die Idealgarbe einer Varietat in diesem Raum ist!

Die einzige uns bekannte Arbeit, in welcher die Kohomologie selbst fiir eine grossere Klasse
von Paaren abgeschi—itzt wird, ist die Arbeit [El-Fo] von Elencwajg-Forster. Dort wird
- £(0) fir eine lokal freie Garbe £ iiber einem projektiven Raum abgeschitzt. Dies
geschieht in Termen der ersten beiden Chern-Zahlen, des Rangs und der Spanne des gene-
rischen Zerfallungstyps von £. Da man weiss, wie sich diese Invarianten beim Verdrehen
verhalten, ergeben sich obere Schranken fiir die Funktionen hpr ¢- Natiirlich handelt es
sich nicht um a-priori-Schranken, denn dazu sind die Paare (P, £ ) viel zu speziell.

Unsere Ergebnisse iiber a-priori-Schranken finden sich in [Brg], [Briz], [Bris]. In den Ar-
beiten [Brg], [Brip] haben wir die "Methode der Hyperebenenschnitte”, die zu unseren
a-priori-Schranken fithrt, auf spezielle Paare (X, Ox) angewandt. In derselben Richtung
geht die Arbeit [Ny] von Nagel. Die Methode der Hyperebenenschnitte haben wir zaghaft
in einem einfachen Fall bereits in der Arbeit [Br;] angewandt. In [Brz] haben wir mit einer
Verfeinerung dieser Methode unter anderem einen sehr kurzen Beweis fiir den Serreschen
Satz iiber die Existenz von Linkverschwindungensschranken erhalten. Im Gegensatz zu
Serre erhielten wir dort auch erste quantitative Angaben iiber diese Schranken. in [Brs]
und hauptsichlich in [Bry] bauten wir unsere Methode weiter aus und bewiesen mehrere
Anwendungen. Mit den Ideen und Argumenten von Nagel [Ny] [N;] ergeben sich weitere
Verfeinerungen und Anwendungen der genannten Methode. Diese sollen in einer gemein-
samen Arbeit [Br-N] publiziert werden.

Ausgangspunkt unserer Beschiftigung mit Standard-Aufblasungen war Faltings’ Arbeit
[F] iber Macaulayfizierung. Hier geht es darum, gewisse Varietaten durch geeignete,
méglichst einfache Aufblasungen in bestimmter Weise zu verbessern. Grosse, klassische
Vorbilder zu diesem Konzept sind die Arbeiten von Zariski [Z2], Abhyankar [A], und
Hironaka [Hir].

Die Beschaftigung mit der Arbeit von Faltings fiihrte uns zu einem detailierten Studium
einer Klasse von Aufblasungen, die wir Standard-Aufblasungen nannten (s. [Bri]). In
[Brs] und [Brs) haben wir diese Untersuchungen weitergefithrt, und die genannten Aufbla-
sungen mit der lokalen Kohomologietheorie in Verbindung gebracht. Dabei spielt der von
Grothendieck [Groz] bewiesene Endlichkeitssatz der Lokalen Kohomologie eine wichtige
Rolle. Unsere Ergebnisse fithrten unter anderem zu einer Verbesserung der urspriinglichen
Resultate von Faltings, (s.[Brs]).

Standard-Aufblasungen wurden von mehreren Autoren untersucht. Wir verweisen dazu
etwa auf die Arbeiten von Goto [Go], Goto-Shimoda [Go-Sh], Goto-Yamagishi [Go-Y]
und Schenzel [Sch]. In diesen Arbeiten spielt der Fall, wo die Grundvarietat Buchsbaumsch
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ist, eine grosse Rolle. Als Standard-Werk iiber die interessante Klasse der Buchsbaum-
Varietiten nennen wir Stiickrad-Vogel [St-Vy).

Die Formel fiir die kohomologischen Hilbertfunktionen von Standard-Aufblasungen aus
Abschnitt 7 ist ein Ergebnis aus [Bry;]. Die Diplom-Arbeit von A. Marca [AM] enthalt
dieses Ergebnis auch — allerdings in Termen der lokalen Kohomologietheorie. Die Diplo-
marbeit von Cottini [Co] ist ebenfalls einem Zusammenhang zwischen lokaler Kohomolo-
gie und Aufblasungen gewidmet, iiber den wir mehrere Arbeiten publiziert haben. Aus
Platzgriinden wollen wir diesen Themenkreis hier nicht weiter verfolgen. Die Untersuchung
von Standard-Aufblasungen hat uns zudem auf eine neue Garben-Konstruktion gefiihrt,
die in [Bry4] dargestellt werden soll.

Wir méchten hier auch erwihnen, dass unsere aktuelle Forschung auf den angesprochenen
Gebieten finanziell durch den Schweizerischen Nationalfonds unterstiitzt wird, und zwar
im Rahmen eines gemeinsamen Projektes mit P. Gabriel [SNF].

Die Skizzen in dieser Arbeit wurden vom Autor angefertigt. Einige davon finden sich in
[Bris] oder [Bri7].

M. Brandenberg und M. Hafner haben als Erganzung zum vorgestellten Projekt sehr schone
Computergraphiken von Aufblasungen realisiert (s. [Bra], [Bra-Ha]).

Der historische Aspekt musste in unseren Ausfithrungen aus Platzgrinden etwas zu kurz

kommen. Dem diesbeziiglich interessierten Leser empfehlen wir, einen Blick in das Buch
[Dy] von Dieudonné zu werfen. Fiir bibliographische Angaben konsultiere man etwa [Am].
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