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1 Introducao

A geometria simpléctica fornece, desde sempre, a linguagem adequada para
a mecanica hamiltoniana. No entanto, os desenvolvimentos das ultimas
décadas permitiram-lhe conquistar uma identidade prépria que a coloca ao
lado da geometria riemanniana tradicional, com interacgoes importantes com
areas como sistemas dinamicos, fisica-matematica,topologia de baixas di-
mensoes, teoria das representagoes, equagoes diferenciais parciais, geometria
algébrica, etc..., além de fornecer uma base matematica para a quantizagao
geométrica.

A ideia que estd na base da geometria simpléctica é matematicamente sim-
ples, é basicamente a geometria das variedades equipadas com uma 2-forma
que satisfaz uma condigao algébrica (é nao degenerada) e uma condicdo
analitica (é fechada). O facto de se estudar uma forma bilinear antissimétrica
em vez de uma forma simétrica provoca uma grande mudanca relativamente
a geometria riemanniana, onde se estudam as variedades equipadas com
uma forma bilinear simétrica. Pode pensar-se nessa 2-forma como um tipo
de "produto interno antissimétrico”. Essa antissimetria tem efeitos radicais
pois nao nos sao permitidas medidas unidimensionais. Assim, a geometria
simpléctica é essencialmente uma geometria bidimensional.

Estas notas traduzem o contetido de dois semindrios, de 90 minutos cada um,
dados na Faculdade de Ciéncias e Tecnologia da Universidade do Algarve
em Fevereiro de 2003, que pretendiam fornecer uma introdugao a geometria
simpléctica e as suas aplicacgoes.

Dada a grande quantidade de assuntos a tratar numa primeira abordagem
a esta area, este documento contém mais material do que o efectivamente
apresentado. Foram tratados assuntos como a algebra linear simpléctica,
variedades simplécticas, orbitas coadjuntas dos grupos de Lie e sistemas
Hamiltonianos.

Comecga-se pelo tépico de algebra linear simpléctica pelo facto de que qual-
quer variedade simpléctica se parece localmente com um espaco linear sim-
pléctico em que a forma simpléctica corresponde a forma simpléctica stan-
dard num espaco linear simpléctico. Assim, todas as variedades simplécticas
sao localmente parecidas, o que significa que as variedades simplécticas nao
tém invariantes locais que as distingam. Estas variedades tém que ser distin-
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guidas por propriedades globais. O ponto central desta seccao é a prova do
teorema de Darboux, que nos diz que podemos escolher coordenadas onde
a forma simpléctica tem uma expressao canodnica, o que também serve de
suporte para o acima exposto.

Apébs o tratamento geral das variedades simplécticas é apresentada uma
classe muito especial de variedades simplécticas, o fibrado cotangente, que
tem uma estrutura simpléctica muito natural. Além de se parecer localmente
com um espaco linear simpléctico, toda a variedade simpléctica é parecida
localmente a um fibrado cotangente com dimensao adequada. No entanto,
um fibrado cotangente tem mais estrutura que uma variedade simpléctica,
em todo o fibrado cotangente existe uma 1-forma, globalmente definida, cuja
derivada exterior corresponde a estrutura simpléctica. Nem toda a variedade
simpléctica tem esta propriedade, pois nem sempre a 2-forma que define a
estrutura simpléctica é exacta (numa variedade compacta essa forma nao
pode ser exacta de maneira algumal).

Depois comecam as aplicagoes, sao tratadas as érbitas coadjuntas dos gru-
pos de Lie e os sistemas hamiltonianos. As érbitas coadjuntas dos grupos
de Lie tém uma estrutura de variedade simpléctica (Kirillov, Konstant e
Souriau) e sao uma base matemadtica para a quantizacao geométrica. Este
tépico contém material abstracto onde se introduzem conceitos e se provam
propriedades importantes, mas foi inteiramente apresentado através do ex-
emplo de SU(2). No que refere aos sistemas Hamiltonianos, faz-se apenas
uma introducao aos campos vectoriais hamiltonianos, onde se introduzem
os conceitos de campo vectorial hamiltoniano e campo vectorial simpléctico,
prova-se que o fluxo de um campo vectorial hamiltoniano preserva a forma
simpléctica e a fun¢do que origina o campo vectorial e calcula-se a expressao
para esse campo em coordenadas locais. Depois faz-se uma breve ligacao
a mecanica e aos sistemas dinamicos com a introducao dos paréntesis de
Poisson, variedades de Poisson, algebras de Poisson e sistemas integréaveis.

Pedro Vaz
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2 Algebra Linear Simpléctica

2.1 Espaco Linear Simpléctico

Definicao 2.1. Um espago linear simpléctico (V,w) é um espaco linear V
com uma forma bilinear antissimétrica w que € nao-degenerada.

Observagao: Nao degenerada significa que v — w(v,-) define um isomor-
fismo
Wy : V—=V*

ou, equivalentemente,
w(u,v) =0Vv = u =0,

ou ainda
Wwr=wA ... \Nw#0.
N—_——

n

Exemplo 2.1. Se U ¢é um espacgo linear, U & U* contém uma estrutura
simpléctica candnica wy definida por

wo((u, u”), (v,0%)) = v (u) = u”(v).

O lema seguinte fornece uma forma normal para um espaco linear simplécti-
co.

Lema 2.1. (Base Simpléctica) Todo o espago linear simpléctico V,w) possui
uma base simplética® e1, fi,...,en, frn tal que

w(ei,ej) = w(fi, f;) =0

w(ei, fj) = 513

Demonstracdo. A prova indutiva é uma versao antissimétrica do processo
de Gram-Schmidt.

ITambém chamada base canénica
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Suponhamos que w é uma aplicacao bilinear antissimétrica apenas. Seja
U= {ucV|w(u,v) =0 eV} ie U=V Escolhemos uma base de
U e um espago W complementar a U em V,

V=UaW.

Tomamos qualquer um e; € W nao nulo. Entao existe fi € W tal que
w(er, f1) # 0. Assumimos que w(ey, f1) = 1. Sejam agora

Wi = span {e1, f1}

Wi = {we W|w(w,v) =0, Yo € Wi}.
Afirmagao: Wi N Wit = 0.
Suponhamos que v =ae; +bf; € Wi N Wll“’. Entao

0 = w(v,e1)=-b B
0 = wv,fi)=a }:M)—O.

Afirmacio: W = Wy @ Wit«.

Suponhamos que v € W tem w(v,e1) = ¢ e w(v, fi) = d. Entao

v = (—cfi +de1) + (v+cfi —der)

e (—cfi +dey) € Wy, (v+cfi —dey) € Wi,

Continuamos: Seja eg € Wll“’, ey # 0. Existe fy € WIL“’ tal que w(es, fao) #
0. Assumimos w(eg, f2) = 1. Seja Wa = span {ea, fa}, etc...

Este processo vai terminar eventualmente porque V tem dimensio finita.
Assim obtemos

V=UeWe...aW,

onde todos os somandos sao ortogonais com respeito a w, e onde W; tem
base {e;, fi} com w(e;, f;) = 1. Agora, para um espago linear simpléctico, w
é nao degenerada, o que significa que

wy: V- V* wy(u) = w(v,u)
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é uma bijeccao, o que implica que U = {0}, i.e. ker(w) é trivial. Entao,
dim(U)=0e

dim(V) = 2n (V' tem dimensao par).
O

O lema anterior reduz o estudo dos espacgos lineares simplécticos ao espago
simpléctico standard (R?",wp).

O protétipo de um espaco linear simpléctico é (R?", wy), com wy tal que a
base

n

~~

er = (1,0...,0) en = (0,...,0, 1 ,0...,0)
fi = (O,...,O, 1 ,...,0) fn = (0 ., 0, 1)
n+1 2n

é uma base simpléctica. O valor de wg sobre outros vectores é determinado
pelo seu valor numa base e por bilinearidade.

2.2 Transformacgoes Simplécticas

Definicao 2.2. Um simplectomorfismo linear ¢ entre os espacos lineares
simplécticos (V,w) e (V' ') é um isomorfismo linear ¢ : V — V' tal que
o = w.

Se existe um simplectomorfismo, (V,w) e (V',w') dizem-se simplectomorfos.

Nota: Por definigdo (¢*w’')(u,v) = &' (p«(u), px(v)).
Vv

¥ /
W W

Observagao: A relagao de serem simplectomorfos é claramente uma relagao
de equivaléncia no conjunto de todos os espagos lineares de dimensao par.
Além disso, pelo lema (2.1) todo o espaco linear simpléctico (V,w) de di-
mensdo 2n é simplectomorfo ao protétipo (R??,wp). Uma escolha de uma
base simpléctica para (V,w) acarreta um simplectomorfismo para (R?™,wy).
Assim, numeros inteiros pares positivos classificam classes de equivaléncia
para a relacao de serem simplectomorfos.
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2.2.1 Exemplos

1. Consideremos V = V' = R?" com a forma standard. Sdo exemplos de
simplectomorfismos as aplicacoes

Alej) = f5,  A(fj) = —¢;

Blej)=ej+ fj,  B(fj) = 1fj,
como se pode ver facilmente.
2. J& vimos que se U é um espago linear de dimensao n e U* o seu

espago dual, entdo £ = U @ U* tem uma estrutura simpléctica natural
w(u,v) =v*(u) — u*(v).

Se B: U — U é um isomorfismo e B* : U* — U* a aplicacao dual,
B @ (B*)~"!: E — E é um simplectomorfismo.
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3 Variedades Simplécticas

3.1 Definicao e Exemplos

Seja w uma 2-forma numa variedade M, i.e. para cada p € M, a aplicacao
wp : Tp(M) x T(M) — R ¢é bilinear antissimétrica no espago tangente a M
em p, e w, varia suavemente em p. Dizemos que w é fechada se dw = 0.

Definicao 3.1. 1. A 2-forma w ¢é simpléctica se w € fechada e wy, é nao-
degenerada ¥p € M.

2. Uma forma simpléctica em M define uma estrutura simpléctica em

M.

3. Uma variedade M com uma estrutura simpléctica diz-se uma varie-
dade simpléctica, e representa-se por (M,w).

Nota: Se w é simpléctica, entdo dim T,(M) = dim M deverd ser par.

Exemplos:

1

1. Seja M = R?" com coordenadas lineares z',... . 2" y' ...,y" A

forma

n
wo = Z dz’ A dy
i=1

é simpléctica como se pode ver facilmente. O conjunto

¢ uma base simpléctica de T,(M).
2. Seja M = C™ com coordenadas lineares z1, ..., 2z,. A forma
. n
wo = % kZZI dzp, N\ dZy

é simpléctica. De facto, esta forma é a mesma que a forma do exemplo
anterior sob a identificacdo C" ~ R?", 2, = x, + iy
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3.

(a) Seja M = S? visto como o conjunto de vectores unitérios em R3.
Os vectores tangentes a S? em p podem ser identificados com os
vectores ortogonais a p. A forma simpléctica standard em S2 é
induzida pelos produtos interno e externo:

wp(u,v) = (p,u X v), para u,v € Tp(S?) = {p}™*.

Esta forma é fechada porque é de grau maximo. E nao-degenera-
da porque (p,u x v) # 0 quando u # 0 e tomamos, por exemplo,
v=uXp.

(b) Também, a 2-esfera S? de raio 7 é simpléctica, com w o ele-
mento standard de drea w = r? sin ¥dd A dy na esfera como forma
simpléctica.

Vamos verificar que as duas formas simplécticas anteriores coincidem
no caso em que o raio p é arbitrario. Consideremos a bola de raio [|p|| e
: 3 _ 31,240,212
centhada na origem em R, i.e. By (0) = {(z,y,2) € R |2°+y*+2° <
. Podemos definir uma forma de volume em B, (0) a partir da
p Il p
forma w, como

w(p,u,0) < wy(u,v).

Notando que (p,u x v) = p- (u X v) é o volume do paralelipipedo
definido pelos vectores p, u e v vé-se que

0 0 0
w(p,u,v) = (p,u X v) =dzr ANdy A\ dz (f?]?’(?u’&v)’

o que significa que w = dxz A dy N dz.

Agora, 0B,(0) = 52, e a forma de volume em S2 (que é a forma
procurada) pode ser obtida como?
g 0 _ 0 90 0
= det(Jac(f))
= r2sind,

onde f corresponde a parametrizacao
f . . . .
(x,y,z) «— (rsind cos p, rsin ¥ sin @, r sin )
Concluimos que A (-2, -2 ) = r2sind e assim que
q 20> 9p ) = q

~ A =12 sinddd A dp

2Esta operacio corresponde ao operador de inclusio a ser definido em 3.3 pelo que a
expressao acima por ser escrita como \ = i(g)w.

ar
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4. Espagos lineares simplécticos. Se (V,w) é um espaco linear simpléctico

entdo também é uma variedade simpléctica. A condigao dw = 0 é
automaticamente satisfeita, pois w é uma forma constante (i.e. w, é
independente de p € V).

. Uma superficie é simpléctica sse é orientavel. Af

W = Wyl
Por exemplo, sao variedades simplécticas

(a) O cilindro S* x R com coordenadas (1, z) e w = di A dz;
(b) O Toro T? com coordenadas periédicas (9, ) e w = dv A de.

. Um exemplo importante de uma variedade simpléctica é o fibrado

cotangente T*() de uma variedade ) de dimensao n. O fibrado cotan-
gente é o conjunto de pares (z,€) onde x € @ e £ é um covector em
xz. Como iremos ver mais tarde, 7% tem uma estrutura simpléctica
natural. A estrutura simpléctica em T*Q é a 2-forma canénica

w= zn:dxi A dE".

i=1

Em aplicagoes tipicas, quando @) é o espago das configuragoes de um
sistema mecanico, T*() é chamado o espaco de fases do sistema.

<&

Exercicio 3.1. Verificar que as formas referidas acima sao de facto formas
simplécticas.

Mas nem todas as variedades admitem estrutura simpléctica. Para o verificar
vamos voltar a algebra linear simpléctica.

Se w é uma forma simpléctica qualquer num espaco linear V de dimensao
2n, entao, pelo lema da base simpléctica (2.1),

Wr'=wA...ANw#0

n

pois podemos escrever

n
w = Zei A L.
i=1

Inversamente, dada uma 2-forma n € A?(V*), se n* # 0 entdo n é simplécti-

ca.
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Concluimos que a poténcia exterior de ordem n de uma forma simpléctica w
numa variedade M de dimensao 2n é uma forma de volume. Assim, qual-
quer variedade simpléctica (M, w) é orientada canonicamente pela estrutura
simpléctica. A forma ‘;’L—T chama-se forma de Liouville (ou forma simpléctica
de volume).

Seja (M, w) uma variedade simpléctica 2n-dimensional, e seja w™ a forma
de volume obtida pela multiplicacao exterior de w com ela prépria n vezes.
Pelo Teorema de Stokes, se M é compacta, a classe de cohomologia de de
Rham [w"] € H?"(M) é ndo nula, ou seja, qualquer forma de volume em
M, com M compacta, é nao-exacta. Portanto, w nao é exacta porque se o
fosse w™ seria exacta, i.e. w=dn = w" =d(ndnA ... ANdn).

—_—

n—1

Isto revela uma condicao topolégica necessaria para que uma variedade com-
pacta 2n-dimensional seja simpléctica: Tem que haver uma classe de coho-
mologia de grau 2 cuja poténcia de ordem n seja uma forma de volume.

Em particular, para n > 1 nao existe estrutura simpléctica na esfera S,
pois para 0 < k < 2n, H*(S?") = 0.

3.2 Simplectomorfismos

Definicao 3.2. 1. Uma aplicagio ¢ : (My,w1) — (Ma,ws) entre varie-
dades simplécticas diz-se simpléctica se p*wy = wi.

2. Um simplectomorfismo € um difeomorfismo simpléctico.

Os fisicos chamam ”transformagao canénica”ao simplectomorfismo.
Observagao: Estamos a dizer que wo(p X, p.Y) = wi(X,Y).

Assim como qualquer variedade n-dimensional parece localmente R™, qual-
quer variedade simpléctica 2n-dimensional parece localmente (R?",wp).

Mais precisamente, qualquer variedade simpléctica (M?",w) é localmente
simplectomorfa a (R?", wp).
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3.3 O Teorema de Darboux

Teorema 3.1. (Darbouz) Seja (M,w) uma variedade simpléctica 2n-dimen-
stonal e seja p um ponto qualquer em M.

Entdo existe um mapa (U, zt, ..., 2" y', ... y") centrado em p, tal que em

u n
w= Z dz’ A dy'.
=1

Um mapa (U,z',...,2", y', ..., y") chama-se um mapa de Darboux, e as
coordenadas (z!,...,2",y',...,y") tal que w = > I, dz* A dy' dizem-se
coordenadas candnicas.

Pelo Teorema de Darboux, o protétipo local de uma variedade simpléctica

2n-dimensional 6 M = R?", com coordenadas locais (z',..., 2", y', ..., y")

e com forma simpléctica

n
wo = Z dz’ A dy'.
=1

Para provarmos o Teorema de Darboux precisamos de alguns argumentos.
Vamos definir primeiro o operador de insercao e a derivada de Lie de uma
forma diferencial. A seguir provamos duas proposicoes sobre a derivada de
Lie de uma forma diferencial.

O operador de insercao é definido como:

Definigao 3.3. Sejam X € V(M) e a € QF(M).
O operador de insercio € o operador

ix : Q8 (M) — QFH(M)

tal que
(z'Xa)(Yl, e 7Yk‘—1) = OZ(X, Yl, e 7Yk}—1)'

Esta operacao também se chama produto interior ou contraccao. Repare-se
que a insercao diminui o grau da forma.

Em relacao a derivada de Lie de uma forma diferencial, podemos definir
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Definicao 3.4. Para X € V(M) com fluro ¢ a derivada de Lie de o €
QF(M) € definida por

Lxa: (M) — QF(M)

d *
Lxo = a(d&) o o

A derivada de Lie tem as propriedades de uma derivacao, é linear e satisfaz
a regra de Leibnitz.

Exercicio 3.2. Mostre que

1. Lx(an+b&) = alxn+bLxE n,& € QF(M).
2. Lx(wAo)=(Lxw)No+wA (Lx0), X eVM).
3. EXod:do[,X.

As seguintes proposicoes vao ser tteis na prova do Teorema de Darboux.

Proposigao 3.1. A derivada de Lie satisfaz:

1. Lxw=dixw +ixdw (Férmula mdgica de Cartan).

2. Lorw = ¢iLyw.

Demonstragdo. 1. Seja 7 uma k-cadeia. Entao I' = ¢([0,t] x ) é uma
(k+1)-cadeia, e o Teorema de Stokes diz-nos que

/da:/ a—/a—/ Q.
r () v #([0,t]x07)

A derivada em ordem a t em t = 0 e nova aplicagdo do Teorema de
Stokes da-nos

/z’Xda:/EXa—/ iXa:/EXa—/diXa.
Y Y Oy v v

2. Por definicao, Lxw = d%(gzﬁs)*w‘szo. Entao,
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PiLxw = ¢f %(%)*W}szo = d%(@)*(?bs)*whzo

= dis(d)t"'s)*w‘szo = %(gbt%)*w‘s:o

= d(p)w.
O
Mas vamos precisar de uma versao melhorada de 2.
Proposigao 3.2. Para uma familia suave wy, t € R, de k-formas,
d ., . dwt
%Cbtwt = ¢y <£th + dt) .
Demonstragao. Se f(s,r) é uma funcao real de duas varidveis, entao
d d d
N (t7t) = 7f(87t> =+ 7f(t,7")
dt ds sy dr —t
Assim,
d g * d % d %
FOiwr = @%wt‘s:t + $¢twr|r:t
* * dwr
= OiLxwi|y + O7 G r=t
= ¢2< (/:,th + %) .
O

Podemos entao provar o Teorema de Darboux. A prova consiste em provar
primeiro um lema, o que vai implicar o teorema.

Lema 3.1. Sejam w e ' estruturas simplécticas numa variedade M e seja
peEM. Sew,= wl’,, entao existem vizinhancas U e V de p e um difeomor-

fismo ¢ : U — V tal que
¥(p) =p

P = w.

Demonstragao. Como d(w' — w) = 0 existe uma 1-forma « nalguma vizi-
nhanca W de p tal que
da=w' —w

pois [w'] = [w].
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Subtraindo a a o seu valor em p (i.e. tomando a — o — ;) podemos
assegurar que o, = 0. Repare-se que como estamos em coordenadas locais e
como a é uma, 1-forma que pode ser escrita como o = fi(x)dx!, o que estamos
a fazer é simplesmente subtrair a « a quantidade constante V f;(p) «—

gfi (p)dx?, ou seja, a passa a ser a — wy £ (p).

Seja agora () a familia de 2-formas
D=w+tuw —w)
em W, e seja X o campo vectorial em W determinado por
ixQ+a=0.
Note-se que 2, = wy, pelo que €, é nao degenerada, e também que df) = 0,
Vt fixo (€ é fechada).

Substituindo W por uma vizinhanca mais pequena, se necessario, podemos
assegurar que €2 é nao degenerada em W. Entdao X é bem definido.

Seja agora ¢, um fluxo local de X (comega em ¢y = idr¢). Entao, utilizando
a proposicao (3.2)

GO = ¢ (Lx2+ )
CL ot (dix Q)+ ixd + 92)
= ¢ (—da+u —w)

= 0

onde no dltimo passo se utilizou ix = —a, dQ2 =0 e % =uw —w.
Segue que ¢;Q|,_; = ¢;Q|,_,, ou seja
* *
P1w = pow = w,

pois Q1 =w' e Qy = w.

Tomando 1 = ¢; vem que

Também,
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Para ver porque é que 9(p) = p notemos que ix2+ o =0e a, =0, 0 que
significa que ix,(2, = 0. Isso implica que X, = 0 pois {2, é nao degenerada.
Daqui vem que ¢.(p) = p,Vt € [0,1] e assim que ¥(p) = p.

A tnica dificuldade é que 1 pode nao estar definida em todo o W pois as
curvas integrais de X podem deixar W. Sabemos contudo que ¥(p) = p
pelo que devera existir uma vizinhanca U C W de p tal que 1 é definida em
Uey(U)CW. A demonstragao fica completa tomando V = 4 (U). O

Podemos agora provar o Teorema de Darboux.

Demonstragcao do Teorema de Darbouz. Notemos que do lema da base sim-
pléctica (2.1) é possivel introduzir um sistema de coordenadas

(.. 2y Y™
numa vizinhanca de p tal que w =), dz'* A dy'" em p. Entdo, se tomarmos
W=7, dx" Ndy" e definirmos z* e y* por

xi:x/iow, yi:yliow

onde Y é como no lema anterior, deveremos ter
n
w = Z dz* A dy’
i=1
nalguma vizinhanca de p. O

Todas as variedades simplécticas tém a mesma estrutura simpléctica que um
fibrado cotangente de dimensao apropriada. Contudo, além da sua estrutura
simpléctica canodnica, um fibrado cotangente tem mais estruturas naturais
que nao sao comuns a todas as variedades simplécticas. Uma delas é a 1-
forma candnica (ou tautolégica) que iremos ver a seguir. Em qualquer var-
iedade simpléctica (M, w), é sempre possivel encontrar nalguma vizinhanga
de cada ponto uma 1-forma « tal que w = da. Tal 1-forma chama-se um
potencial simpléctico (ou uma 1-forma tautolégica). Em geral « existe ape-
nas localmente e nao é dnica. A 1-forma candnica num fibrado cotangente
é um potencial simpléctico candnico global. Ja sabemos que em variedades
simplécticas compactas nao pode haver potencial simpléctico global, pois se
w = da entao

/w":/ w/\w/\.../\w:/ d@ AW =0
M M M

pelo Teorema de Stokes. Mas o integral do lado esquerdo nao é zero, pelo
que vamos ter uma contradicao. Isto significa que w™ nao é exacta, e assim
w nao ¢é exacta.
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4 Forma Simpléctica no Fibrado Cotangente

Esta secgao é simplesmente uma tradugéo de algumas secges de A. Cannas
da Silva, Lectures on Symplectic Geometry, (ver referéncias).

4.1 Fibrado Cotangente

Seja @ uma variedade n-dimensional e M = T*(@) o seu fibrado cotangente.

Se a estrutura de variedade em @ for descrita pelos mapas (U, z!, ..., z")
com z' : U — R, entdo para qualquer x € U, os (dx'),,...,(dz"), formam
uma base de T;Q. Nomeadamente, se { € T;Q, entdao § = > " | {'(da’),
para coeficientes reais €1, ..., £". Isso induz uma aplicacio
1 n 1 n
(,8) — (x5, ..., 2", &, ...,&").

O mapa (T*U,zt, ..., 2" € ..., €") é um mapa de T*Q; as coordenadas
b, o a™ €N €™ sdo as coordenadas cotangentes associadas as coorde-
nadas (z',...,2") de U. Nas interseccoes entre mapas, as transicdes siao
suaves: dados dois mapas (U, x!,....z"), U, 2, ....2™), ez cUNU', se

£ eTrQ, entao

oo o’ . D
e= Y e, = X (55 ) o, =S¢,
=1 =1

.7

y ; 7’ 7 . 7 . . .
onde {7 =3¢ < g&) é suave. Assim, T%(Q é uma variedade 2n-dimensio-

nal.

Vamos agora construir uma das grandes classes de exemplos de formas
simplécticas. As formas candnicas em fibrados cotangentes sao relevantes
para varios ramos, incluindo a anélise de operadores lineares, sistemas dina-
micos e mecanica classica.

4.2 Formas Canodnicas e Formas Tautolégicas

Seja (U, z,....z") um mapa numa variedade com coordenadas cotan-
M M ) )

gentes associadas (T*U, z', ..., 2" & ... €"). Definimos uma 2-forma w em

T*U como

w = En:dxi A dEv.

=1
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Para verificar que esta definicao é independente de coordenadas, considere-se

a l-forma o em T*U .
a= Z Eidat
i=1

E imediato que w = —d¢§.

Proposicao 4.1. A forma « € intrinsecamente definida (e assim a forma
w também o é).

Demonstra¢ao. Sejam
Uy, zt, . 2™ ) e Uy, 2 ™)
dois mapas cotangentes. Em U; Nls, os dois conjuntos de coordenadas estao

relacionados por €7 =" | &' (89” ) Como dz" =31 <8“”J> dz', vamos

ox'I ox®

o= znjﬁida:i = ig’jdaz? =da.
i=1 j=1

ter

O
A 1-forma « é a forma tautoldgica e a 2-forma w a forma simpléctica canoni-
ca.

Vamos agora tratar de uma demonstracao alternativa do caracter intrinseco
dessas formas. Sejam

M=T*Q p=(z,§) £eT7(Q)
I !
Q T

A 1-forma tautolégica a pode ser definida num ponto p como
o = (dmy)"€ € T;(M)

onde (dmp)* é a aplicagao transposta de dmp, i.e. (dmp)*E =& o dmy:

De forma equivalente,

ap(v) = &((dmp)v), para v € T,,(M).
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A 2-forma simpléctica canénica w em T*(Q é definida por

w = —dao.

Localmente,

w= idﬂ' A dEt.

i=1

4.3 Naturalidade das Formas Canoénicas

Sejam @)1 e Q2 variedades n-dimensionais com fibrados cotangentes M =
T"Q1 e Mo = T*Q2, e 1-formas tautolégicas a1 e ag. Suponhamos que
f Q1 — Q2 é um difeomorfismo. Entao existe um difeomorfismo natural

fyi My — Mo
(a que se chama [ift) tal que:
Se p1 = (71,§1) € My para z1 € Q1 e § € T (Q1), entao

fe(p1) = p2 = (22, &2),

LR

com w3 = f(r1) € Q2 e & = (dfz,)*E2, onde (dfy,)* : Tiy (Q2)

pelo que J“'M*Tm1 é a aplicagao inversa de (df,)*.

Txl (Ql)a

Exercicio 4.1. Verificar que fy € um difeomorfismo.

Proposicao 4.2. O pullback do lift fy de um difeomorfismo f: Q1 — Q2 €
tal que

(fi) a2 = .

Demonstragdo. Em p1 = (x1,&1) € M, esta identidade diz que

(dfﬁ); (aQ)pQ = (al)pl )

onde p2 = fi(p1).

Agora, da definicao de f; vem

p2 = f5(p1) & p2 = (22,&2) onde x2 = f(x1) e (dfs,)*E2 = &1
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Da definicao da 1-forma tautolégica temos

(1)p, = (dm1),, 61 e (a2)p, = (dm2);,&o.

Também, o diagrama

My L,
m ] | mo
Q1 L, Q2
comuta.
Assim,

(dfy)p, (2)p, = (dfy)p, (dm2);, 82 = (d(m2 0 fy)), 2 =
= (d(f om))} & = (dm)y, (df )7, 62 =

= (dm)p, & = (@),
O

Corolério 4.1. O lift f; de um difeomorfismo f : Q1 — Q2 € um simplec-
tomorfismo, i.e. (f3)*w2 = wi, onde w1 e wy sdo as formas simplécticas
canonicas.

Demonstracao. Como o pullback comuta com a derivada exterior d, da
proposicao anterior vem

d(fy) oo = doy

ou seja,
(fy) daz = das,

0 que significa que
(fy) wa = dwr
O

Estamos a ver que um difeomorfismo de variedades induz um simplectomor-
fismo canénico de fibrados cotangentes:

fo 0 T"Q1 — T*Q
T
f @ — Q
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Exemplo 4.1. Sejam Q1, Q2 = S'. Entao T*S! é o cilindro S* x R. Uma 2-
forma canénica w é a forma w = d¥Adz. Se f : S — S é um difeomorfismo
qualquer, entao f; : Sl xR — S x R é um simplectomorfismo, i.e um
difeomorfismo que preserva a area do cilindro. ¢
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5 Orbitas Coadjuntas de Grupos de Lie

5.1 Revisao sobre Grupos de Lie

Definicao 5.1. Um grupo de Lie é uma variedade G equipada com wma
estrutura de grupo, onde as operagoes

GxG—G G—G
(a,b) — a.b a at
sao aplicagoes suaves.
*
Exemplos:
1. (R,+);
2. S! visto como {z € C| 2z = 1} com a multiplicagio habitual de
nimeros complexos, representa rotacdes no plano: S' = U(1) =
50(2);

3. GL(n,C) = {matrizes complexas invertiveis n x n},

4. U(n), transformacoes lineares unitdrias de C": {A € GL(C)| AAT =
ATA = 1),

SU(n) ={A e U(n)| det(A) =1}
O(n), transformacoes lineares ortogonais de R";

SO(n) ={A € O(n)| det(A) = 1};

S

GL(V), transformacoes lineares invertiveis de um espaco vectorial V.

<

Definigcao 5.2. Uma representacao de um grupo de Lie G num espaco vec-
torial V' é um homomorfismo* G — GL(V).

*

3AT ¢ a chamada matriz transconjugada: AT = AT
4Relembremos que um homomorfismo de G para G’, com G e G’ grupos, é uma
aplicagao © : G — G’ tal que Vz,y € G : O(zy) = O(2)O(y).
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5.2 Accoes Suaves de Grupos de Lie

Seja M uma variedade.

Definicao 5.3. Uma ac¢do de um grupo de Lie G em M é um homomor-
fismo de grupos
v: G— Dif(M)
g Yy
onde Dif(M) € o grupo dos difeomorfismos de M. Vamos considerar ape-
nas acgoes esquerdas, onde ¥ € um homomorfismo. Uma acdo direita €
definida com 1 sendo um anti-homomorfismo. A acgdo ¥ € suave se

Yg: MxG—M
(P, 9) = Yy(p).

€ uma aplicacdo suave.

Exemplos:

1. SO(3) actua em R? por (A,z) — Ax. Esta accio deixa a 2-esfera S>
invariante, pelo que a mesma expressao define uma acc¢ao de SO(3)
em S2.

2. GL(n,R) actua em R" por (A,z) — Ax.

3. Seja X um campo vectorial completo em M, i.e. um campo vectorial
para o qual o seu fluxo ¢; estda definido para todo t € R. FEntao
¢ : M — M define uma acgao de R em M.

5.3 Representagcoes Adjunta e Coadjunta

Seja G um grupo de Lie. Dado g € G seja
Ly: G—=G

a+— g.a
a multiplicagdo a esquerda por g. Um campo vectorial X € V(G) diz-se

invariante a esquerda se (L4).X = X para todo g € G (existem nocao
andlogas para a direita).
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Seja g o espago vectorial de todos os campos vectoriais em G que sao in-
variantes & esquerda. Juntamente com os paréntesis de Lie [-,-] de campos
vectoriais, g forma uma algebra de Lie, chamada a dlgebra de Lie do grupo
de Lie G.

Exercicio 5.1. Mostre que a aplicacao

g—T.G
X — X,

onde e € a identidade em G, € um isomorfismo de espacos vectoriais.
Qualquer grupo de Lie actua em si proprio por conjugacao:

G — Dif(G)
gt Ygla) =ga.gh.

A derivada na identidade de

Vg G—G

a— g.a.g "

¢ uma aplicagao linear invertivel Ad, : g — g. Aqui identificamos a dlgebra

de Lie g com o espaco tangente T.G. deixando g variar obtemos a repre-
sentacao adjunta (ou acgao adjunta) de G em g:

Ad: G — GL(g)
g — Ady.

Explicitamente, a acgdo adjunta de G em g é dada por

Ad:G xg—g, Ady(§) = Te(Ry-1 0 Ly)§.

Agora, seja (-,-) o emparelhamento natural entre g* e g:

(& X) = (£, X) = £(X).
Dado ¢ € g definimos Ady§ por

(AdZ6, X) = (€, Ad, 1 X), VX €.
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Observacao: Utilizdmos ¢~' na definicio de Ady€ para obter uma rep-
resentagao (esquerda) i.e. um homomorfismo de grupos, em vez de uma
representacao ”direita”, i.e. um antihomomorfismo de grupos.

A colecgao de aplicagoes Ady forma a representagao coadjunta (ou accao
coadjunta) de G em g*:

Ad*: G — GL(g%)
g Ad:,

Explicitamente, a representacao coadjunta de G em g* é dada por
Ad* : G — GL(g%,¢"), Ady - = (Te(Rgo L — g )%

Exercicio 5.2. Mostre que Adg o Ady, = Adgp, e Ady o Adj, = Ad;;h'

5.4 Espacos das Orbitas

Seja 1 : G — Dif(M) uma acgao.

Definicao 5.4. A drbita de G através de p € M € {4(p)| g € G}. O
estabilizador de p € M € o subgrupo G, = {g € G|4(p) = p}.

*

Definicao 5.5. Dizemos que a acg¢do de G em M ¢é

e transitiva se existe apenas uma orbita;
e livre se todos os estabilizadores sdo triviais ({e});

e localmente livre se todos os estabilizadores sao discretos.

Seja ~ a relagdo de equivaléncia de érbitas. Para p,q € M,

p e~ q< pe q estao na mesma Orbita.

O espago das érbitas é M/ = M/G.

Exemplos:
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1. Translacao a esquerda. L, : G — G, h + g.h, define uma accao
transitiva e livre de G em si proprio. Note-se que a multiplicagdo a
direita Ry : G — G, h + h.g, nao define uma acgao esquerda porque
Ry, = Ry o Ry, pelo que g — R, é um anti-homomorfismo. Contudo,
g — Ry define uma acgao a direita, enquanto que g — R, define
uma accao a esquerda de G em si proprio.

2. g g =Ry 0Ly A aplicagio ¢, : G — G dada por h — g.h.g™!
é o automorfismo interno associado a g. As Orbitas desta acg@o sao
chamadas classes de conjugagao, ou no caso de grupos matriciais, clas-
ses de semelhanca.

A 6rbita coadjunta, O(), através de £ € g* é o subconjunto de g* definido
por

O(€) = {Ad 1 (©)lg € G} = G - ¢.

5.5 Vectores Tangentes a Orbitas Coadjuntas

Em geral, as orbitas de uma ac¢do de um grupo de Lie, embora seja var-
iedades, nao sao subvariedades da variedade ambiente. No entanto acontece
uma excepcao no caso de grupos de Lie compactos: todas as suas Orbitas
sao subvariedades fechadas.

Vamos agora descrever vectores tangentes a 6rbitas coadjuntas. Sejam & € g
e g(t) uma curva em G tangente a £ em ¢t = 0. Seja O uma 6rbita coadjunta
epu e 0. Sen e gentao

p(t) = Ady -1 pt

é uma curva em O com p(0) = u. Diferenciando a identidade

(u(t),m) = (s Adgy-1m)

em ordem a ¢t em t = 0 obtém-se

(W (0),m) = —(u, adgn) = —(adgp,n),

e assim®,

1'(0) = —adgp.
Entao,
1,0 = {adgp}.

Pad,(n) = pg(n) = [w,m), adj (o) = —pg= () = (o, [, -]).
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Esta calculo mostra também que o gerador infinitesimal da accao coadjunta
é dado por

o+ (1) = —adgp.

5.6 A Estrutura Simpléctica em Orbitas Coadjuntas

Teorema 5.1. (Teorema da Orbita Coadjunta): Sejam G um grupo de Lie
e O C g* uma orbita coadjunta. Entao

wF (1) (&g (1), Mg (1)) = £, [€,7])

para todos p € O e &,n € g define estruturas simplécticas em O.

Demonstragdo. Primeiro, mostramos que esta expressao nos dd uma forma
bem definida, i.e. o lado direito é independente da escolha de & € g e
n € g que definem os vectores tangentes &g () € ng+(1t). Observamos que

Ng- (1) = ng- (1) implica que (u, [§, 7)) = (u, [, n]) para todo 1 € g. Assim,

w(pn) (&g (1) nge (1)) = w () (g (1), g (1))

pelo que w é bem definida.

Em segundo lugar, mostremos que w é nao degenerada. Como o emparel-
hamento ( , ) é nao degenerado, w(u)(&g (1), Ng= (1)) = 0 para todo ng (1)
implica que {(u,[¢,n]) = 0 para todo o n. Isto significa que (y,[¢,]) =
£g« () = 0. Falta apenas mostrar que w é fechada, i.e. dw = 0. Para isso
comegamos por definir, para cada v € g*, a 1-forma vy, em G por

vi(g) = (Ty Lg-1)(v),

onde g € G. E imediato que a l-forma vy é invariante a esquerda, i.e.
Livy, = vy, para todo g € G. Para § € g, seja {1, o campo vectorial em G
invariante a esquerda, pelo que vy (£7) é uma funcao constante em G (cujo
valor em qualquer ponto é (r,§)). Escolhemos v € O e consideramos a
aplicagdo sobrejectiva ¢, : G — O definida por g — Ad;,l(y) e a 2-forma
o= ¢} (w) em G. Afirmamos que

o =dvy,.

Para provar a afirmacao notamos que

(Tepnu)(n) = ng«(v),
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pelo que a aplicagao sobrejectiva ¢, é uma submersao em e. Pela definigao
do pullback, o(e)(&,n) vai ser igual a

(Phw)(e)(&,m) = w(ew(e))(Tepy - &, Tepy - 1)
= W) (&g (), g (V)
= W&

Assim,

o(€r,nr)(e) = a(e)(&n) = (v, [&n]) = (vi, [§r, ne])(e).

Vamos precisar da relagao (&, n1) = (vr, [£L,n1] em cada ponto de G; para
a obter provamos primeiro dois lemas.

Lema 5.1. A aplicacdo Ad*_, : O — O preserva w, isto €,
g

(Ad;,l)*w = w.

Demonstracao. Para provar o lema recorremos a duas identidades. A pri-
meira diz que

(Adg)g = Ad’, o &g 0 Ad,

e que se pode provar tomando £ tangente a curva h(e) em € = 0, lembrando

que
d

A = —g. g !
dg§ = —-g9-h(e).g .
e notando que
—  d Ag*
(Adg€)g (1) = GeAdy p( g-1y-1H| _,

= SAd L Ady o Ady(p)

e=0 '

Em segundo lugar, precisamos da identidade

Adg [ga T’] = [Adgga AdgnL

que se obtém diferenciando a relacao

Vg (Yn(k)) = g (R)g(k)og (1)
em ordem a h e k na identidade.

Avaliando (Ady§)g- em v = Ady i i obtém-se

(Adg8)g-(v) = Ady v - Egr () = Ty Ad 1 - &g+ (1),
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pois Adg-1 ¢ linear. Entao

((Ad}_1)w) (1) (Eg= (1), g (1))
= wW)(TyAdge—1 - &g+ (1), Tp) Adge—1 - g+ (1)
= w(V)((Adg) g (v), (Adgn)g- (v))
= (v, [Ady€, Adgn])
= (v, Ady[&, n))
= (Adgv, [&n])
= (1, [€,m])

= w(p)(§g- (1); Mg+ (1))-
O

Lema 5.2. A 2-forma o € invariante a esquerda, i.e. Lyo = o para todo
geG

Demonstragao. Utilizando ¢, o Ly = Ad;,1 o, calculamos
Lio = Ligiw=(pyoLy)w=(Ad’,0p,)w

= PLAd )W = plw =0

Lema 5.3. o(¢n,n) = (vr, [€n,mL])-

Demonstragao. Os dois lados sao invariantes a esquerda e sdo iguais na
identidade. O

Agora, em termos dos paréntesis de Lie, a derivada exterior da de uma
1-forma « pode ser escrita como:

da(X,Y) = X(a(Y)) = YV(a(X)) — a([X, Y]).

como vy (&r) é constante, (v (€r)) =0 e (v (nL)) = 0, pelo que o lema
anterior implica que

o(&r,nr) = dvr,(§n,nL)-

Lema 5.4. ¢ = dvy,
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Demonstragcao. Mostremos que para dois campos vectoriais quaisquer X e
Y,o0(X,Y)=dvp(X,Y). Como o ¢é invariante a esquerda,
o(X,Y)(g) = (L;-10)(9)(X(9),Y(9))
= o(e)(T'Ly—1 - X(g), TLyg- - Y(g))
= a(e)(&n)
= o(&r,nu)(e) = dvr(&n,mi)(e)
(Lgdvr)(EL,mL)(e)
(dvr)(g)(TLg - €r(€), TLy - nr(e))
= (dv)(9)(T'Ly- &, TLg - ) = (dv)(9)(X(9), Y (9))
(dv)(X,Y)(g)-

onde na terceira linha se tomou § = T'L,-1 - X(g) e n = TLy,1 - Y(g), na
quarta se utilizou o(£r,m1) = dvr(§n,mr). € na quinta o facto de vy ser
invariante a esquerda. O

Agora, podemos concluir a prova do teorema. Como ¢ = dvy,, do = ddvy =
0, e assim, 0 = dy,w = ¢;dw. Da relacao ¢, o Ly = Ad*,l o ¢y, segue
que a submersividade de ¢, em e é equivalente a submersw1dade de ¢, em
qualquer g € G, ou seja, ¢, é uma submersao sobrejectiva. Assim. ¢}, é
injectiva, e assim dw = 0. O

Como as érbitas coadjuntas sao simplécticas, temos o seguinte coroldrio.

Corolario 5.1. As drbitas coadjuntas de grupos de Lie de dimensdo finita
téem dimensao par.

5.7 A Orbita Coadjunta de SU(2)

SU(n) é conexo, compacto e tem dimensao n? — 1 (SU(2) tem dimensio 3).

O grupo SU(2) aparece em varias aplicagoes como a construcao do grupo de
gauge (nao-abeliano) para as equagoes de Yang-Mills na fisica de particulas
elementares.

Toda a matriz A € SU(2) pode ser expressa como

=05 )
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onde |a|? + |8]? = 1 (Assim, SU(2) pode ser visto com a 3-esfera S3 em
C? = R*). A &lgebra de Lie de SU(2) é o espago das matrizes complexas
2 x 2 tais que A* = —A e trago nulo, representada por su(2).

Lembremo-nos que temos um homomorfismo de grupos SU(2) — SO(3).
Para X € SU(2) obtemos uma rotacio em R3. Considere-se (z,y,2) € R3.
Podemos fazer a identificagao

1T y+iz \

e assim
X% ox,  éx(B) = XBX!

o que nos dd um isomorfismo de algebras su(2) — so(3).
(0x)«: su(2) — 50(3)
L— [L7 ]

Agora, su(2) = R3 e s0(3) 2 R3. Sejam Ey, B2, B3 € su(2) :

El:(%f _?/z> EZ:(—fm 162) E3:<i?2 im

Vamos ter

00 0
b (B)=1 0 0 —1 | €s0(3)
01 0
0 0 1
d(B)=[ 0 0 0 | €s0(3)
~10 0
0 -1 0
b.(Bs)=| 1 0 0 | eso(3)
0 0 0

Um grupo de Lie actua sobre si préprio por conjugagao:

px(A) = XAX 1.
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Diferenciando em ordem a A em A = identidade obtém-se a representacao
adjunta Ad, : g — g. Para X € SU(2),

def d Ay —1 -1
Adx A= %(Xet XN =x4x".

t=0

J4 sabemos que ¢4(X) = XAX ! é uma rotacio em R3. Assim, podemos
dizer que a accao adjunta é uma rotacdo em R3:

Ad v = Av v e R3 2 s50(3)

Daqui segue que as acgoes adjuntas de SU(2) e SO(3) vao ser as mesmas.
Como SU(2) e SO(3) sao ambos compactos, as orbitas adjuntas sao iso-
morfas as drbitas coadjuntas. Repare-se que ker(¢,) = {1} C su(2) e

P-x = ox.

Agora seja v = (z,y, z) € R3. Consideremos a identificacio

0 —2 vy
v — z 0 —z | €s0(3).
-y x 0

Note-se que nesta dlgebra os paréntesis de Lie correspondem ao produto
vectorial de vectores de R?, [u,v] «— u x v.

A accao coadjunta de G em g*, o dual da algebra de Lie g, é definida a partir
da acgao adjunta por
Ady . g" — g,

onde Ad;_1 ¢ a aplicagao dual de Adg-1, i.e. é definida por
<Ad2_1 (,U,), g) = <:U’7 "leg*1 (5))7

onde u € g*, £ € g e (, ) representa o emparelhamento natural entre g* e g.
Como estamos a trabalhar com matrizes,

(,): gxg—R
(X,Y) = 2R (tr(XY))
onde X e Y sdo escritos em termos da base ortonormada {Ey, Ea, E3}.

Identificamos s0(3)* com R? pelo produto interno habitual, i.e. se {,v € R?,
temos (¢, v) = ¢ - v. Entao, para ( € 50(3)* e A € SO(3):
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(Ad 1 (Q)) = (¢ Adya()) =C- ALy
= (A7) v = (4Q) v

pois A é ortogonal (i.e. (A7) = A).

A 6rbita coadjunta, O(u), através de p € g* é o subconjunto de g* definido
por

O(p) ={Ad;-1 (1) |9 € G} =G -

Assim, identificando s0(3)* com R3, Ad’y_,¢ = A(C e a 6rbita coadjunta vai
ser

O(C) = {Ad} 1 (()]A € SOB)} = {A(|A € SO(3)},

que é a esfera em R3 de raio ||C]|.

Agora, dados &, € R? podemos construir os vectores tangentes a 6rbita
como:

Era(Q) = [§, ¢ =& x C € T(O(C))

nrs (€) = [1,¢] = n x ¢ € Te(O(Q)).

No caso geral, a demonstracao desta expressao necessita da definicao da
aplicagao exponencial. No entanto, no caso que estamos a tratar, em que
g* = g = R3 e as 6rbitas sdo esferas em R3, é facil de verificar que os vectores
acima definidos sao tangentes a esfera em (.

As érbitas coadjuntas tém estrutura de variedade simpléctica (foi provado
por Kirillov-Konstant-Souriau), e a forma simpléctica® pode ser construida
como

w(p) (g (1), g (1)) = (s [€, 7))
para &,m € g e para todo o u € O.

Vamos verificar que esta forma é bem definida, ou seja, que o lado direito é
independente da escolha de &, 7 € g que definem os vectores tangentes &g« (11)

e 1g-(p). Observando que g (1) = &G (1) implica que (u, [€,1]) = (u, [, 7])
para todo n € g. Assim

w(p) (Ege (1), ng- (1)) = w () (Eg (1), g+ (1))

5Nag é tnica.
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pelo que w é bem definida.

Também, como (, ) é nao degenerado, w(u)(&g- (1), ng= (1)) = 0 para todo o
3t (1) innplica que (1, [€,7]) = 0 para todo o1, 0 que significa que (s, £, ]) =
g+ () = 0.

Repare-se que a érbita tem dimensdo 2 (é simplesmente uma esfera em R3)
pelo que a nossa 2-forma w é automaticamente fechada porque é maxima.

Pela identificacdo habitual de so(3) com R3, a estrutura simpléctica da érbita
coadjunta torna-se

w(&ra () mrs(C)) = (¢, [&m]) = ¢ (€ x ).

Vamos mostrar que esta forma ¢ invariante a accao coadjunta.

(A% 1) w () (§ra (1), s (1))
= w(Ad} 1) ((Ad%y 1) «&rs (1), (AdYy 1 )smms (1))

Agora, usamos o facto de estarmos em SO(3): A transformagao é linear,
Ad’y_1v = Av, e assim,

(Ady1)+&ps (1) = Axpa(p)

Note-se que g3 € um vector tangente a érbita em p e estamos a fazer uma
transformacao linear desse vector. Mas podemos tomar o vector tangente a
A€ em p e assim, o que temos é

(Ady 1)+ (1) = (A&)Rrs (Ap) = (AdAE)gs(Ap)

pelo que a nossa forma simpléctica se vai tornar

w(Ad 1 p) ((Ada8)ps (Ap), (Adan)gs (Ap))

©(Ad s [AdAE, Adan)).

1

Agora, para um g € G qualquer, Ady,§ = g.£.g7 " e assim

[Adg€, Adgn] = [9.£.97 " gn.97 "] = g.[&,ml.g7" = Adyl€,n).
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Deste modo, vamos obter

WAy 1) ((Ada&)rs (Ap), (Adan)gs (Ap))
= (Ad\ i, Adal€, )
= (AdY A pu, [€,m))
= (&)

= w(p)(Era (), mr3 (1))

Agora notamos que podemos escrever a nossa forma simpléctica em termos
da forma de volume de S?, como

A

w=—,
[l

onde \ é a forma de volume j& bem conhecida de S? (vista como a esfera
em R de raio |||, ver exemplo 3, seccao 3.1).

Exercicio 5.3. Verificar que w = ﬁ
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6 Sistemas Hamiltonianos

Dada uma funcao qualquer f : M — R numa variedade simpléctica quere-
mos associar-lhe um campo vectorial cujo fluxo preserve a forma simpléctica
e a funcdo dada. Esse campo vectorial chama-se o campo vectorial Hamil-
toniano dessa funcdo Hamiltoniana.

6.1 Campos vectoriais Hamiltonianos e Simplécticos

Sejam (M, w) uma variedade simpléctica e H : M — R uma funcao suave.
dH é uma 1-forma. Como w é ndo-degenerada existe um nico campo vecto-
rial Xy em M tal que

dH =1 XpW

Estamos a dizer que para v € V(M), p e M,
iXpr(U) = WP(XH7 U)a

e assim, dH (v) = w(Xn,v).

Suponhamos que M é compacta ou, pelo menos que X seja completo’, e
seja p; 1 M — M, t € R a familia de difeomorfismos® gerada por Xp:

po = idm
dp -1 _
@ oP =Xn

Lema 6.1. Cada difeomorfismo p; preserva w, i.e. pjw = w.

Demonstracao. Pela féormula de Cartan, e como w é fechada,

Lxyw=dix,w+ix, dv =d*H =0.

0
Entao,
%(Pt)*w = (pt)" Lxyw =0,
e assim (p)*w = w pois (pt)*w nao varia com t e pg = id O

Estamos a ver que toda a fungao em (M, w) nos dd uma familia de simplec-
tomorfismos. Note-se que a prova envolveu simultaneamente os factos de w
ser nao-degenerada e fechada.

"Significa que o fluxo de Xy estd definido para todo o t € R.
8Cada um destes difeomorfismos é um fluxo local de X .
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Definicao 6.1. Um campo vectorial X tal que
dH = ix,w

diz-se o campo vectorial Hamiltoniano com funcao Hamiltoniana H.

Observacao: Se Xy é Hamiltoniano, entao
Lx,H=tix,dd =ix,ix,w =0,

i.e. campos vectoriais Hamiltonianos preservam as suas func¢oes Hamiltoni-
anas.

Exemplo 6.1. Seja M = R?" com coordenadas (¢',...,q" p',...,p") e
com forma simpléctica wy = Z?Zl dg? A dp’. Vamos determinar Xpg. ©

Dado o sistema de coordenadas referido, Xy tera que ser uma combinagao

linear do tipo Xg = 1", (ai 8‘?11- + b a?ﬂ) com a’, b € C*®°(M).

Assim, para um vector qualquer v € V(M),

ixyw(v) = Zj dqj A dpj (Zz (aigzi + bi@ii) ,U)

= X;:dd Ndp (ai a?;i +0' 32“1})
= 3, (dp (v) — Vdg? (v))
= %, (aldp) — Vdg?) (v).

Agora,

" (0H , ., OH
dH(v) =) < 3 dg' + e dpz> (v).
=1

Como os dg’’s e os dp’’s sdo linearmente independentes e dH (v) = ix,w(v)

. OH . OH
> a = —— fry

apt’ 9g

ou seja,
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" /OH & OH 0
XH‘Z<apiaqi‘aqiapi>'

=1
<

Definigao 6.2. Um campo vectorial X em M que preserva w (i.e. tal que
Lxw =0) diz-se um campo vectorial simpléctico.

Estamos a ver que
X é simpléctico < ixw é fechada,
(pois dixw = Lxw —ixdw = 0) e que

X é Hamiltoniano < ixw é exacta.

Note-se que nem todo o campo vectorial é Hamiltoniano, pois nem todo o
campo vectorial Y torna iyw exacta. No entanto, para qualquer funcao F €
C>°(M) podemos sempre associar-lhe um campo vectorial Hamiltoniano.
Assim, se ixw = dH para alguma fungao H € C'°°(M), uma primitiva H
de ixw é uma funcao Hamiltoniana de X.

Localmente, em todo o conjunto aberto contractil, o Lema de Poincaré diz-
nos que todo o campo vectorial simpléctico é Hamiltoniano.

Se H} nporm (M) = 0, entdo todo o campo vectorial simpléctico ¢ Hamiltoni-
ano. Em geral, Hée Rham (M) dé-nos a obstrugao para os campos vectoriais
simplécticos serem Hamiltonianos.

Exemplo 6.2. No 2-Toro (M,w) = (T?,dd A dy), os campos vectoriais
X, = % e Xy = % sao simplécticos mas nao sao Hamiltonianos. Notemos
que

HYT?*) = H' (S' x SY) ~Z x 7,

em que dv e dp sao geradores:
[dY] < (1,0) € Z X Z

[dg] — (0,1) € Z x Z.
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6.2 Equacgoes de Hamilton

Considere-se (M,w) = (R?" wg) com coordenadas (q,...,q¢" p*,...,p") e
wo = D5y dg’ Adp’.

A equagao

L (0) = Xult, (1),

onde p: R — M, ie. p(t) = (¢'(t),...,q"(t),p'(t),...,p"(t)), é equivalente
0

as Equagoes de Hamilton. De facto, com Xgy = ;" | 811;{' £i — gé{ 8?32.)

obtém-se facilmente

dg* _  98H
ar () = 5
dp’ _ OH
£§ (t) - 3qz’ .

Definigao 6.3. A curva p; = (¢'(t),...,q"(t),p'(t),...,p"(t)) € uma curva
integral de Xg se satisfaz

6.3 Variedades de Poisson

Consideremos uma fungdo F' : M — R e o campo vectorial Hamiltoniano
X, que em coordenadas locais tem a expressao

“"/O0H & OH 9
Xy = Il
H Z <8pz aqz aqz apz>

=1

Apliquemos Xy a F:

H( ) Z apz 8(]7’ aqz 8])2

i=1

" <8H OF OH 8F>

Esta expressao familiar é simplesmente a expressao dos paréntesis de Poisson
de F e H,ie. Xy(F)={H,F}.

Temos entdo a identificagao Xpg () «— { H,- }.



6 SISTEMAS HAMILTONIANOS 41

Motivados por esta relagao podemos agora definir os paréntesis de Poisson
de duas funcoes.

Definigao 6.4. Seja (M,w) uma variedade simpléctica e F,G : M R
Os paréntesis de Poisson { , } de F e G sdo

{F,G} =w(XF, Xq).

Da definigao, vé-se que {F,G} = Xp(G) = —X¢(F)

Lema 6.2. Os paréntesis de Poisson sdo invariante sob simplectomorfismos

¢
{¢"F,¢°G} = ¢"{F,G}.

Demonstragao. Utilizando Xyg«p = ¢4 XF,
{¢*F,¢0°G} = w(Xpp, Xgrg) = w(9:XF, 0:XG)
= ¢*{XF3XG} = d)*{F? G}

O
Coroldrio 6.1. 4 (Fo¢fl) = {H,Fog¢l}.
Demonstragao.
G(Fooll) = G F = (of') XuF = (o) {H,F}
= {(&") H, (67" F} = {H,F o ¢{'}
pois H o ¢! = H (J4 vimos que o fluxo Hamiltoniano preserva H). O
Os paréntesis de Poisson sao obviamente antissimétricos, {F,G} = —{G, F'},

e tém a propriedade da derivagio, {H,FG} = {H,G}G + F{H,G}. Uma
propriedade menos 6bvia vem do facto de w ser fechada: { , } satisfaz a
tdentidade de Jacobi.

Lema 6.3. Os paréntesis de Poisson { , } satisfazem:
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1. {F,G} =—{G,F} (antissimetria);
2. {H,FG}={H,F}G+ F{H,G} (Leibnitz);
3. {G{F, H}} +{F,{H,G}} + {H,{G,F}} =0 (identidade de Ja-
cobi).
Demonstragao. 1. {F,G} = w(Xp,Xq) = —w(Xqg, Xr) = —{G, F}.
2. {H,FG} =Xy(FG)=Xyg(F)G+ FXy(G)={H,F}G+ F{H,G}.
3. Utilizamos a férmula alternativa para a derivada exterior:

dw(Xp, Xa, Xg) = Xrw(Xe, Xg) — w([XF, Xa|, Xg) + ciclicas.

Agora,
Xrw(Xg, Xy) = Xp{G,H} = {F,{G, H}},

—w([Xp, Xal, Xn) = —[Xr,Xc|(H)
= —XpXg(H)+ XeXp(H)
= —Xp{G,H}+ Xc{F,H}
= {FAG H}} +{G {F H}}

Entao, dw(Xr, Xq, Xu) = {G,{F,H}} + ciclicas ou seja,

dw(Xp, X, Xp) ={G{F, H}} + {F,{H,G}} + {H,{G, F}}
e dw = 0 implica a identidade de Jacobi.
O

Definicao 6.5. Uma variedade de Poisson ¢ um variedade M com uma
operacgao bilinear {-,-} : Q°(M) x QO(M) — QO(M) que satisfaz:

1. (Antissimetria) {F,G} = —{G, F};

2. (Regra de Leibnitz) {H,FG} ={H,F}G + F{H,G};

3. (Identidade de Jacobi){G,{F,H}} +{F,{H,G}} +{H,{G,F}} =0.
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Ja vimos que todas as variedades simplécticas tém uma estrutura de Poisson.
Mas nem toda a estrutura de Poisson é simpléctica.

Definicdo 6.6. Uma Algebra de Poisson (P,{-,-}) € uma dlgebra comuta-
tiva e associativa P com paréntesis de Lie que satisfaz a regra de Leibnitz:

(H,FG} = {H,F}G + F{H,G}.

*

Proposicao 6.1. X(pq = [XF, X¢]

Demonstragao.
Xpay(H) = {{F.G},H}=—{H{F,G}}
N ARG HY} +{G, {H, F}}
=  Xp{G,H}+ Xc{F H}
= Xp{G,H} - X{H,F}
=  XpXg(H)—-XeXp(H)

= [(Xr, Xc](H)

6.4 Sistemas Integraveis

Definicao 6.7. Um sistema Hamiltoniano ¢é um triplo (M,w, H) onde

(M,w) € uma variedade simpléctica e H : M R ¢ uma funcao, chamada
funcao Hamiltoniana.
*

Teorema 6.1. {H,F} = 0 sse F' é constante ao longo de curvas integrais
de XH

Demonstracao. Seja ¢ o fluxo de Xgy. Entao

Cartan

L(Fody) = pilx,F =" plix,dF = pfix,ix,w

= piw(Xg, Xr)=p;{H,F}=0.
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Uma funcao F' como esta diz-se uma integral do movimento (ou uma
primeira integral ou uma constante do movimento). Em geral, sistemas
Hamiltonianos nao admitem integrais de movimento que sejam indepen-
dentes da fungao Hamiltoniana. As fungoes Fi,..., F;, em M dizem-se in-
dependentes se (dF1)y, ..., (dF,), sdo linearmente independentes em todos
os pontos p nalgum subconjunto aberto denso de M.

Definicao 6.8. Um sistema Hamiltoniano (M,w,H) € (completamente)
integravel se possui n = %dzm(M) integrais de movimento independentes,
Fy=H,Fs, ..., F,, tal que

J
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