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5.5 Vectores Tangentes a Órbitas Coadjuntas . . . . . . . . . . . 27
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1 Introdução

A geometria simpléctica fornece, desde sempre, a linguagem adequada para
a mecânica hamiltoniana. No entanto, os desenvolvimentos das últimas
décadas permitiram-lhe conquistar uma identidade própria que a coloca ao
lado da geometria riemanniana tradicional, com interacções importantes com
áreas como sistemas dinâmicos, f́ısica-matemática,topologia de baixas di-
mensões, teoria das representações, equações diferenciais parciais, geometria
algébrica, etc..., além de fornecer uma base matemática para a quantização
geométrica.

A ideia que está na base da geometria simpléctica é matematicamente sim-
ples, é basicamente a geometria das variedades equipadas com uma 2-forma
que satisfaz uma condição algébrica (é não degenerada) e uma condição
anaĺıtica (é fechada). O facto de se estudar uma forma bilinear antissimétrica
em vez de uma forma simétrica provoca uma grande mudança relativamente
à geometria riemanniana, onde se estudam as variedades equipadas com
uma forma bilinear simétrica. Pode pensar-se nessa 2-forma como um tipo
de ”produto interno antissimétrico”. Essa antissimetria tem efeitos radicais
pois não nos são permitidas medidas unidimensionais. Assim, a geometria
simpléctica é essencialmente uma geometria bidimensional.

Estas notas traduzem o conteúdo de dois seminários, de 90 minutos cada um,
dados na Faculdade de Ciências e Tecnologia da Universidade do Algarve
em Fevereiro de 2003, que pretendiam fornecer uma introdução à geometria
simpléctica e às suas aplicações.

Dada a grande quantidade de assuntos a tratar numa primeira abordagem
a esta área, este documento contém mais material do que o efectivamente
apresentado. Foram tratados assuntos como a álgebra linear simpléctica,
variedades simplécticas, órbitas coadjuntas dos grupos de Lie e sistemas
Hamiltonianos.

Começa-se pelo tópico de álgebra linear simpléctica pelo facto de que qual-
quer variedade simpléctica se parece localmente com um espaço linear sim-
pléctico em que a forma simpléctica corresponde à forma simpléctica stan-
dard num espaço linear simpléctico. Assim, todas as variedades simplécticas
são localmente parecidas, o que significa que as variedades simplécticas não
têm invariantes locais que as distingam. Estas variedades têm que ser distin-
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guidas por propriedades globais. O ponto central desta secção é a prova do
teorema de Darboux, que nos diz que podemos escolher coordenadas onde
a forma simpléctica tem uma expressão canónica, o que também serve de
suporte para o acima exposto.

Após o tratamento geral das variedades simplécticas é apresentada uma
classe muito especial de variedades simplécticas, o fibrado cotangente, que
tem uma estrutura simpléctica muito natural. Além de se parecer localmente
com um espaço linear simpléctico, toda a variedade simpléctica é parecida
localmente a um fibrado cotangente com dimensão adequada. No entanto,
um fibrado cotangente tem mais estrutura que uma variedade simpléctica,
em todo o fibrado cotangente existe uma 1-forma, globalmente definida, cuja
derivada exterior corresponde à estrutura simpléctica. Nem toda a variedade
simpléctica tem esta propriedade, pois nem sempre a 2-forma que define a
estrutura simpléctica é exacta (numa variedade compacta essa forma não
pode ser exacta de maneira alguma!).

Depois começam as aplicações, são tratadas as órbitas coadjuntas dos gru-
pos de Lie e os sistemas hamiltonianos. As órbitas coadjuntas dos grupos
de Lie têm uma estrutura de variedade simpléctica (Kirillov, Konstant e
Souriau) e são uma base matemática para a quantização geométrica. Este
tópico contém material abstracto onde se introduzem conceitos e se provam
propriedades importantes, mas foi inteiramente apresentado através do ex-
emplo de SU(2). No que refere aos sistemas Hamiltonianos, faz-se apenas
uma introdução aos campos vectoriais hamiltonianos, onde se introduzem
os conceitos de campo vectorial hamiltoniano e campo vectorial simpléctico,
prova-se que o fluxo de um campo vectorial hamiltoniano preserva a forma
simpléctica e a função que origina o campo vectorial e calcula-se a expressão
para esse campo em coordenadas locais. Depois faz-se uma breve ligação
à mecânica e aos sistemas dinâmicos com a introdução dos parêntesis de
Poisson, variedades de Poisson, álgebras de Poisson e sistemas integráveis.

Pedro Vaz
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2 Álgebra Linear Simpléctica

2.1 Espaço Linear Simpléctico

Definição 2.1. Um espaço linear simpléctico (V, ω) é um espaço linear V
com uma forma bilinear antissimétrica ω que é não-degenerada.

?

Observação: Não degenerada significa que v 7→ ω(v, ·) define um isomor-
fismo

ωv : V → V ∗

ou, equivalentemente,

ω(u, v) = 0 ∀v ⇒ u = 0,

ou ainda
ωn = ω ∧ . . . ∧ ω︸ ︷︷ ︸

n

6= 0.

Exemplo 2.1. Se U é um espaço linear, U ⊕ U∗ contém uma estrutura
simpléctica canónica ω0 definida por

ω0((u, u∗), (v, v∗)) = v∗(u)− u∗(v).

�

O lema seguinte fornece uma forma normal para um espaço linear simplécti-
co.

Lema 2.1. (Base Simpléctica) Todo o espaço linear simpléctico V, ω) possui
uma base simplética1 e1, f1, . . . , en, fn tal que

ω(ei, ej) = ω(fi, fj) = 0

ω(ei, fj) = δij .

Demonstração. A prova indutiva é uma versão antissimétrica do processo
de Gram-Schmidt.

1Também chamada base canónica
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Suponhamos que ω é uma aplicação bilinear antissimétrica apenas. Seja
U = {u ∈ V |ω(u, v) = 0∀v ∈ V }, i.e. U = V ⊥ω. Escolhemos uma base de
U e um espaço W complementar a U em V ,

V = U ⊕W.

Tomamos qualquer um e1 ∈ W não nulo. Então existe f1 ∈ W tal que
ω(e1, f1) 6= 0. Assumimos que ω(e1, f1) = 1. Sejam agora

W1 = span {e1, f1}

W⊥ω
1 = {w ∈W | ω(w, v) = 0, ∀v ∈W1} .

Afirmação: W1 ∩W⊥ω
1 = 0.

Suponhamos que v = ae1 + bf1 ∈W1 ∩W⊥ω
1 . Então

0 = ω(v, e1) = −b
0 = ω(v, f1) = a

}
⇒ v = 0.

Afirmação: W = W1 ⊕W⊥ω
1 .

Suponhamos que v ∈W tem ω(v, e1) = c e ω(v, f1) = d. Então

v = (−cf1 + de1) + (v + cf1 − de1)

e (−cf1 + de1) ∈W1, (v + cf1 − de1) ∈W⊥ω
1 .

Continuamos: Seja e2 ∈W⊥ω
1 , e2 6= 0. Existe f2 ∈W⊥ω

1 tal que ω(e2, f2) 6=
0. Assumimos ω(e2, f2) = 1. Seja W2 = span {e2, f2}, etc...

Este processo vai terminar eventualmente porque V tem dimensão finita.
Assim obtemos

V = U ⊕W1 ⊕ . . .⊕Wn

onde todos os somandos são ortogonais com respeito a ω, e onde Wi tem
base {ei, fi} com ω(ei, fi) = 1. Agora, para um espaço linear simpléctico, ω
é não degenerada, o que significa que

ωv : V → V ∗ ωv(u) = ω(v, u)
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é uma bijecção, o que implica que U = {0}, i.e. ker(ω) é trivial. Então,
dim(U) = 0 e

dim(V ) = 2n (V tem dimensão par).

O lema anterior reduz o estudo dos espaços lineares simplécticos ao espaço
simpléctico standard (R2n, ω0).

O protótipo de um espaço linear simpléctico é (R2n, ω0), com ω0 tal que a
base

e1 = (1, 0 . . . , 0) en = (0, . . . , 0,
n︷︸︸︷
1 , 0 . . . , 0)

f1 = (0, . . . , 0, 1︸︷︷︸
n+1

, . . . , 0) fn = (0, . . . , 0, 1︸︷︷︸
2n

)

é uma base simpléctica. O valor de ω0 sobre outros vectores é determinado
pelo seu valor numa base e por bilinearidade.

2.2 Transformações Simplécticas

Definição 2.2. Um simplectomorfismo linear ϕ entre os espaços lineares
simplécticos (V, ω) e (V ′, ω′) é um isomorfismo linear ϕ : V

∼=→ V ′ tal que
ϕ∗ω′ = ω.

Se existe um simplectomorfismo, (V, ω) e (V ′, ω′) dizem-se simplectomorfos.

?

Nota: Por definição (ϕ∗ω′)(u, v) = ω′(ϕ∗(u), ϕ∗(v)).

V
ϕ−→ V ′

ω
ϕ∗←− ω′

Observação: A relação de serem simplectomorfos é claramente uma relação
de equivalência no conjunto de todos os espaços lineares de dimensão par.
Além disso, pelo lema (2.1) todo o espaço linear simpléctico (V, ω) de di-
mensão 2n é simplectomorfo ao protótipo (R2n, ω0). Uma escolha de uma
base simpléctica para (V, ω) acarreta um simplectomorfismo para (R2n, ω0).
Assim, números inteiros pares positivos classificam classes de equivalência
para a relação de serem simplectomorfos.
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2.2.1 Exemplos

1. Consideremos V = V ′ = R2n com a forma standard. São exemplos de
simplectomorfismos as aplicações

A(ej) = fj , A(fj) = −ej

e
B(ej) = ej + fj , B(fj) = fj ,

como se pode ver facilmente.

2. Já vimos que se U é um espaço linear de dimensão n e U∗ o seu
espaço dual, então E = U⊕U∗ tem uma estrutura simpléctica natural
ω(u, v) = v∗(u)− u∗(v).
Se B : U → U é um isomorfismo e B∗ : U∗ → U∗ a aplicação dual,
B ⊕ (B∗)−1 : E → E é um simplectomorfismo.

�
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3 Variedades Simplécticas

3.1 Definição e Exemplos

Seja ω uma 2-forma numa variedade M, i.e. para cada p ∈ M, a aplicação
ωp : Tp(M)×Tp(M)→ R é bilinear antissimétrica no espaço tangente aM
em p, e ωp varia suavemente em p. Dizemos que ω é fechada se dω = 0.

Definição 3.1. 1. A 2-forma ω é simpléctica se ω é fechada e ωp é não-
degenerada ∀p ∈M.

2. Uma forma simpléctica em M define uma estrutura simpléctica em
M.

3. Uma variedade M com uma estrutura simpléctica diz-se uma varie-
dade simpléctica, e representa-se por (M, ω).

?

Nota: Se ω é simpléctica, então dim Tp(M) = dimM deverá ser par.

Exemplos:

1. Seja M = R2n com coordenadas lineares x1, . . . , xn, y1, . . . , yn. A
forma

ω0 =
n∑

i=1

dxi ∧ dyi

é simpléctica como se pode ver facilmente. O conjunto{(
∂

∂x1

)
p

, . . . ,

(
∂

∂xn

)
p

,

(
∂

∂y1

)
p

, . . . ,

(
∂

∂yn

)
p

}

é uma base simpléctica de Tp(M).

2. Seja M = Cn com coordenadas lineares z1, . . . , zn. A forma

ω0 =
i

2

n∑
k=1

dzk ∧ dzk

é simpléctica. De facto, esta forma é a mesma que a forma do exemplo
anterior sob a identificação Cn ' R2n, zk = xk + iyk.
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3. (a) SejaM = S2 visto como o conjunto de vectores unitários em R3.
Os vectores tangentes a S2 em p podem ser identificados com os
vectores ortogonais a p. A forma simpléctica standard em S2 é
induzida pelos produtos interno e externo:

ωp(u, v) = 〈p, u× v〉, para u, v ∈ Tp(S2) = {p}⊥.

Esta forma é fechada porque é de grau máximo. É não-degenera-
da porque 〈p, u× v〉 6= 0 quando u 6= 0 e tomamos, por exemplo,
v = u× p.

(b) Também, a 2-esfera S2 de raio r é simpléctica, com ω o ele-
mento standard de área ω = r2 sinϑdϑ∧dϕ na esfera como forma
simpléctica.

Vamos verificar que as duas formas simplécticas anteriores coincidem
no caso em que o raio p é arbitrário. Consideremos a bola de raio ‖p‖ e
centrada na origem em R3, i.e. B‖p‖(0) = {(x, y, z) ∈ R3 |x2+y2+z2 ≤
‖p‖2}. Podemos definir uma forma de volume em B‖p‖(0) a partir da
forma ωp como

ω(p, u, v)
def
= ωp(u, v).

Notando que 〈p, u × v〉 = p · (u × v) é o volume do paraleliṕıpedo
definido pelos vectores p, u e v vê-se que

ω(p, u, v) = 〈p, u× v〉 = dx ∧ dy ∧ dz
(
∂

∂p
,
∂

∂u
,
∂

∂v

)
,

o que significa que ω = dx ∧ dy ∧ dz.
Agora, ∂Bp(0) = S2

p , e a forma de volume em S2
p (que é a forma

procurada) pode ser obtida como2

λ
(

∂
∂ϑ ,

∂
∂ϕ

)
= dx ∧ dy ∧ dz

(
∂
∂r ,

∂
∂ϑ ,

∂
∂ϕ

)
= det(Jac(f))

= r2sinϑ,

onde f corresponde à parametrização

(x, y, z)
f←→ (r sinϑ cosϕ, r sinϑ sinϕ, r sinϑ)

Conclúımos que λ
(

∂
∂ϑ ,

∂
∂ϕ

)
= r2 sinϑ e assim que

; λ = r2 sinϑdϑ ∧ dϕ
2Esta operação corresponde ao operador de inclusão a ser definido em 3.3 pelo que a

expressão acima por ser escrita como λ = i( ∂
∂r

)ω.
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4. Espaços lineares simplécticos. Se (V, ω) é um espaço linear simpléctico
então também é uma variedade simpléctica. A condição dω = 0 é
automaticamente satisfeita, pois ω é uma forma constante (i.e. ωp é
independente de p ∈ V ).

5. Uma superf́ıcie é simpléctica sse é orientavel. Aı́

ω = ωvol.

Por exemplo, são variedades simplécticas

(a) O cilindro S1 × R com coordenadas (ϑ, z) e ω = dϑ ∧ dz;
(b) O Toro T 2 com coordenadas periódicas (ϑ, ϕ) e ω = dϑ ∧ dϕ.

6. Um exemplo importante de uma variedade simpléctica é o fibrado
cotangente T ∗Q de uma variedade Q de dimensão n. O fibrado cotan-
gente é o conjunto de pares (x, ξ) onde x ∈ Q e ξ é um covector em
x. Como iremos ver mais tarde, T ∗Q tem uma estrutura simpléctica
natural. A estrutura simpléctica em T ∗Q é a 2-forma canónica

ω =
n∑

i=1

dxi ∧ dξi.

Em aplicações t́ıpicas, quando Q é o espaço das configurações de um
sistema mecânico, T ∗Q é chamado o espaço de fases do sistema.

�

Exerćıcio 3.1. Verificar que as formas referidas acima são de facto formas
simplécticas.

Mas nem todas as variedades admitem estrutura simpléctica. Para o verificar
vamos voltar à álgebra linear simpléctica.

Se ω é uma forma simpléctica qualquer num espaço linear V de dimensão
2n, então, pelo lema da base simpléctica (2.1),

ωn = ω ∧ . . . ∧ ω︸ ︷︷ ︸
n

6= 0

pois podemos escrever

ω =
n∑

i=1

ei ∧ f i.

Inversamente, dada uma 2-forma η ∈ Λ2(V ∗), se ηn 6= 0 então η é simplécti-
ca.
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Conclúımos que a potência exterior de ordem n de uma forma simpléctica ω
numa variedade M de dimensão 2n é uma forma de volume. Assim, qual-
quer variedade simpléctica (M, ω) é orientada canonicamente pela estrutura
simpléctica. A forma ωn

n! chama-se forma de Liouville (ou forma simpléctica
de volume).

Seja (M, ω) uma variedade simpléctica 2n-dimensional, e seja ωn a forma
de volume obtida pela multiplicação exterior de ω com ela própria n vezes.
Pelo Teorema de Stokes, se M é compacta, a classe de cohomologia de de
Rham [ωn] ∈ H2n(M) é não nula, ou seja, qualquer forma de volume em
M, com M compacta, é não-exacta. Portanto, ω não é exacta porque se o
fosse ωn seria exacta, i.e. ω = dη ⇒ ωn = d(η dη ∧ . . . ∧ dη︸ ︷︷ ︸

n−1

).

Isto revela uma condição topológica necessária para que uma variedade com-
pacta 2n-dimensional seja simpléctica: Tem que haver uma classe de coho-
mologia de grau 2 cuja potência de ordem n seja uma forma de volume.

Em particular, para n > 1 não existe estrutura simpléctica na esfera S2n,
pois para 0 < k < 2n, Hk(S2n) = 0.

3.2 Simplectomorfismos

Definição 3.2. 1. Uma aplicação ϕ : (M1, ω1)→ (M2, ω2) entre varie-
dades simplécticas diz-se simpléctica se ϕ∗ω2 = ω1.

2. Um simplectomorfismo é um difeomorfismo simpléctico.

?

Os f́ısicos chamam ”transformação canónica”ao simplectomorfismo.

Observação: Estamos a dizer que ω2(ϕ∗X,ϕ∗Y ) = ω1(X,Y ).

Assim como qualquer variedade n-dimensional parece localmente Rn, qual-
quer variedade simpléctica 2n-dimensional parece localmente (R2n, ω0).

Mais precisamente, qualquer variedade simpléctica (M2n, ω) é localmente
simplectomorfa a (R2n, ω0).
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3.3 O Teorema de Darboux

Teorema 3.1. (Darboux) Seja (M, ω) uma variedade simpléctica 2n-dimen-
sional e seja p um ponto qualquer em M.

Então existe um mapa (U , x1, . . . , xn, y1, . . . , yn) centrado em p, tal que em
U

ω =
n∑

i=1

dxi ∧ dyi.

Um mapa (U , x1, . . . , xn, y1, . . . , yn) chama-se um mapa de Darboux, e as
coordenadas (x1, . . . , xn, y1, . . . , yn) tal que ω =

∑n
i=1 dx

i ∧ dyi dizem-se
coordenadas canónicas.

Pelo Teorema de Darboux, o protótipo local de uma variedade simpléctica
2n-dimensional é M = R2n, com coordenadas locais (x1, . . . , xn, y1, . . . , yn)
e com forma simpléctica

ω0 =
n∑

i=1

dxi ∧ dyi.

Para provarmos o Teorema de Darboux precisamos de alguns argumentos.
Vamos definir primeiro o operador de inserção e a derivada de Lie de uma
forma diferencial. A seguir provamos duas proposições sobre a derivada de
Lie de uma forma diferencial.

O operador de inserção é definido como:

Definição 3.3. Sejam X ∈ V (M) e α ∈ Ωk(M).
O operador de inserção é o operador

iX : Ωk(M)→ Ωk−1(M)

tal que
(iXα)(Y1, . . . , Yk−1) = α(X,Y1, . . . , Yk−1).

?

Esta operação também se chama produto interior ou contracção. Repare-se
que a inserção diminui o grau da forma.

Em relação à derivada de Lie de uma forma diferencial, podemos definir
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Definição 3.4. Para X ∈ V (M) com fluxo φt a derivada de Lie de α ∈
Ωk(M) é definida por

LXα : Ωk(M)→ Ωk(M)

LXα =
d

dt
(φt)∗α

∣∣∣∣
t=0

.

?

A derivada de Lie tem as propriedades de uma derivação, é linear e satisfaz
a regra de Leibnitz.

Exerćıcio 3.2. Mostre que

1. LX(aη + bξ) = aLXη + bLXξ η, ξ ∈ Ωk(M).

2. LX(ω ∧ σ) = (LXω) ∧ σ + ω ∧ (LXσ), X ∈ V (M).

3. LX ◦ d = d ◦ LX .

As seguintes proposições vão ser úteis na prova do Teorema de Darboux.

Proposição 3.1. A derivada de Lie satisfaz:

1. LXω = diXω + iXdω (Fórmula mágica de Cartan).

2. d
dtφ

∗
tω = φ∗tLXω.

Demonstração. 1. Seja γ uma k-cadeia. Então Γ = φ([0, t] × γ) é uma
(k+1)-cadeia, e o Teorema de Stokes diz-nos que∫

Γ
dα =

∫
φt(γ)

α−
∫

γ
α−

∫
φ([0,t]×∂γ)

α.

A derivada em ordem a t em t = 0 e nova aplicação do Teorema de
Stokes dá-nos∫

γ
iXdα =

∫
γ
LXα−

∫
∂γ
iXα =

∫
γ
LXα−

∫
γ
diXα.

2. Por definição, LXω = d
ds(φs)∗ω

∣∣
s=0

. Então,



3 VARIEDADES SIMPLÉCTICAS 15

φ∗tLXω = φ∗t
d
ds(φs)∗ω

∣∣
s=0

= d
ds(φt)∗(φs)∗ω

∣∣
s=0

= d
ds(φt+s)∗ω

∣∣
s=0

= d
dt(φt+s)∗ω

∣∣
s=0

= d
dt(φt)∗ω.

Mas vamos precisar de uma versão melhorada de 2.

Proposição 3.2. Para uma famı́lia suave ωt, t ∈ R, de k-formas,

d

dt
φ∗tωt = φ∗t

(
LXωt +

dωt

dt

)
.

Demonstração. Se f(s, r) é uma função real de duas variáveis, então

d

dt
f(t, t) =

d

ds
f(s, t)

∣∣∣∣
s=t

+
d

dr
f(t, r)

∣∣∣∣
r=t

.

Assim,
d
dtφ

∗
tωt = d

dsφ
∗
sωt

∣∣
s=t

+ d
drφ

∗
tωr

∣∣
r=t

= φ∗sLXωt|s=t + φ∗t
dωr
dr

∣∣
r=t

= φ∗t
(
LXωt + dωt

dt

)
.

Podemos então provar o Teorema de Darboux. A prova consiste em provar
primeiro um lema, o que vai implicar o teorema.

Lema 3.1. Sejam ω e ω′ estruturas simplécticas numa variedade M e seja
p ∈M. Se ωp = ω′p, então existem vizinhanças U e V de p e um difeomor-
fismo ψ : U → V tal que

ψ(p) = p

ψ∗ω′ = ω.

Demonstração. Como d(ω′ − ω) = 0 existe uma 1-forma α nalguma vizi-
nhança W de p tal que

dα = ω′ − ω

pois [ω′] = [ω].
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Subtraindo a α o seu valor em p (i.e. tomando α → α − αp) podemos
assegurar que αp = 0. Repare-se que como estamos em coordenadas locais e
como α é uma 1-forma que pode ser escrita como α = fi(x)dxi, o que estamos
a fazer é simplesmente subtrair a α a quantidade constante ∇fi(p) ←→
∂f
∂xi (p)dxi, ou seja, α passa a ser α− ω∇f (p).

Seja agora Ω a famı́lia de 2-formas

Ω = ω + t(ω′ − ω)

em W , e seja X o campo vectorial em W determinado por

iXΩ + α = 0.

Note-se que Ωp = ωp, pelo que Ωp é não degenerada, e também que dΩ = 0,
∀t fixo (Ω é fechada).

Substituindo W por uma vizinhança mais pequena, se necessário, podemos
assegurar que Ω é não degenerada em W . Então X é bem definido.

Seja agora φt um fluxo local de X (começa em φ0 = idM). Então, utilizando
a proposição (3.2)

d
dt (φ∗t Ω) = φ∗t

(
LXΩ + dΩ

dt

)
Cartan= φ∗t

(
diXΩ + iXdΩ + dΩ

dt

)
= φ∗t (−dα+ ω′ − ω)

= 0

onde no último passo se utilizou iX = −α, dΩ = 0 e dΩ
dt = ω′ − ω.

Segue que φ∗t Ω|t=1 = φ∗t Ω|t=0 , ou seja

φ∗1ω
′ = φ∗0ω = ω,

pois Ω1 = ω′ e Ω0 = ω.

Tomando ψ = φ1 vem que
ψ∗ω′ = ω.

Também,
ψ(p) = p.
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Para ver porque é que ψ(p) = p notemos que iXΩ + α = 0 e αp = 0, o que
significa que iXpΩp = 0. Isso implica que Xp = 0 pois Ωp é não degenerada.
Daqui vem que φt(p) = p,∀t ∈ [0, 1] e assim que ψ(p) = p.

A única dificuldade é que ψ pode não estar definida em todo o W pois as
curvas integrais de X podem deixar W . Sabemos contudo que ψ(p) = p
pelo que deverá existir uma vizinhança U ⊂W de p tal que ψ é definida em
U e ψ(U) ⊂W . A demonstração fica completa tomando V = ψ(U).

Podemos agora provar o Teorema de Darboux.

Demonstração do Teorema de Darboux. Notemos que do lema da base sim-
pléctica (2.1) é posśıvel introduzir um sistema de coordenadas

(x′1, . . . , x′n, y′1, . . . , y′n)

numa vizinhança de p tal que ω =
∑

i dx
′i ∧ dy′i em p. Então, se tomarmos

ω′ =
∑

i dx
′i ∧ dy′i e definirmos xi e yi por

xi = x′i ◦ ψ, yi = y′i ◦ ψ

onde ψ é como no lema anterior, deveremos ter

ω =
n∑

i=1

dxi ∧ dyi

nalguma vizinhança de p.

Todas as variedades simplécticas têm a mesma estrutura simpléctica que um
fibrado cotangente de dimensão apropriada. Contudo, além da sua estrutura
simpléctica canónica, um fibrado cotangente tem mais estruturas naturais
que não são comuns a todas as variedades simplécticas. Uma delas é a 1-
forma canónica (ou tautológica) que iremos ver a seguir. Em qualquer var-
iedade simpléctica (M, ω), é sempre posśıvel encontrar nalguma vizinhança
de cada ponto uma 1-forma α tal que ω = dα. Tal 1-forma chama-se um
potencial simpléctico (ou uma 1-forma tautológica). Em geral α existe ape-
nas localmente e não é única. A 1-forma canónica num fibrado cotangente
é um potencial simpléctico canónico global. Já sabemos que em variedades
simplécticas compactas não pode haver potencial simpléctico global, pois se
ω = dα então∫

M
ωn =

∫
M
ω ∧ ω ∧ . . . ∧ ω =

∫
M
d(θ ∧ ωn−1) = 0

pelo Teorema de Stokes. Mas o integral do lado esquerdo não é zero, pelo
que vamos ter uma contradição. Isto significa que ωn não é exacta, e assim
ω não é exacta.
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4 Forma Simpléctica no Fibrado Cotangente

Esta secção é simplesmente uma tradução de algumas secções de A. Cannas
da Silva, Lectures on Symplectic Geometry, (ver referências).

4.1 Fibrado Cotangente

Seja Q uma variedade n-dimensional e M = T ∗Q o seu fibrado cotangente.
Se a estrutura de variedade em Q for descrita pelos mapas (U , x1, . . . , xn)
com xi : U → R, então para qualquer x ∈ U , os (dx1)x, . . . , (dxn)x formam
uma base de T ∗xQ. Nomeadamente, se ξ ∈ T ∗xQ, então ξ =

∑n
i=1 ξ

i(dxi)x

para coeficientes reais ξ1, . . . , ξn. Isso induz uma aplicação

T ∗U → R2n

(x, ξ) 7→ (x1, . . . , xn, ξ1, . . . , ξn).

O mapa (T ∗U , x1, . . . , xn, ξ1, . . . , ξn) é um mapa de T ∗Q; as coordenadas
x1, . . . , xn, ξ1, . . . , ξn são as coordenadas cotangentes associadas às coorde-
nadas (x1, . . . , xn) de U . Nas intersecções entre mapas, as transições são
suaves: dados dois mapas (U , x1, . . . , xn), (U ′, x′1, . . . , x′n), e x ∈ U ∩ U ′, se
ξ ∈ T ∗xQ, então

ξ =
n∑

i=1

ξi(dxi)x =
∑
i,j

(
∂xi

∂x′j

)
(dx′j)x =

n∑
j=1

ξ′j(dx′j)x

onde ξ′j =
∑

i ξ
i
(

∂xi

∂x′j

)
é suave. Assim, T ∗Q é uma variedade 2n-dimensio-

nal.

Vamos agora construir uma das grandes classes de exemplos de formas
simplécticas. As formas canónicas em fibrados cotangentes são relevantes
para vários ramos, incluindo a análise de operadores lineares, sistemas dinâ-
micos e mecânica clássica.

4.2 Formas Canónicas e Formas Tautológicas

Seja (U , x1, . . . , xn) um mapa numa variedade Q, com coordenadas cotan-
gentes associadas (T ∗U , x1, . . . , xn, ξ1, . . . , ξn). Definimos uma 2-forma ω em
T ∗U como

ω =
n∑

i=1

dxi ∧ dξi.
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Para verificar que esta definição é independente de coordenadas, considere-se
a 1-forma α em T ∗U

α =
n∑

i=1

ξidxi.

É imediato que ω = −dξ.

Proposição 4.1. A forma α é intrinsecamente definida (e assim a forma
ω também o é).

Demonstração. Sejam

(U1, x
1, . . . , xn, ξ1, . . . , ξn) e (U2, x

′1, . . . , x′n, ξ′1, . . . , ξ′n)

dois mapas cotangentes. Em U1∩U2, os dois conjuntos de coordenadas estão
relacionados por ξ′j =

∑n
i=1 ξ

i
(

∂xi

∂x′j

)
. Como dx′j =

∑n
i=1

(
∂x′j

∂xi

)
dxi, vamos

ter

α =
n∑

i=1

ξidxi =
n∑

j=1

ξ′jdxj = α′.

A 1-forma α é a forma tautológica e a 2-forma ω a forma simpléctica canóni-
ca.

Vamos agora tratar de uma demonstração alternativa do carácter intŕınseco
dessas formas. Sejam

M = T ∗Q p = (x, ξ) ξ ∈ T ∗x (Q)
↓ π ↓
Q x

A 1-forma tautológica α pode ser definida num ponto p como

αp = (dπp)∗ξ ∈ T ∗p (M)

onde (dπp)∗ é a aplicação transposta de dπp, i.e. (dπp)∗ξ = ξ ◦ dπp:

p = (x, ξ) Tp(M) T ∗p (M)
↓ π ↓ dπp ↑ (dπp)∗

x Tx(Q) T ∗x (Q)

De forma equivalente,

αp(v) = ξ((dπp)v), para v ∈ Tp(M).
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A 2-forma simpléctica canónica ω em T ∗Q é definida por

ω = −dα.

Localmente,

ω =
n∑

i=1

dxi ∧ dξi.

4.3 Naturalidade das Formas Canónicas

Sejam Q1 e Q2 variedades n-dimensionais com fibrados cotangentes M1 =
T ∗Q1 e M2 = T ∗Q2, e 1-formas tautológicas α1 e α2. Suponhamos que
f : Q1 → Q2 é um difeomorfismo. Então existe um difeomorfismo natural

f] :M1 →M2

(a que se chama lift) tal que:

Se p1 = (x1, ξ1) ∈M1 para x1 ∈ Q1 e ξ1 ∈ T ∗x1
(Q1), então

f](p1) = p2 = (x2, ξ2),

com x2 = f(x1) ∈ Q2 e ξ1 = (dfx1)
∗ξ2, onde (dfx1)

∗ : Tx2(Q2)
∼=→ Tx1(Q1),

pelo que f]|∗Tx1
é a aplicação inversa de (dfx1)

∗.

Exerćıcio 4.1. Verificar que f] é um difeomorfismo.

Proposição 4.2. O pullback do lift f] de um difeomorfismo f : Q1 → Q2 é
tal que

(f])∗α2 = α1.

Demonstração. Em p1 = (x1, ξ1) ∈M1, esta identidade diz que

(df])∗p1
(α2)p2 = (α1)p1 ,

onde p2 = f](p1).

Agora, da definição de f] vem

p2 = f](p1)⇔ p2 = (x2, ξ2) onde x2 = f(x1) e (dfx1)
∗ξ2 = ξ1.
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Da definição da 1-forma tautológica temos

(α1)p1 = (dπ1)∗p1
ξ1 e (α2)p2 = (dπ2)∗p2

ξ2.

Também, o diagrama

M1
f]−→ M2

π1 ↓ ↓ π2

Q1
f−→ Q2

comuta.

Assim,

(df])∗p1
(α2)p2 = (df])∗p1

(dπ2)∗p2
ξ2 = (d(π2 ◦ f]))∗p1

ξ2 =

= (d(f ◦ π1))∗p1
ξ2 = (dπ1)∗p1

(df)∗x1
ξ2 =

= (dπ1)∗p1
ξ1 = (α)p1 .

Corolário 4.1. O lift f] de um difeomorfismo f : Q1 → Q2 é um simplec-
tomorfismo, i.e. (f])∗ω2 = ω1, onde ω1 e ω2 são as formas simplécticas
canónicas.

Demonstração. Como o pullback comuta com a derivada exterior d, da
proposição anterior vem

d(f])∗α2 = dα1

ou seja,
(f])∗dα2 = dα1,

o que significa que
(f])∗ω2 = dω1

Estamos a ver que um difeomorfismo de variedades induz um simplectomor-
fismo canónico de fibrados cotangentes:

f] : T ∗Q1 → T ∗Q2

↑
f : Q1 → Q2.
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Exemplo 4.1. Sejam Q1, Q2 = S1. Então T ∗S1 é o cilindro S1×R. Uma 2-
forma canónica ω é a forma ω = dϑ∧dz. Se f : S1 → S1 é um difeomorfismo
qualquer, então f] : S1 × R → S1 × R é um simplectomorfismo, i.e um
difeomorfismo que preserva a área do cilindro. �
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5 Órbitas Coadjuntas de Grupos de Lie

5.1 Revisão sobre Grupos de Lie

Definição 5.1. Um grupo de Lie é uma variedade G equipada com uma
estrutura de grupo, onde as operações

G×G→ G G→ G

(a, b) 7→ a.b a 7→ a−1

são aplicações suaves.

?

Exemplos:

1. (R,+);

2. S1 visto como {z ∈ C| zz̄ = 1} com a multiplicação habitual de
números complexos, representa rotações no plano: S1 = U(1) =
SO(2);

3. GL(n,C) = {matrizes complexas invert́ıveis n× n},

4. U(n), transformações lineares unitárias de Cn: {A ∈ GL(C)| AA† =
A†A = Id}3;

5. SU(n) = {A ∈ U(n)| det(A) = 1}

6. O(n), transformações lineares ortogonais de Rn;

7. SO(n) = {A ∈ O(n)| det(A) = 1};

8. GL(V ), transformações lineares invert́ıveis de um espaço vectorial V .

�

Definição 5.2. Uma representação de um grupo de Lie G num espaço vec-
torial V é um homomorfismo4 G→ GL(V ).

?
3A† é a chamada matriz transconjugada: A† = ĀT

4Relembremos que um homomorfismo de G para G′, com G e G′ grupos, é uma
aplicação Θ : G → G′ tal que ∀x, y ∈ G : Θ(xy) = Θ(x)Θ(y).
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5.2 Acções Suaves de Grupos de Lie

SejaM uma variedade.

Definição 5.3. Uma acção de um grupo de Lie G em M é um homomor-
fismo de grupos

ψ : G→ Dif(M)
g 7→ ψg

onde Dif(M) é o grupo dos difeomorfismos de M. Vamos considerar ape-
nas acções esquerdas, onde ψ é um homomorfismo. Uma ação direita é
definida com ψ sendo um anti-homomorfismo. A acção ψ é suave se

ψg : M×G→M
(p, g) 7→ ψg(p).

é uma aplicação suave.

?

Exemplos:

1. SO(3) actua em R3 por (A, x) 7→ Ax. Esta acção deixa a 2-esfera S2

invariante, pelo que a mesma expressão define uma acção de SO(3)
em S2.

2. GL(n,R) actua em Rn por (A, x) 7→ Ax.

3. Seja X um campo vectorial completo emM, i.e. um campo vectorial
para o qual o seu fluxo φt está definido para todo t ∈ R. Então
φt :M→M define uma acção de R em M.

�

5.3 Representações Adjunta e Coadjunta

Seja G um grupo de Lie. Dado g ∈ G seja

Lg : G→ G
a 7→ g.a

a multiplicação à esquerda por g. Um campo vectorial X ∈ V (G) diz-se
invariante à esquerda se (Lg)∗X = X para todo g ∈ G (existem noção
análogas para a direita).
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Seja g o espaço vectorial de todos os campos vectoriais em G que são in-
variantes à esquerda. Juntamente com os parêntesis de Lie [·, ·] de campos
vectoriais, g forma uma álgebra de Lie, chamada a álgebra de Lie do grupo
de Lie G.

Exerćıcio 5.1. Mostre que a aplicação

g→ TeG
X 7→ Xe

onde e é a identidade em G, é um isomorfismo de espaços vectoriais.

Qualquer grupo de Lie actua em si próprio por conjugação:

G→ Dif(G)
g 7→ ψg, ψg(a) = g.a.g−1.

A derivada na identidade de

ψg : G→ G
a 7→ g.a.g−1

é uma aplicação linear invert́ıvel Adg : g→ g. Aqui identificamos a álgebra
de Lie g com o espaço tangente TeG. deixando g variar obtemos a repre-
sentação adjunta (ou acção adjunta) de G em g:

Ad : G→ GL(g)
g 7→ Adg.

Explicitamente, a acção adjunta de G em g é dada por

Ad : G× g→ g, Adg(ξ) = Te(Rg−1 ◦ Lg)ξ.

Agora, seja 〈·, ·〉 o emparelhamento natural entre g∗ e g:

〈·, ·〉 : g∗ → g

(ξ,X) 7→ 〈ξ,X〉 = ξ(X).

Dado ξ ∈ g definimos Ad∗gξ por

〈Ad∗gξ,X〉 = 〈ξ,Adg−1X〉, ∀X ∈ g.
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Observação: Utilizámos g−1 na definição de Ad∗gξ para obter uma rep-
resentação (esquerda) i.e. um homomorfismo de grupos, em vez de uma
representação ”direita”, i.e. um antihomomorfismo de grupos.

A colecção de aplicações Ad∗g forma a representação coadjunta (ou acção
coadjunta) de G em g∗:

Ad∗ : G→ GL(g∗)
g 7→ Ad∗g.

Explicitamente, a representação coadjunta de G em g∗ é dada por

Ad∗ : G→ GL(g∗, g∗), Ad∗g−1 = (Te(Rg ◦ L− g−1))∗.

Exerćıcio 5.2. Mostre que Adg ◦Adh = Adgh e Ad∗g ◦Ad∗h = Ad∗gh.

5.4 Espaços das Órbitas

Seja ψ : G→ Dif(M) uma acção.

Definição 5.4. A órbita de G através de p ∈ M é {ψg(p)| g ∈ G}. O
estabilizador de p ∈M é o subgrupo Gp = {g ∈ G|ψg(p) = p}.

?

Definição 5.5. Dizemos que a acção de G em M é

• transitiva se existe apenas uma órbita;

• livre se todos os estabilizadores são triviais ({e});

• localmente livre se todos os estabilizadores são discretos.

?

Seja ∼ a relação de equivalência de órbitas. Para p, q ∈M,

p ∼ q ⇔ p e q estão na mesma órbita.

O espaço das órbitas é M/∼ =M/G.

Exemplos:
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1. Translação à esquerda. Lg : G → G, h 7→ g.h, define uma acção
transitiva e livre de G em si próprio. Note-se que a multiplicação à
direita Rg : G → G, h 7→ h.g, não define uma acção esquerda porque
Rgh = Rh ◦Rg, pelo que g 7→ Rg é um anti-homomorfismo. Contudo,
g 7→ Rg define uma acção à direita, enquanto que g 7→ Rg−1 define
uma acção à esquerda de G em si próprio.

2. g 7→ ψg = Rg−1 ◦ Lg. A aplicação ψg : G → G dada por h 7→ g.h.g−1

é o automorfismo interno associado a g. As órbitas desta acção são
chamadas classes de conjugação, ou no caso de grupos matriciais, clas-
ses de semelhança.

�

A órbita coadjunta, O(ξ), através de ξ ∈ g∗ é o subconjunto de g∗ definido
por

O(ξ) = {Ad∗g−1(ξ)|g ∈ G} = G · ξ.

5.5 Vectores Tangentes a Órbitas Coadjuntas

Em geral, as órbitas de uma acção de um grupo de Lie, embora seja var-
iedades, não são subvariedades da variedade ambiente. No entanto acontece
uma excepção no caso de grupos de Lie compactos: todas as suas órbitas
são subvariedades fechadas.

Vamos agora descrever vectores tangentes a órbitas coadjuntas. Sejam ξ ∈ g

e g(t) uma curva em G tangente a ξ em t = 0. Seja O uma órbita coadjunta
e µ ∈ O. Se η ∈ g então

µ(t) = Ad∗g(t)−1µ

é uma curva em O com µ(0) = µ. Diferenciando a identidade

〈µ(t), η〉 = 〈µ,Adg(t)−1η〉

em ordem a t em t = 0 obtém-se

〈µ′(0), η〉 = −〈µ, adξη〉 = −〈ad∗ξµ, η〉,

e assim5,
µ′(0) = −ad∗ξµ.

Então,
TµO = {ad∗ξµ}.

5adµ(η) = µg(η) = [µ, η], ad∗µ(α) = −µg∗(α) = 〈α, [µ, ·]〉.
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Esta cálculo mostra também que o gerador infinitesimal da acção coadjunta
é dado por

ξg∗(µ) = −ad∗ξµ.

5.6 A Estrutura Simpléctica em Órbitas Coadjuntas

Teorema 5.1. (Teorema da Órbita Coadjunta): Sejam G um grupo de Lie
e O ⊂ g∗ uma órbita coadjunta. Então

ω±(µ)(ξg∗(µ), ηg∗(µ)) = ±〈µ, [ξ, η]〉

para todos µ ∈ O e ξ, η ∈ g define estruturas simplécticas em O.

Demonstração. Primeiro, mostramos que esta expressão nos dá uma forma
bem definida, i.e. o lado direito é independente da escolha de ξ ∈ g e
η ∈ g que definem os vectores tangentes ξg∗(µ) e ηg∗(µ). Observamos que
ηg∗(µ) = η′g∗(µ) implica que 〈µ, [ξ, η]〉 = 〈µ, [ξ′, η]〉 para todo η ∈ g. Assim,

ω(µ)(ξg∗(µ), ηg∗(µ)) = ω(µ)(ξ′g∗(µ), ηg∗(µ)),

pelo que ω é bem definida.

Em segundo lugar, mostremos que ω é não degenerada. Como o emparel-
hamento 〈 , 〉 é não degenerado, ω(µ)(ξg∗(µ), ηg∗(µ)) = 0 para todo ηg∗(µ)
implica que 〈µ, [ξ, η]〉 = 0 para todo o η. Isto significa que 〈µ, [ξ, ·]〉 =
ξg∗(µ) = 0. Falta apenas mostrar que ω é fechada, i.e. dω = 0. Para isso
começamos por definir, para cada ν ∈ g∗, a 1-forma νL em G por

νL(g) = (T ∗gLg−1)(ν),

onde g ∈ G. É imediato que a 1-forma νL é invariante à esquerda, i.e.
L∗gνL = νL para todo g ∈ G. Para ξ ∈ g, seja ξL o campo vectorial em G
invariante à esquerda, pelo que νL(ξL) é uma função constante em G (cujo
valor em qualquer ponto é 〈ν, ξ〉). Escolhemos ν ∈ O e consideramos a
aplicação sobrejectiva ϕν : G → O definida por g 7→ Ad∗g−1(ν) e a 2-forma
σ = ϕ∗ν(ω) em G. Afirmamos que

σ = dνL.

Para provar a afirmação notamos que

(Teϕnu)(η) = ηg∗(ν),
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pelo que a aplicação sobrejectiva ϕν é uma submersão em e. Pela definição
do pullback, σ(e)(ξ, η) vai ser igual a

(ϕ∗νω)(e)(ξ, η) = ω(ϕν(e))(Teϕν · ξ, Teϕν · η)
= ω(ν)(ξg∗(ν), ηg∗(ν))
= 〈ν, [ξ, η]〉

Assim,

σ(ξL, ηL)(e) = σ(e)(ξ, η) = 〈ν, [ξ, η]〉 = 〈νL, [ξL, ηL]〉(e).

Vamos precisar da relação σ(ξl, ηL) = 〈νL, [ξL, ηL] em cada ponto de G; para
a obter provamos primeiro dois lemas.

Lema 5.1. A aplicação Ad∗g−1 : O → O preserva ω, isto é,

(Ad∗g−1)∗ω = ω.

Demonstração. Para provar o lema recorremos a duas identidades. A pri-
meira diz que

(Adgξ)g∗ = Ad∗g−1 ◦ ξg∗ ◦Ad∗g,

e que se pode provar tomando ξ tangente à curva h(ε) em ε = 0, lembrando
que

Adgξ =
d

dε
g.h(ε).g−1

∣∣∣∣
ε=0

e notando que

(Adgξ)g∗(µ) = d
dεAd

∗
(g.h(ε).g−1)−1µ

∣∣∣
ε=0

= d
dεAd

∗
g−1Ad

∗
h(ε)−1Ad

∗
g(µ)

∣∣∣
ε=0

.

Em segundo lugar, precisamos da identidade

Adg[ξ, η] = [Adgξ,Adgη],

que se obtém diferenciando a relação

ψg(ψh(k)) = ψg(h)ψg(k)ψg(h−1)

em ordem a h e k na identidade.

Avaliando (Adgξ)g∗ em ν = Ad∗g−1µ obtém-se

(Adgξ)g∗(ν) = Ad∗g−1 · ξg∗(µ) = TµAd
∗
g−1 · ξg∗(µ),
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pois Adg−1 é linear. Então

((Ad∗g−1)ω)(µ)(ξg∗(µ), ηg∗(µ))

= ω(ν)(TνAdg∗−1 · ξg∗(µ), Tµ)Adg∗−1 · ηg∗(µ)

= ω(ν)((Adgξ)g∗(ν), (Adgη)g∗(ν))

= 〈ν, [Adgξ,Adgη]〉

= 〈ν,Adg[ξ, η]〉

= 〈Ad∗gν, [ξ, η]〉

= 〈µ, [ξ, η]〉

= ω(µ)(ξg∗(µ), ηg∗(µ)).

Lema 5.2. A 2-forma σ é invariante à esquerda, i.e. L∗gσ = σ para todo
g ∈ G

Demonstração. Utilizando ϕν ◦ Lg = Ad∗g−1 ◦ ϕν calculamos

L∗gσ = L∗gϕ
∗
νω = (ϕν ◦ Lg)∗ω = (Ad∗g−1 ◦ ϕν)∗ω

= ϕ∗ν(Ad
∗
g−1)∗ω = ϕ∗νω = σ.

Lema 5.3. σ(ξL, ηL) = 〈νL, [ξL, ηL]〉.

Demonstração. Os dois lados são invariantes à esquerda e são iguais na
identidade.

Agora, em termos dos parêntesis de Lie, a derivada exterior dα de uma
1-forma α pode ser escrita como:

dα(X,Y ) = X(α(Y ))− Y (α(X))− α([X,Y ]).

como νL(ξL) é constante, ηL(νL(ξL)) = 0 e ξL(νL(ηL)) = 0, pelo que o lema
anterior implica que

σ(ξL, ηL) = dνL(ξL, ηL).

Lema 5.4. σ = dνL
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Demonstração. Mostremos que para dois campos vectoriais quaisquer X e
Y , σ(X,Y ) = dνL(X,Y ). Como σ é invariante à esquerda,

σ(X,Y )(g) = (L∗g−1σ)(g)(X(g), Y (g))

= σ(e)(TLg−1 ·X(g), TLg−1 · Y (g))

= σ(e)(ξ, η)

= σ(ξL, ηL)(e) = dνL(ξL, ηL)(e)

= (L∗gdνL)(ξL, ηL)(e)

= (dνL)(g)(TLg · ξL(e), TLg · ηL(e))

= (dνL)(g)(TLg · ξ, TLg · η) = (dνL)(g)(X(g), Y (g))

= (dνL)(X,Y )(g).

onde na terceira linha se tomou ξ = TLg−1 · X(g) e η = TLg−1 · Y (g), na
quarta se utilizou σ(ξL, ηL) = dνL(ξL, ηL). e na quinta o facto de νL ser
invariante à esquerda.

Agora, podemos concluir a prova do teorema. Como σ = dνL, dσ = ddνL =
0, e assim, 0 = dϕ∗νω = ϕ∗νdω. Da relação ϕν ◦ Lg = Ad∗g−1 ◦ ϕν , segue
que a submersividade de ϕν em e é equivalente à submersividade de ϕν em
qualquer g ∈ G, ou seja, ϕν é uma submersão sobrejectiva. Assim. ϕ∗ν é
injectiva, e assim dω = 0.

Como as órbitas coadjuntas são simplécticas, temos o seguinte corolário.

Corolário 5.1. As órbitas coadjuntas de grupos de Lie de dimensão finita
têm dimensão par.

5.7 A Órbita Coadjunta de SU(2)

SU(n) é conexo, compacto e tem dimensão n2− 1 (SU(2) tem dimensão 3).

O grupo SU(2) aparece em várias aplicações como a construção do grupo de
gauge (não-abeliano) para as equações de Yang-Mills na f́ısica de part́ıculas
elementares.

Toda a matriz A ∈ SU(2) pode ser expressa como

A =
(
α −β̄
β ᾱ

)
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onde |α|2 + |β|2 = 1 (Assim, SU(2) pode ser visto com a 3-esfera S3 em
C2 = R4). A álgebra de Lie de SU(2) é o espaço das matrizes complexas
2× 2 tais que A∗ = −A e traço nulo, representada por su(2).

Lembremo-nos que temos um homomorfismo de grupos SU(2) → SO(3).
Para X ∈ SU(2) obtemos uma rotação em R3. Considere-se (x, y, z) ∈ R3.
Podemos fazer a identificação

(x, y, z)←→
(

ix y + iz
−y + iz −ix

)
= B

e assim
X

φ7−→ φX , φX(B) = XBX−1

o que nos dá um isomorfismo de álgebras su(2)→ so(3).

(φX)∗ : su(2)→ so(3)
L→ [L, · ]

Agora, su(2) ∼= R3 e so(3) ∼= R3. Sejam E1, E2, E3 ∈ su(2) :

E1 =
(
i/2 0
0 −i/2

)
E2 =

(
0 1/2
−1/2 0

)
E3 =

(
0 i/2
i/2 0

)

Vamos ter

φ∗(E1) =

 0 0 0
0 0 −1
0 1 0

 ∈ so(3)

φ∗(E2) =

 0 0 1
0 0 0
−1 0 0

 ∈ so(3)

φ∗(E3) =

 0 −1 0
1 0 0
0 0 0

 ∈ so(3)

Um grupo de Lie actua sobre si próprio por conjugação:

φX(A) = XAX−1.
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Diferenciando em ordem a A em A = identidade obtém-se a representação
adjunta Adg : g→ g. Para X ∈ SU(2),

AdXA
def
=

d

dt

(
XetAX−1

)∣∣∣∣
t=0

= XAX−1.

Já sabemos que φA(X) = XAX−1 é uma rotação em R3. Assim, podemos
dizer que a acção adjunta é uma rotação em R3:

AdAv = Av v ∈ R3 ∼= so(3)

Daqui segue que as acções adjuntas de SU(2) e SO(3) vão ser as mesmas.
Como SU(2) e SO(3) são ambos compactos, as órbitas adjuntas são iso-
morfas às órbitas coadjuntas. Repare-se que ker(φx) = {±I} ⊆ su(2) e
φ−X = φX .

Agora seja v = (x, y, z) ∈ R3. Consideremos a identificação

v ←→

 0 −z y
z 0 −x
−y x 0

 ∈ so(3).

Note-se que nesta álgebra os parêntesis de Lie correspondem ao produto
vectorial de vectores de R3, [u, v]←→ u× v.

A acção coadjunta de G em g∗, o dual da álgebra de Lie g, é definida a partir
da acção adjunta por

Ad∗g−1 : g∗ → g∗,

onde Ad∗g−1 é a aplicação dual de Adg−1 , i.e. é definida por

〈Ad∗g−1(µ), ξ〉 = 〈µ,Adg−1(ξ)〉,

onde µ ∈ g∗, ξ ∈ g e 〈 , 〉 representa o emparelhamento natural entre g∗ e g.
Como estamos a trabalhar com matrizes,

〈 , 〉 : g× g→ R
〈X,Y 〉 = −2< (tr(XY ))

onde X e Y são escritos em termos da base ortonormada {E1, E2, E3}.

Identificamos so(3)∗ com R3 pelo produto interno habitual, i.e. se ζ, v ∈ R3,
temos 〈ζ, v〉 = ζ · v. Então, para ζ ∈ so(3)∗ e A ∈ SO(3):
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〈Ad∗A−1(ζ), v〉 = 〈ζ, AdA−1(v)〉 = ζ ·A−1v

= ((A−1)tζ) · v = (Aζ) · v

pois A é ortogonal (i.e. (A−1)t = A).

A órbita coadjunta, O(µ), através de µ ∈ g∗ é o subconjunto de g∗ definido
por

O(µ) = {Ad∗g−1(µ) |g ∈ G} = G · µ

Assim, identificando so(3)∗ com R3, Ad∗A−1ζ = Aζ e a órbita coadjunta vai
ser

O(ζ) = {Ad∗A−1(ζ)|A ∈ SO(3)} = {Aζ|A ∈ SO(3)},

que é a esfera em R3 de raio ‖ζ‖.

Agora, dados ξ, η ∈ R3 podemos construir os vectores tangentes à órbita
como:

ξR3(ζ) = [ξ, ζ] = ξ × ζ ∈ Tζ(O(ζ))

e
ηR3(ζ) = [η, ζ] = η × ζ ∈ Tζ(O(ζ)).

No caso geral, a demonstração desta expressão necessita da definição da
aplicação exponencial. No entanto, no caso que estamos a tratar, em que
g∗ ∼= g ∼= R3 e as órbitas são esferas em R3, é fácil de verificar que os vectores
acima definidos são tangentes à esfera em ζ.

As órbitas coadjuntas têm estrutura de variedade simpléctica (foi provado
por Kirillov-Konstant-Souriau), e a forma simpléctica6 pode ser constrúıda
como

ω(µ)(ξg∗(µ), ηg∗(µ)) = 〈µ, [ξ, η]〉

para ξ, η ∈ g e para todo o µ ∈ O.

Vamos verificar que esta forma é bem definida, ou seja, que o lado direito é
independente da escolha de ξ, η ∈ g que definem os vectores tangentes ξg∗(µ)
e ηg∗(µ). Observando que ξg∗(µ) = ξ′g∗(µ) implica que 〈µ, [ξ, η]〉 = 〈µ, [ξ′, η]〉
para todo η ∈ g. Assim

ω(µ)(ξg∗(µ), ηg∗(µ)) = ω(µ)(ξ′g∗(µ), ηg∗(µ))

6Nag é única.
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pelo que ω é bem definida.

Também, como 〈 , 〉 é não degenerado, ω(µ)(ξg∗(µ), ηg∗(µ)) = 0 para todo o
η∗g(µ) implica que 〈µ, [ξ, η]〉 = 0 para todo o η, o que significa que 〈µ, [ξ, · ]〉 =
ξg∗(µ) = 0.

Repare-se que a órbita tem dimensão 2 (é simplesmente uma esfera em R3)
pelo que a nossa 2-forma ω é automaticamente fechada porque é máxima.

Pela identificação habitual de so(3) com R3, a estrutura simpléctica da órbita
coadjunta torna-se

ω(ξR3(ζ), ηR3(ζ)) = 〈ζ, [ξ, η]〉 = ζ · (ξ × η).

Vamos mostrar que esta forma é invariante à acção coadjunta.

(Ad∗A−1)∗ω(µ)(ξR3(µ), ηR3(µ))

= ω(Ad∗A−1µ)((Ad∗A−1)∗ξR3(µ), (Ad∗A−1)∗ηR3(µ)).

Agora, usamos o facto de estarmos em SO(3): A transformação é linear,
Ad∗A−1v = Av, e assim,

(Ad∗A−1)∗ξR3(µ) = A∗ξR3(µ)

Note-se que ξR3 é um vector tangente à órbita em µ e estamos a fazer uma
transformação linear desse vector. Mas podemos tomar o vector tangente a
Aξ em µ e assim, o que temos é

(Ad∗A−1)∗ξR3(µ) = (Aξ)R3(Aµ) = (AdAξ)R3(Aµ)

pelo que a nossa forma simpléctica se vai tornar

ω(Ad∗A−1µ)((AdAξ)R3(Aµ), (AdAη)R3(Aµ))

def
= 〈Ad∗A−1µ, [AdAξ,AdAη]〉.

Agora, para um g ∈ G qualquer, Adgξ = g.ξ.g−1 e assim

[Adgξ,Adgη] = [g.ξ.g−1, g.η.g−1] = g.[ξ, η].g−1 = Adg[ξ, η].
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Deste modo, vamos obter

ω(Ad∗A−1µ)((AdAξ)R3(Aµ), (AdAη)R3(Aµ))

= 〈Ad∗A−1µ,AdA[ξ, η]〉

= 〈Ad∗AAd∗A−1µ, [ξ, η]〉

= 〈µ, [ξ, η]〉

= ω(µ)(ξR3(µ), ηR3(µ)).

Agora notamos que podemos escrever a nossa forma simpléctica em termos
da forma de volume de S2, como

ω =
λ

‖µ‖
,

onde λ é a forma de volume já bem conhecida de S2 (vista como a esfera
em R de raio ‖µ‖, ver exemplo 3, secção 3.1).

Exerćıcio 5.3. Verificar que ω = λ
‖µ‖ .
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6 Sistemas Hamiltonianos

Dada uma função qualquer f :M→ R numa variedade simpléctica quere-
mos associar-lhe um campo vectorial cujo fluxo preserve a forma simpléctica
e a função dada. Esse campo vectorial chama-se o campo vectorial Hamil-
toniano dessa função Hamiltoniana.

6.1 Campos vectoriais Hamiltonianos e Simplécticos

Sejam (M, ω) uma variedade simpléctica e H :M→ R uma função suave.
dH é uma 1-forma. Como ω é não-degenerada existe um único campo vecto-
rial XH em M tal que

dH = iXH
ω

Estamos a dizer que para v ∈ V (M), p ∈M,

iXH
ωp(v) = ωp(XH , v),

e assim, dH(v) = ω(XH , v).

Suponhamos que M é compacta ou, pelo menos que XH seja completo7, e
seja ρt :M→M, t ∈ R a famı́lia de difeomorfismos8 gerada por XH : ρ0 = idM

dρt

dt ◦ ρ
−1
t = XH

Lema 6.1. Cada difeomorfismo ρt preserva ω, i.e. ρ∗tω = ω.

Demonstração. Pela fórmula de Cartan, e como ω é fechada,

LXH
ω = diXH

ω + iXH
dω︸︷︷︸
0

= d2H = 0.

Então,
d

dt
(ρt)∗ω = (ρt)∗LXH

ω = 0,

e assim (ρt)∗ω = ω pois (ρt)∗ω não varia com t e ρ0 = idM

Estamos a ver que toda a função em (M, ω) nos dá uma famı́lia de simplec-
tomorfismos. Note-se que a prova envolveu simultaneamente os factos de ω
ser não-degenerada e fechada.

7Significa que o fluxo de XH está definido para todo o t ∈ R.
8Cada um destes difeomorfismos é um fluxo local de XH .
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Definição 6.1. Um campo vectorial XH tal que

dH = iXH
ω

diz-se o campo vectorial Hamiltoniano com função Hamiltoniana H.

?

Observação: Se XH é Hamiltoniano, então

LXH
H = iXH

dH = iXH
iXH

ω = 0,

i.e. campos vectoriais Hamiltonianos preservam as suas funções Hamiltoni-
anas.

Exemplo 6.1. Seja M = R2n com coordenadas (q1, . . . , qn, p1, . . . , pn) e
com forma simpléctica ω0 =

∑n
j=1 dq

j ∧ dpj . Vamos determinar XH . �

Dado o sistema de coordenadas referido, XH terá que ser uma combinação
linear do tipo XH =

∑n
i=1

(
ai ∂

∂qi + bi ∂
∂pi

)
com ai, bi ∈ C∞(M).

Assim, para um vector qualquer v ∈ V (M),

iXH
ω(v) =

∑
j dq

j ∧ dpj
(∑

i

(
ai ∂

∂qi + bi ∂
∂pi

)
, v

)
=

∑
j,i dq

j ∧ dpj
(
ai ∂

∂qi + bi ∂
∂pi , v

)
=

∑
j

(
ajdpj(v)− bjdqj(v)

)
=

∑
j

(
ajdpj − bjdqj

)
(v).

Agora,

dH(v) =
n∑

i=1

(
∂H

∂qi
dqi +

∂H

∂pi
dpi

)
(v).

Como os dqj ’s e os dpj ’s são linearmente independentes e dH(v) = iXH
ω(v)

; ai =
∂H

∂pi
, bi = −∂H

∂qi
,

ou seja,
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XH =
n∑

i=1

(
∂H

∂pi

∂

∂qi
− ∂H

∂qi

∂

∂pi

)
.

�

Definição 6.2. Um campo vectorial X em M que preserva ω (i.e. tal que
LXω = 0) diz-se um campo vectorial simpléctico.

?

Estamos a ver que

X é simpléctico ⇔ iXω é fechada,

(pois diXω = LXω − iXdω = 0) e que

X é Hamiltoniano ⇔ iXω é exacta.

Note-se que nem todo o campo vectorial é Hamiltoniano, pois nem todo o
campo vectorial Y torna iY ω exacta. No entanto, para qualquer função F ∈
C∞(M) podemos sempre associar-lhe um campo vectorial Hamiltoniano.
Assim, se iXω = dH para alguma função H ∈ C∞(M), uma primitiva H
de iXω é uma função Hamiltoniana de X.

Localmente, em todo o conjunto aberto contráctil, o Lema de Poincaré diz-
nos que todo o campo vectorial simpléctico é Hamiltoniano.

Se H1
deRham(M) = 0, então todo o campo vectorial simpléctico é Hamiltoni-

ano. Em geral, H1
deRham(M) dá-nos a obstrução para os campos vectoriais

simplécticos serem Hamiltonianos.

Exemplo 6.2. No 2-Toro (M, ω) = (T 2, dϑ ∧ dϕ), os campos vectoriais
X1 = ∂

∂ϑ e X2 = ∂
∂ϕ são simplécticos mas não são Hamiltonianos. Notemos

que
H1(T 2) = H1(S1 × S1) ' Z× Z,

em que dϑ e dϕ são geradores:

[dϑ]↔ (1, 0) ∈ Z× Z

[dϕ]↔ (0, 1) ∈ Z× Z.

�
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6.2 Equações de Hamilton

Considere-se (M, ω) = (R2n, ω0) com coordenadas (q1, . . . , qn, p1, . . . , pn) e
ω0 =

∑n
j=1 dq

j ∧ dpj .

A equação
dρ

dt
(t) = XH(t, ρ(t)),

onde ρ : R→M, i.e. ρ(t) = (q1(t), . . . , qn(t), p1(t), . . . , pn(t)), é equivalente
às Equações de Hamilton. De facto, com XH =

∑n
i=1

(
∂H
∂pi

∂
∂qi − ∂H

∂qi
∂

∂pi

)
obtém-se facilmente


dqi

dt (t) = ∂H
∂pi

dpi

dt (t) = −∂H
∂qi .

Definição 6.3. A curva ρt = (q1(t), . . . , qn(t), p1(t), . . . , pn(t)) é uma curva
integral de XH se satisfaz

dρt

dt
= XH(t, ρt).

?

6.3 Variedades de Poisson

Consideremos uma função F : M → R e o campo vectorial Hamiltoniano
XH , que em coordenadas locais tem a expressão

XH =
n∑

i=1

(
∂H

∂pi

∂

∂qi
− ∂H

∂qi

∂

∂pi

)
.

Apliquemos XH a F :

XH(F ) =
n∑

i=1

(
∂H

∂pi

∂F

∂qi
− ∂H

∂qi

∂F

∂pi

)
.

Esta expressão familiar é simplesmente a expressão dos parêntesis de Poisson
de F e H, i.e. XH(F ) = {H,F}.

Temos então a identificação XH(·)←→ {H, · }.
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Motivados por esta relação podemos agora definir os parêntesis de Poisson
de duas funções.

Definição 6.4. Seja (M, ω) uma variedade simpléctica e F,G :M C∞
−→ R.

Os parêntesis de Poisson { , } de F e G são

{F,G} = ω(XF , XG).

?

Da definição, vê-se que {F,G} = XF (G) = −XG(F )

Lema 6.2. Os parêntesis de Poisson são invariante sob simplectomorfismos
φ

{φ∗F, φ∗G} = φ∗{F,G}.

Demonstração. Utilizando Xφ∗F = φ∗XF ,

{φ∗F, φ∗G} = ω(Xφ∗F , Xφ∗G) = ω(φ∗XF , φ∗XG)

= φ∗{XF , XG} = φ∗{F,G}.

Corolário 6.1. d
dt(F ◦ φ

H
t ) = {H,F ◦ φH

t }.

Demonstração.

d
dt(F ◦ φ

H
t ) = d

dt(φ
H
t )∗F = (φH

t )∗XHF = (φH
t )∗{H,F}

= {(φH
t )∗H, (φH

t )∗F} = {H,F ◦ φH
t }

pois H ◦ φH
t = H (Já vimos que o fluxo Hamiltoniano preserva H).

Os parêntesis de Poisson são obviamente antissimétricos, {F,G} = −{G,F},
e têm a propriedade da derivação, {H,FG} = {H,G}G + F{H,G}. Uma
propriedade menos óbvia vem do facto de ω ser fechada: { , } satisfaz a
identidade de Jacobi.

Lema 6.3. Os parêntesis de Poisson { , } satisfazem:
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1. {F,G} = −{G,F} (antissimetria);

2. {H,FG} = {H,F}G+ F{H,G} (Leibnitz);

3. {G, {F,H}} + {F, {H,G}} + {H, {G,F}} = 0 (identidade de Ja-
cobi).

Demonstração. 1. {F,G} = ω(XF , XG) = −ω(XG, XF ) = −{G,F}.

2. {H,FG} = XH(FG) = XH(F )G+ FXH(G) = {H,F}G+ F{H,G}.

3. Utilizamos a fórmula alternativa para a derivada exterior:

dω(XF , XG, XH) = XFω(XG, XH)− ω([XF , XG], XH) + ćıclicas.

Agora,
XFω(XG, XH) = XF {G,H} = {F, {G,H}},

e

−ω([XF , XG], XH) = −[XF , XG](H)

= −XFXG(H) +XGXF (H)

= −XF {G,H}+XG{F,H}

= −{F, {G,H}}+ {G, {F,H}}

Então, dω(XF , XG, XH) = {G, {F,H}} + ćıclicas ou seja,

dω(XF , XG, XH) = {G, {F,H}}+ {F, {H,G}}+ {H, {G,F}}

e dω = 0 implica a identidade de Jacobi.

Definição 6.5. Uma variedade de Poisson é um variedade M com uma
operação bilinear {·, ·} : Ω0(M)× Ω0(M)→ Ω0(M) que satisfaz:

1. (Antissimetria) {F,G} = −{G,F};

2. (Regra de Leibnitz) {H,FG} = {H,F}G+ F{H,G};

3. (Identidade de Jacobi){G, {F,H}}+ {F, {H,G}}+ {H, {G,F}} = 0.

?
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Já vimos que todas as variedades simplécticas têm uma estrutura de Poisson.
Mas nem toda a estrutura de Poisson é simpléctica.

Definição 6.6. Uma Álgebra de Poisson (P, {·, ·}) é uma álgebra comuta-
tiva e associativa P com parêntesis de Lie que satisfaz a regra de Leibnitz:

{H,FG} = {H,F}G+ F{H,G}.

?

Proposição 6.1. X{F,G} = [XF , XG]

Demonstração.

X{F,G}(H) = {{F,G},H} = −{H, {F,G}}

id.Jacobi= {F, {G,H}}+ {G, {H,F}}

= XF {G,H}+XG{F,H}

= XF {G,H} −XG{H,F}

= XFXG(H)−XGXF (H)

= [XF , XG](H)

6.4 Sistemas Integráveis

Definição 6.7. Um sistema Hamiltoniano é um triplo (M, ω,H) onde
(M, ω) é uma variedade simpléctica e H :M C∞

−→ R é uma função, chamada
função Hamiltoniana.

?

Teorema 6.1. {H,F} = 0 sse F é constante ao longo de curvas integrais
de XH .

Demonstração. Seja φt o fluxo de XH . Então

d
dt(F ◦ φt) = ρ∗tLXH

F
Cartan= ρ∗t iXH

dF = ρ∗t iXH
iXF

ω

= ρ∗tω(XH , XF ) = ρ∗t {H,F} = 0.
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Uma função F como esta diz-se uma integral do movimento (ou uma
primeira integral ou uma constante do movimento). Em geral, sistemas
Hamiltonianos não admitem integrais de movimento que sejam indepen-
dentes da função Hamiltoniana. As funções F!, . . . , Fn em M dizem-se in-
dependentes se (dF1)p, . . . , (dFn)p são linearmente independentes em todos
os pontos p nalgum subconjunto aberto denso de M.

Definição 6.8. Um sistema Hamiltoniano (M, ω,H) é (completamente)
integrável se possui n = 1

2dim(M) integrais de movimento independentes,
F1 = H,F2, . . . , Fn, tal que

{Fi, Fj} = 0, ∀i, j.

?
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