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Relatório de Projecto Final do Curso de

Licenciatura em Engenharia F́ısica Tecnológica

Realizado por: Orientado por:
Pedro Vaz Prof. Dr. Marco Mackaaij

Faro
2004



Representações induzidas e quantização
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Introdução

O método de quantização geométrica foi criado no final dos anos 60, por B. Konstant,

J. M. Souriau e I. E. Segal, baseados nas ideias de A. Kirillov [4], [11]. Tinha por objec-

tivo fazer a unificação dos vários métodos de quantização conhecidos, num formalismo

independente da escolha de coordenadas e tendo por modelo o processo de quantização

canónica. Sob o ponto de vista da teoria de representações, o método de quantização

geométrica permite-nos obter representações infinitesimais de grupos de Lie que são

unitárias. Verifica-se, caso a caso, que as representações infinitesimais obtidas são sempre

integráveis, i.e. correspondem à versão infinitesimal de representações dos grupos de Lie

correspondentes, que podem ser obtidas através do método das representações induzidas,

desenvolvido na sua generalidade por G. Mackey nos anos 50 [11].

Neste trabalho estudamos a relação entre o método das representações induzidas e

o método de quantização geométrica das órbitas coadjuntas de grupos de Lie. Além de

tentar manter uma certa generalidade, fazemos um estudo comparativo de dois casos

extremos: o grupo especial unitário SU(2), a cobertura universal do grupo de rotações

em três dimensões, que é um grupo compacto, e o grupo especial linear SL(2,C), a

cobertura universal do grupo de Lorentz, que é um grupo semi-simples não compacto.

No caṕıtulo 1 começamos por fazer uma descrição dos grupos de Lie SU(2) e SL(2,C)

e das suas álgebras de Lie su(2) e sl(2,C) e introduzir conceitos básicos da teoria de re-

presentações. Tentámos manter este caṕıtulo num ńıvel tão elementar quanto posśıvel.

No caṕıtulo 2 fazemos uma abordagem aos fundamentos da teoria de fibrados, que per-

mite fixar algumas convenções e estabelecer alguns resultados gerais que serão utilizados

no decorrer do trabalho. No caṕıtulo 3 apresentamos o suficiente da teoria de repre-
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sentações induzidas para estabelecer a relação com o método das órbitas em quantização

geométrica. Por esta razão são dadas versões um pouco mais restritas dos teoremas de

Mackey, mas com generalidade suficiente para estabelecer essa relação. São obtidas duas

famı́lias de representações induzidas de SU(2), uma que mostramos ser redut́ıvel e outra

que mostramos ser irredut́ıvel e a que chamamos a representação holomorfa de SU(2).

No que refere a SL(2,C), são também obtidas duas famı́lias de representações induzidas,

uma que mostramos não ser irredut́ıvel e outra que mostramos ser irredut́ıvel e isomorfa

a uma representação na chamada série principal de SL(2,C). No caṕıtulo 4 começamos

por introduzir os conceitos de geometria simpléctica que serão utilizados no restante do

caṕıtulo. Explicamos o programa de quantização geométrica no contexto do método das

órbitas coadjuntas, provamos que uma pré-quantização da órbita coadjunta de um grupo

de Lie corresponde à versão infinitesimal de uma representação induzida e são apresen-

tados os resultados da pré-quantização das órbitas coadjuntas de SU(2) e SL(2,C).

A teoria quântica proveniente do processo de pré-quantização, contudo, não é satis-

fatória no contexto das órbitas coadjuntas, porque as representações unitárias obtidas

não são irredut́ıveis. Torna-se assim necessário introduzir mais uma estrutura, as po-

larizações (este conceito deve-se a B. Konstant e J. M. Souriau no caso real e a L.

Auslander e B. Konstant no caso complexo [4]). Provamos que as representações infini-

tesimais polarizadas correspondem também à versão infinitesimal de uma representação

induzida. Mostramos que nos casos de SU(2) e SL(2,C) as representações polarizadas

são irredut́ıveis. É estudado o caso de uma polarização ’totalmente’ complexa, chamada

polarização de Kähler, correspondente a SU(2) e o caso de uma polarização real, corres-

pondente a SL(2,C).
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Caṕıtulo 1

Os grupos de Lie SU(2) e SL(2,C)

1.1 SU(2)

Consideremos C2 com coordenadas

(
z1

z2

)
. Definimos uma métrica hermitiana em C2 como

〈z, w〉 = z̄1w1 + z̄2w2,

onde z =

(
z1

z2

)
e w =

(
w1

w2

)
.

O grupo unitário U(2) é o grupo de transformações g : C2 → C2 tais que

〈gz, gw〉 = 〈z, w〉, ∀z, w ∈ C2.

Designemos a matriz transconjugada de uma matriz a por a†. Em notação matricial,

estamos a dizer que

g ∈ U(2)⇔ (gz)†gw = z†w ⇔ z†(g†g)w = z†w.

Assim, podemos redefinir o grupo unitário U(2)

U(2) =
{
g ∈ GL(2,C)| g†g = I

}
,

e definir o grupo especial unitário SU(2) como

SU(2) = {g ∈ U(2)| det g = 1} .

Um pequeno cálculo mostra que toda a matriz g ∈ SU(2) pode ser unicamente escrita

na forma

g =

(
α β
−β̄ ᾱ

)
, α, β ∈ C : |α|2 + |β|2 = 1,
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o que nos permite identificar SU(2) com a 3-esfera S3 mergulhada em C4, e concluir

assim que SU(2) é conexo, simplesmente conexo e compacto.

1.1.1 A álgebra de Lie su(2)

Identificamos o espaço dos campos vectoriais invariantes à direita em SU(2) com a álgebra

de Lie su(2), que é formada pelas matrizes anti-hermitianas 2 × 2 de traço nulo. Consi-

deramos o conjunto de geradores

A1 =

(
0 i/2
i/2 0

)
, A2 =

(
0 −1/2

1/2 0

)
, A3 =

(
i/2 0
0 −i/2

)
.

Definimos uma forma bilinear real, simétrica, associativa e não degenerada em sl(2,C)

como

〈X, Y 〉 = −2ReTr(XY ), ∀X, Y ∈ su(2),

relativamente à qual {Aj}j=1,2,3 é uma base ortonormada. Assim podemos identificar

(su(2), 〈·, ·〉) ∼= (R3, 〈·, ·〉e).

No caso de SU(2), a aplicação exponencial exp : su(2) → SU(2) é sobrejectiva, mas

não é injectiva, o que reflecte o facto de SU(2) ser um grupo compacto.

Para ver que não é injectiva basta notar que

exp (tA3) =

(
eit/2 0

0 e−it/2

)
.

Mostremos que é sobrejectiva. Comecemos por notar que qualquer g ∈ SU(2) pode

ser escrito na forma

g = (cos t)I + S, t ∈ [0, π],

onde S é uma matriz anti-hermitiana. Com efeito

g =

(
x y
−ȳ x̄

)
=

(
Re(x) + iIm(x) Re(y) + iIm(y)
−Re(y) + iIm(y) Re(x)− iIm(x)

)
= (Rex)I +

(
iIm(x) Re(y) + iIm(y)

−Re(y) + iIm(y) −iIm(x)

)
= (cos t)I + S,

onde o facto de |x|2 + |y|2 = 1 nos permite tomar Re(x) = cos t.
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Tomemos um elemento X ∈ su(2). Em termos da base {Aj} podemos escrever

X = x1A1 + x2A2 + x3A3 =
1

2

(
ix3 ix1 − x2

ix1 + x2 −ix3

)
.

onde se vê que detX = 1
4

((x1)2 + (x2)2 + (x3)2) ∈ R+.

Lembremos que as matrizes 2× 2 têm um polinómio caracteŕıstico,

α2 − (TrX)α + (detX)I = PX(α),

e que, de acordo com o Teorema de Cayley-Hamilton, PX(X) = 0. Vemos assim que

X2 − (TrX)X + (detX)I = 0,

e como X tem traço nulo,

X2 = −(detX)I.

Daqui segue que

expX =
∞∑
n=0

Xn

n!
= cos

(√
detX

)
I +

sin
(√

detX
)

√
detX

X,

a que chamamos expressão geral para a aplicação exponencial de matrizes 2×2 com traço

nulo. Tomando em conta que X = (cos t)I + S, com S anti-hermitiana conclúımos que a

aplicação exponencial exp : su(2)→ SU(2) é sobrejectiva.

1.1.2 SU(2) e SO(3)

O grupo especial linear SO(3) é o grupo das rotações em R3, e corresponde à componente

conexa da identidade do grupo ortogonal O(3), que é o subgrupo de GL(3,R) formado

pelas transformações que deixam invariante a métrica euclidiana em R3:

g ∈ O(3)⇔ 〈gx, gy〉e = 〈x, y〉e

onde, para

x =

x1

x2

x3

 , y =

y1

y2

y3

 ,
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se tem

〈x, y〉e =
3∑
j=1

xjyj.

Em notação matricial 〈x, y〉e = xTy e para g ∈ O(3),

g ∈ O(3)⇔ xTgTgy = xTy ⇒ gTg = I,

e isso implica que det g = ±1.

Então,

SO(3) = {g ∈ O(3)| det g = 1} .

Mostremos que SU(2) é a cobertura universal de SO(3). Suponhamos que temos um

vector x =

x1

x2

x3

 em R3. Formamos a matriz anti-hermitiana

X =

(
ix3 ix1 − x2

ix1 + x2 −ix3

)
.

A aplicação que envia x ∈ R3 para X ∈ AH(C2), onde AH(C2) designa o espaço vectorial

das matrizes anti-hermitianas 2 × 2, dá-nos um isomorfismo de espaços vectoriais reais

R3
∼=−→ AH(C2). Além disso, detX = (x1)2 + (x2)2 + (x3)2 = 〈x, x〉e. Para g ∈ SU(2)

consideremos a aplicação φg : AH(C2)→ AH(C2),

X 7→ gXg−1.

É imediato que φg é um isomorfismo linear em AH(C2), que a aplicação g 7→ φg é suave

e que det (φgX) = detX = 〈x, x〉e. Dado que R3 e AH(C2) são isomorfos obtemos um

homomorfismo de grupos de Lie p : SU(2)→ O(3), pois para g, h ∈ SU(2), φgh = φgφh.

Como SU(2) é conexo, a imagem de p tem que estar contido na componente conexa da

identidade em O(3), i.e. im (p) ⊆ SO(3). Da definição de φg vemos que as matrizes g e

−g vão corresponder ao mesmo elemento de SO(3), o que significa que ker p = {−I, I}.

Assim, conclúımos que im p ∼= SU(2)/{±I} é um subgrupo de Lie de SO(3) de dimensão

3, que é a dimensão de SO(3). Como SO(3) é conexo temos SO(3) = im p. Vemos assim

que SU(2) é a cobertura universal de SO(3).
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1.2 SL(2,C)

Definição 1.1. O grupo especial linear SL(2,C) é definido como

SL(2,C) = {g ∈ GL(2,C)| det g = 1}.

É imediato da definição que SL(2,C) tem dimensão real igual a 6. Repare-se que

temos SU(2) = U(2) ∩ SL(2,C).

1.2.1 A álgebra de Lie sl(2,C)

Consideramos a base de sl(2,C) constitúıda pelos geradores de rotações em SL(2,C)

A1 =

(
0 i/2
i/2 0

)
, A2 =

(
0 −1/2

1/2 0

)
, A3 =

(
i/2 0
0 −i/2

)
e pelos geradores de boosts em SL(2,C)

F1 =

(
0 1/2

1/2 0

)
, F2 =

(
0 −i/2
i/2 0

)
, F3 =

(
1/2 0
0 −1/2

)
.

Notemos que da secção 1.1.1 segue imediatamente que su(2) é uma subalgebra de Lie

de sl(2,C).

Definimos a forma bilinear real, simétrica, associativa e não degenerada em sl(2,C)

como

〈X, Y 〉 = −2ReTr(XY ), ∀X, Y ∈ sl(2,C),

cuja restrição a su(2) é a forma bilinear real introduzida na secção 1.1.1. Note-se que

{Ai, Fi}i=1,2,3 é uma base ortonormada de sinal (+,+,+,−,−,−) relativamente a 〈·, ·〉.

A aplicação exponencial exp : sl(2,C) → SL(2,C) não é injectiva nem sobrejectiva,

mas a sua imagem é densa em SL(2,C). Para ver que não é injectiva basta notar que a sua

restrição a su(2) não é injectiva. Lembremos que as classes de conjugação em SL(2,C)

são representadas pelas formas normais de Jordan que são[(
a 0
0 a−1

)]
,

[(
1 1
0 1

)]
,

[(
−1 1
0 −1

)]
, onde a ∈ C∗ = C− {0}.
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A única classe de equivalência que não está na imagem da aplicação exponencial é[(
−1 1
0 −1

)]
.

Para o mostrar notamos que, da expressão geral da aplicação exponencial para matrizes

2× 2 com traço nulo (vide 1.1.1), temos

Tr(expX) = 2 cos
(√

detX
)
.

Se

Tr(X) = Tr

(
−1 1
0 −1

)
= −2

obtemos

detX = π2(2n− 1)2, n = 1, 2, . . .

e assim que

expX = cos(
√

detX)I +
sin (
√

detX)√
detX

X = −I.

Daqui conclúımos que a única matriz com traço igual a -2 que está na imagem da aplicação

exponencial é −I, e assim que (
−1 1
0 −1

)
/∈ im (exp).

Mostremos que dim

[(
−1 1
0 −1

)]
= 4. Para isso notamos que para

(
x y
w z

)
∈ SL(2,C),

(
x y
w z

)(
−1 1
0 −1

)(
z −y
−w x

)
=

(
−1− xw x2

−w2 −1 + xw

)
,

o que significa que

dim

{
g

(
−1 1
0 −1

)
g−1

∣∣∣∣ g ∈ SL(2,C)

}
= 4.

Como a única classe de conjugação em SL(2,C) que não está contida na imagem

da aplicação exponencial tem dimensão inferior a 6 = dim (SL(2,C)), conclúımos que

im (exp) é densa em SL(2,C).
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1.2.2 A Decomposição de Iwasawa para SL(2,C)

Sejam G = SL(2,C) e A, N os subgrupos de SL(2,C) definidos por

A =

{(
a−1 0
0 a

)∣∣∣∣ a ∈ R+

}
, N =

{(
1 0
n 1

)∣∣∣∣ n ∈ C
}
.

Lema 1.2 (Decomposição de Iwasawa). Qualquer elemento g ∈ SL(2,C) pode ser escrito

unicamente como g = kan, onde k ∈ SU(2), a ∈ A e n ∈ N .

Observação 1.3. Esta decomposição não é um isomorfismo de grupos.

Demonstração. Seja

g =

(
x y
w z

)
∈ SL(2,C).

Queremos escrever g = kan, o que é equivalente a escrever k−1g = an. Tomamos a base

ortonormada {u1, u2} de C2 formada pelos vectores

u1 =

(
0
1

)
, u2 =

(
1
0

)
e formamos a base {gu1, gu2}. Aplicamos o processo de ortogonalização de Gram-Schmidt

para obter uma base ortonormada {v1, v2} onde

v1 =
1√

yȳ + zz̄

(
y
z

)
, v2 =

√
yȳ + zz̄

(
x
w

)
− xȳ + wz̄√

yȳ + zz̄

(
y
z

)
.

Seja k−1 é a matriz que leva vj para uj (j = 1, 2). Então

k−1 =
1√

yȳ + zz̄

(
z −y
ȳ z̄

)
∈ SU(2),

e

k−1g =

(
1√

yȳ+zz̄
0

xȳ+wz̄√
yȳ+zz̄

√
yȳ + zz̄

)
∈ AN,

o que mostra a existência da decomposição. Para mostrar unicidade basta notar que

SU(2) ∩ AN = {1}. A aplicação

SU(2)× A×N → SL(2,C), (k, a, n) 7→ kan

é suave e a sua inversa também é suave porque, como se pode ver acima, v1 e v2 dependem

suavemente de g.
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Vemos assim que como variedade suave,

SL(2,C) ∼= S3 × R× C,

o que mostra que SL(2,C) é um grupo conexo, simplesmente conexo e não compacto.

Em termos da álgebra de Lie sl(2,C) existe uma decomposição correspondente. Nesse

caso k = su(2), a ⊂ sl(2,C) é a subalgebra formada pelas matrizes

a =

{(
−a 0
0 a

)∣∣∣∣ a ∈ R
}
,

e n ⊂ sl(2,C) a subalgebra formada pelas matrizes

n =

{(
0 0
z 0

)∣∣∣∣ z ∈ C
}
.

Então temos uma decomposição de sl(2,C) como soma directa g = k ⊕ a ⊕ n, que

é chamada a decomposição de Iwasawa de sl(2,C) [12]. Esta é uma decomposição de g

como espaço vectorial, embora cada termo da soma directa seja uma subalgebra de Lie

de g.

1.2.3 SL(2,C) e o Grupo de Lorentz

Considere-se o espaço R4 com coordenadas (x0, x1, x2, x3). Definimos uma métrica semi-

riemanniana neste espaço como

〈x, y〉m = −x0y0 + x1y1 + x2y2 + x3y3,

onde x = (x0, x1, x2, x3) ∈ R4 e y = (y0, y1, y2, y3) ∈ R4. Notemos que esta métrica é

descrita pela matriz

m =


−1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 .

O espaço de Minkowski M4 é definido como R4 com a métrica semi-riemanniana

definida acima, a que chamamos métrica de Minkowski.

Um vector x = (x0, x1, x2, x3) ∈M4 diz-se
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1. de tipo-espaço se 〈x, x〉m > 0;

2. de tipo-tempo se 〈x, x〉m < 0;

3. nulo se 〈x, x〉m = 0.

A componente x0 diz-se a componente temporal de x e o terno (x1, x2, x3) a parte espacial

de x.

Definição 1.4. O grupo O(3, 1) é o grupo de transformações S : M4 → M4 tais que

〈Sx, Sy〉m = 〈x, y〉m, ∀x, y ∈M4.

Estamos a dizer que, em termos de matrizes,

O(3, 1) = {S ∈ GL(4,R)|(Sx)Tm(Sy) = xTmy},

o que significa que STmS = m, e assim que detS = ±1. Assim definimos o subgrupo

SO(3, 1) ⊂ O(3, 1) como

SO(3, 1) = {S ∈ O(3, 1)| detS = 1}.

O(3, 1) tem quatro componentes conexas

L↑+ : detS = 1, sgn S00 = 1, que contém I = diag(1, 1, 1, 1)

L↑− : detS = −1, sgn S00 = 1, que contém P = diag(1,−1,−1,−1)

L↓− : detS = −1, sgn S00 = −1, que contém T = diag(−1, 1, 1, 1)

L↓+ : detS = 1, sgn S00 = −1, que contém PT = diag(−1,−1,−1,−1).

O grupo de Lorentz é definido como a componente conexa da identidade em O(3, 1),

i.e. como L↑+. Notemos que SO(3) está naturalmente inclúıdo em L↑+ através do mono-

morfismo SO(3)→ L↑+, g 7→ 1⊕ g, onde 1⊕ g designa a matriz

1⊕ g =

(
1 0
0 g

)
.

A acção de um elemento de SO(3) sobre um vector x ∈ M4 deixa a sua componente

temporal inalterada e efectua uma rotação da sua parte espacial em torno de um eixo

fixo.
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Lema 1.5. O grupo de Lorentz L↑+ tem dimensão real 6.

Demonstração. Basta notar que dimL↑+ = dimSO(3, 1) e que dimSO(3, 1) = 6, o que

pode ser verificado facilmente.

Mostremos que SL(2,C) é a cobertura universal do grupo de Lorentz L↑+. Suponhamos

que temos um vector x = (x0, x1, x2, x3) no espaço de Minkowski M4. Formamos a matriz

hermitiana

X =

(
x0 + x1 x2 + ix3

x2 − ix3 x0 − x1

)
.

A aplicação que envia x ∈ M4 para X ∈ Herm(C2), onde Herm(C2) designa o espaço

vectorial das matrizes hermitianas 2 × 2, dá-nos um isomorfismo de espaços vectoriais

reais M4
∼=−→ Herm(C2), onde − detX = −(x0)2 + (x1)2 + (x2)2 + (x3)2 = 〈x, x〉m. Seja

g um elemento de SL(2,C). Consideremos a aplicação φg : Herm(C2)→ Herm(C2),

X 7→ gXg†.

É imediato que φg é um isomorfismo linear em Herm(C2), que a aplicação g 7→ φg é suave

e que det (φgX) = detX = −〈x, x〉m. Como M4 e Herm(C2) são isomorfos φg define

um elemento τ(g) em SO(3, 1), pois φgh = φgφh para todos g, h ∈ SL(2,C). Obtemos

assim um homomorfismo de grupos de Lie τ : SL(2, C) → SO(3, 1). Como SL(2,C) é

conexo, a imagem de τ está contida na componente conexa da identidade em O(3, 1), i.e.

im τ ⊂ L↑+. Da definição de φg é imediato que as matrizes g e −g vão corresponder ao

mesmo elemento do grupo de Lorentz L↑+.

Lema 1.6. O núcleo de τ é {−I, I}.

Demonstração. Seja g ∈ SL(2,C) e suponhamos que gXg† = X para qualquer X ∈

Herm(C2). Tomando X = I obtém-se g† = g−1. Escrevemos g =

(
a b
c d

)
e tomamos

X =

(
1 0
0 0

)
. A igualdade gXg−1 = X torna-se

(
ad −ba
cd −cb

)
=

(
1 0
0 0

)
12



o que nos dá ad = 1, b = 0 e c = 0, o que significa que g =

(
a 0
0 a−1

)
. Considerando(

0 1
1 0

)
∈ Herm(C2) obtém-se a2 = 1, o que significa que a = ±1.

Lema 1.7. A imagem de τ em O(3, 1) é a componente conexa da identidade, o grupo de

Lorentz. A aplicação τ é assim um epimorfismo 2 → 1 de núcleo {±I} e SL(2,C) é a

cobertura universal de L↑+.

Demonstração. Já vimos que im τ ⊂ L↑+ pois SL(2,C) é conexo. Para mostrar o lema

basta notar que SL(2,C)/{±I} é um subgrupo de Lie de L↑+ de dimensão 6, que é a

dimensão de L↑+. Como L↑+ é conexo temos que L↑+ = im τ .

1.3 Acções e Espaços Homogéneos

Sejam G um grupo de Lie e M uma variedade suave.

Definição 1.8. Dizemos que G actua suavemente à direita em M se a todo o elemento

g ∈ G corresponde uma transformação de M, designada p 7→ p� g, onde p ∈M tal que

1. A aplicação M×G→M, (p, g) 7→ p� g é suave;

2. p� (gh) = (p� g) � h para todos g, h ∈ G, p ∈M;

3. p� 1 = p.

A órbita de um ponto p ∈M sob G é o conjunto

p�G = {p� g| g ∈ G} .

A acção de G emM diz-se transitiva se existe apenas uma órbita, i.e. cada ponto deM

pode ser transformado em qualquer outro ponto através de um elemento de G.

Definição 1.9. O estabilizador de p ∈ M à acção à direita de G é o subgrupo Gp ⊆ G

definido como

Gp = {g ∈ G | p� g = p}.
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SejaM uma variedade suave com uma acção transitiva à direita de um grupo de Lie

G. Fixemos um ponto p ∈M e seja Gp ⊂ G o seu estabilizador. Então, do facto da acção

à direita de G sobre M e Gp\G ser transitiva, é imediato que a aplicação

Gp\G→M, Gpg 7→ p� g,

é uma bijecção do conjunto Gp\G = {Gpg| g ∈ G}, de Gp-cosets à esquerda, para M.

Definição 1.10. Uma variedade suave M com uma acção transitiva à direita de um

grupo de Lie G diz-se um espaço homogéneo de G se para todo p ∈M a bijecção Gp\G→

M, Gpg 7→ p� g, é um difeomorfismo.

Observação 1.11. Pode mostrar-se [19] que para grupos lineares, i.e. grupos de matrizes,

a condição de G ter um número contável de componentes conexas é suficiente para que

a bijecção acima entre Gp\G e M seja um difeomorfismo.

Além disso, temos uma projecção G→ Gp\G ∼=M, g 7→ p�g, que é claramente uma

submersão. Seja G um grupo de Lie, M um espaço homogéneo sob a acção à direita de

G e p ∈M. Seja ainda Gp ⊆ G o estabilizador de p à acção de G.

Lema 1.12. Gp é um subgrupo fechado de G.

Demonstração. Seja {gn} ⊂ Gp uma sucessão convergente (em G) para g. Então,

p� g = lim
n

(p� gn) = lim
n
p = p,

o que significa que g ∈ Gp.

1.4 Representações Unitárias

Definição 1.13. Seja G um grupo de Lie. Uma representação unitária V , de G, é cons-

titúıda por um espaço de Hilbert complexo e separável, a que também chamamos V , e um

homomorfismo de grupos ρ : G → U(V ), onde U(V ) é o grupo de todos os operadores

unitários em V .
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A acção de g ∈ G em v ∈ V através deste homomorfismo é designada ρ(g)v. Vamos

requerer sempre que para qualquer v ∈ V , a aplicação g 7→ ρ(g)v seja cont́ınua como

aplicação de G para V , o que é equivalente a requerer que o operador unitário em V

definido pela acção de g ∈ G seja fortemente cont́ınuo 1.

Definição 1.14. Sejam V1 e V2 duas representações unitárias de G.

1. Um intertwiner entre V1 e V2 é um operador linear limitado φ : V1 → V2 tal que

φ (g �1 v) = g �2 φ(v).

2. V1 e V2 dizem-se isomorfas (como representações unitárias) se existe um intertwiner

invert́ıvel entre V1 e V2 que é uma isometria.

Designemos o conjunto dos intertwiners entre V1 e V2 por I(V1, V2), que é claramente

um espaço vectorial.

Definição 1.15. Uma representação unitária V de G diz-se irredut́ıvel se, além de {0}

e do próprio V , não existir qualquer outro subespaço fechado de V que seja G-invariante.

Lema 1.16 (Schur). Uma representação unitária, V , de G é irredut́ıvel se e só se

I(V, V ) ∼= C.

Demonstração. Suponhamos I(V, V ) ∼= C e que V contém um subespaço W 6= {0} que

é G-invariante. O complemento ortogonal de W em V , designado W⊥, é também um

subespaço fechado G-invariante, pois a acção de G é unitária. Então,

I(W,W )⊕ I(W⊥,W⊥) ⊆ I(V, V ).

Agora, I(V, V ) ∼= C implica que I(W⊥,W⊥) = 0, pois assumimos que W 6= {0}. Assim

W⊥ = {0} e W = V , o que mostra que V não tem subespaços fechados G-invariantes

além de {0} e V .

1Significa que se gn → g em G, então ρ(gn)v → ρ(g)v, ∀v ∈ V .
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Reciprocamente, suponhamos que V é irredut́ıvel. Qualquer operador limitado, A, em

V pode ser escrito como

A =
1

2
(A+ A∗) + i

1

2i
(A− A∗), (1.1)

onde A∗ designa o operador adjunto de A. Cada um dos termos nesta expressão é um

operador auto-adjunto. Repare-se que A é um intertwiner se e só se A∗ também o é, pois

se A é um intertwiner então, ∀v, w ∈ V , g ∈ G,

〈v, A∗g �G w〉 = 〈Av, g �G w〉

= 〈g−1 �G Av,w〉

= 〈Ag−1 �G v, w〉

= 〈g−1 �G v,A
∗w〉

= 〈v, g �G A
∗w〉,

o que mostra que A∗ é um intertwiner. Da mesma forma se mostra que, se A∗ é um

intertwiner então A também o é. Vemos assim que A é um intertwiner se e só se os dois

termos da equação 1.1 são intertwiners. Sem perda de generalidade, podemos assumir

assim que A é autoadjunto. Então, pelo teorema espectral para operadores auto-adjuntos

limitados,

A =

∫ ∞
−∞

λdEλ.

Para cada λ ∈ R, Eλ define uma projecção ortogonal num subespaço de V . Lembremos

que a aplicação λ 7→ Eλ é monótona não decrescente, cont́ınua à direita, e limλ→∞Eλ =

1V , limλ→−∞Eλ = 0. Pode mostrar-se que A comuta com a G-acção se e só se, para cada

λ ∈ R, Eλ comuta com a G-acção, [21]. Assim, para cada λ ∈ R, EλV é um subespaço

fechado G-invariante de V que, pela irredutibilidade de V , tem que ser {0} ou o próprio

V , i.e. Eλ = 0 ou Eλ = 1V . Como Eλ é monótona não decrescente e cont́ınua à direita,

vemos que

Eλ =

{
1V λ0 ≤ λ
0 λ < λ0

,
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onde λ0 = inf{λ| Eλ = 1V }. Daqui segue que

A =

∫ ∞
−∞

λdEλ = lim
ε→0

((λ0 + ε)1V − (λ0 − ε)0) = λ01V .

Todos estes conceitos introduzidos para grupos de Lie têm análogo em termos de

álgebras de Lie. Conceitos como invariante, redut́ıvel, irredut́ıvel e isomorfa são definidos

para álgebras de Lie da mesma forma que o foram para grupos de Lie. Existe também

uma versão do Lema de Schur para álgebras de Lie [7]. A condição correspondente a

unitariedade para uma representação de uma álgebra de Lie g é que

〈φ(X)u, v〉+ 〈u, φ(X)v〉 = 0, ∀u, v ∈ V,X ∈ g,

i.e. φ(x) ∈ u(V ).
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Caṕıtulo 2

Fibrados e Conexões

2.1 Fibrados homogéneos

Começamos por relembrar algumas definições básicas e fixar notações e convenções que

serão seguidas no decorrer deste trabalho.

2.1.1 Fibrados Principais

Definição 2.1. Sejam B uma variedade e H um grupo de Lie. Um H-fibrado principal

(diferenciavel) sobre B com grupo H consiste numa variedade P e uma acção à esquerda

de H em P satisfazendo as seguintes condições:

1. H actua livremente em P : h� p = hp, p ∈ P, h ∈ H.

2. B é o espaço quociente pela relação de equivalência induzida por H, B = H\P , e

a projecção canónica π : P → B é suave.

3. Todo o ponto de B tem uma vizinhança1 U para a qual π−1(U) é isomorfa com

U ×H no sentido em que existe um difeomorfismo ψ : π−1(U) → U ×H que tem

a forma ψ(p) = (π(p), φ(p)), onde φ é uma aplicação de π−1(U) em H tal que

φ(hp) = φ(p)h−1, ∀p ∈ π−1(U), h ∈ H 2.

1Por convenção, vizinhanças são sempre conjuntos abertos.
2Esta condição é denominada trivialidade local.
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Designamos um fibrado principal por (P,B,H, π), P → B ou simplesmente por P .

P é chamado o espaço total, B = H\P o espaço de base, π a projecção e H o grupo de

estrutura.

A condição 3 implica que a projecção canónica é uma submersão, pelo que podemos

concluir que, para cada b ∈ B, π−1(b) é uma subvariedade fechada de P . A π−1(b)

chamamos a fibra sobre b. Vê-se que cada fibra é difeomorfa a H, pois se p é um ponto

de π−1(b), então π−1(b) é o conjunto de pontos hp, h ∈ H (é a fibra através de p).

Por definição, um fibrado principal é sempre localmente trivial. É posśıvel começar

com esta condição e construir todo o fibrado. Para isso tomamos uma cobertura por

abertos {Uα} de B e, para p ∈ π−1(Uα∩Uβ), definimos uma aplicação φβα : Uα∩Uβ → H

por

φβα(π(p)) = φβ(p)(φα(p))−1.

Nota-se que esta aplicação está bem definida. À famı́lia de aplicações φβα chamamos

funções de transição do fibrado P correspondentes à cobertura por abertos considerada.

Repare-se que se temos u ∈ Uα ∩ Uβ ∩ Uγ tal que u = π(p) então temos

φαβ(u)φβγ(u) = φα(p)(φβ(p))−1φβ(p)(φγ(p))
−1 = φα(p)(φγ(p))

−1 = φαγ(u),

a que chamamos a condição de cociclo. Além disso, temos as propriedades adicionais

φβαφαβ = 1 em Uβ ∩ Uα e φαα = 1 em Uα, que são imediatas.

Exemplo 2.2. Um exemplo elementar de um fibrado principal é o chamado fibrado

principal trivial: Tomamos P = B×H e a projecção no primeiro factor. Existe uma acção

livre de H à esquerda em P dada por h′ � (m,h) = (m,h′h). Neste caso φ(h) = h−1. É

imediato que se trata de um fibrado principal. �

Exemplo 2.3. O H-fibrado principal G→ H\G.

Consideremos agora o caso mais interessante, e fundamental para o que segue, em que

o espaço de base B é um espaço homogéneo sob a acção à direita de um grupo de Lie

G. Recordemos que um espaço homogéneo de G é uma variedade diferencial onde está
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definida uma acção transitiva suave de G. A acção de g ∈ G sobre b ∈ B é designada

como b � g e ao subgrupo Gb = {g ∈ G| b � g = b} chamamos estabilizador do ponto b.

Existe uma correspondência 1-1 entre pontos de B e os cosets à direita Gbg de Gb em G,

onde Gb é o estabilizador de b (Note-se que todos os estabilizadores Gb de pontos b de

um espaço homogéneo são isomorfos) [3, pag 42].

Tomando P = G e H um subgrupo de Lie fechado de G, o espaço H\G é o espaço de

cosets à direita, i.e. H\G = {Hg | g ∈ G} onde a acção à direita de g′ ∈ G é Hg � g′ =

Hgg′. Neste caso temos também uma projecção π : G → H\G, que envia g ∈ G para

o coset Hg (é uma submersão suave, pois o pushforward π∗ : TgG → THg(H\G) é

claramente uma aplicação sobrejectiva para todo o g ∈ G). O estabilizador de H1 ∈ H\G

é exactamente o subgrupo H, noutros pontos vai ser um seu conjugado como se pode ver:

Hg � (g−1Hg) = Hg, que é claramente isomorfo a H. O Lema 2.4 mostra que, com a

projecção canónica, G→ H\G é um fibrado principal com fibra H. Neste caso, além da

acção à esquerda de H sobre o espaço total, que dá a estrutura ao fibrado, existe ainda

a acção natural de G (transitiva) à direita e que comuta com a acção à esquerda de H.

Em geral, um H-fibrado principal não tem esta acção transitiva de G, o que torna este

caso muito especial. �

Lema 2.4. G→ H\G é um fibrado principal com fibra H.

Demonstração. Basta mostrar a trivialidade local. Como G actua (à direita) de forma

transitiva em G e H\G basta mostrar a trivialidade em vizinhanças de H1 ∈ H\G, pois

as trivializações em vizinhanças de outros pontos podem ser obtidas por translações à

direita em G e H\G. Sejam h e g as álgebras de Lie de H e G respectivamente. Então h é

uma subalgebra de g e podemos formar a decomposição g ∼= h⊕v com v ⊂ g o subespaço

vectorial complementar de h. Tomamos o subconjunto V = exp(v) ⊆ G. Então, H∩V = 1

e localmente, G ∼= H × V pela aplicação que envia (h, v) ∈ H × V para hv ∈ G. Assim

sabemos que existem U1 ⊆ H, U2 ⊆ V e U ⊆ G tais que U1 × U2
∼= U . Além disso,

π−1(H\U) = HU2
∼= H × U2, porque ∀h1, h2 ∈ H, x, y ∈ U2,

h1x = h2y ⇔ h−1
2 h1 = yx−1 ∈ H ∩ V = {1}.
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Cada ponto de π−1(H\U) é da forma g = h′u, onde h′ ∈ H, u ∈ U2. Para terminar

a prova definimos a aplicação φ : π−1(H\U) → H como φ(g) = h′−1. Repare-se que

φ(hg) = (hh′)−1 = φ(g)h−1, e daqui segue que a aplicação ψ : π−1(H\U)→U2 ×H, com

ψ(g) = (π(g), φ(g)), é um isomorfismo (no sentido da definição 2.1).

Exemplo 2.5. SU(2)→ U(1)\SU(2)

Qualquer elemento g de SU(2) pode ser escrito como

g =

(
z0 z1

−z1 z0

)
, z0, z1 ∈ C, |z0|2 + |z1|2 = 1,

e identificamos U(1) ⊂ SU(2) com o subgrupo a 1-parâmetro formado pelas matrizes

diagonais em SU(2): (
e−iα 0

0 eiα

)
, α ∈ R.

O quociente U(1)\SU(2) é determinado identificando(
z0e−iα z1e−iα

−z1eiα z0eiα

)
∼
(
z0 z1

−z1 z0

)
.

Olhando para a primeira linha vemos que estamos a identificar e−iα(z0, z1) com (z0, z1)

e temos assim uma projecção3 SU(2)→ CP 1,(
z0 z1

−z1 z0

)
7→ [z0 : z1] = [1 : 0]

(
z0 z1

−z1 z0

)
,

e além disso, é imediato que a acção de SU(2) sobre CP 1 é transitiva e o estabilizador

do ponto [1 : 0] é precisamente U(1), pois

[1 : 0]

(
z0 z1

−z1 z0

)
= [1 : 0]⇔ z1 = 0

e assim |z0|2 = 1. Vemos assim (Lema 2.4) que temos um fibrado principal SU(2)→ CP 1

com grupo de estrutura U(1). Vejamos as trivializações. Em Uα ⊂ CP 1, correspondente

a z0 6= 0,

[z0 : z1] = [1 :
z1

z0
] 7→ z1

z0
= z,

3Note-se que (z0, z1) 6= (0, 0) porque det g 6= 0.
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e em Uβ, correspondente a z1 6= 0,

[z0 : z1] = [
z0

z1
: 1] 7→ z0

z1
= w.

Repare-se que w = 1/z em Uα ∩ Uβ. Podemos agora definir as trivializações locais do

fibrado SU(2)→ CP 1,

ψα : π−1(Uα)→ Uα × U(1), (z0, z1) 7→
(
z1/z0, |z0|/z0

)
,

ψβ : π−1(Uβ)→ Uβ × U(1), (z0, z1) 7→
(
z0/z1, |z1|/z1

)
.

Nota-se que φα(z0, z1) = |z0|/z0 e φβ(z0, z1) = |z1|/z1 e portanto as funções de

transição são

φβα(z) = φβ(z0, z1)φ−1
α (z0, z1) =

|z1|
z1

z0

|z0|
=
|z|
z
∈ U(1), z ∈ Uα ∩ Uβ

e é imediato que φαβ(w) = |w|/w. �

Exemplo 2.6. SL(2,C)→ D\SL(2,C)

Seja D o grupo de matrizes da forma{(
λ−1 0
0 λ

)
, λ ∈ C∗ = C− {0}

}
que actua à esquerda em SL(2,C) por multiplicação. Como D ∼= C∗ identificamos a

matriz

(
λ−1 0
0 λ

)
∈ D com λ ∈ C∗.

Para λ ∈ D e g ∈ SL(2,C) fazemos a identificação habitual λg ∼ g, ou seja(
λ−1x λ−1y
λw λz

)
∼
(
x y
w z

)
.

Procedendo como no exemplo anterior, vemos que vamos obter dois pontos em CP 1, um

correspondente à primeira linha e outro correspondente à segunda. Mas estes dois pontos

não podem ser iguais, pois det g = 1. Temos então a projecção,(
x y
w z

)
→ ([x : y], [w : z]) , [x : y] 6= [w : z] ∈ CP 1.
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Figura 2.1: Construção geométrica do difeomorfismo entre D\SL(2,C) e TS2.

Note-se que

([x : y], [w : z]) = ([1 : 0], [0 : 1])

(
x y
w z

)
,

pelo que o estabilizador do ponto ([1 : 0], [0 : 1]) é exactamente D.

Vemos assim que

D\SL(2,C) ∼=
{

(p1, p2) ∈ CP 1 × CP 1| p1 6= p2

}
Mostremos que este espaço é difeomorfo ao fibrado tangente da esfera, TS2, cons-

truindo um difeomorfismo concreto entre estes dois espaços. Os dois pontos p1 e p2 em

CP 1 podem ser utilizados para definir um vector tangente a CP 1 em p1. Para isso pre-

cisamos de duas aplicações: A : CP 1 → CP 1 a aplicação que leva cada ponto p no seu

antipodal q e πp : CP 1\{p} → Tq(CP 1) a projecção estereográfica, onde identificamos o

plano, contido em R3, tangente a CP 1 em q1 com Tq1(CP 1) (fig. 2.1).

Agora fixemos p1 e tomemos a projecção estereográfica de p2 relativamente a p1. Esta

projecção define unicamente um vector tangente vq1(p2) = πp1(p2) em q1 que pode ser

levado a Tp1CP 1 através de A. (um cálculo simples de geometria elementar mostra que

‖vp1(p2)‖ = 2 cot (α/2), onde

alpha é o ângulo definido pelos raios-vector de p1 e p2 com origem no centro da esfera).
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Deixando p2 variar vamos obter todo o espaço tangente em p1. Mais, esta correspondência

á claramente 1−1 e suave, pelo que obtemos um difeomorfismo entre CP 1−{p1} e Tp1(S2).

Finalmente, deixando p1 variar também, obtém-se todo o fibrado tangente TS2. Daqui

segue que D\SL(2,C) e TS2 são difeomorfos.

Temos assim o fibrado principal (Lema 2.4) SL(2,C) → D\SL(2,C) ∼= TS2, com

grupo de estrutura D e projecção(
x y
w z

)
π7−→ ([x : y], [w : z]) .

Para obter a estrutura de fibrado é necessário especificar as trivializações e as funções

de transição e para isso temos que definir um atlas em D\SL(2,C) primeiro. Deste modo

vamos tomar um ponto p =

[(
x y
w z

)]
∈ D\SL(2,C) e o aberto Uα ⊂ D\SL(2,C)

correspondente a x 6= 0. Podemos formar o elemento

(
x−1 0
0 x

)
∈ D que actua à esquerda

sobre um representante de p levando-o a(
x−1 0
0 x

)(
x y
w z

)
=

(
1 x−1y
xw xz

)
=

(
1 α1

α2 1 + α1α2

)
e assim definimos o mapa ϕα : Uα → C2,(

x y
w z

)
7→ (x−1y, xw) = (α1, α2).

Repare-se que esta aplicação está bem definida, i.e. não depende do representante da

classe de equivalência considerada, e é injectiva.

Consideremos agora o aberto Uβ ⊂ D\SL(2,C) correspondente a y 6= 0. Procedendo

como o caso anterior obtém-se

(
y−1 0
0 y

)(
x y
w z

)
=

(
xy−1 1
yw yz

)
=

(
β1 1

β1β2 − 1 β2

)
,

o que define o mapa ϕβ : Uβ → C2,(
x y
w z

)
7→ (xy−1, yz) = (β1, β2).

Do anteriormente exposto, é imediato que ϕβ está bem definida e é injectiva.
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Note-se que Uα ∪ Uβ = D\SL(2,C). Assim, para verificar que {(Uα, ϕα), (Uβ, ϕβ)}

define um atlas basta mostrar que os mapas são compat́ıveis. Em Uα ∩ Uβ 4,

ϕβ ◦ ϕ−1
α (α1, α2) = ϕβ

(
1 α1

α2 1 + α1α2

)
=

(
1

α1

, α1(1 + α1α2)

)
,

ϕα ◦ ϕ−1
β (β1, β2) = ϕα

(
β1 1

β1β2 − 1 β2

)
=

(
1

β1

, β1(β1β2 − 1)

)
,

e vê-se logo que ϕβ ◦ ϕ−1
α e ϕα ◦ ϕ−1

β são funções suaves.

Agora definimos as trivializações ψα : π−1(Uα) → Uα × D do fibrado SL(2,C) →

D\SL(2,C) como(
x y
w z

)
7→
((

[1 :
y

x
], [xw : xz]

)
,

(
x−1 0
0 x

))
7→
(

(α1, α2),

(
x−1 0
0 x

))
e

ψβ : π−1(Uβ)→ Uβ ×D,(
x y
w z

)
7→
((

[
x

y
: 1], [yw : yz]

)
,

(
y−1 0
0 y

))
7→
(

(β1, β2),

(
y−1 0
0 y

))
,

e assim as aplicações φγ : π−1(Uγ)→ D são

φα

(
x y
w z

)
=

(
x−1 0
0 x

)
, φβ

(
x y
w z

)
=

(
y−1 0
0 y

)
.

Podemos agora obter as funções de transição em Uα ∩ Uβ como

φβα(α1, α2) =

(
α−1

1 0
0 α1

)
, φαβ(β1, β2) =

(
β−1

1 0
0 β1

)
.

�

Exemplo 2.7. SL(2,C)→ P\SL(2,C)

Consideremos o subgrupo P ⊂ SL(2,C) formado pelas matrizes da forma

P =

{(
λ−1 0
z λ

)∣∣∣∣ z ∈ C, λ ∈ C∗
}
.

4repare-se que tanto α1 como β1 não se anulam em Uα ∩ Uβ .
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Nota-se que P = DnZ, onde D é o subgrupo diagonal considerado no exemplo (2.6)

e Z o subgrupo Z =

{(
1 0
z 1

)
, z ∈ C

}
, onde a acção de D em Z é

(
a−1 0
0 a

)−1(
1 0
z 1

)(
a−1 0
0 a

)
=

(
1 0

a−2z 1

)
.

Mostremos que P\SL(2,C) ∼= CP 1. Para isso tomamos um elemento

(
a b
c d

)
∈

SL(2,C) e identificamos(
λ−1 0
z λ

)(
a b
c d

)
=

(
λ−1a λ−1b
za+ λc zb+ λd

)
∼
(
a b
c d

)
.

Temos assim uma projecção SL(2,C) 7→ CP 1,(
a b
c d

)
π7−→ [a : b] = [1 : 0]

(
a b
c d

)
.

É imediato que a acção é suave e transitiva e que o estabilizador de [1 : 0] é exactamente

P . Repare-se que

CP 1 ∼= P\SL(2,C) ∼= (D\P )\(D\SL(2,C)),

o que permite identificar TCP 1 → CP 1 com D\SL(2,C)→ P\SL(2,C) como fibrados.

Note-se também que Z\SL(2,C) ∼= C2 − {(0, 0)} através da acção(
a b
c d

)
7→ (a, b) = (1, 0)

(
a b
c d

)
onde é claro que o estabilizador de (1, 0) ∈ C2 − {(0, 0)} é precisamente Z. Assim,

CP 1 ∼= P\SL(2,C) ∼= (Z\P )\(Z\SL(2,C)) ∼= C∗\C2 − {(0, 0)}.

Agora definimos as trivializações locais do fibrado SL(2,C)→ P\SL(2,C) como (vide

exemplos 2.5 e 2.6):

Uα(a 6= 0) :

(
a b
c d

)
7→
(
b

a
,

(
a−1 0
−c a

))
=

(
α1 ,

(
a−1 0
−c a

))
,

Uβ(b 6= 0) :

(
a b
c d

)
7→
(
a

b
,

(
b−1 0
−d b

))
=

(
β1 ,

(
b−1 0
−d b

))
,
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onde as aplicações φγ : π−1(Uγ)→ P são

φα

(
a b
c d

)
=

(
a−1 0
−c a

)
, φβ

(
a b
c d

)
=

(
b−1 0
−d b

)
.

Assim, em Uα ∩ Uβ, as funções de transição vão ser

φβα(α1) =

(
α−1

1 0
−1 α1

)
, φαβ(β1) =

(
β−1

1 0
1 β1

)
.

�

Definição 2.8. Sejam (P1, B1, H1, π1) e (P2, B2, H2, π2) fibrados principais. Um morfismo

de fibrados principais entre P1 e P2 consiste numa aplicação suave f : P1 → P2 e num

homomorfismo f ′ : H → H ′ tal que

f(hp) = f ′(h)f(p), ∀h ∈ H, p ∈ P.

O morfismo f : P1 → P2 preserva fibras e assim induz uma aplicação fB : B1 → B2

entre os espaços de base, onde fB ◦ π1 = π2 ◦ f .

Exemplo 2.9. A aplicação identidade id : SL(2,C) → SL(2,C) é um morfismo entre

os fibrados principais SL(2,C) → D\SL(2,C) e SL(2,C) → P\SL(2,C). Neste caso, a

aplicação f ′ é simplesmente a inclusão D ↪→ P . Este morfismo preserva as fibras e induz

claramente uma aplicação D\SL(2,C)→ P\SL(2,C) que é a projecção ([x : y], [w, z])→

([x, y]). �

2.1.2 Fibrados Vectoriais Associados

Dado um fibrado principal, podemos construir fibrados vectoriais associados. Primeiro

recordemos a definição de um fibrado vectorial.

Definição 2.10. Sejam E e B variedades suaves e V um espaço vectorial de dimensão

finita. Um fibrado vectorial (suave) é um quádruplo (E,B, V, π), onde

1. A projecção π : E → B é suave;
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2. Para cada p ∈ B, π−1(p) é um espaço vectorial isomorfo a V (π−1(p) diz-se a fibra

sobre p);

3. E é localmente trivial, i.e. para cada p ∈ B existe uma vizinhança U e um difeo-

morfismo ψ : π−1(U)→ U × V tal que a restrição a π−1(p) é uma aplicação linear

π−1(p)→ {p} × V .

Note-se que para Uα ∩ Uβ 6= ∅, a composição ψα ◦ ψ−1
β = ψαβ é uma aplicação

Uα ∩ Uβ → GL(V ). À semelhança dos fibrados principais, designaremos um fibrado

vectorial por E → B ou simplesmente por E quando a restante estrutura for clara do

contexto.

Seja P um H-fibrado principal. Utilizando uma representação V de H vamos construir

o fibrado vectorial associado a P . Formamos o produto P × V e definimos a acção à

esquerda por h� (p, v) = (hp, ρ(h)v). O fibrado vectorial associado E = P ×ρ V é obtido

tomando o quociente pela acção de H, onde identificamos

(p, v) ∼ (hp, ρ(h)v), p ∈ P, h ∈ H, v ∈ V.

A projecção πE : E → B é definida por πE(p, v) = π(p). Esta projecção está bem

definida porque π(p) = π(hp). Seja ψ : π−1(U)→ U ×H uma trivialização local de P . ψ

define uma aplicação φ : π−1(U)→ H (vide 3 da definição 2.1). A trivialização local em

E = P ×ρ V é dada pelo difeomorfismo ψE : π−1
E (U)→ U × V ,

ψE ([p, v]) = (πE([p, v]), ρ(φ(p))v) = (π(p), ρ(φ(p))v) .

Esta aplicação está bem definida porque

ψE ([hp, ρ(h)v]) = (π(hp), ρ(φ(hp))ρ(h)v) =
(
π(p), ρ(φ(p)h−1)ρ(h)v

)
= (π(p), ρ(φ(p))v) = ψE ([p, v]) .

Também se vê que a restrição a π−1
E (p) é um isomorfismo linear com {p} × V , pois

ρ(h) ∈ GL(V ).
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Definimos as funções de transição em P ×ρ V como

fβα = ρ(φβα) em Uα ∩ Uβ 6= ∅,

onde φβα são as funções de transição de P .

A condição de cociclo é automaticamente satisfeita:

fαβfβγ = ρ(φαβ)ρ(φβγ) = ρ(φαβφβγ) = ρ(φαγ) = fαγ em Uα ∩ Uβ ∩ Uγ 6= ∅,

assim como as identidades fαα = 1 em Uα e fαβfβα = 1 em Uα ∩ Uβ 6= ∅, onde 1 designa

a identidade em GL(V ).

Exemplo 2.11. Voltando ao caso G → H\G (ver exemplo 2.3) podemos tomar uma

representação (ρ, V ) de H e formar o fibrado vectorial associado G×ρV → H\G. Repare-

se que a acção transitiva de G à direita no espaço de base (que é um espaço homogéneo

de G) levanta para uma acção, também à direita, no fibrado: [g, v]�g′ = [gg′, v]. Fibrados

com esta propriedade dizem-se homogéneos. A partir de agora vamos fixar terminologia

e chamar fibrado vectorial homogéneo a fibrados desta forma (E = G×ρ V → H\G).

Quando consideramos um fibrado homogéneo, a relação de equivalência em G ×ρ V

fica

(g1, v1) ∼ (g2, v2)⇔ g2g
−1
1 ∈ H e ρ

(
g2g
−1
1

)
v1 = v2.

�

Como se vai tornar claro quando se discutir o processo de quantização geométrica, vai

interessar-nos um tipo muito especial de fibrado homogéneo. Nesses fibrados cada fibra

é uma cópia do plano complexo C, e por essa razão dizem-se fibrados de linha. Vamos

de seguida apresentar alguns exemplos de fibrados de linha, designados doravante por L.

Nestes exemplos vamos utilizar apenas representações unitárias.

Exemplo 2.12. L = SU(2)×ρ C −→ U(1)\SU(2) ∼= CP 1.

Para construir o fibrado de linha L = SU(2) ×ρ C −→ CP 1 associado ao fibrado

principal SU(2)→ U(1)\SU(2) (exemplo 2.5) é necessário definir uma representação de
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U(1) em C. Assim identificando U(1) = {α ∈ C| |α| = 1} definimos

ρn(α)a = αna, a ∈ C, n ∈ Z.

Das construções do fibrado vectorial associado (vide p. 28) e do fibrado homogéneo

(exemplo 2.11), e identificando

α↔
(
e−iα 0

0 eiα

)
,

já sabemos que L = SU(2)×ρnC −→ CP 1 é um fibrado de linha com funções de transição

fβα(z) = ρn(φβα(z)) =
zn

|z|n
, fαβ(w) = ρn(φαβ(w)) =

wn

|w|n
.

�

Exemplo 2.13. L = SL(2,C)×ρ C→ D\SL(2,C).

Para construir o fibrado de linha associado L = SL(2,C)×ξ C→ D\SL(2,C) (exem-

plo 2.6) definimos uma representação unitária de D em C como

ρξ

(
λ−1 0
0 λ

)
c = λiξλ̄iξc, (2.1)

onde c ∈ C, ξ = a+ib
2
, a, b ∈ R. A expressão 2.1 define realmente uma representação

unitária de D em C, pois é imediato que ρξ(d1d2) = ρξ(d1)ρξ(d2) ∀ d1, d2 ∈ D e além

disso, escrevendo λ = reiθ, vê-se logo que λiξλ̄iξ̄ = riae−ibθ ∈ U(1), ∀a, b ∈ R.

Como funções de transição vamos ter:

fβα(α1, α2) = ρξ (φβα(α1, α2)) = αiξ1 ᾱ
iξ̄
1 , fαβ(β1, β2) = ρξ (φαβ(β1, β2)) = βiξ1 β̄

iξ
1 .

�

Exemplo 2.14. L = SL(2,C)×ρ C→ P\SL(2,C).

Para construir o fibrado de linha associado L = SL(2,C)×ξ C→ CP 1 (exemplo 2.7)

definimos uma representação unitária de P por extensão trivial a Z da representação de

D definida no exemplo 2.13:

ρξ

(
λ−1 0
z λ

)
c = λiξλ̄iξc.
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É imediato que as funções de transição vão ser

fβα(α1) = ρξ (φβα(α1)) = αiξ1 ᾱ
iξ̄
1 , fαβ(β1) = ρξ (φαβ(β1)) = βiξ1 β̄

iξ
1 ,

pois a representação ρξ de D foi estendida trivialmente a Z. �

Para prosseguir definimos aplicações entre fibrados vectoriais.

Definição 2.15. Sejam (E1, B1, V1, π1) e (E2, B2, V2, π2) fibrados vectoriais.

1. Uma aplicação suave fE : E1 → E2 diz-se um morfismo de fibrados vectoriais se

(a) fE respeita fibras, i.e. envia fibras de E1 para fibras de E2.

(b) a restrição de fE a cada fibra é uma transformação linear.

2. (E1, B, V1, π1) e (E2, B, V2, π2) dizem-se equivalentes (E1
∼= E2) se fE é um difeo-

morfismo.

Um morfismo fE de fibrados vectoriais induz naturalmente uma aplicação suave,

fB : B1 → B2, tal que π2 ◦ fE = fB ◦ π1, i.e. o diagrama abaixo comuta:

E1

	

fE //

π1

��

E2

π2

��
B1

fB // B2.

Mostremos que um morfismo de fibrados principais induz naturalmente um morfismo

entre os fibrados vectoriais associados. Na notação das definições 2.8 e 2.15 sejam P1 e

P2 fibrados principais e E1, E2 os fibrados vectoriais associados respectivos, onde ρ1 e ρ2

são as representações de H1 e H2 em V1 e V2 respectivamente e f um morfismo entre P1

e P2 (vide definição 2.8). Seja ainda ψ : V1 → V2 um intertwiner (vide definição 1.14).

Formamos a aplicação f×ψ : P1×V1 → P2×V2. Projectando nos quocientes Pj×ρj Vj,

(j = 1, 2), obtém-se uma aplicação suave fE : P1 ×ρ1 V1 → P2 ×ρ2 V2 que leva a classe

de equivalência [p, v]ρ1(H1) para [f(p), ψ(v)]ρ2(f ′(H1)). fE está bem definida porque para
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h ∈ H2,

fE[hp, ρ1(h)v]ρ1(H1) = [f(hp), ψ(ρ1(h)v)]ρ2(f ′(H1))

= [f ′(h)f(p)), ρ2(f ′(h))ψ(v))]ρ2(f ′(H1))

= [f(p), ψ(v)]ρ2(f ′(H1)).

Além disso, é imediato que fE respeita as fibras e que a restrição a cada fibra é uma

transformação linear.

Exemplo 2.16. Designemos por LD → D\SL(2,C) o fibrado de linha constrúıdo no

exemplo (2.13) e LP → P\SL(2,C) o fibrado de linha do exemplo (2.14). Existe um mor-

fismo natural entre LD e LP . Seja f o morfismo entre os fibrados principais SL(2,C)→

D\SL(2,C) e SL(2,C)→ P\SL(2,C) do exemplo 2.9. A aplicação fL : LD → LP

[g, c]D 7→ [f(g), c]P , c ∈ C,

é um morfismo entre LD e LP .

Sejam agora πD e πP as projecções em LD e LP respectivamente. A aplicação entre os

espaços de base, induzida por fL, é claramente a projecção D\SL(2,C)→ P\SL(2,C),

([x : y], [w : z])
pr17−→ [x : y].

É imediato que πP ◦ fL = pr1 ◦ πD, i.e. o diagrama abaixo comuta:

	

L = SL(2,C)×ξD C -fL
L = SL(2,C)×ξP C

?
πD

?
πP

TCP 1 ∼= D\SL(2,C) -
pr1

P\SL(2,C) ∼= CP 1

�

2.1.3 Fibrados Vectoriais Holomorfos

Definição 2.17. Sejam E e B variedades complexas e V um espaço vectorial complexo

de dimensão finita tal que (E,B, V, π) é um fibrado vectorial complexo sobre B. E diz-se

um fibrado vectorial holomorfo se
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1. A projecção π : E → B é holomorfa;

2. As trivializações locais ψα : π−1(Uα)→ Uα × V são funções biholomorfas;

As condições 1 e 2 da definição 2.17 são equivalentes a requerer que as funções de

transição fαβ sejam holomorfas.

Nesta secção vamos tratar apenas de fibrados de linha holomorfos. É imediato que o

fibrado Lρn : SU(2)×ρn C→ CP 1, constrúıdo no exemplo 2.12, não é holomorfo, pois as

funções de transição

fβα(z) = ρn(φβα(z)) =
zn

|z|n
, fαβ(w) = ρn(φαβ(w)) =

wn

|w|n
,

não são funções holomorfas.

Estendemos a P ⊂ SL(2,C) o caracter ρn introduzido no exemplo 2.12,

ρ′n

(
λ−1 0
z λ

)
= λn, λ ∈ C∗.

Recordando que P\SL(2,C) ∼= CP 1 (vide exemplo 2.14) é imediato que a extensão

de ρn a P define um fibrado de linha Lρn = SL(2,C) ×ρ′n C → CP 1 com funções de

transição holomorfas,

fβα(z) = zn, fαβ(w) = wn.

Exemplo 2.18. Mostremos que os fibrados SU(2)×ρnC→ CP 1 e SL(2,C)×ρ′nC→ CP 1,

são isomorfos como fibrados suaves.

SU(2)×ρn C -∼= SL(2,C)×ρn C

?
πρn

?
πρ′n

CP 1 ∼= U(1)\SU(2) = P\SL(2,C) ∼= CP 1

Definimos uma aplicação suave fL : SU(2)×ρnC→ SL(2,C)×ρ′nC através da inclusão

SU(2) ↪→ SL(2,C):

[g, v]ρn 7→ [g, v]ρ′n .
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Cada elemento g ∈ SL(2,C) pode ser escrito na forma x = qh (decomposição de

Iwasawa. cf. Sec. 1.2.2), onde h ∈ SU(2) e q pertence ao subgrupo Q ⊂ SL(2,C),

Q =

{(
a−1 0
z a

)∣∣∣∣ a ∈ R+, z ∈ C∗
}
.

Estamos assim a dizer que [g, v] ∈ SL(2,C)×ρn C pode ser escrito como

[g, v]ρn = [qh, v]ρn = [h, ρ−1
n (q)v]ρn ,

o que mostra imediatamente que fL é bijectiva e que a restrição de fL a cada fibra é

linear. Daqui segue que fL é um isomorfismo. Repare-se que πρ′n ◦ fL = idCP 1 ◦ πρn i.e. a

aplicação induzida por fL entre os espaços de base é simplesmente a aplicação identidade

em CP 1. �

2.2 Secções em fibrados homogéneos e funções equi-

variantes no grupo

Definição 2.19. Uma secção suave (resp. holomorfa) num fibrado vectorial (resp. holo-

morfo) E → B é uma aplicação suave (resp. holomorfa) σ : B → E tal que π ◦ σ é a

aplicação identidade em B. Se σ estiver definida apenas num aberto U ⊂ B dizemos que

σU : U → E é uma secção local.

Neste trabalho vamos considerar apenas secções suaves ou holomorfas, pelo que uti-

lizaremos sempre o termo secção para designar uma secção suave (resp. holomorfa). Re-

cordemos que um fibrado principal só admite secções globais se for globalmente trivial,

mas num fibrado vectorial existem sempre secções globais, como por exemplo a secção

nula.

Definição 2.20. O conjunto de todas as secções suaves (resp. holomorfas) num fibrado

vectorial (resp. holomorfa) E → B designa-se Γ∞(E) (resp. Γω(E)).

Lema 2.21. Γ(E) é um espaço linear.
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Demonstração. Definimos a soma de secções e a multiplicação por um escalar como

(σ1 + σ2)(b) = σ1(b) + σ2(b), ∀b ∈ B, σ1, σ2 ∈ Γ(E)

(ασ)(b) = α(σ(b)) ∀b ∈ B,α ∈ K, σ ∈ Γ(E).

Podemos também considerar Γ(E) um módulo sobre C∞(B,K) (resp. Cω(B,K)). Se

temos uma função α em C∞(B,K) e σ ∈ Γ(E) (resp. Cω(B,K)) então (ασ)(b) = α(b)σ(b)

é uma secção em E.

Agora consideremos um fibrado principal P (com grupo estrutural H), o fibrado

vectorial associado E = P ×ρ V , onde (ρ, V ) é uma representação de H, e o espaço

vectorial C∞(P, V ) (resp. Cω(P, V )).

Definição 2.22. Uma função f ∈ C∞(P, V ) (resp. Cω(P, V )) diz-se H-equivariante se

comuta com a acção de H em P ,

ρ(h)f(p) = f(hp), ∀ p ∈ P, h ∈ H.

O conjunto de todas as funções H-equivariantes em C∞(P, V ) (resp. Cω(P, V )) designa-

se C∞ρ (P, V ) (resp. Cω
ρ (P, V )).

É imediato que

∀f ∈ C∞(B,K), ∀g ∈ C∞ρ (P, V ) : fg ∈ C∞ρ (P, V ),

verificando-se o mesmo no caso holomorfo o que significa que, vistos como álgebras,

C∞ρ (P, V ) é um ideal em C∞(P, V ) (resp. Cω
ρ (P, V ) um ideal em Cω(P, V )).

Lema 2.23. Existe um isomorfismo linear entre Γ∞(E) e C∞ρ (P, V ) (resp. entre Γω(E)

e Cω
ρ (P, V )).

Demonstração. Mostremos apenas o caso suave. A prova para o caso holomorfo é seme-

lhante. Sejam f ∈ C∞ρ (P, V ) e p = πE(p). Então σ(p̄) = [p, f(p)] define unicamente uma

secção σ ∈ Γ(E), porque ∀h ∈ H,

σ(hp) = [hp, f(hp)] = [hp, ρ(h)f(p)] = [p, f(p)] = σ(p).
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Além disso, é claro que πE ◦ σ(p) = πE([p, f(p)]) = π(p) = p.

Por outro lado, qualquer secção σ(p) = [p, vp] define uma função H-equivariante

f ∈ C∞ρ (P, V ) como

f(p) = vp.

Repare-se que f está bem definida e é equivariante, pois

σ(hp) = [hp, vhp] = [hp, f(hp)] = [p, ρ(h−1)f(hp)]

e σ(hp) = σ(p) força f(hp) = ρ(h)f(p).

No caso de um fibrado homogéneo podemos utilizar funções H-equivariantes em G

para descrever secções no fibrado e vice-versa.

Exemplo 2.24. Com as representações ρn de U(1) e ξ de D ⊂ SL(2,C) e a sua extensão

a P ⊂ SL(2,C), definidas nos exemplos 2.12, 2.13 e 2.14,

1. Uma função D-equivariante em SL(2,C) é uma função f : SL(2,C) → C tal que

para todos

(
λ−1 0
0 λ

)
∈ D,

(
a b
c d

)
∈ SL(2,C),

f

((
λ−1 0
0 λ

)(
a b
c d

))
= λiξλ̄iξ̄f

(
a b
c d

)
;

2. Uma função P -equivariante em SL(2,C) é uma função f : SL(2,C) → C tal que

para todos

(
λ−1 0
z λ

)
∈ P ,

(
a b
c d

)
∈ SL(2,C),

f

((
λ−1 0
z λ

)(
a b
c d

))
= λiξλ̄iξ̄f

(
a b
c d

)
.

3. Uma função U(1)-equivariante em SU(2) é uma função f : SU(2) → C tal que

para todos

(
α−1 0
0 α

)
∈ U(1),

(
a b
−b̄ ā

)
∈ SU(2),

f

((
α−1 0
0 α

)(
a b
−b̄ ā

))
= αnf

(
a b
−b̄ ā

)
;
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Lembremos que o exemplo 2.18 mostrou que os fibrados SU(2) ×ρn C → CP 1 e

SL(2,C)×ρn C→ CP 1 são isomorfos. Uma secção no fibrado SU(2)×ρn C→ CP 1

está assim associada a uma função f : SL(2,C)→ C com a propriedade,

f(g) = f(qh) = ρn(q)f(h),

onde se utilizou a decomposição de Iwasawa para g ∈ SL(2,C), g = qh, com q ∈ Q,

h ∈ SU(2) (vide exemplo 2.18) e ρn(q) = ρn

(
a−1 0
z a

)
= an.

�

2.3 Conexões e curvatura

2.3.1 Conexões em Fibrados Principais

Seja P → B = H\P um fibrado principal e TpP o seu espaço tangente em p ∈ P .

Considere-se o subespaço linear VerpP de Tp(P ) formado pelos vectores tangentes à fibra

através de p.

Definição 2.25. Uma conexão em P é a atribuição única de um subespaço linear HorpP

de TpP a cada p ∈ P tal que

1. TpP = VerpP ⊕ HorpP ;

2. HorhpP = (Lh)∗HorpP, ∀p ∈ P, h ∈ H;

3. HorpP depende suavemente de p.

A VerpP chamamos o subespaço vertical e a HorpP o subespaço horizontal de TpP .

Da condição 1 todo o vector Xp em TpP pode ser escrito unicamente como

Xp = XH
p +XV

p , XH
p ∈ HorpP, X

v
p ∈ VerpP.

A condição 3 significa que se X é um campo vectorial suave em P então os campos

vectoriais XH e XV também são suaves.
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Vejamos de uma forma mais concreta como é constrúıdo o subespaço vertical VerpP .

Tomamos um elemento A da álgebra de Lie h de H. Pela acção à esquerda exp (tA)p define

um caminho através de p ∈ P . Como π(exp (tA)p) = π(p) este caminho está contido na

fibra de p. Definimos um vector A] ∈ TpP por A]f(p) = d
dt
f(exp (tA)p)

∣∣
t=0

, onde f é uma

função suave em P arbitrária. O vector A] pertence claramente a VerpP . Desta forma

definimos um vector A] em cada ponto de P e constrúımos um campo vectorial A], a que

chamamos campo vectorial fundamental gerado por A. A aplicação ] : h → VerpP dada

por A 7→ A] é um isomorfismo de espaços vectoriais, pois como a acção de H em P é

livre, {A]1, . . . , A
]
k} (k = dimH) são linearmente independentes.

Esta definição de conexão é puramente geométrica. Note-se que a projecção TpP →

VerpP ∼= h define uma 1-forma em P com valores em h, pois a projecção é linear em cada

fibra e suave quando varia p.

Definição 2.26. Uma 1-forma de conexão é uma 1-forma diferencial ω ∈ Ω1(P, h) tal

que

1. ω(A]) = A, A ∈ h;

2. L∗hω = Adhω, h ∈ H.

A segunda condição significa que para X ∈ TpP ,

L∗hωhp(X) = ωhp((Lh)∗X) = hωp(X)h−1.

Lema 2.27. Existe uma relação bijectiva entre conexões em P e 1-formas de conexão

ω ∈ Ω1(P, h).

Demonstração. Do comentário anterior à definição 2.26 vemos que uma conexão em P

determina uma 1-forma em Ω1(P, h), e é imediato que satisfaz 1 e 2. Por outro lado,

tomando uma 1-forma de conexão ω, definimos HorpP como

HorpP = kerωp = {X ∈ TpP | ωp(X) = 0}.
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É imediato que TpP = im ωp ⊕ kerωp ∼= VerpP ⊕ kerωp. Assim basta mostrar que kerωp

satisfaz (Lh)∗ kerωp = kerωhp, o que é simples pois para X ∈ kerωp

ωhp((Lh)∗X) = L∗hωhp(X) = hωp(X)h−1 = 0.

Como (Lh)∗ é uma aplicação invert́ıvel conclúımos que qualquer vector em kerωhp é igual

a (Lh)∗X para algum X ∈ kerωp.

Voltemos ao caso P = G e H ⊂ G um subgrupo de Lie fechado (exemplo 2.3).

Assumimos que a álgebra de Lie de G admite a decomposição g = h⊕v onde AdH(v) ⊆ v.

Lema 2.28. A projecção em h da 1-forma de Maurer-Cartan invariante à direita em

G define uma 1-forma de conexão em G→ H\G com conexão correspondente HorgG =

Rg∗v.

Demonstração. Como G actua transitivamente (à direita) sobre ele próprio e sobre H\G

basta considerar a identidade em G. A propriedade 1 da definição 2.26 é imediata. Para a

propriedade 2 basta lembrar que por definição, a 1-forma de conexão de Maurer-Cartan

invariante à direita é (dgg−1)g(Xg) = (Rg−1)∗Xg. Então, para X ∈ g ∼= T1G,

(L∗h)projh
(
(dgg−1)h(X)

)
= projh

(
(dgg−1)h (Lh∗X)

)
= projh (Rh−1∗Lh∗X))

= projh (AdhX) = Adh
(
projhX

)
.

Mostremos que a conexão correspondente é HorgG = Rg∗v. É imediato que Hor1G ∼= v.

Tomamos X ∈ v. Basta mostrar que projh (dgg−1(Xg)) = 0 sse Xg ∈ HorgG, o que é

simples pois

projh
(
(dgg−1)g(Xg)

)
= projh

(
(dgg−1)g((Rg)∗X)

)
= projh ((Rg−1)∗(Rg)∗X))

= projh(X) = 0.
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Passemos agora à descrição local das conexões, o que nos vai permitir descrever a

conexão em termos das coordenadas no espaço de base. Embora um fibrado possa não

admitir secções globais sabemos que existem sempre secções locais. Por exemplo a triviali-

zação ψα : Uα ×H → π−1(Uα) (ver 2.1) pode ser utilizada para definir uma secção local

σα = ψ−1
α (p, 1). Definimos uma 1-forma Aα em Uα com valores em h como

Aα = σ∗αω ∈ Ω1(Uα, h),

onde ω é a 1-forma de conexão em P . Para que se possa descrever a conexão ω em P

através da colecção {Aα} tem que haver uma condição de compatibilidade, que vamos

agora determinar. Para Uα ∩Uβ 6= 0 repare-se5 que σβ = φαβσα, onde φαβ são as funções

de transição. Sejam x ∈ Uα ∩ Uβ, X um campo vectorial arbitrário em B e γt uma sua

curva integral i.e. γt : [0, 1] → B, γ0 = x, γ′0 = X. Escrevemos σβ(γt) = σβ(t) para

simplificar a notação. Da regra de Leibniz obtém-se

σβ∗X =
d

dt
σβ(t)

∣∣∣∣
t=0

=
d

dt
(φαβ(t)σα(t))

∣∣∣∣
t=0

= φαβ(x)(σα∗X) +
d

dt
φαβ(t)

∣∣∣∣
t=0

σα(x)

= (Lφαβ)∗(σα∗X) +
d

dt
φαβ(t)

∣∣∣∣
t=0

φ−1
αβ(x)σβ(x),

Notemos que no segundo termo dφαβ(X)φ−1
αβ(x) = d

dt

[
φαβ(t)φ−1

αβ(x)
]∣∣
t=0

é um vector

de h. Conclúımos assim que o segundo termo da expressão acima para σβ∗X consiste

simplesmente no campo vectorial
(
dφαβ(X)φ−1

αβ

)]
no ponto σβ(x) ∈ P .

A condição de compatibilidade pode agora ser obtida aplicando ω:

ω(σβ∗X) = L∗φαβω(σα∗X) + dφαβ(X)φ−1
αβ = φαβω(σα∗X)φ−1

αβ + dφαβ(X)φ−1
αβ .

Como X é um campo vectorial arbitrário no espaço de base conclúımos que a condição

de consistência procurada é

Aβ = φαβAαφ−1
αβ + dφαβφ

−1
αβ .

5 σα = ψ−1(p, 1) e ψα = φαβψβ .
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A cada elemento da colecção {Aα} tal que a condição de consistência é satisfeita

chama-se um potencial de gauge.

Uma conexão permite-nos introduzir a noção de levantamento horizontal de caminhos

e campos vectoriais.

Definição 2.29. Seja P
π−→ B um fibrado principal e γ : [0, 1] → B um caminho em

B. Um caminho γ̃ : [0, 1] → P diz-se o levantamento horizontal de γ se πγ̃ = γ e

γ̃′t ∈ HorγtP .

Da definição da 1-forma de conexão, ω(γ̃′t) = 0, que é uma equação diferencial or-

dinária (EDO no que segue). Fixando uma condição inicial, o Teorema de existência e

unicidade da solução garante-nos que o levantamento horizontal existe e é único, o que

mostramos a seguir.

Vamos determinar a forma local do levantamento horizontal de caminhos. Conside-

ramos um caminho γt no espaço de base contido num único aberto trivializante Uα.

Tomemos uma secção local σα tal que σα(γ0) = γ̃0.

Lema 2.30. O levantamento horizontal γ̃ de γ pode ser escrito unicamente, depois de

fixar uma condição inicial, na forma γ̃t = hα(γt)σα(γt) com hα(γt) ∈ H.

Demonstração. γ̃′t é horizontal sse ω(γ̃′t) = 0, e daqui segue que

0 = ω(γ̃′t) = ω

(
h′α(γt)σα(γt) + hα(γt)

d

dt
σα(γt)

)
= ω (h′α(γt)σα(γt)) + ω

(
hα(γt)

d

dt
σα(γt)

)
= ω

(
h′α(γt)h

−1
α (γt)γ̃t

)
+ hα(γt)ω

(
d

dt
σα(γt)

)
h−1
α (γt)

= h′α(γt)h
−1
α (γt) + hα(γt)ω ((σα)∗γ

′
t)h
−1
α (γt),

ou seja, obtém-se a EDO
dhα(t)

dt
= −hα(t)ω (σα∗γ

′
t) , (2.2)

com a condição inicial hα(0) = 1. O teorema de existência e unicidade das EDO garante-

nos que a solução hα(t) existe e é única.
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Corolário 2.31. Seja γ : [0, 1] → B um caminho em M e p0 ∈ π−1(γ0). Então existe

um levantamento horizontal único γ̃t para P tal que γ̃0 = p0.

Como ω(σα∗X) = σ∗αω(X) = Aα(X) podemos reescrever a equação 2.2 como

dhα(t)

dt
= −hα(t)Aα(X).

A expressão para o levantamento horizontal de um campo vectorial X em B pode

assim ser escrita localmente como

X̃ = σα∗X −Aα(X)].

Em geral, uma conexão em P vai induzir uma conexão no fibrado vectorial associado

P ×ρ V , como vamos ver.

2.3.2 Conexões em Fibrados de Linha Homogéneos

Comecemos por definir o conceito de conexão num fibrado vectorial, para depois parti-

cularizar ao caso dos fibrados de linha.

Definição 2.32. Seja E → B um fibrado vectorial. Uma conexão ∇ em E é uma

aplicação linear ∇ : Γ(E)→ Ω1(B)⊗ Γ(E) tal que

∇(fσ) = df ⊗ σ + f∇σ,

onde f é uma função suave em B e σ ∈ Γ(E). Podemos tomar um campo vectorial, X,

em B e contráı-lo com ∇σ para obter novamente uma secção em E, o que escrevemos

como ∇Xσ e chamamos derivada covariante de σ ao longo de X.

Sejam P → H\P = B um fibrado principal, ρ uma representação unitária de H em

V e E = P ×ρ V o fibrado vectorial associado a P . Seja também σ(p̄) = [p, v(p)] uma

secção em E, onde v : P → V é uma função suave H-equivariante. Sejam γt : [0, 1]→ B

um caminho em B, γ̃t o seu levantamento horizontal para P tal que γ̃0 = p e X o campo

vectorial γ′t.
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Definição 2.33. A derivada covariante de σ em γ′0 ao longo de X é definida como

∇Xσ =

[
γ̃0,

d

dt
v(γ̃t)

∣∣∣∣
t=0

]
.

Repare-se que ∇Xσ está bem definida, pois se γ̃ht é um levantamento horizontal de γt

tal que γ̃h0 = hp então γ̃ht = hγ̃t e[
γ̃h0 ,

d

dt
v(γ̃ht )

∣∣∣∣
t=0

]
=

[
hγ̃0,

d

dt
v(hγ̃t)

∣∣∣∣
t=0

]
=

[
hγ̃0,

d

dt
ρ(h)v(γ̃t)

∣∣∣∣
t=0

]
=

[
γ̃0,

d

dt
v(γ̃t)

∣∣∣∣
t=0

]
.

Verifiquemos que ∇ satisfaz a regra de Leibnitz. Seja f uma função no espaço de base,

formamos a nova secção fσ(p̄) = [p, f(p)v(p)] e obtém-se

∇X(fσ) =

[
γ̃0,

d

dt
f(γt)v(γ̃t)

∣∣∣∣
t=0

]
=

[
γ̃0, X(f)v(p) + f(p)

d

dt
v(γ̃t)

∣∣∣∣
t=0

]
= X(f)σ+f∇Xσ.

Para obtermos a expressão local da 1-forma de conexão tomamos uma secção local σα

de P definida em Uα ⊂ B e o seu levantamento horizontal (para P ) γ̃t = hα(γt)σα(γt).

Localmente, a secção s ∈ Γ(E) toma a forma

sα(γt) = [γ̃t, v(γ̃t)] = [hα(γt)σα(γt), v(hα(γt)σα(γt))]

= [hα(γt)σα(γt), ρ(hα(γt))v(σα(γt))]

= [σα(γt), v(σα(γt))] .

A expressão local da derivada covariante de sα ao longo de X é assim

∇Xsα(p̄) =

[
γ̃0,

d

dt
v (γ̃t)

∣∣∣∣
t=0

]
=

[
γ̃0,

d

dt
v (hα(γt)σα(γt))

∣∣∣∣
t=0

]
=

[
γ̃0,

d

dt
ρ(hα(γt))

∣∣∣∣
t=0

v(p) +
d

dt
v (σα(γt))

∣∣∣∣
t=0

]
=

[
γ̃0,

d

dt
ρ(hα(γt))

∣∣∣∣
t=0

v(p) + (σα)∗Xv(p)

]
.

Agora, d
dt
ρ(hα(γt))

∣∣
t=0

é a representação infinitesimal de H correspondente a ρ, a que

vamos chamar ρ′. Deste modo, podemos escrever

d

dt
ρ(hα(γt))

∣∣∣∣
t=0

= ρ′
(
d

dt
hα(γt)

∣∣∣∣
t=0

)
= −ρ′ (Aα(X)) .
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Deste modo,

d

dt
ρ(hα(γt))

∣∣∣∣
t=0

v(p) + (σα)∗Xv(p) = {−ρ′(Aα(X)) + (σα)∗X} v(p).

Tomando vα(p̄) = v (σα(p̄)) obtém-se

d

dt
vα(γ̃t)

∣∣∣∣
t=0

= (−ρ′(Aα(X)) +X) vα,

e assim, a expressão local da derivada covariante de sα ao longo de X é

∇Xsα = dsα − ρ′(Aα(X))sα.

Calculemos explicitamente ρ′(Aα) no caso do fibrado de linha Lξ = G×ξ C→ H\G.

Neste caso, ρ′ é uma representação sobre C e pode assim ser descrita completamente

através de um caracter ξ : h→ C∗. Um caracter em h é simplesmente uma função linear

em h que pode ser identificado com um elemento ξ ∈ h∗, onde h∗ é o espaço dual de

h. Como a representação é unitária, o caracter toma valores em u(1) ∼= iR. Deste modo

podemos escrever

ρ′(Aα) = iξ (Aα) = i〈Aα, ξ〉 = iϑα,

onde definimos ϑα = 〈Aα, ξ〉 ∈ Ω1(Uα). Assim

ρ′
(
projhdgg

−1
)

= i〈projhdgg
−1, ξ〉 = i〈dgg−1, ξ〉.

Corolário 2.34. 〈dgg−1, ξ〉, ξ ∈ h∗, induz uma conexão em Lξ = G×ξ C→ H\G. Além

disso, numa trivialização Uα, temos

ϑα = σ∗α〈dgg−1, ξ〉,

onde σα é a secção definida pela trivialização local, σα(ḡ) = ψ−1
L (ḡ, 1) (vide p. 28).

Passemos agora à descrição da curvatura em fibrados de linha.
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2.3.3 Curvatura em Fibrados de Linha

A curvatura num fibrado de linha L pode ser interpretada como a obstrução a encontrar

secções locais horizontais que nunca se anulam, i.e. uma secção σ tal que ∇σ = 0 [1].

É claro que num fibrado de linha existem sempre secções locais que nunca se anulam.

Tomamos uma secção local qualquer σ : Uα → L que nunca se anula e formamos a nova

secção fσ, onde f : Uα → C∗. Exigindo que fσ seja horizontal obtém-se uma equação

diferencial para f ,

0 = ∇fσ = dfσ + f∇σ,

ou seja
df

f
= d ln f = −∇σ

σ
.

(Lembremos que o logaritmo está definido a menos de um factor de 2kπi, k ∈ Z, o que

não importa para o argumento, pois o que nos interessa é d ln f). Do lado esquerdo da

equação temos uma 1-forma fechada (é exacta), o que significa que a função f só pode

existir se d
(∇σ
σ

)
= 0. Mas localmente

d

(
∇σ
σ

)
= d

(
dσ − iϑασ

σ

)
= d (d lnσ − iϑα) = −idϑα.

Definição 2.35. Seja ∇ uma conexão num fibrado de linha. A 2-forma local de curvatura

F (∇) de ∇ é 6

F (∇)α =
1

2π
dϑα.

Quando não houver ambiguidade escrevemos simplesmente F em vez de F (∇).

Estamos a ver que só existem secções locais horizontais que nunca se anulam se a

conexão for plana, i.e. F = 0.

Lema 2.36. A 2-forma de curvatura é fechada e está definida globalmente em B.

Demonstração. Basta notar que em Uα ∩ Uβ 6= ∅,

ϑβ − ϑα = −idfαβ f−1
αβ = −id ln fαβ,

6O factor 2π é simplesmente um factor de normalização.
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pelo que

dϑβ − dϑα = −id2 ln fαβ = 0,

ou seja, Fα = Fβ em Uα ∩ Uβ, i.e. F ∈ Ω2(B).

2.3.4 Exemplos

Exemplo 2.37. Seja Lξ = SL(2,C)×ξ C→ D\SL(2,C) o fibrado de linha homogéneo

constrúıdo no exemplo 2.13. Vamos determinar a expressão local da 1-forma de conexão

e a 2-forma de curvatura deste fibrado.

Consideramos a base de sl(2,C) constitúıda pelos geradores {Aj, Fj} de rotações e

boosts em SL(2,C) introduzida na secção 1.2.1, onde definimos uma forma bilinear real,

simétrica, associativa e não degenerada como

〈X, Y 〉 = −2ReTr(XY ), ∀X, Y ∈ sl(2,C).

Esta forma bilinear permite-nos identificar d∗ com d, onde d é a álgebra de Lie do subgrupo

D ⊂ SL(2,C) formado pelas matrizes diagonais, i.e. d é gerada por A3, F3. Seja ξ∗ ∈ d∗

definido por

ξ∗ = −a
2
F3 −

b

2
A3 =

(
−a+ib

4
0

0 a+ib
4

)
=

(
−ξ/2 0

0 ξ/2

)
,

onde a, b ∈ R. Seja g =

(
x y
w z

)
∈ SL(2,C), então temos

dgg−1 =

(
zdx− wdy −ydx+ xdy
zdw − wdz −ydw + xdz

)
e

〈dgg−1, ξ∗〉 = −2Re

(
ξ

2
(−zdx+ xdz − ydw + wdy)

)
=

1

2
ξ(zdx− xdz + ydw − wdy) +

1

2
ξ̄(z̄dx̄− x̄dz̄ + ȳdw̄ − w̄dȳ).

Em Uα ⊂ D\SL(2,C) correspondente a x 6= 0, i.e. z = (1 + wy)/x (vide exemplo

2.6), temos

〈dgg−1, ξ∗〉 = ξ

(
1 + yw

x
dx− wdy

)
+ ξ̄

(
1 + ȳw̄

x̄
dx̄− w̄dȳ

)
.
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Tomando a secção local σα : Uα → SL(2,C),

(α1, α2) 7→
(

1 α1

α2 1 + α1α2

)
,

obtém-se

(σα)∗
∂

∂α1

=
∂

∂y
, (σα)∗

∂

∂α2

=
∂

∂w
, (σα)∗

∂

∂ᾱ1

=
∂

∂ȳ
, (σα)∗

∂

∂ᾱ2

=
∂

∂w̄
,

e

ϑα

(
∂

∂α1

)
= (σα)∗

〈
dgg−1

(
∂

∂α1

)
, ξ∗
〉

=

〈
dgg−1

(
∂

∂y

)
, ξ∗
〉

= −ξα2

ϑα

(
∂

∂α2

)
= (σα)∗

〈
dgg−1

(
∂

∂α2

)
, ξ∗
〉

=

〈
dgg−1

(
∂

∂w

)
, ξ∗
〉

= 0,

ϑα

(
∂

∂ᾱ1

)
= −ξ̄ᾱ2, ϑα

(
∂

∂ᾱ2

)
= 0,

pelo que a 1-forma local de conexão é

ϑα = −ξα2dα1 − ξ̄ᾱ2dᾱ1 ∈ Ω1(Uα) (2.3)

Em Uβ ⊂ D\SL(2,C) correspondente a y 6= 0, i.e. y = (xz − 1)/y,

〈dgg−1, ξ∗〉 = ξ

(
zdx− xz − 1

y
dy

)
+ ξ̄

(
z̄dx̄− x̄z̄ − 1

ȳ
dȳ

)
,

e tomamos a secção σβ : Uβ → SL(2,C),

(β1, β2) 7→
(

β1 1
1 + β1β2 β2

)
,

para obter

(σβ)∗
∂

∂β1

=
∂

∂x
, (σβ)∗

∂

∂β2

=
∂

∂z
,

ϑβ

(
∂

∂β1

)
= ξβ2, ϑβ

(
∂

∂β̄1

)
= ξ̄β̄2, ϑβ

(
∂

∂β2

)
= ϑβ

(
∂

∂β̄2

)
= 0,

pelo que

ϑβ = ξβ2dβ1 + ξ̄β̄2dβ̄1 ∈ Ω1(Uβ). (2.4)
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Utilizando as expressões 2.3 e 2.4 em Uα ∩ Uβ obtém-se

iϑα − iϑβ = −iξα2dα1 − iξ̄ᾱ2dᾱ1 − iξβ2dβ1 + iξ̄β̄2dβ̄1

= −iξα2dα1 − iξ̄ᾱ2dᾱ1 − iξα1(1 + α1α2)d

(
1

α1

)
+ iξ̄ᾱ1(1 + ᾱ1ᾱ2)d

(
1

ᾱ1

)
= iξ

dα1

α1

+ iξ̄
dᾱ1

ᾱ1

= d lnαiξ1 ᾱ1
iξ̄

= d ln fβα(α1, α2),

que são as funções de transição obtidas no exemplo 2.13.

A 2-forma de curvatura pode agora ser calculada como

F =
1

2π

(
ξdα1 ∧ dα2 + ξ̄dᾱ1 ∧ dᾱ2

)
∈ Ω2 (D\SL(2,C))

�

Exemplo 2.38. Seja Lξ = SL(2,C)×ξ C → P\SL(2,C) o fibrado de linha homogéneo

constrúıdo no exemplo 2.14. Vamos determinar a expressão local da 1-forma de conexão

e a 2-forma de curvatura deste fibrado. O exemplo 2.16 mostrou que existe um morfismo

natural entre os fibrados LD = SL(2,C)×ξ C → D\SL(2,C) e LP = SL(2,C)×ξ′ C →

P\SL(2,C) cuja aplicação correspondente entre os espaços de base é simplesmente a

projecção D\SL(2,C) → P\SL(2,C). Vamos utilizar esse morfismo e os resultados do

exemplo 2.37 para induzir uma conexão em LP . Utilizando D\SL(2,C) ∼= TCP 1 (vide

exemplo 2.6) e P\SL(2,C) ∼= CP 1 ∼= U(1)\SU(2) (exemplos 2.5 e 2.7 e 2.18) a projecção

TCP 1 → CP 1 induz uma aplicação f : D\SL(2,C)→ U(1)\SU(2). Seja(
x y
−ȳ x̄

)
∈ U(1)\SU(2).

No mapa Uα, correspondente a x 6= 0, definimos a secção pα : Uα ⊂ U(1)\SU(2) →

U ′α ⊂ D\SL(2,C),

(α1, ᾱ1) 7→
(
α1,−

ᾱ1

1 + α1ᾱ1

)
.

Observe-se que a inclusão U(1)\SU(2) ↪→ D\SL(2,C) permite-nos identificar(
x y
−ȳ x̄

)
∼
(

1 y/x
−xȳ xx̄

)
=

(
1 α1

− ᾱ1

1+α1ᾱ1

1
1+α1ᾱ1

)
,
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o que justifica a escolha da secção pα. Obtemos assim

Θα = p∗αϑα = p∗α
(
−ξα2dα1 − ξ̄ᾱ2dᾱ1

)
= ξ

ᾱ1dα1

1 + α1ᾱ1

+ ξ̄
α1dᾱ1

1 + α1ᾱ1

∈ Ω1(Uα).

Procedendo da mesma forma no mapa Uβ, correspondente a y 6= 0, obtém-se

Θβ = p∗βϑβ = p∗β
(
ξβ2dβ1 + ξ̄β̄2dβ̄1

)
= ξ

β̄1dβ1

1 + β1β̄1

+ ξ̄
β1dβ̄1

1 + β1β̄1

∈ Ω1(Uα).

Em Uα ∩ Uβ,

iΘα − iΘβ = iξ
ᾱ1dα1

1 + α1ᾱ1

+ iξ̄
α1dᾱ1

1 + α1ᾱ1

− iξ
1
ᾱ1
d
(

1
α1

)
1 + 1

α1

1
ᾱ1

− iξ̄
1
α1
d
(

1
ᾱ1

)
1 + 1

α1

1
ᾱ1

= iξ
ᾱ1dα1

1 + α1ᾱ1

+ iξ̄
α1dᾱ1

1 + α1ᾱ1

+ i
ξ

α1

dα1

1 + α1ᾱ1

+ i
ξ̄

ᾱ1

dᾱ1

1 + α1ᾱ1

= iξ
dα1

α1

+ iξ̄
dᾱ1

ᾱ1

= d lnαiξ1 ᾱ
iξ̄
1 .

A 2-forma de curvatura pode agora ser calculada facilmente como

F =
1

2π
dΘα = ξ

dᾱ1 ∧ dα1

(1 + α1ᾱ1)2
+ ξ̄

dα1 ∧ dᾱ1

(1 + α1ᾱ1)2
= (−ξ + ξ̄)

dα1 ∧ dᾱ1

(1 + α1ᾱ1)2

ou, utilizando ξ = a+ib
2

, com a, b ∈ R,

F = − ib
2π

dα1 ∧ dᾱ1

(1 + α1ᾱ1)2
.

�

Exemplo 2.39. O exemplo 2.18 mostrou que a inclusão SU(2) ↪→ SL(2,C) induz um

isomorfismo, como fibrados suaves, entre o fibrado holomorfo SU(2) ×ρn C → CP 1 e o

fibrado SL(2,C)×ρn C→ CP 1. Vamos utilizar esta isomorfismo e determinar a 1-forma

de conexão e a 2-forma de curvatura deste fibrado.

Consideramos a base de su(2) ⊂ sl(2,C) constitúıda pelos geradores de rotações

{Aj}j=1,2,3 e a forma bilinear simétrica não degenerada 〈·, ·〉 introduzidas na secção 1.1.1.

Seja χ∗ ∈ u(1) definido por

χ∗ =
n

2
A3 =

(
in/4 0

0 −in/4

)
, n ∈ Z.
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Utilizando os mesmos mapas nos dois fibrados, os resultados do exemplo 2.38 e fazendo

ξ = (a+ ib)/2 = −in/2 obtém-se para Uα, onde x 6= 0 e z = y/x,

ϑα = −in
2

z̄dz

1 + zz̄
+
in

2

zdz̄

1 + zz̄
, ∈ Ω1(Uα),

e para Uβ, onde y 6= 0 e w = x/y,

ϑβ = −in
2

w̄dw

1 + ww̄
+
in

2

wdw̄

1 + ww̄
, ∈ Ω1(Uβ).

Repare-se que em Uα ∩ Uβ,

n

2

z̄dz

1 + zz̄
=
n

2

1
w̄
d
(

1
w

)
1 + 1

w
1
w̄

= − n

2w

dw

1 + ww̄
=
n

2

w̄dw

1 + ww̄
− n

2

dw

w
,

pelo que

iϑα − iϑβ =
n

2

dz

z
− n

2

dz̄

z̄
=
n

2
d ln

z

z̄
=
n

2
d ln

z2

|z|2
= d ln

zn

|z|n
.

A 2-forma de curvatura é então dada por

F =
in

2π

dz ∧ dz̄
(1 + |z|2)2

∈ Ω2(CP 1).

Observe-se que
∫

CP 1 F = n, facto a que vamos recorrer mais tarde. �
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Caṕıtulo 3

Representações Induzidas

3.1 Representações Induzidas

No Caṕıtulo 2 foram estudados os fibrados homogéneos com ênfase particular nos fibrados

de linha sobre um espaço homogéneo. Vamos voltar agora ao caso mais geral, em que

cada fibra é um espaço vectorial de dimensão finita.

Podemos introduzir mais estruturas num fibrado homogéneo. Neste caṕıtulo E =

G×ρ V designa o fibrado vectorial homogéneo associado ao fibrado principal G→ H\G,

onde ρ é uma representação unitária de H em V . Por conveniência, vamos assumir sempre

que G é conexo.

Definição 3.1. Seja 〈·, ·〉 : V × V → K um produto interno em V . Então definimos um

produto interno nas fibras de E como

〈[g1, v1], [g2, v2]〉 =
〈
ρ(g2g

−1
1 )v1, v2

〉
.

Verifiquemos que a operação está bem definida, i.e. não depende da acção de H. Para

qualquer h ∈ H,

〈[hg1, ρ(h)v1], [g2, v2]〉 =
〈
[ρ(g2g

−1
1 h−1)ρ(h)v1, v2

〉
=
〈
ρ(g2g

−1
1 )v1, v2

〉
.

Além disso, é invariante à acção à direita de G: para qualquer g′ ∈ G,

〈[g1g
′, v1], [g2g

′, v2]〉 =
〈
ρ(g2g

′g′−1g−1
1 )v1, v2

〉
=
〈
ρ(g2g

−1
1 )v1, v2

〉
= 〈[g1, v1], [g2, v2]〉 .
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Daqui em diante, vamos assumir que todas as variedades com que vamos trabalhar

são orientáveis, i.e. admitem uma forma de volume, e que a forma de volume atribui um

volume não negativo a qualquer subvariedade compacta de G.

Vai ser necessário definir uma acção à esquerda de G sobre secções suaves quadrado

integráveis em E. Lembremos que temos uma acção deG à direita sobre E, que foi definida

como [g, v]�Gg
′ = [gg′, v]. Para evitar alguma ambiguidade na notação das acções de G à

esquerda e à direita sobre secções vamos fixar notação e designar [g, v]�G g
′ = R(g)[g, v].

Definição 3.2. A representação unitária de G induzida por V , designada IndGHV , é

definida escolhendo uma forma de volume µ em H\G e tomando como espaço de Hilbert

da representação induzida, também designado IndGHV , o completado do espaço vectorial

de todas as secções suaves quadrado integráveis no fibrado G×ρ V
π→ H\G, com produto

interno

〈σ1, σ2〉 =

∫
x∈H\G

〈σ1(x), σ2(x)〉µ(x).

O produto interno dentro do integral é o produto interno nas fibras, como na definição

3.1.

A acção de G à esquerda sobre secções suaves em E = G×ρ V → H\G é definida por

(g �G σ)(x) = R(g−1)σ(xg)
√
ρg(x),

onde ρg(x) é definida por ρg(x)µ(x) = µ(xg) e µ é a forma de volume escolhida para

H\G.

Repare-se ρg(x) ∈ R>0, ∀x ∈ H\G, pois a multiplicação à direita por g ∈ G é um

difeomorfismo que preserva a orientação de H\G e estamos a assumir que G é conexo, o

que implica que ρg(x̄) e ρ1(x̄) = 1 têm o mesmo sinal. Além disso,

ρg′(x)ρg(xg′) =
µ(xg′)

µ(x)

µ(xg′g)

µ(xg′)
=
µ(xg′g)

µ(x)
= ρg′g(x),

e assim verifica-se a equação habitual para uma acção de G,

(g′g �G σ)(x) = (g′ �G (g �G σ)) (x).
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Verifiquemos que IndGHV define realmente uma representação unitária deG. Utilizando

a definição 3.2 obtém-se

〈g �G σ1, g �G σ2〉 =

∫
x∈H\G

〈R(g−1)σ1(xg), R(g−1)σ2(xg)〉ρg(x)µ(x)

=

∫
x∈H\G

〈σ1(xg), σ2(xg)〉µ(xg)

=

∫
x∈H\G

〈σ1(x), σ2(x)〉µ(x)

= 〈σ1, σ2〉.

O factor ρg(x) introduzido na definição 3.2 permite compensar a falta de invariância

de µ à acção de G, tornando realmente unitária a representação induzida (definição 3.2).

Se µ é invariante à acção de G vê-se claramente que ρg(x) = 1.

Mostremos que a acção à esquerda de G sobre IndGHV é cont́ınua. Temos que mostrar

que para toda a sucessão {gn} ⊂ G com gn → g, se tem gn � σ → g � σ. Como a acção

é unitária basta tomar gn → 1 ∈ G. É imediato que gn �G σ(x̄) → σ(x̄) pontualmente.

Designando ςn(x̄) = 〈gn �G σ(x̄)− σ(x̄), gn �G σ(x̄)− σ(x̄)〉 vê-se que ςn(x̄) ≥ 0 e que

|ςn(x̄)| ≤ 〈gn �G σ(x̄), gn �G σ(x̄)〉+ 〈σ(x̄), σ(x̄)〉 = 2〈σ(x̄), σ(x̄)〉.

Do Teorema da convergência dominada [18] segue que

‖gn �G σ − σ‖2 =

∫
x̄∈H\G

|ςn(x̄)|µ(x̄)→ 0,

e assim que gn �G σ(x̄)→ σ(x̄) em IndGHV .

Em termos de funções H-equivariantes, podemos definir

Definição 3.3. O produto interno de funções H-equivariantes correspondente ao produto

interno de secções é dado por

〈f1, f2〉 =

∫
x∈H\G

〈f1(x), f2(x)〉µ(x),

onde o produto interno dentro do integral é o produto interno em V .
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Note-se que 〈f1, f2〉 está bem definido pois

〈f1(hx), f2(hx)〉 = 〈ρ(h)f1(x), ρ(h)f2(x)〉 = 〈f1(x), f2(x)〉,

porque assumimos que V é uma representação unitária de H.

Definição 3.4. A acção de G à esquerda sobre funções H-equivariantes é dada por

g �G f(x) = f(xg)
√
ρg(x).

De agora em diante vamos utilizar secções e funções H-equivariantes sem distinção.

A representação induzida (definição 3.2) depende da escolha de uma forma de volume

em H\G. No entanto, essa escolha não tem importância.

Lema 3.5. Sejam µ e η formas de volume (diferentes) em H\G. Então ηIndGHV e µIndGHV

são isomorfas como representações unitárias de G.

Demonstração. Como trabalhamos apenas com formas de volume que atribuem um volu-

me não negativo a subvariedades compactas, η e µ estão relacionadas por uma função real

suave estritamente positiva `, tal que η(x) = `(x)µ(x). Definimos o isomorfismo unitário

φ : µIndGHV → ηIndGHV por f 7→ 1√
`
f . Esta aplicação define claramente um isomorfismo

linear. É uma isometria porque∫
x∈H\G

〈f1(x), f2(x)〉µ(x) =

∫
x∈H\G

〈
f1(x)√
`(x)

,
f2(x)√
`(x)

〉
`(x)µ(x)

=

∫
x∈H\G

〈φf1(x), φf2(x)〉η(x).

Para mostrar que φ comuta com a acção de G notamos que

ρηg(x) =
η(xg)

η(x)
=
`(xg)µ(xg)

`(x)µ(x)
=
`(xg)

`(x)
ρµg (x),

pelo que

(g �η φf)(x) = φf(xg)
√
ρηg(x) = f(xg)

√
ρηg(x)√
`(xg)

= f(xg)

√
ρµg (x)√
`(x)

= φ (g �µ f) (x).

Passamos agora a discutir alguns exemplos de representação induzidas.
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3.2 SL(2,C): A série principal

Vamos obter a representação de SL(2,C) na chamada série principal como a repre-

sentação induzida IndGPCξ no fibrado Lξ = SL(2,C) ×ρξ Cξ → P\SL(2,C) ∼= CP 1

(vide exemplos 2.7 e 2.14). Relembramos que Z e P designam os subgrupos de SL(2,C)

formados pelas matrizes da forma

Z =

{(
1 0
z 1

)∣∣∣∣ z ∈ C
}
, P =

{(
λ−1 0
z λ

)∣∣∣∣ z ∈ C, λ ∈ C∗
}
.

Lembremos que CP 1 ∼= P\SL(2,C) ∼= (Z\P )\(Z\SL(2,C)) ∼= C∗\C2−{(0, 0)} (vide

exemplo 2.7) e que no exemplo 2.14 definimos o caracter ξ : P → U(1) como

ξ

(
λ−1 0
z λ

)
= λiξλ̄iξ̄,

onde ξ = a+ib
2

, a, b ∈ R, cuja restrição a D ∼= Z\P ∼= C∗ é óbvia.

O Lema 2.23 mostrou que existe uma relação 1-1 entre secções de Lξ e funções P -

equivariantes f : SL(2,C) → C, que neste caso são constantes nos Z-cosets à esquerda,

pois ξ é trivial em Z. Vemos assim que essas funções podem ser interpretadas como

funções em Z\SL(2,C) ∼= C2−{(0, 0)}, que devem ser C∗-equivariantes. Conclúımos que

IndGPCξ é o completado do espaço de todas as funções suaves f : C2 − {(0, 0)} → C que

são homogéneas, no sentido em que

f(λz, λw) = ξ(λ)f(z, w),

= λiξλ̄iξ̄f(z, w)

= λ
ia−b

2 λ̄
ia+b

2 f(z, w), ∀λ ∈ C∗.

Repare-se que estas funções só estão bem definidas se iξ̄ − iξ = b ∈ Z, o que vamos

assumir de agora em diante1.

Para determinar a representação IndGPCξ é necessário escolher uma forma de volume

em CP 1. Como a escolha não tem importância, face ao Lema 3.5, vamos escolher

1Impõe-se iξ̄ − iξ = b ∈ Z para garantir que λiξλ̄iξ̄ seja uńıvoca como função de λ.
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µ([z1 : z2]) =
i

2

η(z1, z2) ∧ η̄(z1, z2)

(|z1|2 + |z2|2)2
,

onde η(z1, z2) = z1dz2 − z2dz1.

Repare-se que para z1 6= 0, z = z2/z1,

η(z1, z2) ∧ η̄(z1, z2)

(|z1|2 + |z2|2)2
=
η(z1, z2) ∧ η̄(z1, z2)

|z1|4(1 + |z2/z1|2)2
=
d(z2/z1) ∧ d(z̄2/z̄1)

(1 + |z2/z1|2)2
=

dz ∧ dz̄
(1 + |z|2)2

,

ou seja,

µ(z, z̄) =
i

2

dz ∧ dz̄
(1 + |z|2)2

,

que é simplesmente a forma de volume habitual de CP 1. Para z2 6= 0, w = z1/z2 obtém-se

µ(w, w̄) =
i

2

dw ∧ dw̄
(1 + |w|2)2

.

Mostremos que η (e assim η ∧ η̄) é invariante à acção à direita de SL(2,C). Seja

g =

(
a b
c d

)
∈ SL(2,C). Então

η

(
(z1, z2)

(
a b
c d

))
= η(az1 + cz2, bz1 + dz2)

= (az1 + cz2)d(bz1 + dz2)− (bz1 + dz2)d(az1 + cz2)

= (ad− bc)z1dz2 − (ad− bc)z2dz1

= z1dz2 − z2dz1

= η(z1, z2).

Além disso, é imediato que η(λz1, λz2) = λ2η(z1, z2) e assim que

µ([λz1 : λz2]) = µ([z1 : z2]), ∀λ ∈ C∗.

Deste modo, vemos que a acção à direita de g ∈ SL(2,C) sobre µ pode ser escrita

como

µ

(
[z1 : z2]

(
a b
c d

))
=

i

2

η(z1, z2) ∧ η̄(z1, z2)

(|az1 + cz2|2 + |bz1 + dz2|2)2

=
(|z1|2 + |z2|2)2

(|az1 + cz2|2 + |bz1 + dz2|2)2
µ([z1, z2]),

= ρg([z1 : z2])µ([z1, z2]).
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A acção à esquerda de g ∈ SL(2,C) sobre Ind
SL(2,C)
P Cξ pode agora ser escrita explici-

tamente como

g �SL(2,C) f(z1, z2) = f(az1 + cz2, bz1 + dz2)
|z1|2 + |z2|2

|az1 + cz2|2 + |bz1 + dz2|2
(3.1)

Utilizando a coordenada habitual z = z2/z1 em CP 1 − {[0 : 1]}, podemos escrever

g �SL(2,C) f(z) = f

(
b+ dz

a+ cz

)
ξ(a+ cz)

1 + |z|2

|a+ cz|2 + |b+ dz|2
, (3.2)

onde f(z) = f(1, z). Em CP 1 − {[1 : 0]}, com w = z1/z2,

g �SL(2,C) f(w) = f

(
aw + c

bw + d

)
ξ(bw + d)

1 + |w|2

|aw + c|2 + |bw + d|2
. (3.3)

As representações obtidas são caracterizadas por dois parâmetros reais, um cont́ınuo

e outro discreto (a e b respectivamente).

Mostremos que Ind
SL(2,C)
P Cξ é isomorfa à série principal de SL(2,C) como definida

em [5] e [12], e que designamos Pξ. As representações da série principal Pξ, são dadas

pelo completado do espaço das funções em C2 − {(0, 0)} que satisfazem

f̃(λz1, λz2) =
ξ(λ)

|λ|2
f̃(z1, z2), ∀λ ∈ C∗,

e são quadrado integráveis relativamente ao produto interno

〈f̃ , g̃〉o =

∫
CP 1

〈f̃(z1, z2), g̃(z1, z2)〉(|z1|2 + |z2|2)2µ([z1 : z2]),

onde 〈f(z1, z2), g(z1, z2)〉 é o produto interno nas fibras, como na definição 3.1. A acção

à esquerda de g =

(
a b
c d

)
∈ SL(2,C) sobre Pξ é dada por

g�̃SL(2,C)f̃(z1, z2) = f̃(az1 + cz2, bz2 + dz2). (3.4)

Consideremos a aplicação φ : Ind
SL(2,C)
P Cξ → Pξ

f(z1, z2)
φ7−→ f(z1, z2)

(|z1|2 + |z2|2)
= f̃(z1, z2). (3.5)
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Das expressões 3.1, 3.4 e 3.5 segue que φ comuta com a acção de SL(2,C), pois

φ(g �SL(2,C) f)(z1, z2) = φ

(
f(az1 + cz2, bz1 + dz2)

|z1|2 + |z2|2

|az1 + cz2|2 + |bz1 + dz2|2

)
=

f(az1 + cz2, bz1 + dz2)

|az1 + cz2|2 + |bz1 + dz2|2
= (g�̃SL(2,C)φf)(z1, z2).

Além disso φ é claramente linear, limitado e invert́ıvel, e daqui segue que é um in-

tertwiner entre Ind
SL(2,C)
P Cξ e Pξ. É uma isometria porque

〈φf, φg〉o =

∫
CP 1

〈f̃(z1, z2), g̃(z1, z2)〉(|z1|2 + |z2|2)2µ([z1 : z2])

=

∫
CP 1

〈
f(z1, z2)

|z1|2 + |z2|2
,

g(z1, z2)

|z1|2 + |z2|2)

〉
(|z1|2 + |z2|2)2µ([z1 : z2])

=

∫
CP 1

〈f(z1, z2), g(z1, z2)〉µ([z1 : z2])

= 〈f, g〉. (3.6)

Para mostrar que Ind
SL(2,C)
P Cξ é irredut́ıvel basta mostrar que Pξ é irredut́ıvel, o que

fazemos mostrando a irredutibilidade da sua restrição ao subgrupo P . Utilizando o facto

de CP 1 − {[1 : 0]} ser denso em CP 1 podemos fazer a prova localmente (lembremos que

temos dois mapas em CP 1 onde a acção de SL(2,C) é dada pelas expressões 3.2 e 3.3).

Para simplificar notação no que segue vamos designar os elementos de Pξ por f , em vez

de f̃ . Utilizando a coordenada habitual w de CP 1 − {[1 : 0]}, a acção de P sobre Pξ é

dada por (
1 0
w0 1

)
�̃Pf(w) = f(w + w0) (3.7)

(
λ−1 0
0 λ

)
�̃Pf(w) = f(λ−2w)

ξ(λ)

|λ|2
. (3.8)

Seja A um operador linear limitado em Pξ que comuta com a acção de todo g ∈

SL(2,C). Como A comuta com 3.7, o Teorema de Stone-von Neumann [16] implica que,

no espaço da transformada de Fourier, a acção de A é dada por multiplicação por uma

função limitada mensurável m:

Âf(ζ) = m(ζ)f̂(ζ), f ∈ Pξ. (3.9)
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Estamos a utilizar a transformada de Fourier dada por

f̂(ζ) =

∫
C
e−2πiw·ζf(w)

i

2
dw ∧ dw̄,

onde z · ζ = Re(z̄ζ).

Como (
λ−1 0
0 λ

)
�̃P (Af) (w) =

(
A

(
λ−1 0
0 λ

)
�̃P

)
f(w),

a equação 3.8 dá-nos

(Af)(λ−2z) = A(f(λ−2·))(z), ∀λ ∈ C∗.

Fazendo a transformada de Fourier do lado esquerdo desta expressão e utilizando a

equação 3.9 obtém-se∫
C
e−2πiw·ζAf(λ−2w)

i

2
dw ∧ dw̄ = |λ|4

∫
C
e−2πiw·λ2ζAf(w)

i

2
dw ∧ dw̄

= |λ|4Âf(λ2ζ)

= |λ|4m(λ2ζ)f̂(λ2ζ).

Para o lado direito obtém-se

m(ζ)

∫
C
e−2πiw·ζf(λ−2w)

i

2
dw ∧ dw̄ = |λ|4m(ζ)

∫
C
e−2πiw·λ2ζf(w)

i

2
dw ∧ dw̄

= |λ|4m(ζ)f̂(λ2ζ).

A igualdade entre estas duas expressões para todo f ∈ Pξ significa que

m(λ2ζ) = m(ζ).

Em particular, esta igualdade é válida para algum ζ ′ 6= 0. Como a acção de D ∼= C∗ sobre

C∗ é transitiva, λ2ζ ′ percorre C−{0}, vemos que m é constante. Assim, A é um operador

escalar, o que significa que I(Pξ,Pξ) ∼= C e conclúımos que Pξ, logo Ind
SL(2,C)
P Cξ, é

irredut́ıvel.
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3.3 Ind
SL(2,C)
D Cξ

Vamos calcular a representação induzida Ind
SL(2,C)
D Cξ, determinada a partir do fibrado

Lξ = SL(2,C)×ξ Cξ → D\SL(2,C) ∼= TCP 1 (vide exemplo 2.13).

Lembrando a acção de D em SL(2,C) (exemplo 2.6) vemos que as funções D-equiva-

riantes f : SL(2,C)→ C podem ser interpretadas como funções de quatro variáveis2 com

a propriedade

f(ax, ay, a−1w, a−1z) = ξ(a)f(x, y, w, z), ∀a ∈ C∗,

onde ξ : D → U(1) é o caracter definido no exemplo 2.13 (ξ(λ) = λiξλ̄iξ̄, com ξ = a+ib
2

,

a, b ∈ R).

Ind
SL(2,C)
D Cξ é assim o completado do espaço de todas as funções suaves que têm esta

propriedade.

Para determinar a acção de SL(2,C) sobre estas funções é necessário escolher uma

forma de volume em D\SL(2,C), que escolhemos como

µ

(
[x : y]
[w : z]

)
=
i

2
η

(
[x : y]
[w : z]

)
∧ η̄
(

[x : y]
[w : z]

)
,

com η

(
[x : y]
[w : z]

)
= −dx ∧ dz + dy ∧ dw.

Observe-se que µ está bem definida, pois é imediato que

η

(
[λx : λy]

[λ−1w : λ−1z]

)
= η

(
[x : y]
[w : z]

)
.

Mostremos que η (e assim µ) é invariante à acção à direita de

(
a b
c d

)
∈ SL(2,C):

η

((
[x : y]
[w : z]

)(
a b
c d

))
= −d(ax+ cy) ∧ d(bw + dz) + d(bx+ dy) ∧ d(aw + cz)

= (ad− bc)(−dx ∧ dz + dy ∧ dw)

= η

(
[x : y]
[w : z]

)
.

2 Escrevemos f(x, y, w, z) ≡ f(x, y, w, z, x̄, ȳ, w̄, z̄) para simplificar a notação.
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Então, ρg

(
[x : y]
[w : z]

)
= 1 e a acção à esquerda de SL(2,C) sobre Ind

SL(2,C)
D Cξ pode ser

escrita como

g �SL(2,C) f(x, y, w, z) = f (ax+ cy, bx+ dy, aw + cz, bw + dz) .

Utilizando as coordenadas de D\SL(2,C) definidas no exemplo 2.6 obtém-se em Uα,

correspondente a x 6= 0,

g �SL(2,C) f(α1, α2) = ξ(a+ cα1)×

×f
(

1,
b+ dα1

a+ cα1

, (a+ cα1)(aα2 + c(1 + α1α2)), (a+ cα1)(bα2 + d(1 + α1α2))

)
,

e em Uβ, correspondente a y 6= 0,

g �SL(2,C) f(β1, β2) = ξ(bβ2 + d)×

×f
(
aβ1 + c

bβ2 + d
, 1, (bβ2 + d)(a(β1β2 − 1) + cβ2), (bβ2 + d)(b(β1β2 − 1) + dβ2)

)
.

Mostremos que esta representação não é irredut́ıvel. Para isso consideramos a trans-

formação

f̂(g) =

∫
C
f

((
1 0
z 1

)
g

)
i

2
dz ∧ dz̄.

Repare-se que

f̂

((
λ−1 0
w λ

)
g

)
=

∫
C
f

((
1 0
z 1

)(
λ−1 0
w λ

)
g

)
i

2
dz ∧ dz̄

=

∫
C
f

((
λ−1 0
0 λ

)(
1 0

zλ−2 + wλ−1 1

)
g

)
i

2
dz ∧ dz̄

= ξ(λ)

∫
C
f

((
1 0

zλ−2 + wλ−1 1

)
g

)
i

2
dz ∧ dz̄

= |λ|4ξ(λ)f̂(g),

i.e. f̂(g) é P -equivariante e define assim uma secção suave no fibrado SL(2,C)×ξ̂ Cξ̂ →

P\SL(2,C), onde ξ̂(λ) = |λ|4ξ(λ), e que por sua vez (vide exemplo 3.2) define uma

função f̂ : C2 − {(0, 0)} → C com a propriedade:

f̂(λz1, λz2) = |λ|4f̂(z1, z2).
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A acção à esquerda de g =

(
a b
c d

)
∈ SL(2,C) sobre Ind

SL(2,C)
D Cξ induz uma acção à

esquerda sobre f̂ dada por

g�̂SL(2,C)f̂(z1, z2) = f̂(az1 + cz2, bz1 + dz2).

Designemos a representação de SL(2,C) obtida por Rξ, onde tomamos o completado

do espaço das funções com a propriedade acima, relativamente ao produto interno:

〈f̂ , ĝ〉 =

∫
CP 1

〈f̂(z1, z2), ĝ(z1, z2)〉
(
|z1|2 + |z2|2

)4
µ([z1 : z2]),

onde µ([z1 : z2]) é a forma de volume em CP 1 considerada no exemplo 3.2. Tendo em vista

o acima exposto e os procedimentos utilizados no exemplo 3.2 vê-se que Rξ é isomorfa a

Ind
SL(2,C)
P Cξ através da aplicação Ind

SL(2,C)
P Cξ → Rξ

f(z1, z2) 7→ f(z1, z2)

(|z1|2 + |z2|2)2 .

Note-se que aplicação que envia f ∈ Ind
SL(2,C)
D Cξ para f̂ ∈ Rξ define um intertwiner

φ̂ entre Ind
SL(2,C)
D Cξ e Rξ. Como Rξ é irredut́ıvel, porque é isomorfa a Ind

SL(2,C)
P Cξ, o

Lema de Schur (lema 1.16) implica que, se Ind
SL(2,C)
D Cξ fosse irredut́ıvel, φ̂ seria nulo ou

um isomorfismo. Vamos mostrar que nenhuma destas hipóteses é satisfeita, o que mostra

que Ind
SL(2,C)
D Cξ não é irredut́ıvel.

Para mostrar que ker φ̂ 6= {0} consideramos a função f ∈ Ind
SL(2,C)
D Cξ definida por

f(g) =
ξ(a) + ξ(b)

(a2 + b2)2 (c2 + d2)2 , g =

(
a b
c d

)
∈ SL(2,C).

Note-se que f é quadrado integrável, pois

‖f‖2 =

∫
TCP 1

|ξ(a) + ξ(b)|2∣∣(a2 + b2)2 (c2 + d2)2
∣∣2 η ([a : b], [c : d])

≤
∫
TCP 1

|ξ(a)|2 + |ξ(b)|2∣∣(a2 + b2)2 (c2 + d2)2
∣∣2 η ([a : b], [c : d])

=

∫
TCP 1

1∣∣(a2 + b2)2 (c2 + d2)2
∣∣2 η ([a : b], [c : d])

< ∞.
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Então, tomando z = reiθ, i
2
dz ∧ dz̄ = rdr ∧ dθ obtém-se3

f̂(g) =
ξ(a) + ξ(b)

(a2 + b2)2

∫ 2π

0

∫ ∞
0

rdrdθ

((areiθ + c)2 + (breiθ + d)2)2

=
ξ(a) + ξ(b)

(a2 + b2)2

1

2

(
1 + (ca+ bd)

[
tan−1

(
b

a

)
− tan−1

(
d

c

)])∫ 2π

0

e−2iθdθ

= 0.

Para mostrar que im φ̂ 6= {0} basta tomar f ∈ Ind
SL(2,C)
D Cξ definida por:

f(g) =
ξ(a) + ξ(b)

1 + (|a|2 + |b|2)2 (|c|2 + |d|2)2 , g =

(
a b
c d

)
∈ SL(2,C).

É imediato que f é quadrado integrável e que

f̂(g) =

∫ 2π

0

∫ ∞
0

(ξ(a) + ξ(b)) rdrdθ

1 + (|a|2 + |b|2)2 (|areiθ + c|2 + |breiθ + d|2)2

não é função nula em Rξ, porque

1

1 + (|a|2 + |b|2)2 (|areiθ + c|2 + |breiθ + d|2)2 > 0 ∀ r > 0, θ ∈ ]0, 2π[.

3.4 Ind
SU(2)
U(1) Cρn

Vamos calcular a representação induzida Ind
SU(2)
U(1) Cρn utilizando o fibrado SL(2,C) ×ρn

×Cρn → P\SL(2,C) ∼= CP 1 que o exemplo 2.18 mostrou ser isomorfo ao fibrado

SU(2) ×ρn Cρn → U(1)\SU(2) ∼= CP 1. Lembrando que o isomorfismo é induzido pelo

mergulho SU(2) ↪→ SL(2,C) e utilizando os resultados do exemplo 3.2 vemos que po-

demos tomar Ind
SU(2)
U(1) Cρn como o completado do espaço das funções suaves quadrado

integráveis f : C2 − {(0, 0)} → C que satisfazem

f(λz0, λz1, λ−1z̄0, λ−1z̄1) = λnf(z0, z1, z̄0, z̄1), ∀λ ∈ C∗,

onde ρn é a extensão a P do caracter ρn introduzido no exemplo 2.12.

3O integral sobre r foi calculado através de métodos computacionais utilizando o software MATHE-
MATICA 3.0.
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Utilizamos a forma de volume de CP 1, introduzida no exemplo 3.2:

µ([z0 : z1]) =
i

2

η(z0, z1) ∧ η̄(z0, z1)

(|z0|2 + |z1|2)2
, η(z0, z1) = z0dz1 − z1dz0,

que é invariante à acção à direita de SU(2), pois

η

(
(z0, z1)

(
a b
−b̄ ā

))
= (az0 − b̄z1)d(bz0 + āz1)− (bz0 + āz1)d(az0 − b̄z1)

= (aā+ bb̄)z0dz1 − (aā+ bb̄)z1dz0

= η(z0, z1).

Então, ρg([z
0 : z1]) = 1 e a acção à esquerda de SU(2) sobre Ind

SU(2)
U(1) Cρn pode ser

escrita como

g �SU(2) f(z0, z1, z̄0, z̄1) = f
(
az0 − b̄z1, bz0 + āz1,−az̄1 − b̄z̄0,−bz̄1 + āz̄0

)
.

Em Uα = CP 1 − {[0 : 1]}, utilizando a coordenada habitual z = z1/z0, podemos

escrever

g �SU(2) f(z0, z1, z̄0, z̄1) = (a− b̄z)nf

(
1,
b+ āz

a− b̄z
, (a− b̄z)(−az̄ − b̄), (a− b̄z)(−bz̄ − ā)

)
,

e em Uβ = CP 1 − {[1 : 0]}, com w = z0/z1,

g�SU(2)f(z0, z1, z̄0, z̄1) = (bw+ ā)nf

(
aw − b̄
bw + ā

, 1, (bw + ā)(−a− b̄w̄), (bw + ā)(āw̄ − b)
)
.

Mostraremos no exemplo 3.5 que esta representação não é irredut́ıvel, pois admite um

subespaço fechado não trivial que é invariante à acção à esquerda de SU(2).

3.5 A Representação holomorfa de SU(2)

Restringindo a acção à esquerda de SU(2) sobre Ind
SU(2)
U(1) Cρn (vide exemplo 3.4) a funções

holomorfas, e lembrando que CP 1 é compacto, definimos a representação holomorfa de

SU(2), induzida por U(1), que designamos por HInd
SU(2)
U(1) Cρn , como o subespaço linear

de Ind
SU(2)
U(1) Cρn

∼= Ind
SL(2,C)
P Cρn formado pelas funções holomorfas f : C2 − {(0, 0)} → C

que satisfazem

f(λz0, λz1) = λnf(z0, z1), ∀λ ∈ C∗,
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i.e.

HInd
SU(2)
U(1) Cρn =

{
f ∈ Ind

SU(2)
U(1) Cρn

∣∣∣∣ ∂f∂z̄0
=

∂f

∂z̄1
= 0

}
.

É imediato que f tem que ser um polinómio homogéneo de grau n, i.e. HInd
SU(2)
U(1) Cρn

é formada pelo espaço de polinómios de duas variáveis z0, z1, homogéneos de grau n:

f(z0, z1) = a0z
n
1 + a1z

n−1
1 z0 + a2z

n−2
1 z2

0 + . . .+ an−1z1z
n−1
0 + anz

n
0 .

Utilizando a forma de volume de CP 1, introduzida no exemplo 3.2 e já utilizada no

exemplo 3.4 podemos escrever a acção à esquerda de SU(2) sobre HInd
SU(2)
U(1) Cρn como

g �SU(2) f(z0, z1) = f
(
az0 − b̄z1, bz0 + āz1

)
,

ou seja

g �SU(2) f(z0, z1) =
n∑
k=0

ak
(
az0 − b̄z1

)n−k
(bz0 + āz1)k .

Em Uα = CP 1 − {[0 : 1]}, utilizando a coordenada habitual z = z1/z0, podemos

escrever

g �SU(2) f(z0, z1) = (a− b̄z)nf

(
b+ āz

a− b̄z

)
,

e em Uβ = CP 1 − {[1 : 0]}, com w = z0/z1,

g �SU(2) f(z0, z1) = (bw + ā)nf

(
aw − b̄
bw + ā

)
.

Observe-se que para cada n, fixo pela escolha do caracter em U(1),

dim
(

HInd
SU(2)
U(1) Cρn

)
= n+ 1,

ou seja, as representações têm dimensão finita, contrariamente aos resultados obtidos nos

exemplos 3.2 e 3.3, o que reflecte o facto de SU(2) ser um grupo compacto. Este é um

caso particular do teorema de Hirzebruch-Riemann-Roch [17], que permite calcular a di-

mensão do espaço de secções holomorfas em fibrados holomorfos de linha sobre variedades

complexas compactas. Este espaço é assim completo, logo fechado em Ind
SU(2)
U(1) Cρn [15].

Daqui segue que HInd
SU(2)
U(1) Cρn é um subespaço fechado de Ind

SU(2)
U(1) Cρn , que é invariante à
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acção à esquerda de SU(2), pelo que a representação Ind
SU(2)
U(1) Cρn obtida no exemplo 3.4

não é irredut́ıvel. Por SL(2,C) não ser compacto, não admite representações unitárias

irredut́ıveis de dimensão finita não triviais [12].
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Caṕıtulo 4

Quantização Geométrica

4.1 Quantização Geométrica e o Método das Órbitas

Coadjuntas

4.1.1 Geometria Simpléctica

A geometria simpléctica fornece o formalismo matemático adequado à descrição clássica

de sistemas f́ısicos, onde o espaço de fases clássico do sistema tem uma estrutura natural

de variedade simpléctica e os observáveis clássicos são descritos por funções reais suaves

nessa variedade simpléctica.

Definição 4.1. Seja M uma variedade e ω ∈ Ω2(M).

1. A 2-forma ω define uma estrutura simpléctica em M se é fechada e ωp é não-

degenerada ∀p ∈M. Nesse caso, o par (M, ω) diz-se uma variedade simpléctica.

2. Um potencial simpléctico ϑ em U ⊆ M é uma 1-forma em U tal que ω = dϑ em

U .

3. Uma aplicação ϕ : (M1, ω1) → (M2, ω2) entre variedades simplécticas diz-se

simpléctica se ϕ∗ω2 = ω1. Um simplectomorfismo é um difeomorfismo simpléctico.

Definição 4.2. Sejam (M, ω) uma variedade simpléctica e h : M → R uma função

suave. Como ω é não-degenerada existe um único campo vectorial Xh em M tal que

dh+Xhyω = 0
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onde, para v ∈ Vec(M) e p ∈ M, Xhyωp(v) = ωp(Xh, v). O campo vectorial Xh diz-se

um campo vectorial hamiltoniano com função hamiltoniana h. Designamos o conjunto

de todos os campos vectoriais hamiltonianos em M por VecH(M).

Se Xh é um campo vectorial hamiltoniano com função hamiltoniana h então

LXhh = dh(Xh) = −ω(Xh, Xh) = 0,

o que significa que as funções hamiltonianas são constantes ao longo das curvas integrais

dos respectivos campos vectoriais hamiltonianos.

Definição 4.3. Seja (M, ω) uma variedade simpléctica e f, g :M C∞→ R.

1. Os parênteses de Poisson {·, ·} de f e g são definidos por

{f, g} = ω(Xf , Xg).

2. Um conjunto de funções suaves {fj} ⊂ C∞(M) diz-se um conjunto completo de

observáveis clássicos sse qualquer outra função g ∈ C∞(M) tal que {fj, g} = 0 para

todos os fj, é constante.

A propriedade 2 significa que, localmente, as funções {fj} ⊂ C∞(M) separam pontos

em M. Além disso, para cada ponto em M existe um aberto U e um subconjunto de

{fj} que é um sistema local de coordenadas em U .

Repare-se que, de acordo com a definição, os parênteses de Poisson {·, ·} são lineares,

antissimétricos e que o facto de ω ser fechada implica a identidade de Jacobi. Vemos

assim que {·, ·} introduz uma estrutura de álgebra de Lie (de dimensão infinita) sobre

C∞(M), que vamos designar PH(M). Temos assim uma sequência exacta de álgebras

de Lie

0 // R i // PH(M)
j // VecH(M) // 0 ,

onde i é o mergulho natural de R no subespaço das funções constantes em PH(M) e j

envia uma função hamiltoniana f para o seu campo vectorial hamiltoniano Xf .
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4.1.2 Órbitas Coadjuntas

Seja G um grupo de Lie e g ∼= T1G a sua álgebra de Lie. G actua em si próprio por

multiplicação à esquerda e à direita,

Lg(a) = ga, Rg(a) = ag, ∀a, g ∈ G.

É imediato que Lg, Rg ∈ Diff(G), onde Diff(G) designa o conjunto de todos os difeomor-

fismos em G, e que Rg ◦ Lg = Lg ◦Rg, ∀g ∈ G.

Seja X ∈ g, então

d

dt
Lg ◦Rg(exp tX)

∣∣∣∣
t=0

=
d

dt
(g exp (tX)g−1)

∣∣∣∣
t=0

é uma aplicação linear invert́ıvel Adg : g → g. Deixando g variar obtemos a acção

(representação) adjunta de G em g:

Ad : G→ GL(g)

g 7→ Adg.

Seja 〈·, ·〉 uma forma bilinear real, simétrica, associativa1 e não degenerada em g.

Definição 4.4. A acção (representação) coadjunta de G em g∗ é definida por:

〈Ad∗gξ,X〉 = 〈ξ,AdgX〉, ∀X ∈ g.

Repare-se que Adgh = AdgAdh, i.e. Adg é uma acção à esquerda, enquanto que

Ad∗gh = Ad∗hAd∗g, i.e. a acção coadjunta é uma acção à direita.

A forma bilinear 〈·, ·〉 permite-nos identificar g∗ e g, pois para todo X ∈ g,

〈X, ·〉 : g→ R

define um elemento de g∗. Como 〈·, ·〉 é não-degenerada obtemos um isomorfismo entre g

e g∗. Com esta identificação, a acção coadjunta de g em g∗ corresponde à acção adjunta

de g−1 em g.

1Associativa significa que 〈X, [Y,Z]〉 = 〈[X,Y ], Z〉.
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Definição 4.5. Seja ξ um elemento fixo de g∗. A órbita coadjunta Oξ através de ξ é o

subconjunto de g∗ definido por

Oξ = {Ad∗gξ | g ∈ G} = ξ �G.

É imediato que Oξ é um espaço homogéneo sob a acção coadjunta G. Seja Gξ ⊆ G o

estabilizador de ξ à acção coadjunta de G, i.e.

Gξ = {g ∈ G |Ad∗gξ = ξ}.

Destes factos e do Lema 1.12 segue que

Lema 4.6. Para cada ξ ∈ g∗, a aplicação que envia g ∈ Gξ\G para Ad∗gξ ∈ Oξ estabelece

um difeomorfismo Oξ ∼= Gξ\G.

Este difeomorfismo permite-nos identificar a acção de G sobre Oξ com a acção natural

à direita de G sobre Gξ\G.

Um dos factos mais notáveis da acção coadjunta é que todas as órbitas coadjuntas

possuem uma estrutura simpléctica invariante à acção de G [10], [11] . Para descrever essa

estrutura é necessário introduzir vectores tangentes a órbitas coadjuntas, o que vamos

fazer de seguida. Sejam X ∈ g, g(t) uma curva em G tal que g′(0) = X, O uma órbita

coadjunta e ξ ∈ O. Então,

ξ(t) = Ad∗g(t)ξ

é uma curva em O com ξ(0) = ξ.

Então, para qualquer Y ∈ g, temos

〈ξ′(0), Y 〉 =
d

dt
〈ξ(t), Y 〉

∣∣∣∣
t=0

=
d

dt
〈ξ,Adg(t)Y 〉

∣∣∣∣
t=0

= 〈ξ, adXY 〉 = 〈ξ, [X, Y ]〉 = 〈[ξ,X], Y 〉

= 〈ad∗Xξ, Y 〉.

Como 〈·, ·〉 é não-degenerada isto implica que ξ′(0) = ad∗Xξ, e assim

TξO = {ad∗Xξ| X ∈ g} .
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Repare-se que a álgebra de Lie de Gξ é gξ = {X ∈ g | ad∗Xξ = 0}, o que é o mesmo

que dizer que

gξ = {X ∈ g | [ξ,X] = 0},

porque 〈ξ, [X, Y ]〉 = 〈[ξ,X], Y 〉 = 0 para todo Y . Estamos assim a ver que TξO ∼= g/gξ.

Definição 4.7. Designamos ωξ(X, Y ) = 〈ξ, [X, Y ]〉 = ξ([X, Y ]).

Note-se que esta definição nos dá uma 2-forma na identidade que pode se estendida

a toda a órbita coadjunta por invariância à direita.

Lema 4.8. ωξ define uma estrutura simpléctica em Oξ

Demonstração. É imediato da definição que ωξ é antissimétrica, não-degenerada e inva-

riante à acção à direita de G. Basta então mostrar que ωξ é fechada.

Seja π a projecção G → Oξ. Então π∗ωξ é uma 2-forma invariante à direita em G.

Afirmamos que π∗ωξ é a derivada exterior de 〈dgg−1, ξ〉 em g = 1 ∈ G, onde dgg−1 é a 1-

forma de Maurer-Cartan invariante à direita em G. Como a derivada exterior comuta com

o pullback e π é uma submersão, este facto é suficiente para garantir que ωξ é fechada.

Para provar a afirmação basta notar que, para X, Y ∈ g, temos

d〈dgg−1, ξ〉(X, Y ) = 〈d(dgg−1), ξ〉(X, Y ) = 〈dgg−1[X, Y ], ξ〉

= 〈[X, Y ], ξ〉 = ξ([X, Y ]),

e assim, π∗ωξ(X, Y ) = ξ([π∗X, π∗Y ]) e vemos que ωξ é fechada. Notemos que, em geral,

não existe nenhuma 1-forma global em Oξ cuja derivada exterior seja ωξ.

Lembremos que d〈dgg−1, ξ〉(X, Y ) é exactamente a 2-forma calculada em 2.3, portanto

ωξ é, a menos de um factor de 2π, a curvatura da conexão introduzida no fibrado de linha

G×ξ C→ H\G.

Exemplo 4.9. Os resultados do exemplo 2.5 mostram que para a órbita coadjunta de

SU(2) através de χ =

(
in/4 0

0 −in/4

)
∈ su∗(2) ∼= su(2), temos

OSU(2)
χ

∼= U(1)\SU(2) ∼= CP 1,
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e o exemplo 2.39 que a estrutura simpléctica de OSU(2) é dada por

ω = in
dz ∧ dz̄

(1 + |z|2)2
.

�

Exemplo 4.10. O exemplo 2.6 mostra que para a órbita coadjunta de SL(2,C) através

de ξ = 1
2

(
−a+ib

2
0

0 a+ib
2

)
∈ sl∗(2,C) ∼= sl(2,C),

OSL(2,C)
ξ

∼= D\SL(2,C) ∼= TCP 1,

e o exemplo 2.37 que a estrutura simpléctica de OSL(2,C) é

ω = ξdα1 ∧ dα2 + ξ̄dᾱ1 ∧ dᾱ2.

�

Seja O uma órbita coadjunta de um grupo de Lie G com álgebra de Lie g. Os obser-

váveis clássicos são associados às funções hamiltonianas correspondentes aos campos

vectoriais hamiltonianos gerados pelos elementos de g. Este facto é concretizado através

de homomorfismos de álgebras de Lie

g // VecH(O) // PH(O)

A
� // XA

� // hA,

tais que {hA, hB} = h[A,B] para todos A,B ∈ g. Esta condição diz-nos que, se os {Aj} são

geradores de g, então os {hAj} formam um conjunto completo de observáveis clássicos,

porque se {hAj , g} = XAj(g) = 0 para todos os Aj, então dg = 0.

Identificando Oξ ∼= Gξ\G (Lema 4.6) vemos que, para A ∈ g, o campo vectorial

hamiltoniano XA em p ∈ Gξ\G é determinado por

XA =
d

dt
p exp(tA)

∣∣∣∣
t=0

∈ Vec(Gξ\G),

e a função hamiltoniana hA ∈ PH através da definição 4.2, dhA +XAyω = 0.
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Exemplo 4.11. Vamos determinar os campos vectoriais hamiltonianos e funções hamil-

tonianas na órbita coadjunta de SU(2). Tomamos o conjunto {Aj}j=1,2,3 de geradores de

su(2) (vide exemplo 2.39) e utilizando a coordenada z em Uα formamos o ponto(
1 z

− z̄
1+zz̄

1
1+zz̄

)
∈ Uα,

a que também chamamos z. Actuando à direita com exp tA3 obtém-se

(zt, z̄t) =
(
ze−it, z̄eit

)
,

onde o segundo termo se deve ao facto de tratarmos a órbita coadjunta de SU(2) como

variedade real. Assim

X3 =
d

dt

(
ze−it, z̄eit

)∣∣∣∣
t=0

= −i (z∂z − z̄∂z̄) .

Procedendo da mesma forma para A1 e A2 obtemos

X1 = − i
2

(
(z2 − 1)∂z − (z̄2 − 1)∂z̄

)
,

X2 = −1

2

(
(z2 + 1)∂z + (z̄2 + 1)∂z̄

)
,

Procedendo como no exemplo 4.12 obtém-se as funções hamiltonianas

h1 =
n

2

z + z̄

1 + zz̄
,

h2 = −in
2

z − z̄
1 + zz̄

,

h3 = −n
2

zz̄ − 1

zz̄ + 1
.

Vê-se imediatamente que {hj}j=1,2,3 são funções reais e pode verificar-se que

{hi, hj} = h[Ai,Aj ], i, j = 1, 2, 3.

�

Exemplo 4.12. Determinemos os campos vectoriais hamiltonianos e funções hamiltoni-

anas na órbita coadjunta de SL(2,C).
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Sejam {Ai, Fi}i=1,2,3 o conjunto de geradores de sl(2,C) descrito no exemplo 2.37 e

α =

(
1 α1

α2 1 + α1α2

)
um ponto no mapa Uα (vide exemplo 2.6).

A acção à direita de exp tA1 em α é

α =

(
1 α1

α2 1 + α1α2

)
exp t

(
0 i/2
−i/2 0

)
=

(
cos t

2
+ iα1 sin t

2
i sin t

2
+ α1 cos t

2

α2 cos t
2

+ (1 + α1α2) sin t
2

iα2 sin t
2

+ (1 + α1α2 cos t
2
)

)
,

o que nos dá um caminho em O

(αt, ᾱt) = (α1(t), α2(t), ᾱ1(t), ᾱ2(t)) ,

onde

α1(t) =
i sin t

2
+ α1 cos t

2

cos t
2

+ iα1 sin t
2

α2(t) =

(
cos

t

2
+ iα1 sin

t

2

)(
α2 cos

t

2
+ (1 + α1α2) sin

t

2

)
.

Os termos ᾱ1(t) e ᾱ2(t) devem-se ao facto da órbita coadjunta ser tratada como uma

variedade real.

Assim,

XA1 =
d

dt
(αt, ᾱt)

∣∣∣∣
t=0

=

(
i

2
(1− α2

1),
i

2
(1 + 2α1α2),− i

2
(1− ᾱ2

1),− i
2

(1 + 2ᾱ1ᾱ2)

)
ou, tomando

{
∂
∂αj

, ∂
∂ᾱj

}
j=1,2

≡
{
∂αj , ∂ᾱj

}
j=1,2

como base local de TαO,

XA1 =
i

2

(
(1− α2

1)∂α1 − (1− ᾱ2
1)∂ᾱ1 + (1 + 2α1α2)∂α2 − (1 + 2ᾱ1ᾱ2)∂ᾱ2

)
.

Procedendo da mesma forma para os restantes geradores de sl(2,C) obtém-se

XA2 =
1

2

(
−(1 + α2

1)∂α1 − (1 + ᾱ2
1)∂ᾱ1 + (1 + 2α1α2)∂α2 + (1 + 2ᾱ1ᾱ2)∂ᾱ2

)
,

XA3 = i (−α1∂α1 + ᾱ1∂ᾱ1 + α2∂α2 − ᾱ2∂ᾱ2) ,

XF1 =
1

2

(
(1− α2

1)∂α1 + (1− ᾱ2
1)∂ᾱ1 + (1 + 2α1α2)∂α2 + (1 + 2ᾱ1ᾱ2)∂ᾱ2

)
,

XF2 =
i

2

(
−(1 + α2

1)∂α1 + (1 + ᾱ2
1)∂ᾱ1 + (1 + 2α1α2)∂α2 − (1 + 2ᾱ1ᾱ2)∂ᾱ2

)
,

XF3 = −α1∂α1 − ᾱ1∂ᾱ1 + α2∂α2 + ᾱ2∂ᾱ2 .
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As funções hamiltonianas correspondentes a XAj , XFj , j = 1, 2, 3 podem ser determi-

nadas a partir de dhA + XAyω = 0, que é uma equação diferencial exacta de primeira

ordem para h, que nos dá a função hamiltoniana h a menos de uma constante. Impondo

a condição {hA, hB} = h[A,B] para todos A,B ∈ g pode determinar-se h unicamente.

Utilizando ω = ξdα1 ∧ dα2 + ξ̄dᾱ1 ∧ dᾱ2 (vide exemplo 4.10) e os resultados obtidos

acima para XAj , XFj , j = 1, 2, 3 obtém-se

hA1 =
i

2

(
ξ(α1 − α2 + α2

1α2)− ξ̄(ᾱ1 − ᾱ2 + ᾱ2
1ᾱ2)

)
,

hA2 =
1

2

(
ξ(α1 + α2 + α2

1α2) + ξ̄(ᾱ1 + ᾱ2 + ᾱ2
1ᾱ2)

)
,

hA3 = i

(
ξα1α2 − ξ̄ᾱ1ᾱ2 +

ξ − ξ̄
2

)
,

hF1 =
1

2

(
ξ(α1 − α2 + α2

1α2) + ξ̄(ᾱ1 − ᾱ2 + ᾱ2
1ᾱ2)

)
,

hF2 =
i

2

(
ξ(α1 + α2 + α2

1α2)− ξ̄(ᾱ1 + ᾱ2 + ᾱ2
1ᾱ2)

)
,

hF3 = ξα1α2 + ξ̄ᾱ1ᾱ2 +
ξ + ξ̄

2
.

Note-se que hAj e hFj , j = 1, 2, 3 são funções reais e que

{hAi , hAj} = h[Ai,Aj ],

{hFi , hFj} = h[Fi,Fj ],

{hAi , hFj} = h[Ai,Fj ], i, j = 1, 2, 3.

�

Definição 4.13. Uma órbita coadjunta diz-se integral se [ ω
2π

] ∈ H2(O,Z), i.e. [ ω
2π

] é uma

classe de cohomologia integral,
1

2π

∫
Σ

ω ∈ Z

para qualquer 2-ciclo inteiro Σ em O.

Exemplo 4.14. Dos exemplos 2.39 e 4.9 segue imediatamente que, para a órbita co-

adjunta de SU(2) através de χ, temos 1
2π
ω = F , onde F é a 2-forma de curvatura do
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fibrado de linha do exemplo 2.18. Notando que para o segundo grupo de homologia sin-

gular, H2(CP 1) ∼= Z, pelo que para cada 2-ciclo inteiro,

Σ↔ k [CP 1], k ∈ Z,

e assim ∫
Σ

F = k

∫
CP 1

F.

Daqui segue que a órbita coadjunta de SU(2) é integral sse,∫
CP 1

F = n ∈ Z.

�

Exemplo 4.15. Dos resultados do exemplo 2.37 é imediato que, para a órbita coadjunta

de SL(2,C) através de ξ, temos ω
2π

= F , onde F é a 2-forma de curvatura do fibrado de

linha Lξ constrúıdo no exemplo 2.13. Determinemos as condições sob as quais a órbita

coadjunta de SL(2,C) é integral.

Começamos por notar que TCP 1 é contráctil para a imagem da secção nula que

identificamos com CP 1, o que significa que

H2(TCP 1) ∼= H2(CP 1) ∼= Z,

pelo que

F ∈ H2(TCP 1,Z)⇔ F |CP 1 ∈ H2(CP 1,Z).

O exemplo 2.38 mostrou que

F |CP 1 = − ib
2π

dα1 ∧ dᾱ1

(1 + |α1|2)2
,

e daqui conclúımos que a órbita coadjunta de SL(2,C) é integral sse∫
CP 1

F |CP 1 = −b ∈ Z,

facto que foi assumido no exemplo 3.2. �
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4.1.3 O Programa de Quantização Geométrica

O programa de quantização geométrica consiste em tentar encontrar uma correspondência

entre o conjunto de pares (Variedades simplécticas (M, ω), funções reais suaves C∞(M))

e (Espaços de Hilbert complexosH, Operadores auto-adjuntosO(H)). Esta correspondên-

cia deverá satisfazer algumas propriedades.

Definição 4.16. Uma quantização completa do sistema clássico (M, ω) é um par (H,Ω)

onde:

1. H é um espaço de Hilbert complexo separável. Os elementos |ψ〉 ∈ H são chamados

as funções de onda quânticas.

2. Ω é uma aplicação que leva observáveis clássicos f ∈ C∞(M) a operadores auto-

adjuntos f̂ ∈ O(H), tal que

(a) f̂ + g = f̂ + ĝ;

(b) λ̂f = λf̂ ∀λ ∈ C;

(c) 1̂ = idH;

(d) [f̂ , ĝ] = −i~{̂f, g};

(e) Se {fj} é um conjunto completo de observáveis clássicos de (M, ω), então H

tem que ser irredut́ıvel sob a acção da álgebra de Lie gerada pelos operadores

{f̂j}.

A álgebra de Lie desses operadores é escrita como O(H) e os seus elementos são

chamados observáveis quânticos, ou operadores quânticos.

Esta definição requer alguns comentários. Primeiro que tudo, o espaço de Hilbert de-

verá ser complexo para levar em conta os fenómenos de interferência entre funções de onda

que representam os estados quânticos. Os operadores são auto-adjuntos para assegurar

que os seus valores próprios são reais, o que é necessário porque eles são interpretados

como valores observáveis no sistema quântico.
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A parte 1 concretiza o Postulado da mecânica quântica que diz que um sistema f́ısico

é descrito por um espaço de Hilbert (complexo) separável. Em relação às condições 2, as

condições 2a e 2b estabelecem a linearidade do sistema, propriedade que é desejável sob

o ponto do vista matemático. A condição 2c leva em conta que, se o resultado de uma

medição é igual à unidade em todos os estados da descrição clássica, o mesmo deverá

acontecer na descrição quântica. A condição 2d impõe que a aplicação f 7→ f̂ seja um

morfismo de álgebras de Lie (a menos de um factor). As condições 2a-2d são as condições

de quantização de Dirac [2].

De agora em diante vamos fixar um sistema de unidades onde ~ = 1. A condição 2d

passa assim a ser escrita como [f̂ , ĝ] = −i{̂f, g}.

Notemos que a representação infinitesimal de G constrúıda pelo método de quan-

tização geométrica é anti-unitária, pois os operadores são auto-adjuntos (Hermitianos).

Para que a representação seja unitária, os operadores devem ser anti-Hermitianos, pois

para uma representação unitária ρ de G com representação infinitesimal ρ′ e X ∈ g,

0 =
d

dt
〈ρ(exp tX)v1, ρ(exp tX)v2〉

∣∣∣∣
t=0

=
d

dt
〈(exp tρ′(X))v1, (exp tρ′(X))v2〉

∣∣∣∣
t=0

= 〈(ρ′(X))v1, v2〉+ 〈v1, (ρ
′(X))v2〉 ,

o que significa que os valores próprios dos operadores ρ′ devem ser imaginários puros. Para

que se obtenha uma representação unitária através do método de quantização geométrica,

os operadores infinitesimais deverão ser multiplicados por um factor de i.

4.2 Representações Induzidas e QG de Órbitas Co-

adjuntas

4.2.1 Pré-Quantização

Começamos pela pré-quantização. Na notação da definição 4.16,

Definição 4.17. Uma pré-quantização de um sistema clássico (M,ω) é um par (Hpq,Ω)
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que só satisfaz as condições 1 e 2a-2d da definição 4.16.

Sejam G um grupo de Lie, ξ′ ∈ g∗, Oξ′ uma órbita coadjunta e H ⊂ G o estabilizador.

Então Oξ′ ∼= H\G (Lema 4.6). Lembremos que na Secção 3.1 definimos a representação

induzida IndGHV como o completado do espaço das secções quadrado-integráveis num

fibrado vectorial homogéneo G×ξ V → H\G, onde ξ é uma representação unitária de H

em V , com acção à esquerda de g ∈ G dada por

(g �G σ)(x) = R(g−1)σ(xg)
√
ρg(x)

com ρg(x) definida por ρg(x)µ(x) = µ(xg) e µ é uma forma de volume em H\G. Toda a

órbita coadjunta de dimensão 2n tem uma forma de volume natural,

µ =
1

n!
ωn =

1

n!
ω ∧ ω ∧ . . . ∧ ω︸ ︷︷ ︸

n

,

onde ω é a estrutura simpléctica em O.

Da invariância da estrutura simpléctica em O à acção à direita de G (ver demonstra-

ção do lema 4.8) segue que ρg = 1, e assim que a acção à esquerda de g ∈ G sobre IndGHV

é simplesmente

(g �G σ)(x) = R(g−1)σ(xg),

ou, em termos de funções H-equivariantes em G (vide lema 2.23 e definição 3.4),

g �G f(x) = f(xg).

Seja A ∈ g com campo vectorial hamiltoniano XA e função hamiltoniana correspon-

dente hA. O teorema seguinte mostra que

Teorema 4.18. Uma pré-quantização de uma órbita coadjunta de um grupo de Lie é

obtida (a menos de um factor de i) como a derivada na identidade da acção à esquerda

de G em IndGHC,

ĥAσ(x̄) = −i d
dt

(exp(tA) �G σ) (x)

∣∣∣∣
t=0
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Demonstração. Sejam ḡ ∈ H\G ∼= O e g ∈ G tais que π(g) = ḡ, σ ∈ IndGHC e fσ a

função H-equivariante associada a σ (vide lema 2.23). Tomemos o caminho γt = ḡ exp tA

em O, onde A ∈ g tal que γ′0 = XA(ḡ). De acordo com o lema 2.30, o levantamento

horizontal γ̃t de γt para o fibrado principal G→ H\G pode ser escrito unicamente como

γ̃t = h(γt)g exp tA, com h(γt) ∈ H, h(γ0) = 1.

Lembremos que em 2.3.2 introduzimos a noção de derivada covariante de uma secção

σ ao longo do campo vectorial gerado por A a partir da conexão no fibrado principal

G→ H\G definida pela projecção sobre a álgebra de Lie h da 1-forma de Maurer-Cartan

invariante à direita em G (lema 2.28). Vemos assim que a função H-equivariante associada

a ∇XAσ é

f∇Aσ(g) =
d

dt
fσ (h(ḡ exp tA)g exp tA)

∣∣∣∣
t=0

,

onde escrevemos f∇A = f∇XA para simplificar a notação.

Da H-equivariância de fσ segue que

fσ (h(ḡ exp tA)g exp tA) = ξ (h(ḡ exp tA)) fσ(g exp tA)

e assim que

f∇Aσ(g) =
d

dt
ξ (h(ḡ exp tA))

∣∣∣∣
t=0

fσ(g) +
d

dt
fσ(g exp tA)

∣∣∣∣
t=0

Repare-se que (vide dedução na página 44)

d

dt
ξ (h(ḡ exp tA))

∣∣∣∣
t=0

= −i
〈
projh

(
dgg−1(XA)

)
, ξ
〉

= −i
〈
dgg−1(XA), ξ

〉
,

pois ξ ∈ h. Notando que dgg−1 é a 1-forma de Maurer-Cartan invariante à direita, vemos

que

d
〈
dgg−1(XA), ξ

〉
=

〈
d
(
XAy dgg

−1
)
, ξ
〉

=
〈
−XAy d(dgg−1) + LXAdgg−1, ξ

〉
=

〈
−XAy d(dgg−1), ξ

〉
= −XAyω,
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o que significa que 〈dgg−1(XA), ξ〉 é a função hamiltoniana hA associada a XA.

Deste modo, obtemos

f∇Aσ(g) = −ihAfσ(g) +
d

dt
fσ(g exp tA)

∣∣∣∣
t=0

= −ihAfσ(g) +
d

dt
(exp(tA) �G fσ) (g)

∣∣∣∣
t=0

,

ou seja
d

dt
(exp(tA) �G fσ) (g)

∣∣∣∣
t=0

= f∇Aσ(g) + ihAfσ(g) = f∇Aσ+ihAσ(g),

ou, em termos das secções correspondentes

d

dt
(exp(tA) �G σ) (ḡ)

∣∣∣∣
t=0

= ∇Aσ(ḡ) + ihAσ(ḡ)

= i (−i∇Aσ(ḡ) + hAσ(ḡ)) ,

que é a fórmula de pré-quantização de Souriau-Konstant, a menos de um factor de i ([4],

[10], [11], [22]).

Mostrámos que o diagrama abaixo comuta

G

	

//

��

U(IndGHC)

��
g // u(Hpq)

Repare-se que, numa trivialização local Uα da órbita coadjunta, temos

ĥA = −i (XA − iϑα(XA))σ + hAσ.

Notemos que a prova do teorema 4.18 utilizou a existência de uma conexão no fibrado

principal G→ H\G dada pela projecção sobre a álgebra de Lie h da 1-forma de Maurer-

Cartan invariante à direita em G (lema 2.28), que existe apenas no caso em que a álgebra

de Lie g admite a decomposição g = h ⊕ v com AdH(v) ⊆ v. No caso de grupos de

Lie semi-simples, que são os grupos estudados neste trabalho, esta condição é sempre

satisfeita pois uma álgebra de Lie semi-simples admite sempre uma forma bilinear não
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degenerada [7], o que nos permite identificar g∗ com g e assim a acção coadjunta de

g ∈ G sobre g∗ é identificada com a acção adjunta de g−1 sobre g. Nesse caso, a condição

AdH(v) ⊆ v é sempre satisfeita. Para o mostrar consideramos ξ ∈ g e a órbita coadjunta

Oξ e supomos que existem v ∈ v e h ∈ H tais que Ad(h)v = X ∈ h, onde H é o

estabilizador de ξ. Então

h exp(v)h−1 � ξ = ξ ⇒ exp(v) � ξ = ξ,

o que implica que exp(v) ∈ H. Esta contradição prova a afirmação.

Vamos agora proceder à pré-quantização das órbitas coadjuntas de SU(2) e SL(2,C).

Exemplo 4.19. O exemplo 4.14 mostrou que a órbita coadjunta de SU(2) é integral

para n ∈ Z. Tomamos Ind
SU(2)
U(1) Cρn (vide exemplo 3.4) como espaço de Hilbert de pré-

quantização (teorema 4.18). Utilizando a coordenada habitual z no mapa Uα e a 1-forma

local de conexão obtida no exemplo 2.39,

ϑα = −in
2

(
z̄dz

1 + zz̄
− zdz̄

1 + zz̄

)
,

os operadores de pré-quantização são

ĥ1 = −1

2

(
(z2 − 1)∂z − (z̄2 − 1)∂z̄

)
+
n

4
(z + z̄) ,

ĥ2 =
i

2

(
(z2 + 1)∂z + (z̄2 + 1)∂z̄

)
− in

4
(z − z̄) ,

ĥ3 = − (z∂z − z̄∂z̄) +
n

2
.

Pode verificar-se que [ĥi, ĥj] = −iĥ{hi,hj}, i, j = 1, 2, 3. Tendo em vista os comentários à

definição 4.16 e a demonstração do teorema 4.18, a representação infinitesimal unitária

de SU(2) é obtida multiplicando os operadores acima por i. Dos resultados dos exemplos

3.5 e 3.4 e do Teorema 4.18 segue que a representação obtida através do processo de

pré-quantização não é irredut́ıvel. �

Exemplo 4.20. O exemplo 4.15 mostrou que a órbita coadjunta de SL(2,C) é integral

para b ∈ Z. De acordo com o teorema 4.18, tomamos Ind
SL(2,C)
D Cξ (vide exemplo 3.3) como
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o espaço de Hilbert de pré-quantização. Utilizando as coordenadas (α1, α2) no mapa Uα

definidas no exemplo 2.6 e a 1-forma local de conexão obtida no exemplo 2.37,

ϑα = −ξα2dα1 − ξ̄ᾱ2dᾱ1,

os operadores de pré-quantização são

Â1 =
1

2

(
(1− α2

1)∂α1 − (1− ᾱ2
1)∂ᾱ1 + (1 + 2α1α2)∂α2 − (1 + 2ᾱ1ᾱ2)∂ᾱ2

)
+
i

2

(
ξα1 − ξ̄ᾱ1

)
Â2 =

i

2

(
(1 + α2

1)∂α1 + (1 + ᾱ2
1)∂ᾱ1 − (1 + 2α1α2)∂α2 − (1 + 2ᾱ1ᾱ2)∂ᾱ2

)
+

1

2

(
ξα1 + ξ̄ᾱ1

)
Â3 = −α1∂α1 + ᾱ1∂ᾱ1 + α2∂α2 − ᾱ2∂ᾱ2 +

i

2
(ξ − ξ̄)

F̂1 =
−i
2

(
(1− α2

1)∂α1 + (1− ᾱ2
1)∂ᾱ1 + (1 + 2α1α2)∂α2 + (1 + 2ᾱ1ᾱ2)∂ᾱ2

)
+

1

2

(
ξα1 + ξ̄ᾱ1

)
F̂2 =

1

2

(
−(1 + α2

1)∂α1 + (1 + ᾱ2
1)∂ᾱ1 + (1 + 2α1α2)∂α2 − (1 + 2ᾱ1ᾱ2)∂ᾱ2

)
+
i

2

(
ξα1 − ξ̄ᾱ1

)
F̂3 = i (α1∂α1 + ᾱ1∂ᾱ1 − α2∂α2 − ᾱ2∂ᾱ2) +

ξ + ξ̄

2
.

Tendo em vista os comentários à definição 4.16 e a demonstração do teorema 4.18,

a representação infinitesimal unitária de SL(2,C) é obtida multiplicando os operadores

acima por i. Dos resultados do exemplo 3.3 e do teorema 4.18 conclúımos que a repre-

sentação de SL(2,C) obtida através do processo de pré-quantização não é irredut́ıvel.

�

4.2.2 Polarizações

Para satisfazer o postulado de irredutibilidade do espaço dos estados (2e da definição

4.16) e assim obter uma quantização completa do sistema clássico descrito pela variedade

simpléctica (M, ω), i.e. para obter uma representação unitária irredut́ıvel de um grupo

de Lie, G, através da quantização das suas órbitas coadjuntas, é necessário restringir o

espaço de secções considerado. Para isso vamos introduzir mais uma estrutura em (M,ω),

as polarizações. Começamos por definir

Definição 4.21. Seja M uma variedade de dimensão 2n.
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1. Uma distribuição real P em M é um sub-fibrado do fibrado tangente TM.

2. Uma distribuição real P é involutiva se X, Y ∈ P ⇒ [X, Y ] ∈ P. Nesse caso, P

diz-se uma distribuição real integrável.

3. Uma subvariedade Σ ⊂ M diz-se uma variedade integral de P se Pp = TpΣ,

∀p ∈M.

Seja n = dimPp, ∀p ∈M. Pelo teorema de Fröbenius [20], sendo P uma distribuição

real involutiva, P define uma folheação em M, i.e. existe uma subvariedade F ⊂ M,

geralmente desconexa, tal que todo o ponto de M pertence a alguma componente de

F e que existem sistemas de coordenadas locais {xj}j=1,...,2n tais que P é gerada por

{∂xj}j=1,...,n. Então {xj}j=1,...,n são coordenadas locais das variedades integrais de P , que

são definidas por {xj}j=n+1,...,2n = constante. Cada componente conexa de F diz-se uma

folha da folheação F . Pode mostrar-se [20] que se P é uma distribuição integrável emM

então M é folheada por uma variedade integral de M e nesse caso cada componente da

folheação diz-se uma variedade integral maximal de P . Designamos por Q = Σ\M a va-

riedade das folhas e por πQ :M→Q a projecção. Vamos considerar apenas distribuições

para as quais Q é uma variedade suave e πQ uma submersão.

Uma função f em M é constante ao longo das folhas da folheação definida por P se

P(f) = 0, o que é localmente equivalente a dizer que ∂xjf = 0 para j = 1, . . . , k, e assim

que f depende apenas das variáveis {xj}j=k+1,...,n.

Definição 4.22. Seja (M, ω) uma variedade simpléctica de dimensão 2n. Uma pola-

rização real em M é uma folheação de M através de subvariedades Lagrangianas.

Estamos a dizer que uma polarização real em M é uma distribuição real P em M

que é integrável e que Pp é um subespaço Lagrangiano de TpM, i.e. ω(P ,P) = 0 e

dimPp = n, ∀p ∈M.

O caso de distribuições complexas é ligeiramente diferente.

Definição 4.23. Seja M uma variedade.
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1. Uma distribuição complexa P em M é um sub-fibrado do fibrado tangente comple-

xificado TMC.

2. Uma distribuição complexa P é involutiva se X, Y ∈ P ⇒ [X, Y ] ∈ P.

3. Uma distribuição complexa involutiva é integrável se é anaĺıtica ou se

(a) P ∩ P tem dimensão constante;

(b) P + P é involutiva.

Definição 4.24. Seja (M, ω) uma variedade simpléctica de dimensão real 2n. Uma po-

larização complexa em (M, ω) é uma distribuição complexa involutiva P em M tal que

1. P é Lagrangiana:

(a) ∀p ∈M, dimRPp = n;

(b) ω(P ,P) = 0;

2. dim(Pp ∩ P̄p ∩ TpM) é constante ∀p ∈M;

3. P é integrável;

Agora podemos restringir o espaço das secções que forma o espaço de Hilbert de

pré-quantização.

Definição 4.25. Seja L→M um fibrado de linha de pré-quantização com conexão ∇ e

P uma polarização em M. Seja ainda Θ a 1-forma local da conexão ∇.

1. P diz-se adaptada a ∇ se Θ(P) = 0.

2. Uma secção σ em Γ(L) diz-se polarizada se ∇P σ = 0. O subespaço linear das

secções polarizadas em Γ(L) é designado por ΓP(L).

3. Um potencial simpléctico ϑ diz-se adaptado a P se ϑ(P) = 0.
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Constrúımos o espaço dos estados quânticos do sistema a partir de ΓP(L). Repare-se

que para uma polarização P adaptada a ∇, a condição ∇P σ = 0 reduz-se a

P(σ) = 0,

que é simplesmente um sistema de n = 1
2

dimM equações diferenciais parciais lineares

independentes, que é integrável porque P é involutiva. Vemos assim que, para uma varie-

dade simpléctica de dimensão 2n com uma polarização adaptada, as secções polarizadas

dependem apenas de n variáveis.

Além disso,

[∇P ,∇P ]σ =
(
∇[P,P] − iω(P ,P)

)
σ = 0,

pois P é involutiva e Lagrangiana.

Notemos que em geral ΓP(L) não é um subespaço do espaço de Hilbert de pré-

quantização, pois as secções polarizadas não são necessariamente quadrado integráveis,

porque se as folhas não são compactas então

〈σ1, σ2〉 =

∫
x̄∈O
〈σ1(x̄), σ2x̄〉µ(x̄)→∞

para σ1, σ2 ∈ ΓP(L), pois σ1 e σ2 são constantes sobre as variedades integrais de P .

4.2.3 Polarizações de Kähler: Quantização Holomorfa das Órbi-
tas Coadjuntas de SU(2)

Consideramos agora o caso particular de polarizações de Kähler. Como habitualmente

neste Caṕıtulo, (M, ω) designa uma variedade simpléctica.

Definição 4.26. Uma polarização complexa P em (M, ω) diz-se uma polarização de

Kähler se P ∩ P̄ = 0.

Uma polarização de Kähler é totalmente complexa, no sentido em que não contém

qualquer direcção real.

Lembremos que uma variedade de Kähler é uma variedade real 2n-dimensional M

com uma estrutura simpléctica ω e uma estrutura complexa J que é compat́ıvel com ω
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em cada ponto, i.e.

ω(JX,J Y ) = ω(X, Y ), ∀X, Y ∈ Vec(M).

Se (U ;x1, . . . , xn, y1, . . . , yn) for um mapa de coordenadas locais de uma variedade de

Kähler M, podemos considerar o conjunto de coordenadas complexas zj = xj + iyj e

assim tomar a base de TpMC formada pelos vectores

(
∂zj
)
p

=
1

2

(
∂xj − i∂yj

)
p(

∂z̄j
)
p

=
1

2

(
∂xj + i∂yj

)
p
.

Lembrando que para uma estrutura complexa J , J 2
p = −idTp(M), vemos que a ex-

tensão de J a TpMC tem valores próprios ±i. Então, TpMC pode ser decomposto numa

soma directa

TpMC = T (+i)
p M⊕ T (−i)

p M,

onde

T (+i)
p M =

{
Xp ∈ Tp(M)C|JpXp = +iXp

}
T (−i)
p M =

{
Xp ∈ Tp(M)C|JpXp = −iXp

}
.

Sejam P e P̄ as distribuições complexas em M definidas por T
(+i)
p M e T

(−i)
p M

respectivamente. Então
{
∂zj
}

e
{
∂z̄j
}

são bases locais para P e P̄ respectivamente,

através de

Jp
(
∂xj
)
p

=
(
∂yj
)
p
, Jp

(
∂yj
)
p

= −
(
∂xj
)
p
,

ou seja

Jp
(
∂zj
)
p

= −
(
∂zj
)
p
, Jp

(
∂z̄j
)
p

= −i
(
∂z̄j
)
p
,

e P e P̄ são polarizações de Kähler. Por outro lado, de acordo com o teorema de Nirenberg-

Newlander [9], dada uma polarização de Kähler arbitrária P , existe um sistema de coor-

denadas locais (z, z̄) na vizinhança de cada ponto p ∈ M tal que P (resp. P̄) é gerada

por ∂z (resp. ∂z̄).
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Numa variedade de Kähler é sempre posśıvel encontrar uma função real suave K(z, z̄),

chamado potencial de Kähler, tal que a expressão local da estrutura simpléctica é dada

por

ω = i
∂2K

∂zk∂z̄k
dzk ∧ dz̄k,

i.e. ω = i∂∂̄K ([14], [22]), onde introduzimos os operadores de Dolbeault

∂ =
∂

∂zj
⊗ dzj, ∂̄ =

∂

∂z̄j
⊗ dz̄j.

Numa variedade de Kähler, o operador de diferenciação exterior (real) pode assim ser

escrito como d = ∂ + ∂̄. Note-se também que

∂2 = 0, ∂̄2 = 0, ∂∂̄ + ∂̄∂ = 0,

que são condições equivalentes a d2 = 0.

Seja M uma variedade de Kähler de dimensão complexa 1. O potencial simpléctico

mais natural será

Θ = − i
2

(
∂K − ∂̄K

)
.

Tomando a polarização gerada por {∂z̄}, a condição ∇∂z̄Ψ(z, z̄) = 0 para uma secção

polarizada fica

∂z̄Ψ(z, z̄) +
1

2
(∂z̄K(z, z̄)) Ψ(z, z̄) = 0,

o que implica que

Ψ(z, z̄) = F (z)e−
1
2
K(z,z̄).

Para secções polarizadas Ψ(z, z̄) = F (z)e−
1
2
K(z,z̄), temos

∇∂zΨ(z, z̄) = [∂zF (z)− i (−i∂zK)F (z)] e−
1
2
K(z,z̄).

Estamos assim a ver que podemos identificar secções holomorfas F (z) com secções polari-

zadas e utilizar o potencial simpléctico adaptado θ = −i∂K. Note-se que Θ = θ+ i
2
dK é

uma 1-forma de uma conexão num fibrado de linha sobreM e que θ não é uma 1-forma

de uma conexão.
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Exemplo 4.27. Lembremos que para SU(2), temos On ∼= CP 1 (vide exemplo 4.9), que

é uma variedade de Kähler. Utilizando a coordenada habitual z no mapa Uα, a estrutura

simpléctica é dada por

ω = in
dz ∧ dz̄

(1 + |z|2)2
,

que corresponde ao potencial de Kähler

K(z, z̄) = n ln (1 + zz̄).

Tomamos a polarização gerada por ∂z̄. Então as secções polarizadas são secções σ

tais que ∂z̄σ = 0, i.e. são secções holomorfas. O potencial simpléctico adaptado a esta

polarização é

ϑα = −in z̄dz

1 + zz̄
,

e os operadores de quantização são assim

ĥ1 = −1

2
(z2 − 1)∂z +

n

2
z,

ĥ2 =
i

2
(z2 + 1)∂z −

in

2
z,

ĥ3 = −z∂z +
n

2
.

A representação unitária de su(2) é obtida multiplicando os operadores de quantização

por i. Assim, definimos os operadores unitários

Ĵ1 = iĥ1 = − i
2

(z2 − 1)∂z +
in

2
z,

Ĵ2 = iĥ2 = −1

2
(z2 + 1)∂z +

n

2
z,

Ĵ3 = iĥ3 = −i
(
z∂z −

n

2

)
.

Para mostrar que a representação constrúıda é irredut́ıvel é necessário definir os ’ope-

radores de escada’

Ĵ+ = Ĵ1 + iĴ2 = −i
(
z2∂z − nz

)
Ĵ− = Ĵ1 − iĴ2 = i∂z.
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Um cálculo simples mostra que[
Ĵ+, Ĵ−

]
= 2iĴ3,[

Ĵ±, Ĵ3

]
= ±iĴ±.

Já sabemos que o espaço de Hilbert formado pelas secções holomorfas em Ind
SU(2)
U(1) Cρn ,

i.e. HInd
SU(2)
U(1) Cρn , tem dimensão n+ 1 (vide exemplo 3.5). Uma base para este espaço é

dada pelos vectores

zm ↔ |m〉, 0 ≤ m ≤ n.

Em termos desta base, os operadores Ĵ3, Ĵ± actuam como

Ĵ3|m〉 = −i
(
z∂z −

n

2

)
zm = −i

(
m− n

2

)
|m〉,

Ĵ+|m〉 = −i
(
z2∂z − nz

)
zm = −i(m− n)|m+ 1〉,

Ĵ−|m〉 = i∂zz
m = im|m− 1〉.

Os operadores Ĵ± são designados por ’operadores de escada’ porque Ĵ+ sob um estado

e Ĵ− desce um estado. Repare-se que Ĵ+|n〉 = −i(n − n)|m + 1〉 = 0, ou seja, |n〉 = zn

é um vector maximal, e que Ĵ−|0〉 = i∂zz
0 = 0. Vemos assim que HInd

SU(2)
U(1) Cρn é gerado

por esse vector maximal e por Ĵ−, o que significa que podemos escrever

HInd
SU(2)
U(1) Cρn =

n⊕
m=0

Ĵm− |n〉,

onde

Ĵm− = Ĵ− ◦ Ĵ− ◦ · · · ◦ Ĵ−︸ ︷︷ ︸
m vezes

.

Destes factos e de HInd
SU(2)
U(1) Cρn ter dimensão finita segue imediatamente que os únicos

subespaços fechados de HInd
SU(2)
U(1) Cρn que são invariantes à acção de todos os operado-

res da representação (e em particular a Ĵ±) são {0} e o próprio HInd
SU(2)
U(1) Cρn , i.e. a

representação unitária obtida é irredut́ıvel. �
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4.2.4 Polarizações Reais: Quantização das Órbitas Coadjuntas
de SL(2,C)

Tratemos agora do caso das polarizações reais. Lembremos uma polarização real numa

variedade simpléctica (M, ω) é uma folheação de (M, ω) através de subvariedades La-

grangianas. Começamos por mostrar que

Lema 4.28. Se P é uma polarização real numa variedade simpléctica (M, ω), existe uma

base local de P formada por campos vectoriais Hamiltonianos.

Demonstração. Como a distribuição real P é integrável, existe um sistema local de coor-

denadas (x1, . . . , xn, y1, . . . , yn) de M que define um sistema local de coordenadas num

aberto U da variedade integral Σ ⊂ M, de P , onde os yi’s são constantes. Como P

é Lagrangiana, a restrição a Σ dos campos vectoriais Hamiltonianos correspondentes

às funções coordenadas {x1, . . . , xn} forma uma base do espaço tangente a Σ em cada

ponto.

Seja M = O ∼= H\G uma órbita coadjunta de um grupo de Lie G com álgebra

de Lie g e estabilizador H. Do lema 4.28 segue que P é gerada por campos vectoriais

hamiltonianos invariantes à direita. Neste caso P diz-se uma polarização invariante.

Repare-se que como P é integrável, é gerada pelos campos vectoriais hamiltonianos

invariantes à direita correspondentes a uma subalgebra de Lie, z ⊂ g. Assim, as folhas da

folheação definida por P , i.e. as variedades integrais Z, formam um subgrupo de Lie de

G. Além disso, como Pp ⊂ Tp(H\G) é um subespaço Lagrangiano,

dimZ =
1

2
dimO =

1

2
(dimG− dimH) ,

onde H é o estabilizador da acção coadjunta. Formamos o produto semi-directo H n Z,

onde a acção de H em Z é dada por

h� z = h−1zh, ∀h ∈ H, z ∈ Z.

Notemos que H n Z é um subgrupo de Lie de G.
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Então a variedade das folhas é

Q = Z\O ∼= (H\H n Z) \ (H\G) ∼= (H n Z) \G.

Quando as folhas da polarização não são compactas, uma secção polarizada tem norma

infinita, pois é constante sobre as folhas. Nesse caso torna-se necessário integrar sobre a

variedade das folhas. Notemos que Q poderá não admitir uma forma de volume invariante

à acção à direita de G. Nesse caso é necessário introduzir um factor de correcção à forma

de volume que se vai utilizar (cf. factor ρg(x̄) introduzido na definição 3.2).

Lembremos que o fibrado de pré-quantização é determinado a partir da escolha de

um caracter unitário ξ em H (vide 2.1.2 e 3.1). Ao introduzir uma polarização estamos a

passar de um fibrado de linha sobre O para um fibrado de linha sobre D, o que se traduz

numa extensão de ξ a H nZ. Como as funções equivariantes, correspondentes às secções

polarizadas, são constantes nos Z-cosets à esquerda, a extensão de ξ a H n Z tem que

ser trivial,

ξ(H n Z) = ξ(H),

que está bem definida. Notemos (vide construção na página 31) que a extensão ξ′ de ξ a

H nZ induz naturalmente um morfismo f entre os fibrados G×ξ Cξ → O e G×ξ′ Cξ′ →

Q cuja aplicação correspondente entre os espaços de base é simplesmente a projecção

πQ : O → Q, i.e. o diagrama abaixo comuta,

G×ξ Cξ

	

f //

πO

��

G×ξ′ Cξ

πQ

��
O //

πQ
// Q.

Como corolário do teorema 4.18 temos o seguinte. Sejam G um grupo de Lie com

álgebra de Lie g, H ⊂ G o estabilizador da acção coadjunta de G sobre g∗ e F uma

folheação de H\G através de subvariedades Lagrangianas Z ⊂ G. Então

Corolário 4.29. A representação unitária polarizada de g, obtida através do método de

quantização geométrica, é igual à derivada na identidade da acção à esquerda de G sobre

IndGHnZC.
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Notemos que, para σ ∈ IndGHnZC, temos

d

dt
(exp(tA) �G σ) (ḡ)

∣∣∣∣
t=0

= ∇Aσ(ḡ) + ihAσ(ḡ) +
d

dt

√
ρexp tA(ḡ)

∣∣∣∣
t=0

σ(ḡ)

= i

(
−i∇Aσ(ḡ) + hAσ(ḡ)− i d

dt

√
ρexp tA(ḡ)

∣∣∣∣
t=0

σ(ḡ)

)
.

Exemplo 4.30. Lembremos que para SL(2,C), Oξ ∼= D\SL(2,C) ∼= TCP 1 (vide exem-

plo 4.10), onde D ⊂ SL(2,C) é o subgrupo formado pelas matrizes da forma{(
λ−1 0
0 λ

)
, λ ∈ C∗ = C− {0}

}
.

Utilizando as coordenadas (α1, α2) em Uα (vide exemplo 2.6), a estrutura simpléctica é

dada por

ω = ξdα1 ∧ dα2 + ξ̄dᾱ1 ∧ dᾱ2.

Tomamos a polarização real correspondente à folheação de Oξ através subgrupo Z ⊂

SL(2,C) introduzido no exemplo 2.7,

Z =

{(
1 0
z 1

)
, z ∈ C

}
,

ao qual corresponde a álgebra de Lie z gerada pelas matrizes

Z1 =

(
0 0
1 0

)
= A2 + F1 e Z2 =

(
0 0
i 0

)
= A1 + F2,

onde A1, A2, F1 e F2 correspondem à base de sl(2,C) introduzida em 1.2.1. Na identidade

em D\SL(2,C), os campos vectoriais hamiltonianos invariantes à direita gerados por Z1

e Z2 são

XZ1(1) = ∂α2 + ∂ᾱ2 XZ2(1) = i (∂α2 − ∂ᾱ2) .

A polarização escolhida é gerada por {XZ1(1), XZ2(1)} e é adaptada ao potencial

simpléctico

ϑα = −ξα2dα1 − ξ̄ᾱ2dᾱ1,
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e desta forma obtemos os operadores polarizados

Âpol1 =
1

2

(
(1− α2

1)∂α1 − (1− ᾱ2
1)∂ᾱ1

)
+
i

2
(ξα1 − ξ̄ᾱ1)

Âpol2 =
i

2

(
(1 + α2

1)∂α1 + (1 + ᾱ2
1)∂ᾱ1

)
+

1

2
(ξα1 + ξ̄ᾱ1)

Âpol3 = −α1∂α1 + ᾱ1∂ᾱ1 +
i

2
(ξ − ξ̄)

F̂ pol
1 = − i

2

(
(1− α2

1)∂α1 + (1− ᾱ2
1)∂ᾱ1

)
+

1

2
(ξα1 + ξ̄ᾱ1)

F̂ pol
2 =

1

2

(
−(1 + α2

1)∂α1 + (1 + ᾱ2
1)∂ᾱ1

)
+
i

2
(ξα1 − ξ̄ᾱ1)

F̂ pol
3 = i (α1∂α1 + ᾱ1∂ᾱ1) +

1

2
(ξ + ξ̄).

As polarizações introduziram um problema. Como as folhas da folheação não são

compactas, uma secção polarizada ψ tem norma infinita,

‖ψ‖ =∞,

pois 〈ψ(α), ψ(α)〉 é constante ao longo das folhas da folheação induzida por P .

É assim necessário integrar sobre a variedade das folhas Q = Z\Oξ. Notando que

D n Z = P , onde P ⊂ SL(2,C) é o subgrupo introduzido no exemplo 2.7, a variedade

das folhas é

Q = Z\Oξ ∼= (D n Z)\SL(2,C) ∼= P\SL(2,C) ∼= CP 1,

e podemos utilizar a forma de volume

µ(α1) = 2i
dα1 ∧ dᾱ1

(1 + α1ᾱ1)2 .

Repare-se que estamos a tomar Ind
SL(2,C)
P Cξ como espaço de Hilbert de quantização.

Lembremos que a acção à esquerda de SL(2,C) sobre Ind
SL(2,C)
P Cξ contém um termo

extra, que permite compensar a falta de invariância da forma de volume à acção de

SL(2,C) (vide exemplo 3.2 e comentário ao corolário 4.29), o que significa que para

X ∈ sl(2,C), os operadores de quantização vão ser

X̂ 7→ X̂pol − i
d

dt

√
ρexp tX

∣∣
t=0

.
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Deste modo,

Âq1 =
1

2

(
(1− α2

1)∂α1 − (1− ᾱ2
1)∂ᾱ1

)
+
i

2
(ξα1 − ξ̄ᾱ1)

Âq2 =
i

2

(
(1 + α2

1)∂α1 + (1 + ᾱ2
1)∂ᾱ1

)
+

1

2
(ξα1 + ξ̄ᾱ1)

Âq3 = −α1∂α1 + ᾱ1∂ᾱ1 +
i

2
(ξ − ξ̄)

F̂ q
1 = − i

2

(
(1− α2

1)∂α1 + (1− ᾱ2
1)∂ᾱ1

)
+

1

2
(ξα1 + ξ̄ᾱ1) + i

α1 + ᾱ1

1 + α1ᾱ1

F̂ q
2 =

1

2

(
−(1 + α2

1)∂α1 + (1 + ᾱ2
1)∂ᾱ1

)
+
i

2
(ξα1 − ξ̄ᾱ1)− α1 − ᾱ1

1 + α1ᾱ1

F̂ q
3 = i (α1∂α1 + ᾱ1∂ᾱ1) +

1

2
(ξ + ξ̄) + i

1− α1ᾱ1

1 + α1ᾱ1

.

A representação unitária de sl(2,C) é obtida multiplicando os operadores acima por

i e, de acordo com os resultados do exemplo 3.2 e com o Teorema 4.18, a representação

unitária obtida é irredut́ıvel. �

Exemplo 4.31. Verifiquemos que a representação unitária de sl(2,C) obtida é, de facto,

igual à derivada na identidade da acção à esquerda de SL(2,C) sobre Ind
SL(2,C)
P Cξ (cf.

cor. 4.29).

Notando que os {Aj}j=1,2,3 são os geradores de rotações em SL(2,C) vemos que

d

dt

√
ρexp tAj

∣∣∣∣
t=0

= 0, j = 1, 2, 3.

Para os {Fj}j=1,2,3 obtém-se

d

dt

√
ρexp tF1

∣∣∣∣
t=0

=
d

dt

1 + α1ᾱ1

| cosh t
2

+ α1 sinh t
2
|2 + | sinh t

2
+ α1 cosh t

2
|2

∣∣∣∣
t=0

= − α1 + ᾱ1

1 + α1ᾱ1

,

d

dt

√
ρexp tF2

∣∣∣∣
t=0

=
d

dt

1 + α1ᾱ1

| cosh t
2

+ iα1 sinh t
2
|2 + |α1 cosh t

2
− i sinh t

2
|2

∣∣∣∣
t=0

=
−i(α1 − ᾱ1)

1 + α1ᾱ1

d

dt

√
ρexp tF3

∣∣∣∣
t=0

=
d

dt

1 + α1ᾱ1

et + |α1|2e−t

∣∣∣∣
t=0

= −1− α1ᾱ1

1 + α1ᾱ1

.
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Utilizando os resultados do exemplo 3.2 obtém-se, para f ∈ Ind
SL(2,C)
P Cξ

d

dt

(
exp tA1 �SL(2,C) f(α1)

)
=

i

2

(
(1− α2

1)
∂f

∂α1

− (1− ᾱ2
1)
∂f

∂ᾱ1

)
− 1

2
(ξα1 − ξ̄ᾱ1)f

= iÂq1f,

d

dt

(
exp tA2 �SL(2,C) f(α1)

)
= −1

2

(
(1 + α2

1)
∂f

∂α1

+ (1 + ᾱ2
1)
∂f

∂ᾱ1

)
+
i

2
(ξα1 + ξ̄ᾱ1)f

= iÂq2f,

d

dt

(
exp tA3 �SL(2,C) f(α1)

)
= −iα1

∂f

∂α1

+ iᾱ1
∂f

∂ᾱ1

− 1

2
(ξ − ξ̄)f

= iÂq3f,

e

d

dt

(
exp tF1 �SL(2,C) f(α1)

)
=

=
1

2

(
(1− α2

1)
∂f

∂α1

+ (1− ᾱ2
1)
∂f

∂ᾱ1

)
+
i

2
(ξα1 + ξ̄ᾱ1)f − α1 + ᾱ1

1 + α1ᾱ1

f

= iF̂ q
1 f,

d

dt

(
exp tF2 �SL(2,C) f(α1)

)
=

=
i

2

(
−(1 + α2

1)
∂f

∂α1

+ (1 + ᾱ2
1)
∂f

∂ᾱ1

)
− 1

2
(ξα1 − ξ̄ᾱ1)f − i α1 − ᾱ1

1 + α1ᾱ1

f

= iF̂ q
2 f,

d

dt

(
exp tF3 �SL(2,C) f(α1)

)
=

= −
(
α1

∂f

∂α1

+ ᾱ1
∂f

∂ᾱ1

)
+
i

2
(ξ + ξ̄)f − 1− α1ᾱ1

1 + α1ᾱ1

f

= iF̂ q
3 f.

�
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