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Introducao

O método de quantizagao geométrica foi criado no final dos anos 60, por B. Konstant,
J. M. Souriau e I. E. Segal, baseados nas ideias de A. Kirillov [4], [I1]. Tinha por objec-
tivo fazer a unificacao dos varios métodos de quantizagao conhecidos, num formalismo
independente da escolha de coordenadas e tendo por modelo o processo de quantizacao
canénica. Sob o ponto de vista da teoria de representacoes, o método de quantizacao
geométrica permite-nos obter representacgoes infinitesimais de grupos de Lie que sao
unitarias. Verifica-se, caso a caso, que as representagoes infinitesimais obtidas sao sempre
integraveis, i.e. correspondem a versao infinitesimal de representacoes dos grupos de Lie
correspondentes, que podem ser obtidas através do método das representacoes induzidas,
desenvolvido na sua generalidade por G. Mackey nos anos 50 [L1].

Neste trabalho estudamos a relagao entre o método das representagoes induzidas e
o método de quantizacao geométrica das orbitas coadjuntas de grupos de Lie. Além de
tentar manter uma certa generalidade, fazemos um estudo comparativo de dois casos
extremos: o grupo especial unitario SU(2), a cobertura universal do grupo de rotagdes
em trés dimensbes, que é um grupo compacto, e o grupo especial linear SL(2,C), a
cobertura universal do grupo de Lorentz, que é um grupo semi-simples nao compacto.

No capitulo 1| comegamos por fazer uma descri¢ao dos grupos de Lie SU(2) e SL(2,C)
e das suas algebras de Lie su(2) e sl(2,C) e introduzir conceitos bésicos da teoria de re-
presentacoes. Tentamos manter este capitulo num nivel tao elementar quanto possivel.
No capitulo [2 fazemos uma abordagem aos fundamentos da teoria de fibrados, que per-
mite fixar algumas convencoes e estabelecer alguns resultados gerais que serao utilizados

no decorrer do trabalho. No capitulo [3| apresentamos o suficiente da teoria de repre-



sentagoes induzidas para estabelecer a relagao com o método das érbitas em quantizacao
geométrica. Por esta razao sao dadas versoes um pouco mais restritas dos teoremas de
Mackey, mas com generalidade suficiente para estabelecer essa relagao. Sao obtidas duas
familias de representagoes induzidas de SU(2), uma que mostramos ser redutivel e outra
que mostramos ser irredutivel e a que chamamos a representacao holomorfa de SU(2).
No que refere a SL(2,C), sao também obtidas duas familias de representages induzidas,
uma, que mostramos nao ser irredutivel e outra que mostramos ser irredutivel e isomorfa
a uma representagao na chamada série principal de SL(2,C). No capitulo 4 comegamos
por introduzir os conceitos de geometria simpléctica que serao utilizados no restante do
capitulo. Explicamos o programa de quantizacao geométrica no contexto do método das
orbitas coadjuntas, provamos que uma pré-quantizacao da érbita coadjunta de um grupo
de Lie corresponde a versao infinitesimal de uma representacao induzida e sao apresen-
tados os resultados da pré-quantizagao das drbitas coadjuntas de SU(2) e SL(2,C).

A teoria quantica proveniente do processo de pré-quantizagao, contudo, nao é satis-
fatéria no contexto das orbitas coadjuntas, porque as representacoes unitarias obtidas
nao sao irredutiveis. Torna-se assim necessario introduzir mais uma estrutura, as po-
larizacoes (este conceito deve-se a B. Konstant e J. M. Souriau no caso real e a L.
Auslander e B. Konstant no caso complexo [4]). Provamos que as representacoes infini-
tesimais polarizadas correspondem também a versao infinitesimal de uma representacao
induzida. Mostramos que nos casos de SU(2) e SL(2,C) as representagoes polarizadas
sao irredutiveis. E estudado o caso de uma polarizacao 'totalmente’ complexa, chamada
polarizagao de Kéahler, correspondente a SU(2) e o caso de uma polarizagao real, corres-

pondente a SL(2,C).



Capitulo 1
Os grupos de Lie SU(2) e SL(2,C)

1.1 SU()

1
nsideremos C? com coordenadas <22> . Definimos uma métrica hermitiana em C? como

ondez:<z2)ew—<w>
z w

O grupo unitdrio U(2) é o grupo de transformagoes g : C2 — C? tais que

(z,w) = Z'w* + 22w,

(92, gw) = (z,w),  Vz,we C

Designemos a matriz transconjugada de uma matriz a por a'. Em notacao matricial,
estamos a dizer que
geU2) & (92)gw = 2'w & 2 (¢Tg)w = 2Tw.
Assim, podemos redefinir o grupo unitario U(2)
U(2) ={g9€GL(2,C)| g'g=1},
e definir o grupo especial unitdrio SU(2) como

SU22)={geU(2)| detg=1}.

Um pequeno cédlculo mostra que toda a matriz g € SU(2) pode ser unicamente escrita

na forma

g:(a— 6), a,BeC: o> +|8* =1,



o que nos permite identificar SU(2) com a 3-esfera S® mergulhada em C?, e concluir

assim que SU(2) é conexo, simplesmente conexo e compacto.

1.1.1 A &algebra de Lie su(2)

Identificamos o espago dos campos vectoriais invariantes a direita em SU(2) com a élgebra
de Lie su(2), que é formada pelas matrizes anti-hermitianas 2 x 2 de trago nulo. Consi-

deramos o conjunto de geradores

A= (i?Q i(/)Q) N (132 _B/Q) o A= (%2 —?/2) '

Definimos uma forma bilinear real, simétrica, associativa e nao degenerada em sl((2, C)
€como

(X,Y) = —2ReTr(XY), VX,Y €su(2),

relativamente a qual {A;};—123 é uma base ortonormada. Assim podemos identificar
(511(2), <" >> = (]R37 <'7 '>8)'

No caso de SU(2), a aplicagdo exponencial exp : su(2) — SU(2) é sobrejectiva, mas
nao é injectiva, o que reflecte o facto de SU(2) ser um grupo compacto.

Para ver que nao ¢ injectiva basta notar que
eit/2 0
exp (tA:%) = ( 0 e—it/2) :

Mostremos que é sobrejectiva. Comecemos por notar que qualquer g € SU(2) pode
ser escrito na forma

g = (cost)I + S, t € [0,

onde S é uma matriz anti-hermitiana. Com efeito

<x y) B (Re(x) +ilm(z) Re(y) +iIm(y))

g = -y ) \—Re(y)+ilm(y) Re(z)—ilm(z)
B ilm(x) Re(y) + ilm(y)
= (Rex)l + <—Re(y) + iIm(y) —ilm(x) >

= (cost)I + S,
onde o facto de |z|* + |y|* = 1 nos permite tomar Re(z) = cost.
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Tomemos um elemento X € su(2). Em termos da base {4;} podemos escrever
1 ix® dxt —a?
X =z'A +2°Ay + 2% A3 = B (ia:l L2 i3 )

onde se vé que det X = 1 ((z1)* + (2%)? + (2%)?) € R;.

Lembremos que as matrizes 2 X 2 tém um polinémio caracteristico,
a® — (TrX)a + (det X)I = Px(a),
e que, de acordo com o Teorema de Cayley-Hamilton, Px(X) = 0. Vemos assim que
X? — (TrX)X + (det X)I =0,

e como X tem traco nulo,

X? = —(det X)I.
Daqui segue que

sin (\/M)

0 Xn
exp X = —zcos(VdetX)[—i——X,
P nzg n! Vdet X

a que chamamos expressao geral para a aplicagcao exponencial de matrizes 2 X 2 com traco

nulo. Tomando em conta que X = (cost)l 4+ S, com S anti-hermitiana concluimos que a

aplicagao exponencial exp : su(2) — SU(2) é sobrejectiva.

1.1.2  SU(2) e SO(3)

O grupo especial linear SO(3) é o grupo das rotagoes em R?, e corresponde a componente

conexa da identidade do grupo ortogonal O(3), que é o subgrupo de GL(3,R) formado

pelas transformacoes que deixam invariante a métrica euclidiana em R3:

g€ 0@3) & (97,9Y)e = (T, Y)e

onde, para



se tem .
(@,y)e = 2l
j=1
Em notacao matricial (z,y). = 27y e para g € O(3),
9€0@)sag'gy=a"y=g"g=1

e isso implica que det g = +1.
Entao,
SOB3)={g€0O(3)| detg =1}.
Mostremos que SU(2) é a cobertura universal de SO(3). Suponhamos que temos um

T
t = R3. Fi tri ti-hermiti
vector r = ) e1m . ormamos a matriz anti-nermaitiana

T3
1T 11 — T
X=(. " . .
1T + To —1T3

A aplicacao que envia z € R? para X € AH(C?), onde AH(C?) designa o espaco vectorial
das matrizes anti-hermitianas 2 x 2, déd-nos um isomorfismo de espagos vectoriais reais
R? — AH(C?). Além disso, det X = (21)? + (22)% + (23)2 = (z,z).. Para g € SU(2)
consideremos a aplicagao ¢, : AH(C?) — AH(C?),

X —gXgh

E imediato que ¢, é um isomorfismo linear em AH(C?), que a aplicagao g — ¢, é suave
e que det (¢, X) = det X = (x,z),. Dado que R* e AH(C?) sao isomorfos obtemos um
homomorfismo de grupos de Lie p : SU(2) — O(3), pois para g, h € SU(2), ¢pgn = ¢yn.
Como SU(2) é conexo, a imagem de p tem que estar contido na componente conexa da
identidade em O(3), i.e. im (p) € SO(3). Da definicao de ¢, vemos que as matrizes g e
—g vao corresponder ao mesmo elemento de SO(3), o que significa que kerp = {—1,1}.
Assim, concluimos que im p = SU(2)/{£I} é um subgrupo de Lie de SO(3) de dimensao
3, que ¢ a dimensao de SO(3). Como SO(3) é conexo temos SO(3) = im p. Vemos assim

que SU(2) é a cobertura universal de SO(3).
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1.2 SL(2,C)
Definigao 1.1. O grupo especial linear SL(2,C) € definido como
SL(2,C)={g € GL(2,C)|det g = 1}.

E imediato da definicao que SL(2,C) tem dimensao real igual a 6. Repare-se que

temos SU(2) = U(2) N SL(2,C).

1.2.1 A &lgebra de Lie sl(2,C)

Consideramos a base de s[(2,C) constituida pelos geradores de rotagoes em SL(2,C)

() () (2

e pelos geradores de boosts em SL(2,C)

b= (192 1é2>’ o= (i?Q _f)/z)’ by = (1(/)2 —?/2)‘

Notemos que da secgao segue imediatamente que su(2) é uma subalgebra de Lie
de s((2,C).
Definimos a forma bilinear real, simétrica, associativa e ndo degenerada em sl(2,C)

CcOomo

(X,Y) = —2ReTr(XY), VX,Y €5l(2,C),

cuja restri¢ao a su(2) é a forma bilinear real introduzida na secgao . Note-se que
{A;, Fi}iz123 ¢ uma base ortonormada de sinal (4, 4+, +, —, —, —) relativamente a (-, -).

A aplicacao exponencial exp : s[(2,C) — SL(2,C) nao é injectiva nem sobrejectiva,
mas a sua imagem ¢ densa em SL(2, C). Para ver que nao é injectiva basta notar que a sua
restrigdo a su(2) nao é injectiva. Lembremos que as classes de conjugacao em SL(2,C)

sao representadas pelas formas normais de Jordan que sao

6 2] 6] [ 2] e et



A tnica classe de equivaléncia que nao estd na imagem da aplicacao exponencial é

G )]

Para o mostrar notamos que, da expressao geral da aplicacao exponencial para matrizes

2 x 2 com trago nulo (vide|1.1.1]), temos
Tr(exp X) = 2cos <vdet X).

Se

obtemos
det X = 7%(2n — 1), n=12,...
e assim que
sin (vdet X)
Vdet X

Daqui concluimos que a tinica matriz com traco igual a -2 que estd na imagem da aplicacao

exp X = cos(Vdet X)I + X =-I

exponencial é —1, e assim que

(3 L) #imtew)

)} = 4. Para isso notamos que para <$} y> € SL(2,C),

z

-1 1
0 -1

Ty -1 1 2 —y\ _ [(—l-zw 22
w oz 0 —-1/\~w =« ) —w?  —l+zw)’

o que significa que
. 11\
dim {g ( 0 _1) g

Como a unica classe de conjugacao em SL(2,C) que nao estd contida na imagem

Mostremos que dim [(

g€ SL(2,(C)} =4.

da aplica¢do exponencial tem dimensdo inferior a 6 = dim (SL(2,C)), concluimos que

im (exp) é densa em SL(2,C).



1.2.2 A Decomposicao de Iwasawa para SL(2,C)

Sejam G = SL(2,C) e A, N os subgrupos de SL(2,C) definidos por

{5 Daerd {2 9)]oec).

Lema 1.2 (Decomposicao de Iwasawa). Qualquer elemento g € SL(2,C) pode ser escrito

unicamente como g = kan, onde k € SU(2),a € Aen € N.
Observacao 1.3. Esta decomposi¢cao nao é um isomorfismo de grupos.
Demonstragao. Seja

g= (j} g) € SL(2,C).

Queremos escrever g = kan, o que é equivalente a escrever k~'g = an. Tomamos a base

ortonormada {uy,us} de C* formada pelos vectores

=) ()

e formamos a base {gu1, gus }. Aplicamos o processo de ortogonaliza¢ao de Gram-Schmidt
para obter uma base ortonormada {vy,vs} onde
1 y [z T+ wz y)
V] = —/—— , Vg = /Yy + 2z - — .
' VYY + 22 (2) 2 v (w> VYYy +zz (z

Seja k! é a matriz que leva v; para u; (j = 1,2). Entao

_ 1 z -y
1_
k= = TR <g 5 ) € SU(2),

1
= 0
kg — (g;ﬂ; ) ) € AN,
o que mostra a existéncia da decomposicao. Para mostrar unicidade basta notar que

SU(2) N AN = {1}. A aplicagao
SU(2) x Ax N — SL(2,C), (k,a,n) — kan

é suave e a sua inversa também ¢é suave porque, como se pode ver acima, vy e vy dependem

suavemente de g. O]



Vemos assim que como variedade suave,
SL(2,C) =2 S* xR x C,

o que mostra que SL(2,C) é um grupo conexo, simplesmente conexo e nao compacto.
Em termos da élgebra de Lie s[(2, C) existe uma decomposicao correspondente. Nesse

caso ¥ = su(2), a C sl(2,C) é a subalgebra formada pelas matrizes

{7 Yen)

e n C sl(2,C) a subalgebra formada pelas matrizes

(0 )] =),

Entao temos uma decomposigao de sl(2,C) como soma directa g = €@ a & n, que

é chamada a decomposi¢ao de Iwasawa de sl(2,C) [12]. Esta é uma decomposicao de g
como espacgo vectorial, embora cada termo da soma directa seja uma subalgebra de Lie

de g.

1.2.3 SL(2,C) e o Grupo de Lorentz

Considere-se o espago R* com coordenadas (zg, 1, o2, z3). Definimos uma métrica semi-

riemanniana neste espaco como

(T, Y)m = —ToYo + T1Y1 + T2y2 + T3Y3,

onde = (xg, 21,79, 23) € R* e y = (y0,%1,¥2,y3) € R* Notemos que esta métrica é

descrita pela matriz

-1 0 0 0
o 0 100
0 010
0 001

O espaco de Minkowski M* ¢é definido como R* com a métrica semi-riemanniana
definida acima, a que chamamos métrica de Minkowski.

Um vector x = (29, z1, To, v3) € M* diz-se
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1. de tipo-espago se {x,x),, > 0;
2. de tipo-tempo se (x,x),, < 0;
3. nulo se (x,x),, = 0.

A componente x diz-se a componente temporal de x e o terno (xq, x2, x3) a parte espacial

de z.

Definigao 1.4. O grupo O(3,1) € o grupo de transformacoes S : M* — M?* tais que
<Sl’, Sy>m = <x7y>m; vxay € M.

Estamos a dizer que, em termos de matrizes,
O(3,1) = {S € GL(4,R)|(S2) m(Sy) = a"my}

o que significa que STmS = m, e assim que det S = £1. Assim definimos o subgrupo

SO(3,1) C O(3,1) como

SO(3,1) = {S € O(3,1)|det S = 1}.

0(3,1) tem quatro componentes conexas

Ll : detS =1, sgn Sy =1, que contém [ = diag(1,1,1,1)
L' detS=—1, sgn Sp =1, que contém P = diag(1,—1,—1,—1)
L' : detS=—1, sgn Spp=—1, que contém T = diag(—1,1,1,1)
Li : detS =1, sgn Sy =—-1, quecontém PT = diag(—1,—1,—1,—1).
O grupo de Lorentz é definido como a componente conexa da identidade em O(3, 1),

i.e. COIMO Ll. Notemos que SO(3) estd naturalmente incluido em LL através do mono-

morfismo SO(3) — Ll, gr— 1&g, onde 1 4 g designa a matriz

10
1®g= (O g) .
A acgao de um elemento de SO(3) sobre um vector x € M* deixa a sua componente

temporal inalterada e efectua uma rotacao da sua parte espacial em torno de um eixo

fixo.
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Lema 1.5. O grupo de Lorentz LL tem dimensao real 6.

Demonstracao. Basta notar que dim LL = dim SO(3,1) e que dim SO(3,1) = 6, o que

pode ser verificado facilmente. O

Mostremos que SL(2,C) é a cobertura universal do grupo de Lorentz Ll. Suponhamos
que temos um vector x = (g, T, T, 3) no espago de Minkowski M*. Formamos a matriz

hermitiana

X — <x0+q:1 :c2+z'a:3> ‘
Ty —1ix3 Tp— X1
A aplicacdo que envia x € M* para X € Herm(C?), onde Herm(C?) designa o espaco
vectorial das matrizes hermitianas 2 x 2, dd-nos um isomorfismo de espacgos vectoriais
reais M* — Herm(C2), onde —det X = —(z0)% + (1) + (22)2 + (23)% = (2, 2)m. Seja

g um elemento de SL(2,C). Consideremos a aplicagao ¢, : Herm(C?) — Herm(C?),
X — gXg'.

E imediato que ¢, é um isomorfismo linear em Herm(C?), que a aplicagao g — ¢, é suave
e que det (¢, X) = det X = —(z,z),,. Como M* e Herm(C?) sao isomorfos ¢, define
um elemento 7(g) em SO(3,1), pois ¢4, = ¢y¢p para todos g, h € SL(2,C). Obtemos
assim um homomorfismo de grupos de Lie 7 : SL(2,C) — SO(3,1). Como SL(2,C) é
conexo, a imagem de 7 estd contida na componente conexa da identidade em O(3,1), i.e.
im T C LL. Da definigao de ¢, ¢ imediato que as matrizes g e —g vao corresponder ao

mesmo elemento do grupo de Lorentz LL.
Lema 1.6. O nicleo de T é {—1I,1}.

Demonstracdo. Seja g € SL(2,C) e suponhamos que gXg' = X para qualquer X €
Herm(C?). Tomando X = I obtém-se ¢! = g~!'. Escrevemos g = (CCL 2) e tomamos

X = (1 O>. A igualdade g X ¢~ = X torna-se

00
ad —ba\ (1 0
cd —cb] \O 0O

12



oquenos dia ad =1, b =0 e ¢ = 0, o que significa que g = <8 aol). Considerando
01 9 , 2 I
1 o) € Herm(C#) obtém-se a* = 1, o que significa que a = +1. O

Lema 1.7. A imagem de 7 em O(3,1) é a componente conexa da identidade, o grupo de
Lorentz. A aplica¢iao T € assim um epimorfismo 2 — 1 de nicleo {£1} e SL(2,C) € a

cobertura universal de LL.

Demonstrac¢ao. Ja vimos que im 7 C LL pois SL(2,C) é conexo. Para mostrar o lema
basta notar que SL(2,C)/{£I} é um subgrupo de Lie de L de dimensio 6, que é a

dimensao de LL. Como Ll é conexo temos que L = im 7. m

1.3 Accoes e Espacos Homogéneos

Sejam GG um grupo de Lie e M uma variedade suave.

Definicao 1.8. Dizemos que G actua suavemente a direita em M se a todo o elemento

g € G corresponde uma transformacgao de M, designada p— p <1 g, onde p € M tal que
1. A aplicagio M x G — M, (p,g) — p < g € suave;
2. p<(gh) = (p<g) < h para todos g,h € G, p € M;
3. p<l=p.
A orbita de um ponto p € M sob G é o conjunto
p<G={p<yglgeG}.

A accao de G em M diz-se transitiva se existe apenas uma érbita, i.e. cada ponto de M

pode ser transformado em qualquer outro ponto através de um elemento de G.

Definicao 1.9. O estabilizador de p € M a ac¢ao a direita de G é o subgrupo G, C G

definido como

G,={9€G|pg=rp}
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Seja M uma variedade suave com uma acgao transitiva a direita de um grupo de Lie
G. Fixemos um ponto p € M e seja GG, C G o seu estabilizador. Entao, do facto da accao

a direita de G sobre M e G,\G ser transitiva, é imediato que a aplicagao
G\G =M,  Ggr—p<y,
é uma bijeccao do conjunto G,\G = {G,g|g € G}, de G,-cosets a esquerda, para M.

Definicao 1.10. Uma variedade suave M com uma accdo transitiva a direita de um
grupo de Lie G diz-se um espaco homogéneo de G se para todo p € M a bijec¢ao G,\G —
M, Gpg — p <g, € um difeomorfismo.

Observagao 1.11. Pode mostrar-se [19] que para grupos lineares, i.e. grupos de matrizes,
a condicao de G ter um niumero contdvel de componentes conexas € suficiente para que

a bijec¢ao acima entre G)\G e M seja um difeomorfismo.

Além disso, temos uma projeccao G — G,\G = M, g — p<g, que é claramente uma
submersao. Seja G um grupo de Lie, M um espago homogéneo sob a acgao a direita de

G e p € M. Seja ainda G, C G o estabilizador de p a accao de G.

Lema 1.12. G, é um subgrupo fechado de G.

Demonstragao. Seja {g,} C G, uma sucessao convergente (em G) para g. Entao,
p < g=lim(p <g,) = limp = p,

o que significa que g € G). O

1.4 Representacoes Unitarias

Definicao 1.13. Seja G um grupo de Lie. Uma representacao unitaria V', de G, € cons-
tituida por um espaco de Hilbert complexo e separdvel, a que também chamamos V', e um
homomorfismo de grupos p : G — U(V), onde U(V') € o grupo de todos os operadores

unitdrios em V.
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A acgio de g € G em v € V através deste homomorfismo é designada p(g)v. Vamos
requerer sempre que para qualquer v € V', a aplicagio g — p(g)v seja continua como
aplicacao de G para V', o que € equivalente a requerer que o operador unitdrio em V

definido pela accdo de g € G seja fortemente continuo [
Definicao 1.14. Sejam Vi e Vs duas representacoes unitarias de G.

1. Um intertwiner entre Vi e Vo é um operador linear limitado ¢ : Vi — V5 tal que
¢ (g>1v) = g2 ¢(v).

2. Vi e Vy dizem-se isomorfas (como representagoes unitdrias) se existe um intertwiner

wnvertivel entre Vi e Vo que é uma isometria.

Designemos o conjunto dos intertwiners entre Vi e V5 por Z(Vi, V3), que é claramente

um espaco vectorial.

Definigao 1.15. Uma representacdo unitdria V de G diz-se irredutivel se, além de {0}

e do proprio V|, nao existir qualquer outro subespago fechado de V' que seja G-invariante.

Lema 1.16 (Schur). Uma representacao unitdaria, V, de G € irredutivel se e sd se

I(V,V) = C.

Demonstra¢ao. Suponhamos Z(V,V) = C e que V contém um subespago W # {0} que
¢ G-invariante. O complemento ortogonal de W em V', designado W+, é também um

subespago fechado G-invariante, pois a accao de G é unitéaria. Entao,
IW,W)eZ(W+, W) CZ(V,V).

Agora, Z(V,V) = C implica que Z(W=, W) = 0, pois assumimos que W # {0}. Assim
W+ = {0} e W =V, o que mostra que V nio tem subespacos fechados G-invariantes

além de {0} e V.

1Significa que se g, — g em G, entdao p(g,)v — p(g)v, Vv € V.
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Reciprocamente, suponhamos que V' é irredutivel. Qualquer operador limitado, A, em

V' pode ser escrito como
1 1
A:§(A+A*)+Z§(A—A*), (1.1)
?

onde A* designa o operador adjunto de A. Cada um dos termos nesta expressao é um
operador auto-adjunto. Repare-se que A é um intertwiner se e s6 se A* também o é, pois

se A é um intertwiner entao, Vo,w € V, g € G,

(v, A"g>gw) =

o que mostra que A* é um intertwiner. Da mesma forma se mostra que, se A* é um
intertwiner entao A também o é. Vemos assim que A é um intertwiner se e s6 se os dois
termos da equagao sao intertwiners. Sem perda de generalidade, podemos assumir

assim que A é autoadjunto. Entao, pelo teorema espectral para operadores auto-adjuntos

A:/ AE).

oo

limitados,

Para cada A € R, E) define uma projeccao ortogonal num subespaco de V. Lembremos
que a aplicagao A — FE) é monotona nao decrescente, continua a direita, e limy .o, E)\ =
1y, limy_,_o, F) = 0. Pode mostrar-se que A comuta com a (G-accao se e sO se, para cada
A € R, E) comuta com a G-ac¢ao, [2I]. Assim, para cada A € R, E,\V é um subespago
fechado G-invariante de V' que, pela irredutibilidade de V', tem que ser {0} ou o préprio
V,ie Ey=0oukF, =1y. Como F, ¢ mondtona nao decrescente e continua a direita,

vemos que

I VAP YEP)
EA_{O A< Ao’
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onde A\g = inf{\| FE)\ = 1y }. Daqui segue que

A / ME, = lim (A + )Ly — (ho — €0) = Aol

o0

]

Todos estes conceitos introduzidos para grupos de Lie tém andlogo em termos de
algebras de Lie. Conceitos como invariante, redutivel, irredutivel e isomorfa sao definidos
para algebras de Lie da mesma forma que o foram para grupos de Lie. Existe também
uma versao do Lema de Schur para algebras de Lie [7]. A condi¢do correspondente a

unitariedade para uma representagao de uma algebra de Lie g é que
(o(X)u,v) + (u, p(X)v) =0,  Vu,veV, X €g,

i.e. p(x) € u(V).
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Capitulo 2

Fibrados e Conexoes

2.1 Fibrados homogéneos

Comecamos por relembrar algumas defini¢oes basicas e fixar notagoes e convencgoes que

serao seguidas no decorrer deste trabalho.

2.1.1 Fibrados Principais

Definicao 2.1. Sejam B uma variedade e H um grupo de Lie. Um H-fibrado principal
(diferenciavel) sobre B com grupo H consiste numa variedade P e uma ac¢ao a esquerda

de H em P satisfazendo as sequintes condigoes:
1. H actua livremente em P: hi>p=hp, p€ P,h € H.

2. B € o espago quociente pela relagdo de equivaléncia induzida por H, B = H\P, e

a projeccao canonica 7 : P — B € suave.

3. Todo o ponto de B tem uma vizinhangcﬂ U para a qual 7=4(U) € isomorfa com
U x H no sentido em que existe um difeomorfismo v : m=Y(U) — U x H que tem
a forma ¥(p) = (7(p),p(p)), onde ¢ € uma aplicacio de 7= (U) em H tal que
¢(hp) = ¢(p)h~t, Vpe 7Y (U),h € H [}

IPor convencao, vizinhancas sdo sempre conjuntos abertos.
2Esta condicio é denominada trivialidade local.
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Designamos um fibrado principal por (P, B, H,7w), P — B ou simplesmente por P.
P é chamado o espago total, B = H\P o espago de base, m a projecgdo e H o grupo de
estrutura.

A condigao |3 implica que a projeccao canénica é uma submersao, pelo que podemos
concluir que, para cada b € B, 7~ '(b) é uma subvariedade fechada de P. A 71(b)
chamamos a fibra sobre b. Vé-se que cada fibra é difeomorfa a H, pois se p é um ponto
de 771(b), entao 7~1(b) é o conjunto de pontos hp, h € H (é a fibra através de p).

Por definicao, um fibrado principal é sempre localmente trivial. E possivel comecar
com esta condicao e construir todo o fibrado. Para isso tomamos uma cobertura por
abertos {U,} de B e, parap € 7 (U, NUp), definimos uma aplica¢ao ¢g, : UoNUs — H
por

Pa(m(p)) = D3(p) (da(p)) -

Nota-se que esta aplicacao estd bem definida. A familia de aplicagoes ¢g, chamamos
funcoes de transi¢ao do fibrado P correspondentes a cobertura por abertos considerada.

Repare-se que se temos u € U, N Uz N U, tal que v = 7(p) entao temos

Gap(w)Dpy (w) = Ga(p)(05(P) ™ D5(P)(D4(P)) ™ = Ga(P)(D4(p)) ™" = dar(u),

a que chamamos a condicao de cociclo. Além disso, temos as propriedades adicionais

Osatap =1 em UgNU, € ¢ = 1 em U,, que sao imediatas.

Exemplo 2.2. Um exemplo elementar de um fibrado principal é o chamado fibrado
principal trivial: Tomamos P = B X H e a projec¢ao no primeiro factor. Existe uma acc¢ao
livre de H & esquerda em P dada por &' t> (m, h) = (m, i'h). Neste caso ¢(h) = h™'. E

imediato que se trata de um fibrado principal. ©

Exemplo 2.3. O H-fibrado principal G — H\G.
Consideremos agora o caso mais interessante, e fundamental para o que segue, em que
o espaco de base B é um espago homogéneo sob a accao a direita de um grupo de Lie

G. Recordemos que um espago homogéneo de G é uma variedade diferencial onde esta
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definida uma accao transitiva suave de GG. A accao de g € GG sobre b € B é designada
como b < g e ao subgrupo G, = {g € G|b < g = b} chamamos estabilizador do ponto b.
Existe uma correspondéncia 1-1 entre pontos de B e os cosets a direita G,g de G, em G,
onde Gy é o estabilizador de b (Note-se que todos os estabilizadores GG, de pontos b de
um espago homogéneo sao isomorfos) [3, pag 42].

Tomando P = G e H um subgrupo de Lie fechado de G, o espago H\G é o espago de
cosets a direita, i.e. H\G = {Hg|g € G} onde a accao a direitade ¢ € G é Hg< g =
Hgg'. Neste caso temos também uma projecgdo 7 : G — H\G, que envia g € G para
o coset Hg (é uma submersao suave, pois o pushforward =, : T,G — Ty,(H\G) é
claramente uma aplicagao sobrejectiva para todo o g € GG). O estabilizador de H1 € H\G
¢é exactamente o subgrupo H, noutros pontos vai ser um seu conjugado como se pode ver:
Hg < (g 'Hg) = Hg, que é claramente isomorfo a H. O Lema mostra que, com a
projeccao canoénica, G — H\G é um fibrado principal com fibra H. Neste caso, além da
accao a esquerda de H sobre o espaco total, que da a estrutura ao fibrado, existe ainda
a accao natural de G (transitiva) a direita e que comuta com a acgao a esquerda de H.
Em geral, um H-fibrado principal nao tem esta accao transitiva de (G, o que torna este

caso muito especial. ¢
Lema 2.4. G — H\G ¢é um fibrado principal com fibra H.

Demonstragao. Basta mostrar a trivialidade local. Como G actua (& direita) de forma
transitiva em G e H\G basta mostrar a trivialidade em vizinhangas de H1 € H\G, pois
as trivializagoes em vizinhancas de outros pontos podem ser obtidas por translacoes a
direita em G e H\G. Sejam h e g as dlgebras de Lie de H e G respectivamente. Entao b é
uma subalgebra de g e podemos formar a decomposicao g = h @ v com v C g o subespaco
vectorial complementar de . Tomamos o subconjunto V' = exp(v) C G. Entao, HNV =1
e localmente, G = H x V pela aplicagdo que envia (h,v) € H x V para hv € G. Assim
sabemos que existem Uy C H, Uy C V e U C G tais que Uy x Uy = U. Além disso,
7 YW H\U) = HUy = H x Us,, porque Vhy, hy € H, x,y € U,

hix = hoy < hy'hy =yt € HNV = {1}.
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Cada ponto de 7 1(H\U) é da forma g = h'u, onde I/ € H, u € U,. Para terminar
a prova definimos a aplicagao ¢ : 7 '(H\U) — H como ¢(g) = h'~'. Repare-se que
d(hg) = (hh')™' = ¢(g)h™, e daqui segue que a aplicagao ¢ : 71 (H\U)—Uy x H, com
¥(g) = (7(9), ¢(g)), é um isomorfismo (no sentido da defini¢ao [2.1]). O

Exemplo 2.5. SU(2) — U(1)\SU(2)

Qualquer elemento g de SU(2) pode ser escrito como

22 0 1 02 142
g_(_gg) L eC, PP =1,

e identificamos U(1) C SU(2) com o subgrupo a l-parametro formado pelas matrizes

e~ @ 0
< 0 em) ; a e R.

O quociente U(1)\SU(2) é determinado identificando

ZOe—ia zle—ia ZO Zl
—zlegt®  lgw —2z1 20
0 0

Olhando para a primeira linha vemos que estamos a identificar e (2%, 2') com (2°, 2!)

diagonais em SU(2):

e temos assim uma projecgéaﬂ SU(2) — CPY,

ZO Zl ZO Zl
(_; E) — [ZO . Zl] = [1 . 0] (_; E) 5

e além disso, é imediato que a acgao de SU(2) sobre CP! é transitiva e o estabilizador

do ponto [1 : 0] é precisamente U(1), pois

[1:0](20— Z—1>:[1:O]<:>z1:0

—z1 50

e assim |2°[? = 1. Vemos assim (Lema[2.4) que temos um fibrado principal SU(2) — CP*
com grupo de estrutura U(1). Vejamos as trivializagoes. Em U, C CP?!, correspondente

a2’ #£0,

3Note-se que (2%, z1) # (0,0) porque det g # 0.
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e em Ug, correspondente a 2! # 0,

0 0
0 1 z z
20z =]—=":

22 = 1] 2

Repare-se que w = 1/z em U, N Ug. Podemos agora definir as trivializagoes locais do

fibrado SU(2) — CP?,
Vo 11 N Uy) — Uy x U(1), (2%, 2" — (2120 12°]/2%),

o m (Up) = Us x U(L),  (02") s (2072, [1]/2Y).

Nota-se que ¢, (2% 2') = |29]/2° e ¢5(2°, 2') = |2'|/2' e portanto as fungoes de

transicao sao

I A

bpa(2) = gbg(zo,zl)gb;l(zo,zl) = e U(1), 2 €U, NUg

21|20 2
e ¢ imediato que ¢op(w) = |w|/w. ©

Exemplo 2.6. SL(2,C) — D\SL(2,C)

Seja D o grupo de matrizes da forma

{(Agl g) )\GC*:(C—{O}}

que actua a esquerda em SL(2,C) por multiplicacdo. Como D = C* identificamos a

(AP0 .
matriz 0 € D com )\ € C*.

Para A € D e g € SL(2,C) fazemos a identificagao habitual Ag ~ g, ou seja

Al A ly T Yy
Aw Az w z)°

Procedendo como no exemplo anterior, vemos que vamos obter dois pontos em CP!, um
correspondente a primeira linha e outro correspondente a segunda. Mas estes dois pontos

nao podem ser iguais, pois det g = 1. Temos entao a projeccao,

w =z

(a: y)ﬁ([x:y],[w:z]), iyl £w: 2] € CPL
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vy (p2)

Figura 2.1: Construgao geométrica do difeomorfismo entre D\SL(2,C) e T'S.

Note-se que

(s lws ) = @son: ) (3 Y)),

pelo que o estabilizador do ponto ([1 : 0],[0: 1]) é exactamente D.

Vemos assim que
D\SL(2,C) = {(p1,p2) € CP' x CP'| p1 # p2}

Mostremos que este espaco ¢ difeomorfo ao fibrado tangente da esfera, 7'S?, cons-
truindo um difeomorfismo concreto entre estes dois espacos. Os dois pontos p; e ps em
CP! podem ser utilizados para definir um vector tangente a CP' em p;. Para isso pre-
cisamos de duas aplicacoes: A : CP! — CP! a aplicacao que leva cada ponto p no seu
antipodal g e m, : CP'\{p} — T,(CP') a projec¢ao estereogréfica, onde identificamos o
plano, contido em R?, tangente a CP' em ¢; com T, (CP') (fig. [2.1).

Agora fixemos p; e tomemos a projeccao estereografica de py relativamente a p;. Esta
projecgao define unicamente um vector tangente vy, (p2) = 7, (p2) em ¢ que pode ser
levado a T),, CP! através de A. (um célculo simples de geometria elementar mostra que
|vp, (p2) || = 2 cot (a/2), onde

alpha é o angulo definido pelos raios-vector de p; e py com origem no centro da esfera).
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Deixando ps variar vamos obter todo o espaco tangente em p;. Mais, esta correspondéncia
4 claramente 1—1 e suave, pelo que obtemos um difeomorfismo entre CP*—{p, } e T}, (5?).
Finalmente, deixando p; variar também, obtém-se todo o fibrado tangente T'S%. Daqui
segue que D\SL(2,C) e T'S? sao difeomorfos.

Temos assim o fibrado principal (Lema SL(2,C) — D\SL(2,C) = TS?% com
grupo de estrutura D e projeccao

(5 2) = ol oD,

w =z

Para obter a estrutura de fibrado é necessario especificar as trivializacoes e as fungoes
de transigao e para isso temos que definir um atlas em D\ SL(2, C) primeiro. Deste modo

vamos tomar um ponto p = {(fj z)} € D\SL(2,C) e o aberto U, C D\SL(2,C)
-1

0 € D que actua a esquerda

correspondente a x # 0. Podemos formar o elemento

sobre um representante de p levando-o a

b 0 r y\ (1 x 1y (1 Qq
0 z/\w 2) \ow 2z ) \ay 1+oi0

e assim definimos o mapa ¢, : U, — C2,

w =z

(5 2) = w) = )

Repare-se que esta aplicacao esta bem definida, 7.e. nao depende do representante da
classe de equivaléncia considerada, e é injectiva.
Consideremos agora o aberto Uz C D\SL(2,C) correspondente a y # 0. Procedendo

como o caso anterior obtém-se

Co )G D=0 ) = (o )
0 y)\w z) \yw yz) \Bf—1 5)’

o que define o mapa g : Usg — C?,
wo oz

(;1; y) = (zy ' y2) = (B, Ba).

Do anteriormente exposto, é imediato que ¢g estd bem definida e ¢ injectiva.
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Note-se que U, U Us = D\SL(2,C). Assim, para verificar que {(Ua, ¢a), (Us, vp)}

define um atlas basta mostrar que os mapas sao compativeis. Em U, N Ug E|,

_ 1 « 1
Soﬂ ngal(alva@) = 905 ( ! ) = <_7a1(1 +a1a2)) )

Q9 1+ 109 (0%}

1
Pa © @El(ﬂlaﬁ2> = Pa (ﬁlﬂfl_ 1 ﬁ12> = (E?ﬁl(ﬁlﬁ? - 1)) )

e vé-se logo que pgo p e @, 0 gpgl sao fungoes suaves.
Agora definimos as trivializagoes ¢, : 7 (U,) — U, x D do fibrado SL(2,C) —
D\SL(2,C) como

(o )= (St (7 2)) = (e (5 2)
(o D)= ((Gomwa). o)) = (0. (y )

e assim as aplicagoes ¢, : 7 1(U,) — D sao

oo )=Co ) w00 )

Podemos agora obter as fungoes de transicao em U, N Ug como

—1 -1
Gpalar, az) = <a(1) 0) : Pap(f1, B2) = <ﬁ6 501) .

oy
o

Exemplo 2.7. SL(2,C) — P\SL(2,C)

Consideremos o subgrupo P C SL(2,C) formado pelas matrizes da forma

()

4repare-se que tanto oy como ; nao se anulam em U, N Us.

ZG(C,)\G(C*}.
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Nota-se que P = D x Z, onde D é o subgrupo diagonal considerado no exemplo (2.6

e Z o subgrupo Z = {(i (1)) L2 € C}, onde a acgao de D em Z é

a0\ /1 0\ [at O\ (1 0
0 a z 1 0 a) \a?z 1)°
Mostremos que P\SL(2,C) = CP'. Para isso tomamos um elemento <CcZ Z) €
SL(2,C) e identificamos

Ao a b\ A ta A1 a b
z M) \ec d)] \za+ X zb+ X\ c dJ)-

Temos assim uma projecgao SL(2,C) — CP!,

(‘CL 2)@[@:()]:[1:0](? Z)

E imediato que a ac¢io ¢é suave e transitiva e que o estabilizador de [1: 0] é exactamente

P. Repare-se que
CP'~ P\SL(2,C) = (D\P)\(D\SL(2,C)),

o que permite identificar TCP! — CP' com D\SL(2,C) — P\SL(2,C) como fibrados.
Note-se também que Z\SL(2,C) = C* — {(0,0)} através da accio

(Z Z)H(a,b):(l,O) (Z Z)

onde ¢ claro que o estabilizador de (1,0) € C* — {(0,0)} é precisamente Z. Assim,
CP' = P\SL(2,C) = (Z\P)\(Z\SL(2,C)) = C*\C* — {(0,0)}.

Agora definimos as trivializagoes locais do fibrado SL(2,C) — P\SL(2,C) como (vide

exemplos [2.5] e [2.6)):
a b b (a ' 0 at 0
oo (¢a) = (@ (% 0) = (o (5 0)):
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onde as aplicagoes ¢, : 7 *(U,) — P sao

oo = (L) o))

Assim, em U, N Upg, as fungoes de transigao vao ser

—1 -1
%(an—(‘g C?) %ﬁ(ﬂl)—(% g)

o

Definigao 2.8. Sejam (Py, By, Hi,m) e (Py, By, Hy, m2) fibrados principais. Um morfismo
de fibrados principais entre P, e P, consiste numa aplicacao suave f : P — P, e num

homomorfismo f': H — H' tal que

f(hp) = f'(h)f(p), Vhe H,p € P.

O morfismo f : P, — P preserva fibras e assim induz uma aplicacao fg : By — B>

entre os espacos de base, onde fgom =m0 f.

Exemplo 2.9. A aplicacao identidade id : SL(2,C) — SL(2,C) é um morfismo entre
os fibrados principais SL(2,C) — D\SL(2,C) e SL(2,C) — P\SL(2,C). Neste caso, a
aplicacao f’ é simplesmente a inclusao D — P. Este morfismo preserva as fibras e induz
claramente uma aplicagdo D\SL(2,C) — P\SL(2,C) que é a projeccao ([z : y], [w, z]) —
(1z.9)). ©

2.1.2 Fibrados Vectoriais Associados

Dado um fibrado principal, podemos construir fibrados vectoriais associados. Primeiro

recordemos a definicao de um fibrado vectorial.

Definicao 2.10. Sejam E e B variedades suaves e V. um espago vectorial de dimensdo

finita. Um fibrado vectorial (suave) é um quddruplo (E,B,V, ), onde

1. A projec¢io m: E — B € suave;
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2. Para cada p € B, 7 1(p) é um espaco vectorial isomorfo a V (w='(p) diz-se a fibra

sobre p);

3. E € localmente trivial, i.e. para cada p € B existe uma vizinhangca U e um difeo-
morfismo v : 7Y (U) — U x V tal que a restrigio a 71 (p) € uma aplicagao linear

7 (p) = {p} x V.

Note-se que para U, N U # (), a composicao 9, o wﬁ_l = o3 ¢ uma aplicacao
U, NUzg — GL(V). A semelhanca dos fibrados principais, designaremos um fibrado
vectorial por £ — B ou simplesmente por £ quando a restante estrutura for clara do
contexto.

Seja P um H-fibrado principal. Utilizando uma representacao V' de H vamos construir
o fibrado vectorial associado a P. Formamos o produto P x V e definimos a accao a
esquerda por h > (p,v) = (hp, p(h)v). O fibrado vectorial associado E = P x,V é obtido

tomando o quociente pela accao de H, onde identificamos
(p,v) ~ (hp,p(h)v),  pePhe HveV.

A projeccio g : E — B é definida por mg(p,v) = 7w(p). Esta projec¢ao estd bem
definida porque 7(p) = w(hp). Seja ¢ : m1(U) — U x H uma trivializagao local de P. 1
define uma aplicacao ¢ : 7 1(U) — H (vide [3| da definigao . A trivializacao local em
E = P x,V ¢ dada pelo difeomorfismo g : 75" (U) — U x V,

Ve (Ip,v]) = (me((p, v]), p(9(p)v) = (m(p), p(4(p))v).

Esta aplicacao estd bem definida porque

Vi ([hp, p(h)v]) = (x(hp), p(o(hp))p(h)v) = (7(p), p(d(p)h~")p(h)v)
= (7(p), p(d(p))v) = VE ([p,v]) .

Também se vé que a restri¢io a 7' (p) é um isomorfismo linear com {p} x V, pois

p(h) € GL(V).
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Definimos as fungoes de transicao em P x, V como

fﬁa = P(Cbﬁa) €m Ua N UB 7é @a

onde ¢g, sao as funcoes de transicao de P.

A condicao de cociclo é automaticamente satisfeita:

fapfoy = p(Dap)p(Psy) = P(Dapdpy) = P(Pary) = foy ~ em Uy, NUsgNU, # 0,

assim como as identidades foo = 1 em U, € fosfsa = 1 em U, N Uz # (), onde 1 designa
a identidade em GL(V).

Exemplo 2.11. Voltando ao caso G — H\G (ver exemplo podemos tomar uma
representacao (p, V') de H e formar o fibrado vectorial associado G x,V — H\G. Repare-
se que a acgao transitiva de G a direita no espago de base (que é um espago homogéneo
de G) levanta para uma acgao, também a direita, no fibrado: [g, v]<¢’ = [g¢’, v]. Fibrados
com esta propriedade dizem-se homogéneos. A partir de agora vamos fixar terminologia
e chamar fibrado vectorial homogéneo a fibrados desta forma (E' = G x,V — H\G).
Quando consideramos um fibrado homogéneo, a relagao de equivaléncia em G x, V

fica

(g1, v1) ~ (g2,02) & gog; " € H € p(gagy ') v1 = v2.

Como se vai tornar claro quando se discutir o processo de quantizagao geométrica, vai
interessar-nos um tipo muito especial de fibrado homogéneo. Nesses fibrados cada fibra
¢ uma cépia do plano complexo C, e por essa razao dizem-se fibrados de linha. Vamos
de seguida apresentar alguns exemplos de fibrados de linha, designados doravante por L.

Nestes exemplos vamos utilizar apenas representacoes unitarias.

Exemplo 2.12. L = SU(2) x,C — U(1)\SU(2) = CP".
Para construir o fibrado de linha L = SU(2) x, C — CP*' associado ao fibrado
principal SU(2) — U(1)\SU(2) (exemplo é necessario definir uma representacao de
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U(1) em C. Assim identificando U(1) = {« € C| |a| = 1} definimos
pn(@)a = a"a, a € C,n € Z.

Das construgoes do fibrado vectorial associado (vide p. e do fibrado homogéneo
(exemplo [2.11]), e identificando

ja sabemos que L = SU(2) x,,C — CP' é um fibrado de linha com fungoes de transigao

2" w"

fpa(2) = pu(dpalz)) = o fap(w) = pp(@as(w))

wl
o
Exemplo 2.13. L = SL(2,C) x,C — D\SL(2,C).
Para construir o fibrado de linha associado L = SL(2,C) xC — D\SL(2,C) (exem-
plo definimos uma representacao unitaria de D em C como

-1 o
Pe ()\0 ())\> c= \)\%c, (2.1)

onde ¢ € C,¢ = “;ib, a,b € R. A expressao define realmente uma representagao

unitaria de D em C, pois é imediato que pe(dids) = pe(di)pe(ds) Vdi,d2 € D e além
disso, escrevendo A = re®, vé-se logo que A€ = rite= ¢ [/(1), Va,b € R.

Como fungoes de transicao vamos ter:

Foa (@1, a2) = pe (Bpalan, ) = alSGE,  fan(Br, 52) = pe (Gap(Brs B)) = BIEBE.

<

Exemplo 2.14. L = SL(2,C) x,C — P\SL(2,C).
Para construir o fibrado de linha associado L = SL(2,C) x¢ C — CP* (exemplo
definimos uma representagao unitaria de P por extensao trivial a Z da representacao de

D definida no exemplo [2.13}
-1 o
Pe ()\Z g\) c= \)\¢e,
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E imediato que as fungoes de transicao vao ser

fu(@1) = pe (dpa(00)) = af'aY,  fa, (A1) = pe (das(B1) = BAY,
pois a representacao pg de D foi estendida trivialmente a Z. ¢
Para prosseguir definimos aplicagoes entre fibrados vectoriais.
Definigao 2.15. Sejam (Ey, By, Vi, m) e (Ey, Ba, Vo, ms) fibrados vectoriais.
1. Uma aplicacao suave fg : Fh1 — FEs diz-se um morfismo de fibrados vectoriais se

(a) fr respeita fibras, i.e. envia fibras de Ey para fibras de Es.

(b) a restricio de fr a cada fibra € uma transformacdo linear.

2. (Ey, B,Vi,m) e (Ey, B,Va,ms) dizem-se equivalentes (F1 = Fy) se fr € um difeo-

morfismo.

Um morfismo fg de fibrados vectoriais induz naturalmente uma aplicacao suave,

fB: B1 — B», tal que my o fg = fgom, i.e. 0 diagrama abaixo comuta:

E1£>E2

B, % B,

Mostremos que um morfismo de fibrados principais induz naturalmente um morfismo
entre os fibrados vectoriais associados. Na notacao das defini¢oes e sejam P; e
P, fibrados principais e 7, Es os fibrados vectoriais associados respectivos, onde p; e po
sao as representacoes de Hy; e Hy em V e V5 respectivamente e f um morfismo entre Py
e P, (vide defini¢ao [2.8)). Seja ainda ¢ : V; — V5 um intertwiner (vide definicao [1.14)).

Formamos a aplicagao f x 1 : Py x Vi — P, X V5. Projectando nos quocientes P; X, V;,
(j = 1,2), obtém-se uma aplicacdo suave fg : P x,, Vi — P5 X,, V5 que leva a classe

de equivaléncia [p, v],, ) para [f(p), ¥ (v)]p(r(m))- fe estd bem definida porque para
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hGHQ,

felhp, pr(h)v]py iy = [f(hp), Y (pr(R)V)]po(r (i)
= [f'(R)f(p), p2(f (M) (V)] oo
= [f(0), ¥ (V)] paisr (i)

Além disso, é imediato que fgr respeita as fibras e que a restricao a cada fibra é uma

transformacao linear.

Exemplo 2.16. Designemos por Lp — D\SL(2,C) o fibrado de linha construido no
exemplo (2.13) e Lp — P\SL(2,C) o fibrado de linha do exemplo (2.14)). Existe um mor-
fismo natural entre Lp e Lp. Seja f o morfismo entre os fibrados principais SL(2,C) —

D\SL(2,C) e SL(2,C) — P\SL(2,C) do exemplo[2.9 A aplicacdo f: Lp — Lp

[g’C}D'_)[f(g%C]P? C€C7

¢ um morfismo entre Lp e Lp.

Sejam agora mp e mp as projeccoes em Lp e Lp respectivamente. A aplicacao entre os
espagos de base, induzida por fr, é claramente a projecgao D\SL(2,C) — P\SL(2,C),
([ 2 ) fw: 2]) 7 [y,

E imediato que mp o fr, = pryomp, t.e. o diagrama abaixo comuta:
f
L =SL(2,C) xep C—"—~ L =SL(2,C) x¢r C

™D O Uy=

TCP' = D\SL(2,C)

P\SL(2,C) = CP

pri

2.1.3 Fibrados Vectoriais Holomorfos

Definicao 2.17. Sejam E e B wvariedades complexas e V. um espaco vectorial complexo
de dimensado finita tal que (E, B,V,m) é um fibrado vectorial complezo sobre B. E diz-se

um fibrado vectorial holomorfo se
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1. A projec¢io w: E — B é holomorfa;
2. As trivializagoes locais 1 : 71 (U,) — Uy X V' sdo fungoes biholomorfas;

As condicoes [1] e 2| da definicao sao equivalentes a requerer que as funcoes de
transicao f,s sejam holomorfas.

Nesta sec¢ao vamos tratar apenas de fibrados de linha holomorfos. E imediato que o
fibrado L,, : SU(2) x,, C — CP?, construido no exemplo , nao é holomorfo, pois as
funcgoes de transigao

n n

z

R

w

T

fpa(2) = pu(dpalz)) = fap(w) = pp(@as(w))

nao sao fungoes holomorfas.

Estendemos a P C SL(2,C) o caracter p,, introduzido no exemplo [2.12]

A0
/ __\n *
pn( A)_)\’ AreC.

z

Recordando que P\SL(2,C) = CP' (vide exemplo [2.14]) ¢ imediato que a extensao
de p, a P define um fibrado de linha L, = SL(2,C) x,, C — CP' com fungdes de

transicao holomorfas,
foa(2) = 2" fap(w) ="
Exemplo 2.18. Mostremos que os fibrados SU(2)%,,C — CP' e SL(2,C)x,, C — CP?,

sao isomorfos como fibrados suaves.

SU(2) x,, C —=» SL(2,C) x,, C

CP' > U(1\SU(2) = P\SL(2,C)=CP!

Definimos uma aplicacao suave f7, : SU(2)x,,C — SL(2,C) x, C através da inclusao
SU(2) — SL(2,C):

9, v]p, [gav]p’n'
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Cada elemento g € SL(2,C) pode ser escrito na forma x = gh (decomposi¢ao de

Iwasawa. cf. Sec. [1.2.2]), onde h € SU(2) e ¢ pertence ao subgrupo @ C SL(2,C),

=)

Estamos assim a dizer que [g,v] € SL(2,C) x,, C pode ser escrito como

a€R+,z€C*}.

[gvv]pn = [qhﬁv]Pn = [hapﬁl(Q)U]pm

o que mostra imediatamente que f; é bijectiva e que a restricao de f; a cada fibra é
linear. Daqui segue que f7, é um isomorfismo. Repare-se que 7,y o f;, = idgpr o 7,, i.€. a
aplicagao induzida por f, entre os espacos de base é simplesmente a aplicacao identidade

em CP'. o

2.2 Seccoes em fibrados homogéneos e funcoes equi-
variantes no grupo

Definigao 2.19. Uma secgao suave (resp. holomorfa) num fibrado vectorial (resp. holo-
morfo) E — B é uma aplica¢ao suave (resp. holomorfa) o : B — FE tal que moo € a
aplicacao identidade em B. Se o estiver definida apenas num aberto U C B dizemos que

oy : U — E € uma secgao local.

Neste trabalho vamos considerar apenas secgoes suaves ou holomorfas, pelo que uti-
lizaremos sempre o termo secgao para designar uma secgao suave (resp. holomorfa). Re-
cordemos que um fibrado principal s6 admite secgoes globais se for globalmente trivial,
mas num fibrado vectorial existem sempre secgoes globais, como por exemplo a sec¢ao

nula.

Definicao 2.20. O conjunto de todas as secgoes suaves (resp. holomorfas) num fibrado

vectorial (resp. holomorfa) E — B designa-se I°(E) (resp. I'“(E)).

Lema 2.21. I'(E) é um espago linear.
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Demonstracdo. Definimos a soma de secgoes e a multiplicagdo por um escalar como
(0'1+0'2)(6) :O'l(b)+0'2(b), \V/bGB,O'l,O'Q EF(E)
(ao)(b) = a(a(b)) Vbe B,acK,oel'(F).
]
Podemos também considerar I'(E) um mddulo sobre C*(B,K) (resp. C*(B,K)). Se
temos uma fungdo o em C*(B,K) e 0 € I'(E) (resp. C¥(B,K)) entao (ao)(b) = a(b)o(b)
é uma seccao em FE.
Agora consideremos um fibrado principal P (com grupo estrutural H), o fibrado

vectorial associado £ = P x, V, onde (p,V) é uma representagdo de H, e o espaco

vectorial C*(P, V) (resp. C¥(P,V)).
Definigao 2.22. Uma funcao f € C®(P,V) (resp. C*(P,V)) diz-se H-equivariante se
comuta com a accao de H em P,

p(h)f(p) = f(hp),  Vpe P heH.

O congunto de todas as fungoes H-equivariantes em C*(P,V) (resp. C¥(P,V)) designa-
se C5°(P,V) (resp. CZ(P,V)).

E imediato que
Vf e C™®(B,K), Vg € C’;’O(P, V): fge C;O(P, V),

verificando-se 0 mesmo no caso holomorfo o que significa que, vistos como &algebras,

Cr(P,V) é um ideal em C*°(P,V) (resp. C%'(P, V) um ideal em C¥(P,V)).

Lema 2.23. Eriste um isomorfismo linear entre I'°(E) e C°(P, V') (resp. entre I'“(E)
e CH(PV)).

Demonstracao. Mostremos apenas o caso suave. A prova para o caso holomorfo é seme-
lhante. Sejam f € C3°(P,V) e p = mg(p). Entao o(p) = [p, f(p)] define unicamente uma
seccao o € I'(E), porque Yh € H,

o(hp) = [hp, f(hp)] = [hp, p(h) f ()] = [p, f ()] = (D).
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Além disso, é claro que mg o 0(p) = wr([p, f(p)]) = 7(p) = D.
Por outro lado, qualquer seccao o(p) = [p,v,] define uma funcao H-equivariante

feCx(P,V) como
f(p) = vy
Repare-se que f estd bem definida e é equivariante, pois

o(hp) = [hp, vny) = [hp, f(hp)] = [p, p(h™") f(hp)]

e o(hp) = o(p) forca f(hp) = p(h) f(p). O

No caso de um fibrado homogéneo podemos utilizar fungoes H-equivariantes em G

para descrever seccoes no fibrado e vice-versa.

Exemplo 2.24. Com as representacoes p, de U(1) e £ de D C SL(2,C) e a sua extensao

a P C SL(2,C), definidas nos exemplos [2.12 [2.13| e [2.14]

1. Uma fungao D-equivariante em SL(2,C) é uma funcao f : SL(2,C) — C tal que
Ao a b
para todos ( 0 )\> eD, (C d) € SL(2,C),

Ail O a b . ’Lfilf_ a b .
(05 ) () = (2 g)
2. Uma funcdo P-equivariante em SL(2,C) é uma funcao f : SL(2,C) — C tal que
A0 a b
para todos < s A) € P, (c d) € SL(2,C),

)\_1 0 a b _ yiEviE a b
(0 a)) e )
3. Uma funcao U(1)-equivariante em SU(2) é uma funcao f : SU(2) — C tal que

—1
para todos (Oéo 2) e U(1), (_al—) b) € SU(2),

(o ) ()= (5 )
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Lembremos que o exemplo mostrou que os fibrados SU(2) x,, C — CP' e
SL(2,C) x,, C— CP* sao isomorfos. Uma secgao no fibrado SU(2) x,, C — CP!

estd assim associada a uma fungao f : SL(2,C) — C com a propriedade,

f(g) = f(gh) = pu(q@) f(R),

onde se utilizou a decomposicao de Iwasawa para g € SL(2,C), g = gh, com q € @,

-1
h € SU(2) (vide exemplo 2.18) e p,(q) = pn (a 0) =a".

z a

2.3 Conexoes e curvatura
2.3.1 Conexoes em Fibrados Principais

Seja P — B = H\P um fibrado principal e T,P o seu espago tangente em p € P.
Considere-se o subespaco linear Ver, P de T,,(P) formado pelos vectores tangentes a fibra

através de p.

Definicao 2.25. Uma conexao em P € a atribuicdo unica de um subespaco linear Hor, P

de T,P a cada p € P tal que
1. T,P = Ver,P © Hor,P;
2. Hory,P = (Ly).Hor,P, ¥Yp € P,h € H;
3. Hor,P depende suavemente de p.
A Ver,P chamamos o subespago vertical e a Hor,P o subespaco horizontal de T,P.
Da condicao |I| todo o vector X, em T,,P pode ser escrito unicamente como
X,=X"+X), X eHor,P, X e Ver,P.

A condicao (3] significa que se X é um campo vectorial suave em P entao os campos

vectoriais X e XV também sao suaves.
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Vejamos de uma forma mais concreta como é construido o subespaco vertical Ver,P.
Tomamos um elemento A da dlgebra de Lie h de H. Pela acgao a esquerda exp (tA)p define
um caminho através de p € P. Como m(exp (tA)p) = m(p) este caminho estd contido na
fibra de p. Definimos um vector A* € T,P por A*f(p) = 4 f(exp (tA)p) ‘t:O’ onde f é uma
funcdo suave em P arbitraria. O vector A* pertence claramente a Ver,P. Desta forma
definimos um vector A* em cada ponto de P e construimos um campo vectorial A%, a que
chamamos campo vectorial fundamental gerado por A. A aplicacao § : h — Ver, P dada
por A — AF é um isomorfismo de espacos vectoriais, pois como a accdo de H em P é
livre, {A%, ..., A%} (k = dim H) sdo linearmente independentes.

Esta definicao de conexao é puramente geométrica. Note-se que a projeccao 1,P —
Ver, P = | define uma 1-forma em P com valores em b, pois a projeccao é linear em cada

fibra e suave quando varia p.

Definigao 2.26. Uma 1-forma de conexao é uma I1-forma diferencial w € Q*(P,b) tal

que
1. w(AP) = A, Aeb;
2. Liw = Adpw, heH.
A segunda condicao significa que para X € T, P,
Litony(X) = wnp((Ly).X) = hy(X)h

Lema 2.27. Eziste uma relagao bijectiva entre conexoes em P e 1-formas de conexdo

weQYP ).

Demonstracao. Do comentario anterior a defini¢ao vemos que uma conexao em P
determina uma 1-forma em Q!(P,h), e é imediato que satisfaz [1| e [2l Por outro lado,

tomando uma 1-forma de conexao w, definimos Hor, P como

Hor, P = kerw, = {X € T,P| w,(X) = 0}.

38



E imediato que T,P =im w, ® ker w, = Ver, P @ ker w,. Assim basta mostrar que kerw,

satisfaz (L) ker w, = ker wy,, o que é simples pois para X € kerw,
wip((L)eX) = Ligony(X) = hp(X)h™" = 0,

Como (L)« ¢ uma aplicacao invertivel concluimos que qualquer vector em ker wy,, ¢ igual

a (Lp).X para algum X € kerw,,. O

Voltemos ao caso P = G e H C G um subgrupo de Lie fechado (exemplo .

Assumimos que a dlgebra de Lie de G admite a decomposi¢ao g = h@v onde Ady(v) C v.

Lema 2.28. A projeccao em by da 1-forma de Maurer-Cartan invariante a direita em
G define uma 1-forma de conexdo em G — H\G com conexdo correspondente Hor,G =

Rg.0.

Demonstracao. Como G actua transitivamente (a direita) sobre ele préprio e sobre H\G
basta considerar a identidade em G. A propriedade[I]da definigao [2.26] ¢ imediata. Para a
propriedade [2| basta lembrar que por definicao, a 1-forma de conexao de Maurer-Cartan

invariante & direita é (dgg')y(X,) = (R,-1).X,. Entao, para X € g = T1G,

(Ly)projy ((dgg " n(X)) = proj, ((dgg™")n (LnX))
= projy (Rp-1,LpX))
= proj, (Ad,X) = Ad, (proj,X) .
Mostremos que a conexao correspondente é Hor,G = Ry.b. E imediato que Hor;G = v.
Tomamos X € v. Basta mostrar que projy, (dgg(X,)) = 0 sse X, € Hor,G, o que é
simples pois
projy ((dgg")e(Xy)) = proj, ((dgg™")s((1y).X))

= projy (Rg—1)«(Hy).X))
= projy(X) = 0.
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Passemos agora a descri¢ao local das conexoes, o que nos vai permitir descrever a
conexao em termos das coordenadas no espaco de base. Embora um fibrado possa nao
admitir seccoes globais sabemos que existem sempre seccoes locais. Por exemplo a triviali-
7aGa0 Y, : Uy x H — 77 1(U,) (ver pode ser utilizada para definir uma seccao local

0o = ¥, (p,1). Definimos uma 1-forma A, em U, com valores em b como
Ay = 0iw € QN (U,, b),

onde w é a 1-forma de conexao em P. Para que se possa descrever a conexao w em P
através da colecgao {A,} tem que haver uma condi¢ao de compatibilidade, que vamos
agora determinar. Para U, N Us # 0 repare—seﬂ que g = Pap0q, onde ¢,p sao as fungoes
de transicao. Sejam x € U, N Uz, X um campo vectorial arbitrario em B e 7; uma sua
curva integral i.e. 3 : [0,1] — B, v = z, 7, = X. Escrevemos og(;) = o5(t) para

simplificar a notacao. Da regra de Leibniz obtém-se

d
opX = —op(t)

= & (Guslt)ou(t)

t=0 t=0

L 0a(T)

= s ()0 X) 050

Gap(T)0s(2),

t=0

= (Low)+(0mX) + S 00s(1)

Notemos que no segundo termo d(ba@(XM;é(x) = % [¢a5(t)¢;g(x)} }t:O ¢ um vector
de p. Concluimos assim que o segundo termo da expressao acima para og.X consiste
simplesmente no campo vectorial (d¢a5(X)¢;é)ﬁ no ponto og(x) € P.

A condicao de compatibilidade pode agora ser obtida aplicando w:

w(Jg*X) = Lzﬁaﬁw(ga*X) + dgbaﬁ(X)gb;é - ¢aﬂw(ga*X)¢;é + dgba,@(X)(b;ﬁl

Como X é um campo vectorial arbitrario no espaco de base concluimos que a condi¢ao

de consisténcia procurada é

Aﬁ = gbaﬁAagb;[_l} + dgbaﬁgb;é‘
5 Oq = w_l(p, 1) ety = ¢a5wﬁ'
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A cada elemento da colecgao {A,} tal que a condigao de consisténcia ¢é satisfeita
chama-se um potencial de gauge.
Uma conexao permite-nos introduzir a nocao de levantamento horizontal de caminhos

e campos vectoriais.

Definicao 2.29. Seja P -~ B um fibrado principal e v : [0,1] — B um caminho em
B. Um caminho 7 : [0,1] — P diz-se o levantamento horizontal de v se 7y = v e

¥, € Hor,, P.

Da definicao da 1-forma de conexao, w(7;) = 0, que é uma equagao diferencial or-
dindria (EDO no que segue). Fixando uma condigao inicial, o Teorema de existéncia e
unicidade da solugao garante-nos que o levantamento horizontal existe e é tnico, o que
mostramos a seguir.

Vamos determinar a forma local do levantamento horizontal de caminhos. Conside-
ramos um caminho 7 no espago de base contido num tnico aberto trivializante Ul,.

Tomemos uma sec¢ao local o, tal que o,(7) = Fo-

Lema 2.30. O levantamento horizontal 7 de v pode ser escrito unicamente, depois de

fizar uma condi¢ao inicial, na forma A = ho(V)oa () com ho(v:) € H.

Demonstracao. 7, é horizontal sse w(7;) = 0, e daqui segue que
- d
0 = i) = (MGl + hal) on())
d
= b a0) + o (Rt a0

= (O (03) + hale (o)) )

o, ()bt () + ha(ve)w ((0a)<71) R (),

ou seja, obtém-se a EDO
dha(t)
dt

com a condi¢ao inicial h,(0) = 1. O teorema de existéncia e unicidade das EDO garante-

= —ha(t)w (0asnt) (2:2)

nos que a solucao h,(t) existe e é tnica. O
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Corolario 2.31. Seja v : [0,1] — B um caminho em M e py € 7 (7). Entdo existe

um levantamento horizontal unico 4y para P tal que Yo = po.

Como w(0aX) = oiw(X) = A,(X) podemos reescrever a equagao [2.2] como

dha(t)
dt

= —ha(t)As(X).

A expressao para o levantamento horizontal de um campo vectorial X em B pode

assim ser escrita localmente como

X = 00.X — Ao (X)E.

Em geral, uma conexao em P vai induzir uma conexao no fibrado vectorial associado

P x,V, como vamos ver.

2.3.2 Conexoes em Fibrados de Linha Homogéneos

Comecemos por definir o conceito de conexao num fibrado vectorial, para depois parti-

cularizar ao caso dos fibrados de linha.

Definicao 2.32. Seja E — B um fibrado vectorial. Uma conexao V em E ¢é uma

aplicagao linear V : T(E) — QY(B) @ T'(E) tal que
V(fo)=df ® o+ fVo,

onde [ € uma funcao suave em B e o € T'(E). Podemos tomar um campo vectorial, X,
em B e contrai-lo com Vo para obter novamente uma sec¢ao em E, o que escrevemos

como Vxo e chamamos derivada covariante de o ao longo de X.

Sejam P — H\P = B um fibrado principal, p uma representac¢ao unitaria de H em
Ve E =P x,V o fibrado vectorial associado a P. Seja também o(p) = [p, v(p)] uma
secgdo em E, onde v : P — V é uma funcado suave H-equivariante. Sejam ~; : [0,1] — B
um caminho em B, 7; o seu levantamento horizontal para P tal que 79 = p e X o campo

vectorial ;.
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Definicao 2.33. A derivada covariante de o em 7(, ao longo de X € definida como

)

Repare-se que Vxo estd bem definida, pois se 7 é um levantamento horizontal de ;

= ] )

Verifiquemos que V satisfaz a regra de Leibnitz. Seja f uma fungao no espago de base,

Vx {’707 Z (5¢)

tal que 4 = hp entdo 3" = h¥; e

d
~h ~h

d
h’707 (hﬁ/ )
} { a

] = [ ottt

formamos a nova secgao fo(p) = [p, f(P)v(p)] e obtém-se

Vx(f0) = [0, 100l

] - [%,X<f> () + FB) ()

] = X(f)o+fVxo.
t=0

t=0
Para obtermos a expressao local da 1-forma de conexao tomamos uma seccao local o,
de P definida em U, C B e o seu levantamento horizontal (para P) 4 = ha ()0 (V)

Localmente, a sec¢ao s € I'(E) toma a forma

sa(1) = [T6,v(3)] = [ha(V)oa(Ve), v(ha (Vi) oa (V)]
= [ha(V)oa(1), p(ha(71))v(0a(1))]
= [Ua(%)v U(Ua(%))] .

A expressao local da derivada covariante de s, ao longo de X ¢é assim

.
d

v(p) + pri (0a(m))

t

VXSa(p) = _’3/07 d_v

— _%, %v (ha(Ve)oa(Te))

= -’707;; (ha(t))

= %,jt (ha(7t))

.

o(p) + <oa>*Xv<p>} .

t=0

t=0
Agora, % p(ha(’yt)ﬂ ,_o ¢ a representacdo infinitesimal de H correspondente a p, a que
vamos chamar p’. Deste modo, podemos escrever

d

Zolla()

! (jth () to) = (Au(X)).
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Deste modo,

o)) v) + (00 X0(p) = {0/ (Au(X)) + (0). X} 0(p).

t=0

Tomando v, (p) = v (04(p)) obtém-se

%vam = (0 (Aa(X)) + X) v,

t=0

e assim, a expressao local da derivada covariante de s, ao longo de X é
VixSa =dsq — p'(Aa(X))Sa.

Calculemos explicitamente p'(A,) no caso do fibrado de linha L, = G x¢ C — H\G.
Neste caso, p’ é uma representagao sobre C e pode assim ser descrita completamente
através de um caracter £ : h — C*. Um caracter em f é simplesmente uma fungao linear
em h que pode ser identificado com um elemento & € h*, onde h* é o espago dual de
h. Como a representagao é unitaria, o caracter toma valores em u(1) = iR. Deste modo

podemos escrever
P/(Aa) = Zf (-’404) = i<Aa7§> = 2'290“
onde definimos 9, = (A,, &) € QY (U,). Assim
P (projydgg ") = i(projydgg ", &) = i{dgg™",&).

Corolério 2.34. (dgg™',&), £ € b*, induz uma conexdo em Le = G x¢ C — H\G. Além

disso, numa trivializagao U, temos

Yo = 0u{dgg™", &),
onde o, € a sec¢do definida pela trivializacdo local, 0,(3) = ;' (g, 1) (vide p. @ [

Passemos agora a descricao da curvatura em fibrados de linha.
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2.3.3 Curvatura em Fibrados de Linha

A curvatura num fibrado de linha L pode ser interpretada como a obstrucao a encontrar
secgoes locais horizontais que nunca se anulam, i.e. uma sec¢ao o tal que Vo = 0 [I].
E claro que num fibrado de linha existem sempre secc¢oes locais que nunca se anulam.
Tomamos uma secgao local qualquer o : U, — L que nunca se anula e formamos a nova
seccao fo, onde f : U, — C*. Exigindo que fo seja horizontal obtém-se uma equacao
diferencial para f,

0=V fo=dfo+ fVo,

ou seja

af Vo
T—dlnf— 0_.

(Lembremos que o logaritmo esta definido a menos de um factor de 2k7i, k € Z, o que
nao importa para o argumento, pois o que nos interessa é dln f). Do lado esquerdo da
equagao temos uma 1-forma fechada (é exacta), o que significa que a fungao f s6 pode

existir se d (%) = 0. Mas localmente

d (E) —d (M) — d(dIno — idy) = —idd.

o o

Definigao 2.35. Seja V uma conexao num fibrado de linha. A 2-forma local de curvatura

F(V) de V ¢f]
1
F(V), = —dJ,.
(V)a =5
Quando nao houver ambiguidade escrevemos simplesmente F' em vez de F(V).

Estamos a ver que s6 existem seccoes locais horizontais que nunca se anulam se a

conexao for plana, i.e. ' = 0.
Lema 2.36. A 2-forma de curvatura € fechada e estd definida globalmente em B.

Demonstragao. Basta notar que em U, N Up # 0,

Vg — Vo = —idfag fog = —idIn fug,

60 factor 27 é simplesmente um factor de normalizacdo.
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pelo que

495 — ddy = —id®In fos = 0,

ou seja, F, = Fz em U, NUp, i.e. F € Q*(B). O

2.3.4 Exemplos

Exemplo 2.37. Seja L = SL(2,C) x¢ C — D\SL(2,C) o fibrado de linha homogéneo
construido no exemplo [2.13] Vamos determinar a expressao local da 1-forma de conexao
e a 2-forma de curvatura deste fibrado.

Consideramos a base de s[(2,C) constituida pelos geradores {A;, F;} de rotagoes e
boosts em SL(2, C) introduzida na sec¢ao [1.2.1], onde definimos uma forma bilinear real,

simétrica, associativa e nao degenerada como
(X,Y) = —2ReTr(XY), VX,Y €5sl(2,C).

Esta forma bilinear permite-nos identificar 0* com 0, onde 0 ¢é a algebra de Lie do subgrupo

D c SL(2,C) formado pelas matrizes diagonais, i.e. 9 é gerada por Az, F3. Seja £* € ?*

., a b, (== 0\ [(=£/2 0
e =g (700 ) = (7 ).

onde a,b € R. Seja g = (Z} z) € SL(2,C), entao temos

definido por

dgg~! = zdr — wdy —ydx + xdy
zdw — wdz —ydw + xdz

(dgg™', &) = —2Re (g(—zdx + zdz — ydw + wdy))
1 1-
= §£(zdx — xdz + ydw — wdy) + §§(zd;z- — zdz + ydw — wdy).

Em U, C D\SL(2,C) correspondente a x # 0, i.e. z = (1 + wy)/z (vide exemplo

, temos

(dgg™", &) =¢ (1 Y g wdy) + £ (1 J;_Cgu_)dx —wdy) .

X
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Tomando a seccao local o, : U, — SL(2,C),

(041,062) = < ! “ ) )
ay 1+ ajan

0 - 0
Vo <87«1) = —£ap, Uq (6_0@> =0,

pelo que a 1-forma local de conexao é

79a = _é-O[QdO[l - gdgddl S Ql(Ua) (23)

Em Uz C D\SL(2,C) correspondente a y # 0, i.e. y = (vz — 1) /y,

(dgg, &) = ¢ (zd:c _ “y_ 1dy) 4 (zd:z _ jzg_ 1dg) ,

e tomamos a secgao og : Ug — SL(2,C),

8 1
(B1, B2) (1 + 5162 ﬁ2> ’

para obter

0 0 __ 0 0
v <a—m) =P (a—m) =56 O (a—@) =" (8_52) =0

pelo que

195 = gﬂQdﬁl + gﬁ_gdﬁ_l € Ql<U5) (24)
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Utilizando as expressoes e em U, N U obtém-se

iﬁa — 21913 = —if&gdal — igdgddl — ZfﬁQdﬂl + Zfﬁgdﬁ]
_ 1 _ 1
= —ZfOéQqu — Zf(l?gd(fl — Z§Oé1(1 + ozlozg)d (07) + Zfdl(]_ + dldg)d (OT)
1 1
d ~dce e _iE
N A
(03] a1

que sao as fungoes de transicao obtidas no exemplo [2.13]

A 2-forma de curvatura pode agora ser calculada como
1 _
F=o (¢day A das + Edan A dan) € Q° (D\SL(2,C))
o

Exemplo 2.38. Seja L = SL(2,C) x¢ C — P\SL(2,C) o fibrado de linha homogéneo
construido no exemplo [2.14] Vamos determinar a expressao local da 1-forma de conexao
e a 2-forma de curvatura deste fibrado. O exemplo mostrou que existe um morfismo
natural entre os fibrados Lp = SL(2,C) x¢ C — D\SL(2,C) e Lp = SL(2,C) Xz C —
P\SL(2,C) cuja aplicacdo correspondente entre os espagos de base é simplesmente a
projeccao D\SL(2,C) — P\SL(2,C). Vamos utilizar esse morfismo e os resultados do
exemplo para induzir uma conexao em Lp. Utilizando D\SL(2,C) = TCP! (vide
exemplo2.6) e P\SL(2,C) = CP! 2 U(1)\SU(2) (exemplos 2.5 ¢[2.7¢[2.18) a projeccio
TCP' — CP! induz uma aplicagao f : D\SL(2,C) — U(1)\SU(2). Seja

( xg i) e U()\SU(2).

No mapa U, correspondente a = # 0, definimos a secgao p, : U, C U(1)\SU(2) —
U’ c D\SL(2,C),

( ? ) ? —

Observe-se que a inclusdo U(1)\SU(2) — D\SL(2,C) permite-nos identificar

I _ _ - a 1 3
_y X —I'y T - 1+o¢115¢1 1+aian
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o que justifica a escolha da secc¢ao p,. Obtemos assim

071d0é1 = OéldO_él

On = Ppla = P, (—Eagday — Edadan) = & QN U,).

1+ a1 1+ a1
Procedendo da mesma forma no mapa Upg, correspondente a y # 0, obtém-se

Bldﬂl ﬁldgl

O = pris = p- dB, + EBedf)) = _ 4+ £ — < QY(U,).
5= pyls = pjy (EB2dBy + EB2dr) §1+ﬁ1ﬁ1 €1+ﬁlﬁ1 (Ua)
Em Ua N Uﬁ,
o s B0(2) 24()
. . .. aidoy = opday a3} ai ett a1
O, — 105 = — —
! O = e T e Zé1+a%&i1 Zg1+le;1
vid - apda d ¢ da
= e S g odtn 6 don L8 do
1+ 10 1+ 10 (03] 14 10 (03] 1+ 10
d dov
= fﬂ + §ﬂ = dlnoz1 041
aq
A 2-forma de curvatura pode agora ser calculada facilmente como
1 dd/l VAN dO[l — dO[l A d@l = da1 N d@l
F=—d0, = + — (=) —
2m £<1+CV10_41)2 5(1 +0110_61)2 ( 5 €> (1 +CY10_51)2

ou, utilizando § = “52, com a, b € R,

ib dOél A dO_él
2 (1 -+ 0[10_61)2.

<

Exemplo 2.39. O exemplo [2.18| mostrou que a inclusao SU(2) — SL(2,C) induz um

isomorfismo, como fibrados suaves, entre o fibrado holomorfo SU(2) x,, C — CP' e o

fibrado SL(2,C) x,, C — CP'. Vamos utilizar esta isomorfismo e determinar a 1-forma

de conexao e a 2-forma de curvatura deste fibrado.

Consideramos a base de su(2) C sl(2,C) constituida pelos geradores de rotagoes

{A;}j=123 ¢ a forma bilinear simétrica nao degenerada (-, -) introduzidas na sec¢ao [1.1.1]

Seja x* € u(1) definido por

. ., (in/4 0
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Utilizando os mesmos mapas nos dois fibrados, os resultados do exemplo[2.38|e fazendo
¢ = (a+1ib)/2 = —in/2 obtém-se para U,, onde z # 0 e z = y/x,
m zZdz mn zdz

Do = —= - . el U),
21—|—22+ 2142z (Ua)

e para Uz, onde y # 0 e w = z/y,

in  wdw +in wdw
214+ww 214w’

5= € Q'(Up).

Repare-se que em U, N Ug,

n zZdz _n%d(%) _n dw  n wdw n dw
2142z 21411 2wl+we 214wo 2w’
pelo que
d dz 2 n
Wy — i = o — 22 g Z = Zdln . = dIn ——.
22 2z 2 "z 2 | 2|2 |z|"

A 2-forma de curvatura ¢é entao dada por

in dzNdz
po M GENGE aeply.
xR

Observe-se que f(c p1 F''=n, facto a que vamos recorrer mais tarde. ©
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Capitulo 3

Representacoes Induzidas

3.1 Representacoes Induzidas

No Capitulo [2|foram estudados os fibrados homogéneos com énfase particular nos fibrados
de linha sobre um espaco homogéneo. Vamos voltar agora ao caso mais geral, em que
cada fibra é um espaco vectorial de dimensao finita.

Podemos introduzir mais estruturas num fibrado homogéneo. Neste capitulo £ =
G %,V designa o fibrado vectorial homogéneo associado ao fibrado principal G — H\G,
onde p é uma representacao unitaria de H em V. Por conveniéncia, vamos assumir sempre

que G é conexo.

Definigao 3.1. Seja (-,-) : V x V. — K um produto interno em V. Entao definimos um

produto interno nas fibras de E como

(lg1. w1, [g2, v2]) = {p(g297 o1, v2).

Verifiquemos que a operacao esta bem definida, 7.e. nao depende da accao de H. Para

qualquer h € H,
([hgr, p(h)vil. (g2, va]) = ([p(g2g7 ' B )p(h)v1, v2) = (p(gagi ' )vr, va) .
Além disso, é invariante & accao a direita de G: para qualquer ¢’ € G,

(919, v1), (929", va]) = (p(g29'9" g1 v, v2) = (p(g2gy o1, v2) = ([g1,v1], [g2, va]) -
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Daqui em diante, vamos assumir que todas as variedades com que vamos trabalhar
sao orientaveis, i.e. admitem uma forma de volume, e que a forma de volume atribui um
volume nao negativo a qualquer subvariedade compacta de G.

Vai ser necessario definir uma accao a esquerda de G sobre seccoes suaves quadrado
integraveis em E. Lembremos que temos uma ac¢ao de G a direita sobre E, que foi definida
como [g,v]<g g = [g¢’, v]. Para evitar alguma ambiguidade na notagao das acgoes de G a

esquerda e a direita sobre secgoes vamos fixar notacao e designar [g,v] < ¢ = R(g)[g, v].

Definicao 3.2. A representacao unitaria de G induzida por V, designada ]ndgV, €
definida escolhendo uma forma de volume p em H\G e tomando como espago de Hilbert
da representacao induzida, também designado ]ndgv, o completado do espago vectorial
de todas as secgoes suaves quadrado integrdveis no fibrado G X,V L H\G, com produto

mnlerno
o) = [ (@ oa(@)ula)
ZEH\G
O produto interno dentro do integral € o produto interno nas fibras, como na defini¢ao
(3.

A accao de G a esquerda sobre sec¢oes suaves em B = G x,V — H\G € definida por

(9>c 0)(@) = Rlg~")o(@g)\/py(T),

onde py(Z) € definida por py(T)(T) = (Zg) e p € a forma de volume escolhida para
H\G.

Repare-se p,(7) € Ry, VZ € H\G, pois a multiplicacao a direita por g € G é um
difeomorfismo que preserva a orientacao de H\G e estamos a assumir que G é conexo, o
que implica que p,(Z) e p1(Z) = 1 tém o mesmo sinal. Além disso,

— _ nxg) plzg’g)  pzg'g) _

Py @pyvg') = W@ plg) @) = Pyo(@):

e assim verifica-se a equacao habitual para uma accao de G,

(g'9>c0)(@) = (¢’ >a (9>c o)) (7).
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Verifiquemos que IndgV define realmente uma representacgao unitaria de GG. Utilizando

a definicao |3.2] obtém-se

(9>c 01,9 >g 02) /GH\G<R(9‘1)01 (Tg), R(g™")02(T9)) py(T) ()

_ / eH\G<Ul (79), 02(79)) 11(77)
B /EH\G<Ul(f>7U2<f)>M(E)

= (o01,09).
O factor p,y(Z) introduzido na defini¢ao permite compensar a falta de invariancia
de v a accdo de G, tornando realmente unitaria a representagao induzida (definigao .
Se p ¢ invariante a ac¢do de G vé-se claramente que p,(T) = 1.
Mostremos que a accao a esquerda de G sobre Ind(;}V é continua. Temos que mostrar
que para toda a sucessao {g,} C G com g, — g, se tem g, > o0 — g > 0. Como a ac¢ao
é unitdria basta tomar g, — 1 € G. E imediato que g, >¢ 0(Z) — o(z) pontualmente.

Designando ¢, (%) = (gn >¢ 0(Z) — 0(Z), g > 0(T) — 0(Z)) vé-se que ¢,(T) > 0 e que

(@) < {gn e 0(2), gn > 0 (7)) + (0(7),0(7)) = 2(0(2), 0(2)).

Do Teorema da convergéncia dominada [I8] segue que
lmoaor—al? = [ la@lu@) -0
TeH\G

e assim que g, >¢ (%) — 0(Z) em Ind§ V.

Em termos de fungoes H-equivariantes, podemos definir

Definicao 3.3. O produto interno de fungoes H-equivariantes correspondente ao produto

interno de secgoes € dado por

%J&z/ww%@LM@M@%

onde o produto interno dentro do integral € o produto interno em V.
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Note-se que (f1, f2) estd bem definido pois

(fi(hx), f2(hx)) = (p(h) fL(x), p(h) f2(2)) = (fi(z), f2(2)),
porque assumimos que V' é uma representagao unitaria de H.

Definicao 3.4. A accao de G a esquerda sobre funcoes H-equivariantes € dada por

g f(z) = f(xg)\/pe(T).

De agora em diante vamos utilizar seccoes e fungoes H-equivariantes sem distingao.
A representagao induzida (definigao |3.2)) depende da escolha de uma forma de volume

em H\G. No entanto, essa escolha nao tem importancia.

Lema 3.5. Sejam p e 1 formas de volume (diferentes) em H\G. Entdo ,Ind%V e, Ind%V

sao isomorfas como representacoes unitarias de G.

Demonstracao. Como trabalhamos apenas com formas de volume que atribuem um volu-
me nao negativo a subvariedades compactas, n e u estao relacionadas por uma fungao real
suave estritamente positiva ¢, tal que 1n(Z) = ¢(Z)u(T). Definimos o isomorfismo unitério
o : #Indflv — nIndgV por f — \/LZ f. Esta aplicacao define claramente um isomorfismo

linear. E uma isometria porque

T), o(T)p(@) = h@) L@ N o o
[, 4n@) p@nue) /er\G< 7 r@> @)u()

- / (6£1(@), 61T ().
TEH\G

Para mostrar que ¢ comuta com a acgao de G notamos que

o = 1T9) _ UTg)u(Tg) _ U(T9)
Py (T) W@ - @p@ - m) Py (T),

pelo que
(95, 0N@E) = of@9)VoI@ = 1(79) ;j((_j;
f(xg) (@) _ ¢ (9>, f) (@).

()

Passamos agora a discutir alguns exemplos de representagao induzidas.
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3.2 SL(2,C): A série principal

Vamos obter a representacdo de SL(2,C) na chamada série principal como a repre-
sentagio induzida Ind%C¢ no fibrado Le = SL(2,C) Xy Ce¢ — P\SL(2,C) = CP!
(vide exemplos [2.7] e [2.14)). Relembramos que Z e P designam os subgrupos de SL(2, C)

formados pelas matrizes da forma

2= {(2 ek o {(T0)

Lembremos que CP! = P\SL(2,C) = (Z\P)\(Z\SL(2,C)) = C*\C?>—{(0,0)} (vide
exemplo e que no exemplo definimos o caracter £ : P — U(1) como

ATH 0N ey
7 -

onde ¢ = a;ib, a,b € R, cuja restrigdo a D = Z\P = C* é ébvia.

ZEC,/\E(C*}.

O Lema mostrou que existe uma relagao 1-1 entre seccoes de L¢ e fungoes P-
equivariantes f : SL(2,C) — C, que neste caso sdo constantes nos Z-cosets a esquerda,
pois £ é trivial em Z. Vemos assim que essas funcoes podem ser interpretadas como
fungoes em Z\SL(2,C) = C?—{(0,0)}, que devem ser C*-equivariantes. Concluimos que
IndIGD(Cg é o completado do espaco de todas as fungoes suaves f : C* — {(0,0)} — C que

sao homogéneas, no sentido em que

f(/\z7/\w> = §(>‘>f<z7w)7
= /\ig\igf(z,w)

ia—b — ia+b

= Az A2 f(z,w), YAeC

Repare-se que estas funcoes sé estao bem definidas se 1§ — i§ = b € Z, o que vamos
assumir de agora em diantd}
Para determinar a representacao Indg(Cg ¢ necessario escolher uma forma de volume

em CP!. Como a escolha nao tem importancia, face ao Lema vamos escolher

mpde-se i€ — i€ = b € Z para garantir que A€\ seja univoca como funcio de .
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. _im(z1, 22) Afj(21, 22)
w([z1 0 20]) = 2 (P + P2

onde 1n(z1, 29) = z21dze — 2z2dz.
Repare-se que para z; # 0, z = 25/2,

n(z1, 22) A(21,22)  m(21,22) Af(21,22)  d(22/210) Nd(2/z7)  dzANdZ

(Il + 12?2 |zl + /a2 1+ |2/zaP)? (1+22)%
ou seja,
_ 1 dzNdZ
u(z,z) = §—<1 )2
que é simplesmente a forma de volume habitual de CP'. Para z5 # 0, w = 21 /25 obtém-se
_ 1 dw A dw
M) = S T

Mostremos que n (e assim n A 77) é invariante & acgao a direita de SL(2,C). Seja

a b <
g= (c d) € SL(2,C). Entao

n <(z1, 29) (Z 2)) = n(az + cz9,bz1 + dzs)
= (az1 + cz9)d(bz1 + dza) — (bz1 + dz2)d(az; + cz2)
= (ad — bc)z1dzy — (ad — be)zadz
= 21dze — 20d2;
= n(z1, 22).
Além disso, é imediato que n(Az1, A29) = A?n(z1, 22) e assim que

p([Az1 0 Aza]) = p([z1 : 29)), VA e Cn

Deste modo, vemos que a accao a direita de g € SL(2,C) sobre p pode ser escrita

CcOomo

| o n(z1, 22) N 1j(z1, 22)
(500 0)) = s re g i
(|21 + |22]*)?
(|az1 + czof® + [b21 + d2|?
= py(l21 2] u([z1, 22]).

)2:“([21’22])7
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SL(2,C)

A acc@o a esquerda de g € SL(2,C) sobre Ind}, Cg pode agora ser escrita explici-

tamente como

[21]* + [ 22|
lazy + cz2|? + |bz1 + dzo|?

g I>SL(2,(C) f(Zl, Z2> = f(CLZl + czq, bZl + dZQ) (31)

Utilizando a coordenada habitual z = z5/2; em CP' — {[0 : 1]}, podemos escrever

b+ dz 1+ |2
_ 3.2
9siec) f(z)=f (a—i—cz) 5(a+cz)\a+czl2+\b+d'z‘2, 32
onde f(z) = f(1,2). Em CP' = {[1: 0]}, com w = 2 /2,
aw + ¢ 1+ [wl”
— bw +d ‘ ’
9>sieo) f(w) = f (bw+d> vt TP+ ow + P &

As representacoes obtidas sao caracterizadas por dois parametros reais, um continuo
e outro discreto (a e b respectivamente).

Mostremos que Ind}q;L(Q’C)Cg é isomorfa a série principal de SL(2,C) como definida
em [5] e [12], e que designamos P¢. As representacdes da série principal P¢, sdao dadas
pelo completado do espaco das fungoes em C? — {(0,0)} que satisfazem

£ 7

f()\Zl,/\Zg) |>\|2

(21,2’2), VA € (C*,

e sao quadrado integraveis relativamente ao produto interno

Fdo= [ (Frz) it )(af + [ Pue - ).

onde (f(z1,22),9(z1,22)) é o produto interno nas fibras, como na defini¢ao . A accao

a esquerda de g = b) € SL(2,C) sobre P é dada por

d
QDSL 2,C) f(zl, 22) = f(a21 + cz9,bz9 + d22). (3-4)

Consideremos a aplicagao ¢ : IndSL 20) (Cg — Ps

f(zlaZQ) r

¢ T T 5L — Z1,%92)- .
o, 20) v s = J ) (35)

57



Das expressoes , e segue que ¢ comuta com a ac¢ao de SL(2,C), pois
21 + |22 )

lazy + cz2|? + |bz1 + dzo|?

d(g>seec) f)lz,22) = @ (f(azl + c29,b21 + dzs)

f(CLZl + czo, bZl + dZQ)
laz1 4 cz2]? + |bz1 + dzs|?

= (95sne0)@f) (21, 22).

Além disso ¢ é claramente linear, limitado e invertivel, e daqui segue que é um in-

tertwiner entre Ind]SgL(Q’(C) Cee P¢. E uma isometria porque

(of, 09)0 = /(cpl<f(21722) 9(z1, 22)) (|21 + |22 ([ - 22))

21’22 9(21722> 2 N9
) z + |2 212
(CP1 |le2—|—|22|2 ’21|2+|Z | )>(| 1| ’ 2| ) :u([ 1 2])

_ / IRECEA CENCEE)
= (f.9) (36)

Para mostrar que IndiL(z’(C)(Cg é irredutivel basta mostrar que P¢ é irredutivel, o que
fazemos mostrando a irredutibilidade da sua restricao ao subgrupo P. Utilizando o facto
de CP' — {[1: 0]} ser denso em CP! podemos fazer a prova localmente (lembremos que
temos dois mapas em CP! onde a acgao de SL(2,C) ¢ dada pelas expressoes e .
Para simplificar notacao no que segue vamos designar os elementos de P¢ por f, em vez
de f. Utilizando a coordenada habitual w de CP' — {[1 : 0]}, a accdo de P sobre P¢ é
dada por

(0 1) Brf) = s+ ) 1)

Wo

(% 3) Bt = o)), 35)

Seja A um operador linear limitado em P¢ que comuta com a accio de todo g €
SL(2,C). Como A comuta com o Teorema de Stone-von Neumann [16] implica que,
no espago da transformada de Fourier, a accao de A é dada por multiplicagdo por uma

funcao limitada mensuravel m:

AFQ) =m(O)f(©),  fePt (3.9)
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Estamos a utilizar a transformada de Fourier dada por
fl) = [ e ) jatw do,
C 2
onde z - = Re(2().

(% Neranw=(a(y 3)ee) ),

a equacao [3.8] dd-nos

Como

(Af)A%2) = A(F(A))(2),  VAEC™

Fazendo a transformada de Fourier do lado esquerdo desta expressao e utilizando a
equacao (3.9 obtém-se
/e‘Z”iw'CAf()\_Qw)%dw/\dw = \)\|4/6_2’Tiw”\2<Af(w)%dw/\dw
C C
IAFAF(A%C)
= PI'mO)F(N%).

Para o lado direito obtém-se
m(C) / e~2miw f()\‘Qw)%dw Ao = [AP*m(C) / e=2miw-A% f(w)%dw A dib
C C
= [A'm(C) F(A*().

A igualdade entre estas duas expressoes para todo f € P¢ significa que

m(A3) = m(().

Em particular, esta igualdade é vélida para algum ¢’ # 0. Como a ac¢ao de D = C* sobre
C* ¢ transitiva, \2¢’ percorre C — {0}, vemos que m é constante. Assim, A é um operador
escalar, o que significa que Z(P%,P¢) = C e concluimos que P¢, logo IndiL@’C)(Cg, é

irredutivel.
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SL(2,C
3.3 Ind)"*%C,

Vamos calcular a representagao induzida Ind%L(Q’(C)(Cg, determinada a partir do fibrado

L¢ = SL(2,C) x¢ C¢ — D\SL(2,C) 2 TCP! (vide exemplo [2.13).

Lembrando a acgao de D em SL(2,C) (exemplo vemos que as funcoes D-equiva-
riantes f : SL(2,C) — C podem ser interpretadas como fungoes de quatro Variéveisﬂ com
a propriedade

flaz,ay,a™ w,a""z) = &(a) f(z,y,w, ), Va € C,

onde £ : D — U(1) é o caracter definido no exemplo m (E(\) = NN, com & = ottt
a,beR).

Ind%L(Q’C) Ce¢ é assim o completado do espacgo de todas as fungoes suaves que tém esta
propriedade.
Para determinar a acgdo de SL(2,C) sobre estas fungoes é necessério escolher uma

forma de volume em D\SL(2,C), que escolhemos como

(o) o) ()

com 7 GZ} :: ZD = —dx Ndz + dy N dw.

Observe-se que p estd bem definida, pois ¢ imediato que

! ([AEZ) :: AAy—]lzJ) - GZ’ :‘ yz]]) |

Mostremos que 7 (e assim p) é invariante a acc¢ao a direita de (CCL Z) € SL(2,C):
[z:y]\ (a b
n we ) \e d = —d(ax + cy) Nd(bw + dz) + d(bx + dy) A d(aw + cz)

= (ad —bc)(—dx Ndz + dy A dw)

().

2 Escrevemos f(z,y,w,z) = f(z,y,w, z, T, §, W, Z) para simplificar a notacao.
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Entao, p, Gi :: ZD =1 e a accao a esquerda de SL(2,C) sobre Ind%L(2’(C)(C5 pode ser

escrita como
9>sriec) f(o,y,w, 2) = f(ax + cy, br + dy, aw + cz, bw + dz) .

Utilizando as coordenadas de D\SL(2,C) definidas no exemplo 2.6 obtém-se em U,,

correspondente a x # 0,

g>sre0) flan,a) = &(a+ cay) X

b+d
X f (1, a—: Czl , (a+ can)(aas + c(1 + arag)), (a + caq)(bag + d(1 + alag))) :
1

e em Upg, correspondente a y # 0,

9 >srec) f(Br,B2) = £(bF2 + d)

x f (aﬂl——l—c7 L, (b2 + d)(a(B182 — 1) + ¢f2), (082 + d)(b(B1 02 — 1) + dﬁZ)) :
bBs +d

Mostremos que esta representacao nao ¢ irredutivel. Para isso consideramos a trans-

5 10 ? _
f(g)Z/cf((z 1)9) Lz .
Repare-se que

(G0 )e) = Lo(C D0 R)a)zene
LGt e
= ((ZA 2 4 At (1)> 9) pde N dz

= W‘&

formagao

i.e. f(g) é P-equivariante e define assim uma secciio suave no fibrado SL(2,C) XgCg —
P\SL(2,C), onde () = |A[*¢(N), e que por sua vez (vide exemplo [3.2) define uma
funcao f: C2 — {(0,0)} — C com a propriedade:

FX21, Aza) = [N*f (21, 22).
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b

d) € SL(2,C) sobre IndSL 2.6) Cg induz uma acgao a

A accao a esquerda de g = (Z

esquerda sobre f dada por
95500 f (21, 22) = flaz + cza, b2y + d2).

Designemos a representacao de SL(2, C) obtida por R, onde tomamos o completado

do espaco das funcoes com a propriedade acima, relativamente ao produto interno:

<f, g) = /Cpl <f(21a22) 9(21, 22)) (|Z1|2 + |Z2|2)4M([21 L 29]),

onde p([z1 : 22)) é a forma de volume em CP! considerada no exemplo . Tendo em vista

o acima exposto e os procedimentos utilizados no exemplo vé-se que RE é isomorfa a
IndIS;L(Q’C) C¢ através da aplicagao Ind}q,L(Z(C)(Cg — RS
f (217 22)

(|22 + l22l)*

f(zla ZQ) =

SL(2,C)

Note-se que aplicacao que envia f € Ind Cg para f € R¢ define um intertwiner

¢ entre IndSL Z(C)(C e R¢. Como RE ¢é irredutivel, porque é isomorfa a IndSL(2 (C)(Cé,

Lema de Schur (lema |1.16]) implica que, se IndSL 20 Cg fosse irredutivel, gb seria nulo ou

um isomorfismo. Vamos mostrar que nenhuma destas hipéteses é satisfeita, o que mostra

SL(2,C)

que Ind} C nao é irredutivel.

Para mostrar que ker gb # {0} consideramos a funcao f € Indf)L(z’C) C¢ definida por

f(g) = &(a) +£(b) = (z b) € SL2.C)

(a2 + )% (2 + d2)*’ d

Note-se que f é quadrado integravel, pois
£(a) + £(b))?
e =/ |( ) +EOF (1o -8 e - a)

a2+ 12)% (¢ + 27|

E@F +lE®E
= /T«:Pl |(a2+62)2(62+d2)2|2n([ e d)

1
/Tcpl (a2 + %) (¢ + d2)?|

< 0o0.

57 ([a: 0], [c - d])
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Entao, tomando z = re, dz A dz = rdr A df obtém—s

ilg) = / / Td?“d@
9 = a2 4+ b2 (are + ¢)? + (bre? 4 d)2)?

€(a) +&(b)
)*
= (22)4_ bQ()Z) (1 + (ca + bd) {tam_1 (2) —tan~* (g)}) /027r e 240

= 0.

Para mostrar que im ¢ # {0} basta tomar f € Ind%L(Q’C)(Cg definida por:

e (o
R e e N ) A

E imediato que f é quadrado integravel e que

_ /2“ /°° (&(a) + £(b)) rdrdf
o Jo 1+ (la|? +102)* (Jare? + c|? + |brei® + d|2)°

nao é funcao nula em RE, porque

1

5 : : >0 Vr>0,0¢€l0,2n]
1+ (Jaf? + [b2)? (Jare® + cf? + [bre?? + d]?)

SU(2)
3.4 Ind;,,"C,,

Vamos calcular a representagao induzida IndSU@)(Cp utilizando o fibrado SL(2,C) x,,

xC,, — P\SL(2,C) = CP' que o exemplo [2.18 mostrou ser isomorfo ao fibrado
SU(2) x,, C,, — U(1)\SU(2) = CP". Lembrando que o isomorfismo é induzido pelo
mergulho SU(2) — SL(2,C) e utilizando os resultados do exemplo vemos que po-

demos tomar IndSU(Q)C

integraveis f : C? — {(0,0)} — C que satisfazem
FORP AN AT N2 = An (R0, 2 20 2N, vA e T,

onde p, é a extensao a P do caracter p,, introduzido no exemplo [2.12]

o, como o completado do espago das funcoes suaves quadrado

30 integral sobre r foi calculado através de métodos computacionais utilizando o software MATHE-

MATICA 3.0.
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Utilizamos a forma de volume de CP?, introduzida no exemplo [3.2}

(%21 ARG, 2Y) :
2" (2P + P2

p([z": 2Y) = 22N =22t — 2td2Y,

que é invariante a acgao a direita de SU(2), pois

n ((zo, 2) <_al_) ?)) = (a2’ —bz")d(b2° +az') — (b2° + az')d(az® — b2")
= (aa + bb)2°dz" — (aa + bb)z'd2°
= (=% 2.
Entao, p,([2° : 2']) = 1 e a ac¢ao & esquerda de SU(2) sobre Indglé(f)@pn pode ser

escrita como
g>sue) f(2°,2, 2%, 2") = f (a2 — b2, 020 + @z', —az' — b2°, —bz' + a2°).

Em U, = CP!' — {[0 : 1]}, utilizando a coordenada habitual z = z'/2° podemos
escrever

g Bsue f(2°, 24,20, 7)) = (a — b2)" f (1, % (a — b2)(—az — b), (a — bz)(—bz — a)) ,

eem Us = CP' — {[1: 0]}, com w = 2°/2",

g su f(2%, 24,2, 2Y) = (bw+a)" (Z;‘):s L, (bw + a)(—a — bw), (bw + @) (@w — b)) .

Mostraremos no exemplo [3.5] que esta representacao nao é irredutivel, pois admite um

subespago fechado néo trivial que é invariante a acgao a esquerda de SU(2).

3.5 A Representacao holomorfa de SU(2)

Restringindo a acgao a esquerda de SU(2) sobre Indzl(]l(f) C,, (vide exemplo a funcoes
holomorfas, e lembrando que CP! é compacto, definimos a representacao holomorfa de
SU(2), induzida por U(1), que designamos por HInd‘gl(]l()Q)Cpn, como o subespaco linear
de Indf,[{l(f)@p" = IndiL(Q’C)Cpn formado pelas fungoes holomorfas f : C* — {(0,0)} — C

que satisfazem

FO2 NN = N0, 2Y), VA eC,

64



1.e.

SU(2) o SU(2) _
HIndy "C,, = {f € Indy; "Gy, 550 = 951 =

o1 01y}

E imediato que f tem que ser um polinémio homogéneo de grau n, i.e. HIndgl(Jl(f)(Cpn

¢é formada pelo espaco de polinémios de duas variaveis zg, z;, homogéneos de grau n:

2.2

-1 - -1
f(20,21) = ao2] + @127 20 + 227 25 + ...+ an_1212] " + anzg.

Utilizando a forma de volume de CP?, introduzida no exemplo e ja utilizada no
exemplo podemos escrever a acgao a esquerda de SU(2) sobre HIndf]l(]l()z)Cpn como

g>su) f(2°,2") = f(az’ = b2",b2° + az'),

ou seja
n

T n—k _
g Bsu(2) f(z0,21) = Qj (CLZO - bzl) (bzo + CLZ1)IC .
k=0

Em U, = CP' — {[0 : 1]}, utilizando a coordenada habitual z = z'/2° podemos

escrever

9550 [ 2) = (a—b2)"f (”+ ) |

CL—I_?Z

eem Us = CP' — {[1: 0]}, com w = 2°/2",

aw —B
gesuw 1G5, = o+ @rf (ot )

Observe-se que para cada n, fixo pela escolha do caracter em U(1),
dim (HIndi?l()z)(Cpn> =n+1,

ou seja, as representacoes tém dimensao finita, contrariamente aos resultados obtidos nos
exemplos e , o que reflecte o facto de SU(2) ser um grupo compacto. Este é um
caso particular do teorema de Hirzebruch-Riemann-Roch [I7], que permite calcular a di-
mensao do espago de seccoes holomorfas em fibrados holomorfos de linha sobre variedades
complexas compactas. Este espaco é assim completo, logo fechado em Indg(Ul()Q)(Cpn [15].

Daqui segue que HIndgl(Jl()Q)(Cpn é um subespaco fechado de Indgl(]l(f)@pn, que é invariante a
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accao a esquerda de SU(2), pelo que a representagao Indil(]l(f)@pn obtida no exemplo
nao é irredutivel. Por SL(2,C) nao ser compacto, ndo admite representagoes unitérias

irredutiveis de dimensao finita nao triviais [12].
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Capitulo 4

Quantizacao (Geométrica

4.1 Quantizacao Geomeétrica e o Método das Orbitas
Coadjuntas

4.1.1 Geometria Simpléctica

A geometria simpléctica fornece o formalismo matematico adequado a descrigao classica
de sistemas fisicos, onde o espago de fases classico do sistema tem uma estrutura natural
de variedade simpléctica e os observaveis classicos sao descritos por fungoes reais suaves

nessa variedade simpléctica.
Definigao 4.1. Seja M uma variedade e w € Q*(M).

1. A 2-forma w define uma estrutura simpléctica em M se € fechada e w, € nao-

degenerada ¥p € M. Nesse caso, o par (M,w) diz-se uma variedade simpléctica.

2. Um potencial simpléctico ¥ em U C M ¢é uma 1-forma em U tal que w = d¥ em

U.

3. Uma aplicacao ¢ : (My,w1) — (Ma,ws) entre variedades simplécticas diz-se

simpléctica se p*ws = wy. Um simplectomorfismo € um difeomorfismo simpléctico.

Definigao 4.2. Sejam (M,w) uma variedade simpléctica e h : M — R uma fun¢ao

suave. Como w € nao-degenerada existe um unico campo vectorial X, em M tal que
dh+ Xpow =20
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onde, para v € Vec((M) ep € M, Xy 1wy(v) = w,(Xp,v). O campo vectorial Xy, diz-se
um campo vectorial hamiltoniano com fun¢ao hamiltoniana h. Designamos o conjunto

de todos os campos vectoriais hamiltonianos em M por Vec! (M).

Se X} é um campo vectorial hamiltoniano com fun¢ao hamiltoniana h entao
'CXhh = dh(Xh) = —w(Xh,Xh) = 0,

o que significa que as func¢oes hamiltonianas sao constantes ao longo das curvas integrais

dos respectivos campos vectoriais hamiltonianos.
Definigao 4.3. Seja (M,w) uma variedade simpléctica e f,qg: M TR

1. Os parénteses de Poisson {-,-} de f e g sdo definidos por
{fa g} = W(Xfa Xg)

2. Um congunto de fung¢oes suaves {f;} C C°(M) diz-se um conjunto completo de
observéveis classicos sse qualquer outra fung¢ao g € C*(M) tal que {f;, g} = 0 para

todos os f;, € constante.

A propriedade [2[significa que, localmente, as funcoes {f;} C C°°(M) separam pontos
em M. Além disso, para cada ponto em M existe um aberto U e um subconjunto de
{f;} que é um sistema local de coordenadas em U.

Repare-se que, de acordo com a defini¢do, os parénteses de Poisson {-, -} sao lineares,
antissimétricos e que o facto de w ser fechada implica a identidade de Jacobi. Vemos
assim que {-,-} introduz uma estrutura de algebra de Lie (de dimensao infinita) sobre
C>(M), que vamos designar PH(M). Temos assim uma sequéncia exacta de dlgebras
de Lie

0—=R— PH(M) —L= Ve (M) —=0

onde i é o mergulho natural de R no subespaco das funcoes constantes em PH (M) e j

envia uma fungao hamiltoniana f para o seu campo vectorial hamiltoniano X.
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4.1.2 Orbitas Coadjuntas

Seja G um grupo de Lie e g = T1G a sua algebra de Lie. G actua em si proprio por

multiplicacao a esquerda e a direita,
Ly(a) = ga, Ry(a) = ag, Va,g € G.

E imediato que L,, R, € Diff(G), onde Diff(G) designa o conjunto de todos os difeomor-
fismos em G, e que Ryo L, = Lyo Ry, Vg € G.

Seja X € g, entao

d d _
EL‘(] o Ry(exptX) . = E(gexp tX)g™)

t=0
¢ uma aplicagao linear invertivel Ady, : g — g. Deixando g variar obtemos a accao

(representagao) adjunta de G' em g:

Ad: G — GL(g)
g — Ad,.
Seja (-, -) uma forma bilinear real, simétrica, associativaﬂ e nao degenerada em g.
Definigao 4.4. A acc¢do (representacao) coadjunta de G- em g* € definida por:
(AdE, X) = (€, Ady X)), VX eg.

Repare-se que Adg, = AdyAdy, i.e. Ad, é uma acgao a esquerda, enquanto que
Ady, = AdjAdy, i.e. a acgio coadjunta é uma acgdo a direita.

A forma bilinear (-,-) permite-nos identificar g* e g, pois para todo X € g,
<X7 > ‘g R

define um elemento de g*. Como (-, -) é ndo-degenerada obtemos um isomorfismo entre g
e g*. Com esta identificacao, a acgdao coadjunta de g em g* corresponde a accao adjunta

de g7! em g.

! Associativa significa que (X, [Y, Z]) = ([X,Y], Z).

69



Defini¢ao 4.5. Seja & um elemento fizo de g*. A orbita coadjunta O através de & é o
subconjunto de g* definido por

O¢ = [Adig | g€ G} =€ <G

E imediato que O é um espaco homogéneo sob a accao coadjunta G. Seja G¢ C G o

estabilizador de £ a acgao coadjunta de G, i.e.
Ge={g € G|Ad =&}
Destes factos e do Lema [1.12| segue que

Lema 4.6. Para cada & € g*, a aplicag¢io que envia g € G¢\G para Ady§ € O estabelece
um difeomorfismo O¢ = G¢\G. O

Este difeomorfismo permite-nos identificar a acgao de G sobre O¢ com a acgao natural
a direita de G sobre G¢\G.

Um dos factos mais notaveis da accao coadjunta é que todas as orbitas coadjuntas
possuem uma estrutura simpléctica invariante a acgao de G [10], [I1] . Para descrever essa
estrutura é necessario introduzir vectores tangentes a érbitas coadjuntas, o que vamos
fazer de seguida. Sejam X € g, ¢g(t) uma curva em G tal que ¢’(0) = X, O uma drbita

coadjunta e £ € O. Entao,
() = Ady€
¢ uma curva em O com £(0) = &.

Entao, para qualquer Y € g, temos

€O.Y) = FEOY)| = M)

=0
= <€7adXY> = <§7 [Xa Y]) = <[§7X]7Y>
= (adx{Y).
Como (-,-) é ndo-degenerada isto implica que £'(0) = ad €, e assim
T,0 = {adyé] X € g}
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Repare-se que a algebra de Lie de G¢ é g = {X € g|ady& = 0}, o que é o mesmo
que dizer que
ge = {X e g5, X] =0},

porque (&, [X,Y]) = ([¢, X],Y) = 0 para todo Y. Estamos assim a ver que T:O = g/g.
Definigao 4.7. Designamos we(X,Y) = (£, [X,Y]) = {([X,Y]).

Note-se que esta definicao nos déd uma 2-forma na identidade que pode se estendida

a toda a drbita coadjunta por invariancia a direita.
Lema 4.8. w, define uma estrutura simpléctica em O¢

Demonstracao. E imediato da definicao que we é antissimétrica, nao-degenerada e inva-
riante a accao a direita de GG. Basta entao mostrar que we ¢ fechada.

Seja m a projeccao G — O¢. Entao 7w é uma 2-forma invariante a direita em G.
Afirmamos que 7w é a derivada exterior de (dgg™',&) em g =1 € G, onde dgg™* é a 1-
forma de Maurer-Cartan invariante a direita em G. Como a derivada exterior comuta com
o pullback e 7 é uma submersao, este facto ¢ suficiente para garantir que we ¢ fechada.

Para provar a afirmacao basta notar que, para X,Y € g, temos

d{dgg™",&)(X,Y) = (d(dgg™"),&)(X,Y) = (dgg ' [X,Y], &)
= <[X,Y],€>:f([X,Y])’

e assim, m'we(X,Y) = {([m. X, m.Y]) e vemos que we ¢é fechada. Notemos que, em geral,

nao existe nenhuma 1-forma global em O cuja derivada exterior seja we. O

Lembremos que d{dgg~!,£)(X,Y) é exactamente a 2-forma calculada em , portanto
we €, amenos de um factor de 27, a curvatura da conexao introduzida no fibrado de linha
G X¢ C— H\G
Exemplo 4.9. Os resultados do exemplo [2.5| mostram que para a orbita coadjunta de

, _(in/4 0 o\ A
SU(2) através de x = ( 0 —in/4) € su*(2) = su(2), temos

OV = U(1)\SU(2) = CP',
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e 0 exemplo [2.39 que a estrutura simpléctica de @U@ ¢ dada por

dz Ndz

W= INT—5.
(14 [2[?)?

o

Exemplo 4.10. O exemplo mostra que para a 6rbita coadjunta de SL(2,C) através
_atib

deé=1 ( ; L) € sI(2,C) = 51(2,C),
2
SL2,C) ~
O;"*9 ~ p\SL(2,C) = TCP',
e o exemplo que a estrutura simpléctica de @320 ¢

w = &doy A dag + Eday A das.

Seja O uma orbita coadjunta de um grupo de Lie G com algebra de Lie g. Os obser-
vaveis classicos sao associados as fungoes hamiltonianas correspondentes aos campos
vectoriais hamiltonianos gerados pelos elementos de g. Este facto é concretizado através

de homomorfismos de dlgebras de Lie

g — Vec (0) —= PH(0)

Al )(AI h‘Av

tais que {ha, hp} = hja,p) para todos A, B € g. Esta condicao diz-nos que, se os {A4;} sao
geradores de g, entao os {hy,} formam um conjunto completo de observaveis classicos,
porque se {ha;, g9} = X,;(g9) = 0 para todos os A;, entao dg = 0.

Identificando O = G¢\G (Lema vemos que, para A € g, o campo vectorial

hamiltoniano X4 em p € G¢\G é determinado por

d
Xa= —pexp(tAd)| € Vec(Ge\G),
dt 0

e a fungao hamiltoniana hy € P através da defini¢ao dha+ Xaow = 0.
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Exemplo 4.11. Vamos determinar os campos vectoriais hamiltonianos e fungoes hamil-
tonianas na érbita coadjunta de SU(2). Tomamos o conjunto {A,};-1 23 de geradores de

su(2) (vide exemplo [2.39)) e utilizando a coordenada z em U, formamos o ponto

1 z
(_ z 1 ) S Uon
142z 14zz

a que também chamamos z. Actuando a direita com exp tAsz obtém-se

(2, 2) = (ze7, Ze

onde o segundo termo se deve ao facto de tratarmos a dérbita coadjunta de SU(2) como

variedade real. Assim
X3 = — (ze_it, Zeit) = —i (20, — z0;) .
Procedendo da mesma forma para A; e Ay obtemos

X1 = —5 (2= 1)2. - (2 - 1)2),

N R DN .

X, = — ((z2 +1)0, + (2% + 1)85) ;

Procedendo como no exemplo [4.12] obtém-se as fungdes hamiltonianas

nz+z
hl = = —
21+ 22
h2 - _Z‘_nz_zfu
21422
z—1
hy = —nZZT o
22241

Vé-se imediatamente que {h;},—1 23 sdo funcoes reais e pode verificar-se que
{hiahj} = h[Ai,Aj]a Za] = 17273'
o

Exemplo 4.12. Determinemos os campos vectoriais hamiltonianos e fun¢oes hamiltoni-

anas na o6rbita coadjunta de SL(2,C).
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Sejam {A;, F;}i—123 0 conjunto de geradores de sl(2, C) descrito no exemplo e

(e 140
o =
asy 1+ ajan

um ponto no mapa U, (vide exemplo [2.6)).

A accao a direita de exptA; em « é

(1 0 i
T e T+am) P\ =iz o

B ( cos § + iay sin § isint 4 oy cos i )
- ‘ 1)

Qs COS% + (1 4+ aqag)sins i sin% + (1 4+ ajaycos i

t
2 2

o que nos da um caminho em O
(at? dt) = (051 (t)> Q2 (t)v an (t)a o5 (t>> )
onde

isint + ajcost
Oél(t) — 2 2

CoS & + doy sin &
t . ot t .t
as(t) = cos o +iarsing | | azcos g + (14 ajan) sin g |-

Os termos a;(t) e as(t) devem-se ao facto da 6rbita coadjunta ser tratada como uma
variedade real.

Assim,

d
Xa, = i (o, @)

i
—5(1 + 2a1a2))

=(=-(1-02),=(1+2 —(1-a
- (2( o), 2( + 2ca9), 2( a),
ou, tomando {a%j’ a%j} L = {8%., Oa, }j:1,2 como base local de T,0,

Xy, = % (1= 02)ay — (1 = 62)0a, + (1 + 20102) 00y — (1 + 28162)0a,) -

Procedendo da mesma forma para os restantes geradores de sl(2, C) obtém-se

1
Xa = 3 (—(1+0F)0ay — (14 a7)0a, + (14 20102)00y + (1 + 20102)0s,)
XA3 = 3 (—oq@al + 5[18@1 —+ OZzaaz — 5[28@2) s

1
Xn = 5 (1= a3)0a, + (1 — a})0a; + (1 + 20102) 0y + (1 + 20102) s, )

Xp, = % (—(1+07)0a, + (14 @7)0a, + (14 20102)00, — (1 + 20102)0s,)

XFs = —Oé1aa1 - 0_5185!1 + aQa@@ + @285‘2’
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As fungoes hamiltonianas correspondentes a X4, Xr;, j = 1,2, 3 podem ser determi-
nadas a partir de dhs + X4ow = 0, que é uma equagao diferencial exacta de primeira
ordem para h, que nos da a funcao hamiltoniana h a menos de uma constante. Impondo
a condicao {ha,hp} = hja ) para todos A, B € g pode determinar-se i unicamente.

Utilizando w = &day A dag + gddl A daz (vide exemplo e os resultados obtidos

acima para X4,, Xr,, j = 1,2,3 obtém-se

i _
hA1 — 5(5 (o7 —a2+a%a2)—§(d1 _5424‘64%642))7
1 2 = — ~2 =
ha, = 5(5 a1 + as + afan) + (@ + as + ajas)) ,
ha, = <§a1a2 Eonay + ‘- 5 5)
1 _
hp = 3 (£(ar — a2 + afas) + E(ar — G + @3an)) |
i _
he, = 5 (&lon + oz + afay) — £(ar + a2 + @),

hp, = S+ Eanag + %

Note-se que ha; e hr;, j =1,2,3 sdo fungoes reais e que

{hAw hAj} = h[Ai,Aj]’
{th hFj} = h[Finj]’
{h/A17hF]} - h/[AfL,FJ]J 7/7] - 17273'

<

Definigao 4.13. Uma drbita coadjunta diz-se integral se [2=] € H*(O,Z), i.e. [£] é uma
classe de cohomologia integral,
1

cZ
271' w

para qualquer 2-ciclo inteiro ¥ em O.

Exemplo 4.14. Dos exemplos e segue imediatamente que, para a Orbita co-

adjunta de SU(2) através de x, temos 5-w = F, onde F é a 2-forma de curvatura do
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fibrado de linha do exemplo [2.18] Notando que para o segundo grupo de homologia sin-
gular, Hyo(CP') = Z, pelo que para cada 2-ciclo inteiro,

¥« k[CPY, keZ,

- /

Daqui segue que a érbita coadjunta de SU(2) é integral sse,

/ F=nelZ.
cpl

e assim

o

Exemplo 4.15. Dos resultados do exemplo ¢ imediato que, para a érbita coadjunta
de SL(2,C) através de &, temos 5= = F, onde I’ é a 2-forma de curvatura do fibrado de
linha L¢ construido no exemplo . Determinemos as condigoes sob as quais a orbita
coadjunta de SL(2,C) é integral.

Comecamos por notar que TCP! é contrictil para a imagem da seccao nula que

identificamos com CP!, o que significa que
Hy(TCP") = Hy(CP') 2= 7,

pelo que
F € H¥(TCP',Z) < F|cp € H*(CP', 7).
O exemplo [2.38 mostrou que

1b dO[l A d@l

Flop = ———12 L

e daqui concluimos que a orbita coadjunta de SL(2,C) é integral sse

/ Flepr = —b € Z,
cp

facto que foi assumido no exemplo [3.2] ©
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4.1.3 O Programa de Quantizacao Geométrica

O programa de quantizagao geométrica consiste em tentar encontrar uma correspondéncia
entre o conjunto de pares (Variedades simplécticas (M, w), fungoes reais suaves C*°(M))
e (Espagos de Hilbert complexos H, Operadores auto-adjuntos O(H)). Esta correspondén-

cia devera satisfazer algumas propriedades.

Definigao 4.16. Uma quantizagao completa do sistema classico (M,w) € um par (H,2)

onde:

1. 'H € um espago de Hilbert complexo separdvel. Os elementos 1)) € H sdo chamados

as fungoes de onda quanticas.

2. Q € uma aplicagdo que leva observaveis classicos [ € C*°(M) a operadores auto-

adjuntos f € O(H), tal que
(a) F+g=1+a

() M=\  VYreC;
(C) i = idH,'

(@) 1f,9) = =il /. g}

(e) Se {f;} € um conjunto completo de observdveis cldssicos de (M,w), entao H

tem que ser irredutivel sob a accao da dlgebra de Lie gerada pelos operadores
{/i}-

A dlgebra de Lie desses operadores € escrita como O(H) e os seus elementos sdo

chamados observdveis quanticos, ou operadores quanticos.

Esta definicao requer alguns comentarios. Primeiro que tudo, o espago de Hilbert de-
vera ser complexo para levar em conta os fenémenos de interferéncia entre funcoes de onda
que representam os estados quanticos. Os operadores sao auto-adjuntos para assegurar
que os seus valores proprios sao reais, o que é necessario porque eles sao interpretados

como valores observaveis no sistema quantico.
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A parte [I] concretiza o Postulado da mecéanica quantica que diz que um sistema fisico
¢ descrito por um espago de Hilbert (complexo) separdvel. Em relacdo as condigoes , as
condicoes [2al e [2b| estabelecem a linearidade do sistema, propriedade que é desejavel sob
o ponto do vista matematico. A condicao [2c| leva em conta que, se o resultado de uma
medicao é igual a unidade em todos os estados da descricao classica, o mesmo devera
acontecer na descricao quantica. A condicao impoe que a aplicacao f +— f seja um
morfismo de dlgebras de Lie (a menos de um factor). As condigoes sao as condigoes
de quantizag¢ao de Dirac [2].

De agora em diante vamos fixar um sistema de unidades onde h = 1. A condicao

. —
passa assim a ser escrita como [f, g = —i{f, g}.

Notemos que a representacao infinitesimal de G construida pelo método de quan-
tizacdo geométrica é anti-unitdria, pois os operadores sdo auto-adjuntos (Hermitianos).
Para que a representacao seja unitaria, os operadores devem ser anti-Hermitianos, pois

para uma representacao unitaria p de G com representagao infinitesimal p' e X € g,

d
0 = — (plexptX)uy, plexptX)vs)

t=0

- % ((exptp/(X))vr, (exptp' (X))va)
)

= {(P"(X))vr, v2) + (v1, (p'(X))v2

t=0

Y

o que significa que os valores proprios dos operadores p’ devem ser imaginérios puros. Para
que se obtenha uma representagao unitaria através do método de quantizagao geométrica,

os operadores infinitesimais deverao ser multiplicados por um factor de 7.

4.2 Representacoes Induzidas e QG de Orbitas Co-
adjuntas

4.2.1 Pré-Quantizacao

Comecamos pela pré-quantizacao. Na notagao da definicao [4.16}

Definigao 4.17. Uma pré-quantizagao de um sistema cldssico (Mw) € um par (HP?,2)
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que sd satisfaz as condigoes|]] e da defini¢do[4.10,.

Sejam G um grupo de Lie, £’ € g*, Og uma 6rbita coadjunta e H C G o estabilizador.
Entao Oy = H\G (Lema [£.6). Lembremos que na Secgao [3.1] definimos a representagao
induzida IndgV como o completado do espago das secgoes quadrado-integraveis num
fibrado vectorial homogéneo G x¢ V' — H\G, onde ¢ é uma representacao unitaria de H

em V', com acgao a esquerda de g € GG dada por

(96 0)(@) = R(g)a(@9)/ p4(T)

com p,(T) definida por py(Z)u(T) = u(Tg) e p é uma forma de volume em H\G. Toda a

orbita coadjunta de dimensao 2n tem uma forma de volume natural,

onde w é a estrutura simpléctica em O.

Da invariancia da estrutura simpléctica em O a acgao a direita de G (ver demonstra-
¢ao do lema [4.8)) segue que p, = 1, e assim que a acco & esquerda de g € G sobre Ind%V
G .8) segue que p, = 1, q G q g i
é simplesmente

(9>c 0)(@) = R(g o (@),

ou, em termos de fungoes H-equivariantes em G (vide lema e definicao |3.4)),

g f(x) = f(zg).

Seja A € g com campo vectorial hamiltoniano X4 e funcao hamiltoniana correspon-

dente h4. O teorema seguinte mostra que

Teorema 4.18. Uma pré-quantizacao de uma orbita coadjunta de um grupo de Lie €
obtida (a menos de um factor de i) como a derivada na identidade da ac¢ao a esquerda
de G em IndSC,

hao(T) = —i % (exp(tA) >g o) (T) .
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Demonstracio. Sejam § € H\G = O e g € G tais que 7(g) = §, 0 € IndSC e f, a
funcdo H-equivariante associada a o (vide lema . Tomemos o caminho v; = gexptA
em O, onde A € g tal que 7, = X4(g). De acordo com o lema [2.30] o levantamento
horizontal 4, de 7; para o fibrado principal G — H\G pode ser escrito unicamente como
3 = h(y)gexptA, com h(v) € H, h(7) = 1.

Lembremos que em [2.3.2] introduzimos a nogao de derivada covariante de uma secgao
o ao longo do campo vectorial gerado por A a partir da conexao no fibrado principal
G — H\G definida pela projeccao sobre a algebra de Lie h da 1-forma de Maurer-Cartan
invariante a direita em G (lema. Vemos assim que a funcao H-equivariante associada

a VXAJ é
d

fea0(9) = s (h(gexptA)gexptA)|

t=0
onde escrevemos fy, = fv,, para simplificar a notagao.

Da H-equivariancia de f, segue que

fo (M(gexptA)gexptA) =& (h(gexptA)) fo(gexptA)

e assim que

d d
(g) = —€(h(GexptA ; = f (gexptA
fv.0(9) dtf( (gexptA)) _Of (9) + dtf (gexptA)

t= t=0
Repare-se que (vide dedugao na pagina

%5 (MgexptA))| = —i(proj, (dgg " (Xa)),&) = —i(dgg ' (Xa).&),

t=0

1

pois £ € h. Notando que dgg™" é a 1-forma de Maurer-Cartan invariante & direita, vemos

que
d(dgg™"(Xa).§) = (d(Xasdgg™).&)
= (~Xaud(dgg™) + Lx,dgg™",€)
= <—XAJd(dgg71),£>

= —XA_IU.),
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o que significa que (dgg='(X4),€) é a fungdao hamiltoniana h, associada a X 4.

Deste modo, obtemos

Foul) = —ihafulg) + S folgexptd)

t=0

= —ihaf.(g) + % (exp(tA) >¢ fo) (9)

)
t=0

ou seja

& p(t4) b 1) (9)

ou, em termos das seccoes correspondentes

= fVAU(.g) + ihAch(g) = fVAtH—ihAG(g)v
t=0

= V40(g) +ihao(g)

— i (=iV40(9) + hao(7)),

& ep(t4) b6 0) (9)

t=0

que é a férmula de pré-quantizagao de Souriau-Konstant, a menos de um factor de ¢ ([4],

[10], [11], [22]). []

Mostramos que o diagrama abaixo comuta

|

Repare-se que, numa trivializagao local U, da érbita coadjunta, temos

—— U(Ind$C)
¢)

|

u(HP9)

iLA = —1 (XA — iﬁa(XA))J+ hao.

Notemos que a prova do teorema [4.18| utilizou a existéncia de uma conexao no fibrado
principal G — H\G dada pela projeccao sobre a dlgebra de Lie h da 1-forma de Maurer-
Cartan invariante a direita em G (1ema, que existe apenas no caso em que a algebra
de Lie g admite a decomposicao g = h @ v com Adgy(v) C v. No caso de grupos de
Lie semi-simples, que sao os grupos estudados neste trabalho, esta condicao é sempre

satisfeita pois uma algebra de Lie semi-simples admite sempre uma forma bilinear nao
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degenerada [7], o que nos permite identificar g* com g e assim a acgao coadjunta de
g € G sobre g* é identificada com a accao adjunta de g~! sobre g. Nesse caso, a condicao
Adpg(v) C v é sempre satisfeita. Para o mostrar consideramos £ € g e a drbita coadjunta
O¢ e supomos que existem v € v e h € H tais que Ad(h)v = X € b, onde H é o
estabilizador de £. Entao

hexp(v)h ™' > € = & = exp(v) > € =&,

o que implica que exp(v) € H. Esta contradi¢ao prova a afirmagao.

Vamos agora proceder a pré-quantizacao das érbitas coadjuntas de SU(2) e SL(2,C).

Exemplo 4.19. O exemplo mostrou que a orbita coadjunta de SU(2) é integral
para n € Z. Tomamos Indg(Ul()Q)(Cpn (vide exemplo como espaco de Hilbert de pré-
quantizagao (teorema. Utilizando a coordenada habitual z no mapa U, e a 1-forma
local de conexao obtida no exemplo [2.39]

9 — n zZdz zdz
2 1422 1+42z)

os operadores de pré-quantizacao sao

A 1 n
hy = %( 8+(z+1)8)—%(z—2),
hy = — (20, —20:) + 5
Pode verificar-se que [iLl, ﬁ]] = —z'lAz{hhhj}, 1,7 = 1,2,3. Tendo em vista os comentarios a

definicao e a demonstragao do teorema [4.18| a representacao infinitesimal unitdria
de SU(2) é obtida multiplicando os operadores acima por i. Dos resultados dos exemplos
e e do Teorema segue que a representagao obtida através do processo de

pré-quantizacao nao é irredutivel. ¢

Exemplo 4.20. O exemplo mostrou que a érbita coadjunta de SL(2,C) é integral
para b € Z. De acordo com o teorema | tomamos IndSL( (C)C (vide exemplo como
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o espaco de Hilbert de pré-quantizacao. Utilizando as coordenadas (a1, az) no mapa U,

definidas no exemplo [2.6] e a 1-forma local de conexao obtida no exemplo 2.37]
190( = _é.OéQdal - gdgddl,

os operadores de pré-quantizagao sao

~

Av=5 ((1 = 0D, — (1= 83)05, + (14 20002)a, — (1 +20182)0%,) + & (€on — Ean)
Ay = % (1 +07)0a, + (14 7)0a, — (14 20102) D0y — (1 + 20102)0s,) + % (§or + Ean)
Ay = =100, + 310a, + 0200, — GaBa, + 5(6 &)

F = _72 (1 = )0, + (1 = a3)0s, + (1 + 20102)00, + (1 + 20102)05,) + % (o + €ar)
= % (—(1+a3)0a, + (1 +a7)0x, + (1 + 20102)00, — (1 4 20102) 0, ) + % (61 — €an)

- _ _ E+¢
Fg =1 (Oélaal + 0116@1 — 0528(12 — 0128@2) + T

Tendo em vista os comentarios a definicao |4.16| e a demonstracao do teorema [4.18]
a representacao infinitesimal unitaria de SL(2,C) é obtida multiplicando os operadores
acima por 7. Dos resultados do exemplo [3.3| e do teorema {4 concluimos que a repre-

sentacao de SL(2,C) obtida através do processo de pré-quantizagdo nao é irredutivel.

O

4.2.2 Polarizacoes

Para satisfazer o postulado de irredutibilidade do espaco dos estados da definicao
e assim obter uma quantizagao completa do sistema classico descrito pela variedade
simpléctica (M,w), i.e. para obter uma representacao unitaria irredutivel de um grupo
de Lie, G, através da quantizacao das suas érbitas coadjuntas, é necessario restringir o
espaco de secgoes considerado. Para isso vamos introduzir mais uma estrutura em (M,w),

as polarizacoes. Comecamos por definir
Definicao 4.21. Seja M uma variedade de dimensao 2n.
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1. Uma distribuigao real P em M é um sub-fibrado do fibrado tangente T M.

2. Uma distribuicdo real P € involutiva se X, Y € P = [X,Y]| € P. Nesse caso, P

diz-se uma distribuicao real integravel.

3. Uma subvariedade ¥ C M diz-se uma variedade integral de P se P, = T,%,
Vp € M.

Seja n = dim P, ¥p € M. Pelo teorema de Frobenius [20], sendo P uma distribuicao
real involutiva, P define uma folheacao em M, i.e. existe uma subvariedade F C M,
geralmente desconexa, tal que todo o ponto de M pertence a alguma componente de

F e que existem sistemas de coordenadas locais {x;};—1 . 2, tais que P é gerada por

{0z, }j=1,..n- Entdo {z;} =1, s@o coordenadas locais das variedades integrais de P, que
sao definidas por {z;}j—n+1,. 2, = constante. Cada componente conexa de F diz-se uma
folha da folheagao F. Pode mostrar-se [20] que se P é uma distribuigao integravel em M
entao M ¢é folheada por uma variedade integral de M e nesse caso cada componente da
folheagao diz-se uma variedade integral maximal de P. Designamos por Q = ¥\ M a va-
riedade das folhas e por mg : M — Q a projeccao. Vamos considerar apenas distribuigoes
para as quais Q é uma variedade suave e mTo uma submersao.

Uma funcao f em M é constante ao longo das folhas da folheagao definida por P se
P(f) =0, o que ¢ localmente equivalente a dizer que J,,f = 0 para j = 1,...,k, e assim

que f depende apenas das varidveis {z;}j—g+1...n-

Definicao 4.22. Seja (M,w) uma variedade simpléctica de dimensdo 2n. Uma pola-

rizagao real em M é uma folheacao de M através de subvariedades Lagrangianas.

Estamos a dizer que uma polarizacao real em M é uma distribuicao real P em M
que ¢ integravel e que P, é um subespago Lagrangiano de T,M, i.e. w(P,P) = 0 e
dim P, = n, Vp € M.

O caso de distribuigoes complexas é ligeiramente diferente.

Definigao 4.23. Seja M uma variedade.
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1. Uma distribuicao complexa P em M é um sub-fibrado do fibrado tangente comple-
zificado TMC.

2. Uma distribuigao complera P € involutiva se X, Y € P = [X,Y] € P.
3. Uma distribuicao complezxa involutiva é integravel se é analitica ou se
(a) P NP tem dimensio constante;

(b) P+ P € involutiva.

Definicao 4.24. Seja (M, w) uma variedade simpléctica de dimensao real 2n. Uma po-

larizagao complexa em (M,w) é uma distribuicao complexa involutiva P em M tal que

1. P ¢é Lagrangiana:
(a) Vp e M, dimg P, = n;
(b) w(P,P)=0;
2. dim(P, NP, N T,M) é constante Vp € M;

3. P € integrdvel;

Agora podemos restringir o espago das secgoes que forma o espaco de Hilbert de
pré-quantizacao.

Definicao 4.25. Seja L — M um fibrado de linha de pré-quantizagdao com conexao V e
P uma polarizacao em M. Seja ainda © a I1-forma local da conexdo V.

1. P diz-se adaptada a V se O(P) = 0.

2. Uma sec¢ao o em I'(L) diz-se polarizada se Vpo = 0. O subespago linear das

secgoes polarizadas em T'(L) € designado por T'p(L).

3. Um potencial simpléctico ¥ diz-se adaptado a P se ¥(P) = 0.
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Construimos o espago dos estados quanticos do sistema a partir de I'p(L). Repare-se

que para uma polarizacao P adaptada a V, a condicao Vp o = 0 reduz-se a

que é simplesmente um sistema de n = %dim/\/l equagoes diferenciais parciais lineares
independentes, que ¢é integravel porque P é involutiva. Vemos assim que, para uma varie-
dade simpléctica de dimensao 2n com uma polarizacao adaptada, as secgoes polarizadas
dependem apenas de n variaveis.

Além disso,

[Vp, Vplo = (Vipp) — iw(P,P)) o =0,

pois P é involutiva e Lagrangiana.
Notemos que em geral I'p(L) ndo é um subespago do espago de Hilbert de pré-
quantizagao, pois as seccoes polarizadas nao sao necessariamente quadrado integraveis,

porque se as folhas nao sao compactas entao

(01,02) = / (@) 0a7) () — o0

para 01,09 € I'p(L), pois 01 e 0y sdo constantes sobre as variedades integrais de P.

4.2.3 Polarizagoes de Kahler: Quantizacao Holomorfa das Orbi-
tas Coadjuntas de SU(2)

Consideramos agora o caso particular de polarizagdes de Kéahler. Como habitualmente

neste Capitulo, (M, w) designa uma variedade simpléctica.

Definicao 4.26. Uma polariza¢io complexa P em (M,w) diz-se uma polarizagao de

Kahler se PNP = 0.

Uma polarizacao de Kahler é totalmente complexa, no sentido em que nao contém
qualquer direccao real.
Lembremos que uma variedade de Kéahler é uma variedade real 2n-dimensional M

com uma estrutura simpléctica w e uma estrutura complexa J que é compativel com w
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em cada ponto, i.e.
w(IX,JY)=w(X,Y), VX,Y € Vec(M).

Se (U;xy,...,Tn, Y1, ... ,Y,) for um mapa de coordenadas locais de uma variedade de
Kahler M, podemos considerar o conjunto de coordenadas complexas z; = x; + iy; €

assim tomar a base de T, M formada pelos vectores

1 .
(azj)p = 5 (awj - Zayj)p
1 .
(a’j)p - 5 (azj +Zayj)p‘
Lembrando que para uma estrutura complexa 7, \7p2 = —idg,(nm), vemos que a ex-

tensao de J a T, M® tem valores préprios +i. Entdo, 7,,M® pode ser decomposto numa

soma directa

C _ +i —1
T,ME =THIMe T IM,

onde

TM = {X, € T,(M)"|T,X, = +iX,}
TOIM = {X, € T,(M)|T,X, = —iX,}.

Sejam P e P as distribuicoes complexas em M definidas por TISH)M e Tp(fi) M
respectivamente. Entao {azj} e {82].} sdo bases locais para P e P respectivamente,
através de

jp (axj)p = (6yj)p7 ‘7p (ayj)p == (axj)p’
ou seja
‘Z’(&Zj)p:_(azj)p’ jp (azj)p:_?; (azj)p’
e P e P sio polarizacoes de Kihler. Por outro lado, de acordo com o teorema de Nirenberg-
Newlander [9], dada uma polarizacao de Kéhler arbitraria P, existe um sistema de coor-
denadas locais (z, z) na vizinhanca de cada ponto p € M tal que P (resp. P) é gerada

por 0. (resp. 0s).
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Numa variedade de Kéhler é sempre possivel encontrar uma funcao real suave K (z, z),

chamado potencial de Kahler, tal que a expressao local da estrutura simpléctica é dada

por
O*°K
=1 d dz
w Zazkazk 2k N\ A2y,
i.e. w=i00K ([14], [22]), onde introduzimos os operadores de Dolbeault
0 = 0
N APY Y
? 8Zj @ 0 ? (%j @ %

Numa variedade de Kéhler, o operador de diferenciacao exterior (real) pode assim ser

escrito como d = 0 + 0. Note-se também que
=0, 0°=0, 00+ 00=0,

que sao condicoes equivalentes a d? = 0.
Seja M uma variedade de Kahler de dimensao complexa 1. O potencial simpléctico

mais natural sera

7 _

Tomando a polarizacao gerada por {0}, a condigdo Vo, ¥(z,Z) = 0 para uma seccao
polarizada fica

0:V(z,2) + % (0:K(2,2))¥(z,2) =0,

o que implica que

Para secgbes polarizadas ¥(z, z) = F(g)e—%K(zvi)’ temos
Vo.U(z,2) = [0.F(2)—i(—i0.K)F(2)] o~ 3K(=2)

Estamos assim a ver que podemos identificar sec¢oes holomorfas F'(z) com secgoes polari-
zadas e utilizar o potencial simpléctico adaptado # = —i0K. Note-se que © = 6 + %dK é
uma 1-forma de uma conexao num fibrado de linha sobre M e que 6 nao é uma 1-forma

de uma conexao.
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Exemplo 4.27. Lembremos que para SU(2), temos O,, = CP! (vide exemplo , que

¢ uma variedade de Kahler. Utilizando a coordenada habitual z no mapa U, a estrutura

simpléctica é dada por
dz N\dz

Ww=in———-r-=,
(1+]z?)?

que corresponde ao potencial de Kahler
K(z,z) =nln(1+ 22).

Tomamos a polarizagao gerada por J;. Entao as secgoes polarizadas sao secgoes o
tais que 0s0 = 0, i.e. sao seccoes holomorfas. O potencial simpléctico adaptado a esta

polarizacao é

Zdz
o= "MM——-,
1422
e os operadores de quantizacao sao assim
- 1 n
h,]_ = —5( 2 _ 1)8z—{—§z,
A 1 mn
hy = Z(22+1)0. — —z,
2 2(2 + ) 5 z
~ n

A representagao unitaria de su(2) é obtida multiplicando os operadores de quantizagao
por 7. Assim, definimos os operadores unitarios
T, o, m
——(z*—=1)0, + —=z,
2< ) 2

A 1 n
Jo = ihy = —5(22 +1)0, + 5%

jl - Zillz

Jo = ihg = —i (zaz _ g)

Para mostrar que a representacao construida é irredutivel é necessario definir os "ope-

radores de escada’

Jo = jl + ijg = —3 (22(92; - nz)
J, = jl - ’ng - z@z
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Um céalculo simples mostra que

[j+,j_] — Qijg,
|:ji,j3:| = :I:Zji

Ja sabemos que o espago de Hilbert formado pelas secgoes holomorfas em IndSU(Q)Cpn,
i.€. HIndg((]l)Q)(Cp , tem dimensao n + 1 (vide exemplo . Uma base para este espaco é
dada pelos vectores

2™ |m), 0<m<n.

Em termos desta base, os operadores J3, J+ actuam como

Jilm) = —i (zaz — g) 2" = — (m — g) |m),
Jiim) = —i(2%0, —nz) 2™ = —i(m — n)jm + 1),
J_|m) = id,2™ = im|m — 1).

Os operadores J.. sdo designados por ‘operadores de escada’ porque j+ sob um estado

e J_ desce um estado. Repare-se que Jo|n) = —i(n —n)|m + 1) = 0, ou seja, |n) = 2"

SU(2) C

¢ um vector maximal, e que j_|0> = 10,2° = 0. Vemos assim que HInd} o € gerado

por esse vector maximal e por J_, o que significa que podemos escrever
SU
HInd;, @ J™|n),

onde

Jr'=J_oJ_o---0J_.
~ '
m vezes

Destes factos e de HIndf,[(Jl()z) C,, ter dimensao finita segue imediatamente que os inicos

subespacgos fechados de HIndSU(Q)(Cp que sao invariantes a accao de todos os operado-

res da representacao (e em particular a Ji) sao {0} e o préprio HIndSU Q)Cpn, 6. a

representacao unitaria obtida é irredutivel. ©
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4.2.4 Polarizacoes Reais: Quantizacao das Orbitas Coadjuntas
de SL(2,C)
Tratemos agora do caso das polarizagoes reais. Lembremos uma polarizacao real numa

variedade simpléctica (M,w) é uma folheagdo de (M,w) através de subvariedades La-

grangianas. Comegamos por mostrar que

Lema 4.28. Se P é uma polariza¢ao real numa variedade simpléctica (M, w), existe uma

base local de P formada por campos vectoriais Hamiltonianos.

Demonstracao. Como a distribuigao real P é integravel, existe um sistema local de coor-
denadas (x1,...,Zn,Y1,---,Yn) de M que define um sistema local de coordenadas num
aberto U da variedade integral ¥ C M, de P, onde os y'’s sao constantes. Como P
¢ Lagrangiana, a restricao a Y dos campos vectoriais Hamiltonianos correspondentes
as fungoes coordenadas {z1,...,x,} forma uma base do espaco tangente a > em cada

ponto. ]

Seja M = O = H\G uma 6rbita coadjunta de um grupo de Lie G com &algebra
de Lie g e estabilizador H. Do lema [4.28| segue que P ¢é gerada por campos vectoriais
hamiltonianos invariantes a direita. Neste caso P diz-se uma polarizagao invariante.

Repare-se que como P ¢é integravel, é gerada pelos campos vectoriais hamiltonianos
invariantes a direita correspondentes a uma subalgebra de Lie, 3 C g. Assim, as folhas da
folheagao definida por P, i.e. as variedades integrais Z, formam um subgrupo de Lie de
G. Além disso, como P, C T,(H\G) é um subespago Lagrangiano,

dim Z = %dim@ = % (dim G —dim H) ,
onde H ¢ o estabilizador da accao coadjunta. Formamos o produto semi-directo H x Z,

onde a accao de H em Z é dada por
ht>z=h"'zh, Vhe H z € Z.

Notemos que H x Z é um subgrupo de Lie de G.
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Entao a variedade das folhas é
Q=7\0O=(H\Hx Z)\(H\G) = (H x Z)\G.

Quando as folhas da polarizacao nao sao compactas, uma sec¢ao polarizada tem norma
infinita, pois é constante sobre as folhas. Nesse caso torna-se necessario integrar sobre a
variedade das folhas. Notemos que Q podera nao admitir uma forma de volume invariante
a accao a direita de G. Nesse caso é necessario introduzir um factor de correccao a forma
de volume que se vai utilizar (cf. factor p,(Z) introduzido na definicao |3.2)).

Lembremos que o fibrado de pré-quantizacao é determinado a partir da escolha de
um caracter unitario £ em H (vide e . Ao introduzir uma polarizacao estamos a
passar de um fibrado de linha sobre O para um fibrado de linha sobre D, o que se traduz
numa extensao de £ a H x Z. Como as fungoes equivariantes, correspondentes as seccoes
polarizadas, sao constantes nos Z-cosets a esquerda, a extensao de £ a H X Z tem que

ser trivial,

§(H x Z) = &(H),

que estd bem definida. Notemos (vide constru¢do na pagina que a extensao & de € a
H x Z induz naturalmente um morfismo f entre os fibrados G x¢C; — O e G xg Cor —
Q cuja aplicagao correspondente entre os espacos de base é simplesmente a projecgao

mo : O — Q, i.e. o diagrama abaixo comuta,

GX§C£L> GX&/C&

ml o lw

@ Q.

T
Como corolario do teorema temos o seguinte. Sejam G um grupo de Lie com
algebra de Lie g, H C G o estabilizador da acgao coadjunta de G sobre g* e F uma

folheagao de H\G através de subvariedades Lagrangianas Z C G. Entao

Corolario 4.29. A representacdo unitdria polarizada de g, obtida através do método de

quantizacao geométrica, € iqual a derivada na identidade da ac¢ao a esquerda de G sobre

Ind, ,C. O
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Notemos que, para o € IndfhX ,C, temos

GE260) @) = Vao@) + o)+ oy poon@)] o
= i (<iVar(0) + haola) =i G\ foaiae)| ta)).

Exemplo 4.30. Lembremos que para SL(2,C), O = D\SL(2,C) = TCP" (vide exem-
plo 4.10)), onde D C SL(2,C) é o subgrupo formado pelas matrizes da forma

{(Aol g) )\GC*:C—{O}}.

Utilizando as coordenadas (a1, az) em U, (vide exemplo , a estrutura simpléctica é
dada por
w = {dozl VAN dOéQ + gd()zl A ddg.

Tomamos a polarizacao real correspondente a folheacao de O através subgrupo Z C

SL(2,C) introduzido no exemplo 2.7,

2{(1 1) =cc).

ao qual corresponde a algebra de Lie 3 gerada pelas matrizes

0 0 0 0
Zl:(l O>:AQ+F1 (§] ZQ:(Z 0):A1+FQ,

onde Ay, As, F} e F; correspondem a base de sl(2, C) introduzida em [1.2.1} Na identidade
em D\SL(2,C), os campos vectoriais hamiltonianos invariantes a direita gerados por Z;
e Zy sao

XZ1(1) = aocz + 6&2 XZz(l) =1 (8042 — Oa ) .

A polarizagao escolhida ¢é gerada por {Xz (1), Xz, (1)} e é adaptada ao potencial
simpléctico

19(1 = _é'OCQdal — gO_égdC_h,
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e desta forma obtemos os operadores polarizados

A= (10D — (1 a)0,) + 3(Een — &)
Abt — %((1+a§)aal+(1+@2)8-) %(§a1+§a1)
AP = 010y + @10y + = (5 3
B = (= ad)0u, + (1 - a2)0s,) + (€0 +Ea)
B = 5 (-0t ad)a, + (14 a)05,) + 5(6an — )
FY = (010, + @10a,) + %(5 +8).

As polarizagoes introduziram um problema. Como as folhas da folheacao nao sao

compactas, uma sec¢ao polarizada 1 tem norma infinita,

[l = o0

pois (¢(a), ¥ (a)) é constante ao longo das folhas da folheacao induzida por P.
E assim necessério integrar sobre a variedade das folhas Q = Z \O¢. Notando que
D x Z = P, onde P C SL(2,C) é o subgrupo introduzido no exemplo a variedade
das folhas é
Q=27\0: = (D x Z)\SL(2,C) = P\SL(2,C) 2 CP',

e podemos utilizar a forma de volume

dOél A dO_él

1) (1 -+ 041071)2

Repare-se que estamos a tomar IndSL(z’C)Cg como espaco de Hilbert de quantizacao.

Lembremos que a acc¢ao a esquerda de SL(2,C) sobre IndSL 20¢

¢ contém um termo
extra, que permite compensar a falta de invariancia da forma de volume a accao de
SL(2,C) (vide exemplo e comentario ao corolario [4.29)), o que significa que para

X € 5l(2,C), os operadores de quantizagao vao ser

A ~

d
X = pol — Za vV /)exth|t:0 .
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Deste modo,

R 1 _ 7 =

Al = 3 ((1 - O‘%)aal —(1- O‘%) ) 5(&)41 §on)

~ ) 1

A1 = % (1+a})da, + (1 + 1)) + 5 (Eon + Ean)

A = —0104, + @10a, + = (5 £)

_— _3 9 2 1 c = M
FY = 92 <(1 al)am + ( 041)6 ) + (€a1 + 5051) + Z1 + a0
) 1 Fay) - T

o= B) ( (14 07)00, + (1 +a)ds ) (5041 §an) = 14+ a1y

A ' ) 1 _ ,1—041041
F} = i(a10,, +&1aa1)+§(§+§)+zm'

A representagao unitéaria de s[(2,C) é obtida multiplicando os operadores acima por
i e, de acordo com os resultados do exemplo [3.2] e com o Teorema [£.18] a representagao

unitaria obtida é irredutivel. ¢

Exemplo 4.31. Verifiquemos que a representagao unitéria de s((2, C) obtida é, de facto,

igual & derivada na identidade da accao a esquerda de SL(2,C) sobre IndSL(2 (C)C (cf.

cor. [79).

Notando que os {A,},-123 sao os geradores de rotacoes em SL(2,C) vemos que

d

7\ PexptA; = 07 ] = 17 2’ 3.
dt =0
Para os {F}};—123 obtém-se
d d 1+ o104 oy +
gt VPeeth o dtfcoshi+arsinh£]?+[sinh L+ aycosh 52| 14+ aa’
d d 1+ o —i(ar — @)
dp v Pexpils o Todt | cosh% + 4a sinh %|2 + | COSh% - isinh%|2 =0 L+
d d 1+ o100 1 -
qt v Peetls — dt et + a2 o ltoa
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Utilizando os resultados do exemplo obtém-se, para f € IndISDL(Q’C)(Cg

d i of N, 1 =
i (exp tA1 >sree) f(Oél)) -3 ((1 - Oé%)aﬁ‘él —(1- ai)@TiI) - 5(5041 —&an)f
= iAlf,
d 1 of o Of 0 z_
i (exptAs Bspeg) flar) = 3 ((1 + a%)ﬁTzl +(1+ a%)@) + 5(501 +&an)f
= iAjf,
d of . of 1. -
at (eXP tAs3 >sr2,.0) f(a1)) = —204187.Z1 + lalaTﬂ - 5(5 —&)f
= iAf,
d
T (exptFi >srec) fla)) =
T ) S e
— 3 (a-aglva-ah )+ feanrdaps - 0
=if{f,
d
7 (exp tFy >sr(2,0) f(%)) =
_ (a9 N Lo Cgango i
=3 ( (1+a1)aa1 +(1+a1)8d1 2(§a1 Eon)f Z1+a1d1
=iFyf,
d
T (exptF3 s f(a1)) =
B aof _ Of 7 o l-am
= <0418T“1+041@Til) +§<§+§)f 1+ aa,
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