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joachim rosenthal

der mathematiker emanuel lasker

einleitung

Unter den Schachspielern von Weltruhm war Emanuel Las-
ker ohne Zweifel der bedeutendste Mathematiker. Er hat et-
wa ein Dutzend wissenschaftliche Artikel publiziert, und ein
wichtiger Satz der höheren Algebra trägt heute seinen Na-
men.

Laskers mathematische Begabung hatte sich schon in sei-
ner Kindheit gezeigt,1 und im Gymnasium in Landsberg an
der Warthe wählte er Mathematik als ein Schwerpunktfach.
Die Aufgaben seiner Abiturprüfung im März 1888 machen
deutlich, dass Lasker sich schon als Gymnasiast gute mathe-
matische Kenntnisse erworben haben musste:
1. In eine Kugel den größten, um sie den kleinsten Kegel zu

legen.
2. Zu einer Ellipse und einer konzentrischen Hyperbel von

derselben Achsenlänge die gemeinsamen Tangenten fin-
den.

3. Ein Dreieck zu konstruieren und trigonometrisch zu be-
rechnen aus der Grundseite c = 273, der zugehörigen Hö-
he h = 156, und der Differenz der beiden anderen Seiten
a − b = d = 91.

4. Die zwei Brüche

7x2 + 7x − 176
x3 − 9x2 + 6x + 56 und 5x3 − 11x2 + 5x + 4

(x − 1)4

in Partialbrüche zu zerlegen.

Offensichtlich sind dies keine leichten Abituraufgaben. Las-
ker benötigte nur zwei der zur Verfügung gestellten fünf
Stunden und löste die Prüfung mit Bravour. Sein Mathema-
tiklehrer zeigte sich ebenso verblüfft über Laskers Schnellig-
keit wie seine Mitschüler.2

Noch im selben Frühling 1888 nahm Lasker in Berlin das
Studium der Mathematik auf. Extensive Reisen und eine aus-
giebige Schachtätigkeit führten immer wieder zu Unterbre-
chungen. Nach Stationen in Göttingen und Heidelberg ge-
lang ihm schließlich in Erlangen 1900 mit der Promotion ein
berufsqualifizierender Abschluss.

Lasker war ein produktiver und vielseitiger Mathematiker.
Seine Hauptarbeit Zur Theorie der Moduln und Ideale (1905)
gehört ins Gebiet der Algebra, doch daneben hat er auch
mehrere Arbeiten über geometrische Fragestellungen publi-
ziert, und seine Dissertation ist der Analysis zuzuordnen.
Seine in den Jahren 1929 und 1931 publizierten Werke zum

Karten- und zum Brettspiel behandeln schließlich mathema-
tische Fragestellungen in der Spieltheorie3 – rund 15 Jahre vor
dem klassischen Werk von Morgenstern und von Neumann,4
das allgemein als Ausgangspunkt der mathematischen Spiel-
theorie gilt.

Lasker, Mitglied der American Mathematical Society (ab
1906) und der Kant-Gesellschaft (ab 1913),5 stand über die
Jahre in brieflichem Kontakt mit verschiedenen führenden
Mathematikern seiner Zeit. Mit der Familie des jung verstor-
benen Holländers Pierre Joseph Henry Baudet (1891–1921)
verband ihn eine enge Freundschaft.6 Und Edmund Landau
(1877–1938), Mathematikprofessor in Göttingen, teilte mit
Lasker und Baudet nicht nur das Interesse für Schach, son-
dern auch für Go und Laska;7 ein Gratulationsschreiben zu
Laskers 60. Geburtstag zeugt vom freundschaftlichen Kon-
takt der beiden.

David Hilbert (1862–1943), Adolf Hurwitz (1859–1919) und
Otto Toeplitz (1881–1940) waren weitere bekannte Mathema-
tiker, die Lasker offenbar zu seinem Bekanntenkreis zählte.8

1. Vgl. Hannak, Lasker, S. 15
2. WSZ, September/Oktober 1908, S. 278. Zu Laskers Abitur vgl. ferner
S. 11–14 in diesem Band.
3. Lasker, Kartenspiel, S. 23–32, und Lasker, Brettspiele, S. 170–203
4. von Neumann/Morgenstern, Theory of Games (1944); vgl. aber auch
von Neumann, Theorie der Gesellschaftsspiele (1928), ein Beitrag, den
Lasker mit Sicherheit zur Kenntnis genommen hatte.
5. Science, Bd. 24, 1906, S. 654 und Dreyer/Sieg, Lasker, S. 30
6. Vgl. S. 107–109 in diesem Band. ZumMathematiker Baudet siehe auch
Soifer, The Mathematical Coloring Book, S. 320–346 (speziell S. 338–340
und 345 mit Bezug auf Lasker).
7. In einem Brief an seine Frau Martha vom März 1912 berichtet Lasker
von seinem Besuch bei Landau in Göttingen, von ihrem Go-Spiel und
seiner Vorführung des Laska-Spieles. Laskers Meinung zu Landau als
Mathematiker ist bemerkenswert: »(…) und wir haben eine große Menge
Mathematik gesprochen. Es war mir sehr interessant, seine Ansichten zu
hören. Nur ist er ein Spezialist, weiß fast gar nichts als Theorie der Prim-
zahlen. Trotz der Riesen-Bibliothek. Dabei arbeitet er viel und intelligent,
aber jedenfalls beschränkt sich sein Interesse auf die eine Sache und er ist
nun schon zu einseitig geworden.« (Quelle: Autographen-Sammlung der
Cleveland Public Library, Ohio). Vgl. auch S. 325.
8. Brief an Otto Toeplitz, 27. August 1911 (Kramer, Letters of Emanuel
Lasker, Nr. 134), darin auch Erwähnung von Hilbert; ebenso im Brief an
Martha Lasker aus Lugano, 5. April 1916 (Kramer, Letters of Emanuel
Lasker, Nr. 192), worin neben Hilbert auch Hurwitz erwähnt wird. Ferner:
Brief von Adolf Hurwitz an Emanuel Lasker aus Zürich, 1. Mai 1904
(Archiv Jurgen Stigter, Amsterdam). Zu diesen und anderen jüdischen
Mathematikern vgl. auch Bergmann/Epple, Jüdische Mathematiker (2009).
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Edmund G.H. Landau, 1901 an der Berliner Universität habili-
tiert, kannte den neun Jahre älteren Lasker sicherlich schon
aus dessen Berliner Jahren. 1909 wurde Landau in Göttingen
Nachfolger des früh verstorbenen Hermann Minkowski. Im
Herbst 1933 musste er unter dem politischen Druck der Nazis
emeritieren.

Was halte ich von Emanuel Lasker?
Gratulationsschreiben von Edmund Landau zum 60. Ge-
burtstag

Bei Lasker liegt einer der seltenen Fälle in der Geschich-
te des Geistes vor, dass ein Mann in mehr als einem
Wissensgebiete Grosses, Unvergängliches geschaffen hat.
Emanuel Lasker hat im Schach Grösstes geleistet, ich
bin stolz darauf, die Entwicklung des Weltmeisters von
seinem ersten Aufstiege an miterlebt zu haben. Und in
der Mathematik hat er in wenigen Abhandlungen Be-
deutendes geliefert. Wahrscheinlich wird ihm von den
Vertretern anderer Wissenschaften, in denen ich Laie
bin, ähnliches Lob gespendet werden.

Göttingen, 7.11.28

Quelle: Lasker Scrapbooks, Cleveland Public Library,
Ohio.

Lasker hielt als »Alter Herr« dem Mathematischen Verein der
Universität Berlin die Treue. Der hier angekündigte Vortrag
wurde 1915 unter dem Titel »Ueber das mathematisch Schöne«
in den Mathematisch-Naturwissenschaftlichen Blättern veröf-
fentlicht.

Dabei stellte sich ihm auch wiederholt die Frage nach ei-
ner eigenen akademischen Karriere als Mathematiker. Wohl
hatte er 1902 eine akademische Anstellung in Manchester,
doch Versuche in Missouri (1903) und Pittsburgh (1904) so-
wie weitere Anläufe in den dreißiger Jahren blieben erfolglos.

Seine akademischen Leistungen, besonders seine Disser-
tation und seine Arbeit zu den Moduln und Idealen von
1905, wären sicherlich Grundlage genug gewesen, ihm nach
1905 eine Professur an einer guten Universität anzubieten. In
Deutschland fehlte ihm allerdings die Habilitation, während
in England und den Vereinigten Staaten viele akademische
Stellen primär lectureships waren, also Stellen, welche mit ei-
ner großen Lehrbelastung und mit wenig Zeit zum Forschen
und Reisen einhergingen, was für Lasker kaum attraktiv war.
Umgekehrt war sein mathematischer Leistungsausweis wohl
zu wenig ausgeprägt, um sich erfolgreich auf eine der weni-
gen Stellen an den amerikanischen Spitzen-Universitäten zu
bewerben, was gewiss schon damals sehr attraktiv gewesen
wäre.

Im Folgenden wird Laskers Werdegang als Mathemati-
ker etwas näher nachgezeichnet und der Stellenwert seiner
Arbeiten erklärt. Dabei soll besonders das Lasker-Noether-
Theorem wegen seiner großen Bedeutung auch auf techni-
scher Ebene näher skizziert werden, um so einem breiteren
Publikum zu erlauben, seinen Inhalt und seine Wichtigkeit
nachzuvollziehen und zu schätzen.9

9. Zur Würdigung Laskers als Mathematiker siehe auch Thesing, Zum
mathematischen Werk von Emanuel Lasker (1999); M. Lang, »Laskers
›Ideale‹ und die Fundierung der modernen Algebra« in: Dreyer/Sieg, Las-
ker, S. 93–111, und Rezension von N. Schappacher in: Mathematische
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Adolf Hurwitz bemühte sich 1892 um die Nachfolge von Her-
mann Amandus Schwarz in Göttingen, scheiterte aber offenbar
an der »Judenfrage«. Er erhielt schließlich im gleichen Jahr ei-
nen Lehrstuhl an der Eidgenössischen Technischen Hochschule
Zürich, wo er 1900 mit Lasker Kontakt hatte und dieser ihn an-
geblich zur Lösung eines mathematischen Problems anregte.

laskers studienjahre und erste
publikationen
Unmittelbar nach dem Abitur immatrikulierte sich Lasker
am 25. April 1888 an der Friedrich-Wilhelms-Universität Ber-
lin (heute: Humboldt Universität).10 Unter anderem besuchte
er dort Vorlesungen bei Leopold Kronecker (1823–1891), der
für das »Kronecker-Matrizenprodukt« und das »Kronecker-
Delta« bekannt ist.

Nach drei Semestern verlegte er seine Studien nach Göt-
tingen, wo er unter anderem bei Felix Klein (1849–1925),
Hermann Amandus Schwarz (1843–1921) und Arthur Mo-
ritz Schönflies (1853–1928) hörte.

Wenig ist über seine Studienfortschritte in dieser Zeit be-
kannt. Es scheint, dass er sich selbst nicht ganz sicher war,
ob er das richtige Studienfach gewählt hatte:

Im Jahre des Heils 1891, im Junimonat, wo die Sonne schon an-
fängt manchmal ganz unbarmherzig heiß auf die Quadersteine

Otto Toeplitz, ein Schüler von David Hilbert, habilitierte 1907
in Göttingen. Ab 1928 lehrte er in Bonn, 1939 gelang ihm die
Emigration nach Palästina. Toeplitz hat sich entschieden für die
Popularisierung der Mathematik und ihrer Geschichte einge-
setzt. Sein mit Hans Rademacher verfasstes Werk Von Zahlen
und Figuren (»Proben mathematischen Denkens für Liebhaber
der Mathematik«, 1930) wurde in mehrere Sprachen übersetzt.

und Asphaltpflaster Berlins herabzublicken, da ging ich eines Ta-
ges in sengender Glut trübselig von der Universität nach Hause.
Schon sieben Semester lang hatte ich zu Füssen der Alma mater
gesessen. Aber die Erwartungen, mit denen ich die Universität
betreten hatte, hatten sich nicht erfüllt. Mit welcher Liebe hatte
ich mich dem Studium der Mathematik hingegeben. Nicht weil
ich geglaubt hatte, glänzende Karriere zu machen, sondern ein-
fach aus der Überzeugung heraus, dass in der Richtung mein
bestes Können liege. Und all die Philisterseelen erzählten mir
nun bis zum Überdruss, daß es mehr Mathematiker gebe, als in
der Welt Verwendung finden könnten, daß es eine sehr unprak-
tische Sache von mir gewesen sei, einem derartig überfüllten
Berufe mich zuzuwenden usw. usw. Und selbst der Professor
rieth uns entschieden ab, uns auf das Studium seiner Wissen-
schaft zu legen. Zudem hatt’ ich weder Gut noch Geld, noch Ehr
und Herrlichkeit der Welt.11

Semesterberichte, Bd. 48, Heft 1, Juli 2001, S. 110. Ferner Leo Corry, Mo-
dern algebra, S. 216–220.
10. Thesing, Zum mathematischen Werk von Emanuel Lasker, S. 10
11. Welt am Montag (Berlin), 24. Februar 1896
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Zwischen 1892 und 1897 stellten sich die großen Erfolge im
Schach ein. Lasker reiste viel und man muss annehmen, dass
seine mathematischen Studien darunter litten. Dennoch wur-
de er 1893 von der Tulane University in New Orleans einge-
laden, eine Folge von Vorlesungen über lineare Differenti-
algleichungen zu halten, ein Gebiet, das zum Basisstoff des
Mathematikstudiums gehört. Seine Vorträge, die sich an Leh-
rer und Studenten der Mathematik wandten, wurden am 3.
und 4. März 1893 eigens im Daily Picayune of New Orleans
angekündigt. Sein Ruf als »the famous chess player« dürfte
dabei nicht nur der Auslöser für die Inserate, sondern auch
der eigentliche Anlass zur Einladung gewesen sein, denn im
Jahre 1893 konnte Lasker weder mathematische Publikatio-
nen noch eine Dissertation vorweisen.12

Erst zwei Jahre später, inzwischen als Weltmeister, publi-
zierte Lasker seine ersten wissenschaftlichen Artikel. Bei-
de Arbeiten sind relativ kurz und beschäftigen sich mit
elementar-geometrischen Fragestellungen rund um Pyrami-
den13 und Raumkurven,14 die man heute als »rationale nor-
male Kurven« kennt. Die Sprache beider Arbeiten wirkt aus
heutiger Sicht altmodisch, und sie sind kaum je zitiert wor-
den.

Seine erste beachtliche mathematische Arbeit publizier-
te Lasker im Jahr darauf.15 Anregung dazu bot Hermann
Günther Grassmanns Ausdehnungslehre (1844), auf deren re-
vidierte Fassung von 1862 sich Lasker bezog. Grassmann ent-
wickelte darin einen algebraischen Formalismus zur Behand-
lung geometrischer Fragestellungen. Wie Lasker schreibt, ha-
be Grassmann damals nur wenige Mathematiker von seiner
neuen Betrachtungsweise überzeugen können, weshalb er
sich zum Ziel gesetzt habe zu zeigen, dass die projektive Geo-
metrie elegant mit dem Grassmannschen Zugang behandelt
werden könne.

Der Artikel bietet einen guten Überblick über den Grass-
mannschen Formalismus. Obwohl die Theorie im Grunde
sehr elementar ist, findet man sie nicht mehr im Lehrplan
eines Universitätsstudiums, weil mit der modernen algebrai-
schen Geometrie eine sehr viel leistungsfähigere Theorie zur
Verfügung steht.

Ab 1897 widmete sich Lasker wieder dem Mathematikstu-
dium, zuerst in Heidelberg bei Leo Königsberger (1857–1921),
Georg Landsberg (1865–1912) und Georg Hermann Quincke
(1835–1924, Physik), dann in Berlin wieder bei Fuchs und
Kurt Hensel (1861–1941, Physik). Am 31. Januar 1900 pro-
movierte er in Erlangen mit einer Arbeit in Analysis an der
königlich-bayerischen Friedrich-Alexander-Universität (mit
den Nebenfächern Physik und englische Philologie).16 Als
Doktorvater agierte Max Noether (1844–1921), von 1888 bis
zu seiner Emeritierung 1919 ordentlicher Professor in Erlan-
gen. Laskers Dissertation erhielt das Prädikat magna cum
laude.

Es wird erwähnt, dass Lasker die ersten zwei Kapitel schon
früher an einen Wettbewerb der Pariser Académie des sci-

ences geschickt hatte, ohne jedoch einen Preis erhalten zu
haben.17 Lasker schrieb dazu seinen Eltern:

Die französische Akademie hat, wie ich erwartete, ihrem Lands-
mann E[mile] Borel den Preis für die von ihm eingelieferte Ar-
beit zuerkannt. Meine Arbeit wurde sehr ehrenvoll kritisiert und
gelangte nur deswegen nicht zur Prämierung, da sie nach Er-
messen der eingesetzten Kommission dem zu Grunde gelegten
Thema nicht nahe genug kam. Ich bin allerdings der Ansicht,
daß das Urteil der Kommission nicht berechtigt sei und werde
auch meinen Standpunkt in einer mathematischen Zeitschrift
begründen.18

Am 15. März 1900 reicht er seine Arbeit auch für die Philoso-
phical Transactions of the Royal Society in England ein, wo
sie drei Wochen später von Percy Alexander MacMahon ak-
zeptiert wurde. Noch im Jahre 1900 erschien eine dreiseitige
Zusammenfassung auf Englisch, als deren Autor »Emanu-
el Lasker, Dr. Philos.« zeichnete.19 Die vollständige Arbeit
erschien im Jahr darauf.20 In einem weiteren Brief an seine
Eltern, datiert 10. April 1901, schreibt Lasker dazu:

[Die Arbeit] ist auf deutsch geschrieben – eine sehr seltene Ehre
für eine deutsche Abhandlung von der englischen Royal Society
veröffentlicht zu werden – in Wahrheit ist die Veröffentlichung
sogar eine Ehre für eine englisch geschriebene Abhandlung. So-
bald ich die Kopien in der Hand habe, werde [ich] Euch eine
derselben zusenden. Ein kleiner Teil der Abhandlung war meine
Doktor-Dissertation.21

Nach seiner Dissertation weilte Lasker auf Einladung des
dortigen Schachklubs mehrere Monate in Manchester und
nahm dort Ende 1901 auch eine Stelle als »Assistant Lecturer«
am Owens College an. Auf ein Leben als Mathematiklehrer
schien er sich zu freuen,22 doch hat er das englische Kli-
ma angeblich schlecht vertragen,23 und so gab er bald seine
Lehrstelle wieder auf, um sich wieder ganz dem Schach zu
widmen.

12. Lasker selbst war ausgesprochen stolz auf diese fast einmonatige Vor-
tragsserie. In seinem London Chess Fortnighly, 30. März-14. April 1893,
S. 127, erwähnt er, dass »18 Damen und Herren von Anafng bis Ende
teilnahmen,« und er zitiert einen Dankesbrief von Prof. Brown Avres vom
Physikalischen Labor der Tulane University of Louisiana.
13. Lasker, Metrical relations
14. Lasker, Curved lines
15. Lasker, Essay on the geometrical calculus
16. Thesing, Zum mathematischen Werk von Emanuel Lasker, S. 12
17. Lang, Laskers Ideale, S. 96
18. Brief vom 14. Mai 1899 aus Berlin, Pestalozzistr. 42 I, nach Berlinchen,
Quelle: Autographen-Sammlung der Cleveland Public Library, Ohio.
19. Lasker, Über Reihen (abstract)
20. Lasker, Über Reihen
21. Autographen-Sammlung der Cleveland Public Library, Ohio
22. Brief Laskers an Shipley vom 3. Dezember 1901 aus Manchester, 12
Exchange Str. (New York Public Library, Rare Books and Manuscripts,
Pfeiffer Chess Collection, Box 1). Vgl. auch S. 42f. in diesem Band.
23. SSZ, November 1902, S. 21
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Promotionsgesuch für Emanuel Lasker, eingereicht am 29. Januar 1900 von Prof. Richard Falckenberg, demDekan der philosophischen
Fakultät der Friedrich-Alexander-Universität, Erlangen.
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Laskers Gesamtnote nach Bestehen der mündlichen Promotionsprüfung.

Laskers Dissertationsthema

In seiner Dissertation untersucht Lasker Konvergenzfra-
gen von komplexen Funktionen, die mittels einer Reihen-
entwicklung darstellbar sind. Dazu sei r eine natürliche
Zahl, und man betrachte eine Folge von analytischen
Funktionen

u i ∶ Cr �→ C, i = 1, 2, 3, . . .

und bilde die Funktion u ∶= ∑∞i=0 u i . Man nimmt an,
dass u gleichmäßig und stetig in einem Gebiet G konver-
giert. Von Interesse ist das Verhalten der Funktion u auf
dem Rande ∂G. Um den Wert u auf einem Randpunkt
P ∈ ∂G zu untersuchen, betrachtet man Punktfolgen
{Pi}i≥1, deren Grenzwert P ist. Es ist wohlbekannt, dass
im Allgemeinen der Wert u(P) von der Limes-Bildung
limi→∞ Pi abhängt. Lasker leitet eine Reihe von Kriteri-
en über gleichmäßige und absolute Konvergenz her. Die
Arbeit baut auf Forschungsresultate auf von Niels Henrik
Abel (1802–1829), Georg Frobenius (1849–1917) und den
französischen Mathematikern Emile Borel (1871–1956),
Jacques Hadamard (1865–1963), Emile Picard (1856–1941)
und Henri Poincaré (1854–1912).

Die neuen Erkenntnisse in Laskers Arbeit sind be-
schränkt, die Arbeit zeigt aber seine Fähigkeit, sich in
ein großes Gebiet der Analysis einzulesen und auf ho-
hem Niveau eine wissenschaftliche Arbeit zu verfas-
sen.

Im Herbst 1902 begab sich Lasker erneut in die Vereinigten
Staaten, wo er sich unter anderem um eine Anstellung an der
University of Missouri bewarb. Offenbar haben sich diese
Verhandlungen, um die Lasker durchaus bemüht war, jedoch
zerschlagen.24

Im Jahr darauf stand Lasker in Verhandlungen mit dem
Präsidenten des Carnegie Technical Institute in Pittsburgh.
Dabei konnte er auch auf die Unterstützung seines Doktor-
vaters zählen:

Prof Dr. Noether, bei dem ich den Doktortitel erwarb, übersand-
te mir eine sehr schmeichelhafte Empfehlung. Mr. Hamerschlag,
der Leiter des Carnegie Institute in Pittsburgh interessiert sich
sehr für mich.25

Aus einem Brief an seinen Bruder Berthold geht hervor, dass
er ein Jahressalär von 3500 Dollar forderte.26

24. Die Angaben zu Laskers Bewerbung in Missouri sind sowohl im
Bezug auf den Zeitpunkt wie den Ort (sowohl St. Louis wie Columbia
werden genannt) etwas widersprüchlich. Eine genaue Auswertung der
Quellen lässt jedoch kaum Zweifel daran, dass er sich – mit Unterstützung
von Max Judd – an der heutigen University of Missouri in Columbia
beworben hatte. Vgl. Hilbert, Shipley, S. 252; Checkmate, März 1903,
S. 133; SSZ, Februar 1903, S. 67,DSZ, Februar 1903, S. 64, Corsair, 8. März
1903 undMeissenburg, Emanuel Lasker, S. 6 (Fn. 12) sowie die Dementi in
DWS, 19. April 1903, S. 135 und Checkmate, Juni 1903, S. 203. Allerdings
schrieb Lasker noch am 5. Oktober 1903 an Walter Penn Shipley: »My
application for the Columbia Mo. professorship has been answered in
the negative, perhaps two months ago.« (New York Public Library, Rare
Books and Manuscripts, Pfeiffer Chess Collection, Box 1). Dreyer/Sieg,
Lasker, S. 16, scheinen dieses Statement schließlich irrtümlich auf die weit
berühmtere Columbia-Universität der Stadt New York zu beziehen.
25. Brief an seine Mutter, New York, 24. Juni 1904 (Kramer, Letters of
Emanuel Lasker, Nr. 30)
26. Brief an Berthold Lasker, 5. Mai 1905 [sic] (Autographen-Sammlung
der Cleveland Public Library, Ohio)
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Das Carnegie Technical Institute (heute Carnegie Mellon
University) war im Jahre 1900 gegründet worden und Arthur
Hamerschlag sein erster Präsident. Am Ende kam es auch
mit dieser Institution zu keiner Übereinkunft.

1904 erfolgten auch die ersten zwei (kleineren) wissen-
schaftlichen Veröffentlichungen Laskers seit seiner Disser-
tation. Die eine ist eine elementar-geometrische Beobach-
tung über Paare von Dreiecken.27 Von größerem Interesse
ist der andere Beitrag, seine erste Arbeit, die dem Gebiet
der algebraischen Geometrie zugeordnet werden kann.28 Las-
ker greift darin ein klassisches Problem aus der Invarianten-
Theorie auf und entwickelt eine Methode, um die minimale
Anzahl Parameter zu finden, welche man benötigt, um ein
System von algebraischen Gleichungen in eine kanonische
Form zu bringen. Es existieren bis auf den heutigen Tag Ar-
beiten, welche diesen Beitrag zitieren.

der lasker-noethersche
zerlegungssatz

Als Mathematiker berühmt geworden ist Lasker dank sei-
ner 1905 erschienenenTheorie der Moduln und Ideale, worin
er den Laskerschen Zerlegungssatz für Polynomideale for-
mulierte. Diese Arbeit wurde später von Emmy Noether
verallgemeinert,29 und heute ist diese Verallgemeinerung
in der Literatur als Lasker-Noether-Theorem oder Lasker-
Noetherscher Zerlegungssatz bekannt. Dieser Satz verallge-
meinert den Hauptsatz der Arithmetik weitreichend. In sei-
ner allgemeineren Formulierung enthält das Theorem den
Hauptsatz über abelsche Gruppen sowie einen wichtigen Fak-
torisierungssatz von Richard Dedekind, wodurch sich zum
Teil auch seine Wichtigkeit erklärt. Im Folgenden werden wir
versuchen, den Inhalt sowie die Konsequenzen des Lasker-
Noetherschen Satzes einem breiteren Publikum näher zu
bringen.

Um das Lasker-Noether-Theorem herzuleiten, werden in
diesem Beitrag alle wichtigen Hilfssätze ohne Beweis zusam-
mengestellt und die Resultate anhand von Beispielen illus-
triert. Beweise der zitierten Sätze findet man in der Litera-
tur.30

*
Man bezeichne mit N = {0, 1, 2, 3, . . .} die Menge der natürli-
chen Zahlen. Der Hauptsatz der Arithmetik besagt, dass jede
natürliche Zahl n ≥ 2 eine Primzahl-Zerlegung besitzt:

Satz 1. Es sei n ≥ 2 eine natürliche Zahl. Dann existieren
Primzahlen p1 , . . . , pk und positive ganze Zahlen e1 , . . . , ek
so dass

n = pe11 ⋯⋯pekk .
Diese Primzerlegung ist dabei eindeutig bis auf die Anordnung
der Primfaktoren p1 , . . . , pk .

Im 18. und 19. Jahrhundert beschäftigten sich viele Ma-
thematiker mit der Frage, ob der Hauptsatz der Arithmetik
auch für andere Zahlringe gelte. Gauß beschäftigte sich z.B.
mit dem nach ihm benannten Zahlring Z[i]. Um dieses Kon-
zept zu erklären, bezeichne man mit Z die Menge der ganzen
Zahlen:

Z ∶= {. . . ,−3,−2,−1, 0, 1, 2, 3, . . .}.

Man bezeichne mit R die Menge der reellen Zahlen und
definiere die Menge der komplexen Zahlen durch:

C ∶= {x + yi ∣ x , y ∈ R und i2 = −1}.

Die Menge der Gaußschen ganzen Zahlen (manchmal auch
als »Gaußscher Zahlring« bezeichnet) ist dann definiert als
die folgende Untermenge der komplexen Zahlen C:

Z[i] = Z [√−1] ∶= {a + bi ∈ C ∣ a, b ∈ Z}.

Die Addition und Multiplikation in C induziert in natürli-
cher Weise eine Addition und Multiplikation in Z[i]. Wie
wir bald feststellen werden, hat Z[i] die Struktur eines Rin-
ges.

Primzahlen in Z sind nicht notwendigerweise irreduzibel
in Z[i]. So zerlegt sich zum Beispiel die Primzahl 5 als

5 = (1 + 2i)(1 − 2i)

im Ring der Gaußschen ganzen Zahlen, und man kann zei-
gen, dass sowohl (1 + 2i) wie auch (1 − 2i) irreduzibel sind.
Die Faktorisierung 5 = (1 + 2i)(1 − 2i) entspricht einer Prim-
zahlzerlegung im Gaußschen Zahlring. Gauß konnte schon
am Anfang des 19. Jahrhunderts zeigen, dass jedes Element in
Z[i] eine Zerlegung in irreduzible Elemente hat und dass die-
se Zerlegung eindeutig ist bis auf die Anordnung der Prim-
faktoren und bis auf so genannte assoziierte Elemente. Um
das letztere Konzept zu verstehen, betrachte man die beiden
Faktorisierungen:

5 = (1 + 2i)(1 − 2i) = (2 − i)(2 + i).

Die Faktoren (1 + 2i) und (2 − i) heißen »assoziierte«, da
mittels Multiplikation mit −i der erste Faktor in den zweiten
überführt wird und umgekehrt mittels Multiplikation mit

27. Lasker, A geometric proposition
28. Lasker, Zur Theorie der kanonischen Formen
29. Noether, Idealtheorie in Ringbereichen
30. Wenig Vorkenntnisse verlangen Cox/Little/Shea, Ideals sowie Ren-
schuch, Idealtheorie. Andere Lehrbücher erwarten mehr Vorkenntnisse,
gehen aber auch in den Resultaten weiter (Becker/Weispfenning, Gröbner
Bases; Eisenbud, Commutative Algebra und Kunz, Einführung). Details
zu den geschichtlichen Aspekten der Algebra im Allgemeinen und des
Zerlegungssatzes im Speziellen findet der interessierte Leser in Corry,
Modern algebra.
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EmmyNoether leistete einen fundamentalen Beitrag zu Einsteins Relativitätstheorie. DasNoether-Theorem
wurde zum Gemeingut der mathematischen Physiker. 1915 wurde ihre Habilitation abgelehnt. Obwohl sich
Einstein und Hilbert nach dem Ersten Weltkrieg erneut für sie einsetzten, blieb ihr eine echte Professur
vorenthalten.

1
−i = i der zweite Faktor in den ersten. Ganz ähnlich sind
(1 − 2i) und (2 + i) assoziierte Elemente, und die beiden
Faktorisierungen sind deshalb »identisch bis auf assoziierte
Elemente«. Im Allgemeinen heißen zwei Elemente a, b ∈
Z[i] assoziiert, falls es ein invertierbares Element r ∈ Z[i]
gibt, so dass b = ra. Der Leser wird verifizieren, dass die
assoziierten Elemente eines Elementes a ∈ Z[i] genau die
Elemente {a,−a, ia,−ia} sind.

Schwierigkeiten mit einer eindeutigen Faktorisierungs-
Theorie tauchten aber bald in anderen Zahlringen auf. Dede-
kind gab als Beispiel den Zahlring

Z [√−5] ∶= {a + b√−5 ∈ C ∣ a, b ∈ Z}.

In dieser Menge können wir wieder addieren und multipli-
zieren, aber die Eindeutigkeit einer Primzerlegung ist nicht
mehr vorhanden. So kann man zeigen, dass die Zahl 6 zwei
Zerlegungen hat:

6 = 2 ⋅ 3 = (1 +√−5)(1 −√−5).

Dabei sind die Faktoren 2, 3, (1 + √−5), (1 − √−5) alle ir-
reduzibel und paarweise nicht zueinander assoziiert, d.h.
die Faktoren können nicht einfach durch invertierbare Ele-
mente ineinander überführt werden. Die Faktorisierung in
Z [√−5] ist deshalb im Gegensatz zur Faktorisierung in
Z [√−1] = Z[i] nicht eindeutig.
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Emmy Noether (1882–1935)

Emmy Noether gilt als eine der bedeutendsten Mathema-
tikerinnen des 20. Jahrhunderts. Sie ist die Tochter von
Max Noether, dem Doktorvater Emanuel Laskers. Emmy
Noether promovierte am 13. Dezember 1907 in Erlangen
bei Paul Gordan (1837–1912). Von 1908 bis 1915 war sie
ohne formelle Anstellung am Mathematischen Institut
in Erlangen tätig und von 1915 bis zu ihrer Emigration
1933 in Göttingen. Neben dem Lasker-Noetherschen Satz
ist Emmy Noether vor allem bekannt für das Noether-
Theorem aus der mathematischen Physik, wonach jede
kontinuierliche Symmetrie eines physikalischen Systems
eine Erhaltungsgröße zur Folge hat und umgekehrt je-
der Erhaltungsgröße eine kontinuierliche Symmetrie zu
Grunde liegt.

Ein anderes bedeutendes Resultat ist der Noethersche
Normalisierungssatz aus der algebraischen Geometrie
(vgl. Kunz, Einführung, Theorem 3.1). Die Begriffe »Noe-
therscher Ring« und »Noetherscher Modul« tragen eben-
falls ihren Namen.

Emmy Noethers akademische Karriere wurde stark
durch das damalige politische Regime behindert. – Frau-
en war es am Anfang des 20. Jahrhunderts noch nicht
erlaubt zu habilitieren. Erst nach Überwindung vieler
Hindernisse erhielt sie 1919 als erste Frau in Göttingen
die Habilitation und damit eine Lehrerlaubnis.

Wegen ihrer jüdischen Herkunft wurde ihr diese in
Göttingen im Frühjahr 1933 zusammen mit fünf anderen
jüdischen Professoren entzogen. Im Herbst desselben
Jahres folgte sie einer Einladung als Gastprofessorin an
das amerikanische Frauencollege Bryn Mawr in Penn-
sylvania. Sie verstarb am 14. April 1935 in Pennsylvania
an den Folgen einer Operation. Albert Einstein verfasste
einen Nachruf, der am 4. Mai 1935 in der New York Ti-
mes erschien. Dem interessierten Leser sei die detaillierte
Biographie von Tollmien empfohlen.

Die Idealtheorie von Dedekind
Richard Dedekind (1831–1916) untersuchte Faktorisierungen
in allgemeinen Zahlringen. Dabei erkannte er, dass eine men-
gentheoretische Betrachtungsweise sehr viel mehr Informa-
tionen liefert, als es die einfache Faktorisierung von Elemen-
ten kann. Um dies zu verstehen, definieren wir zuerst das
Konzept eines Ringes.

Definition 2. Ein kommutativer Ring R ist eine Menge mit
zwei Operationen ›+‹ (genannt Addition) und ›⋅‹ (genannt
Multiplikation), so dass folgende Axiome gelten:
1. Die Addition ist assoziativ, d.h. für alle a, b, c ∈ R soll

gelten:
(a + b) + c = a + (b + c).

2. Die Addition ist kommutativ, d.h. für alle a, b ∈ R soll
gelten: a + b = b + a.

3. Es gibt eine ›Null‹ 0 ∈ R, so dass a + 0 = a für alle a ∈ R.
4. Jedes Element a ∈ R besitzt ein additiv inverses Element

b, so dass a + b = 0.
5. Die Multiplikation ist assoziativ, d.h. für alle a, b, c ∈ R

soll gelten:
(a ⋅ b) ⋅ c = a ⋅ (b ⋅ c).

6. Die Multiplikation ist kommutativ, d.h. für alle a, b ∈ R
soll gelten:

a ⋅ b = b ⋅ a.
7. Es gilt das Distributivgesetz, d.h. für alle a, b, c ∈ R soll

gelten:
a ⋅ (b + c) = a ⋅ b + a ⋅ c.

Sofern es nicht zu Verwirrungen führt, wird das Multiplika-
tionszeichen ›⋅‹ üblicherweise weggelassen, d.h. man schreibt
kurz ab für a ⋅ b.

Die ganzen Zahlen Z, der Gaußsche Zahlring Z[i], die
reellen Zahlen R und die komplexen Zahlen C sind alles
Beispiele von kommutativen Ringen.

Die wichtigsten Teilmengen eines Ringes sind die Ideale:

Definition 3. Es sei R ein kommutativer Ring. Eine Teilmen-
ge I ⊂ R heißt Ideal, falls mit a, b ∈ I und r ∈ R auch (a − b)
und ra in I sind.

Beispiel 4. Die Ideale innerhalb der ganzen Zahlen Z sind
genau von der Form

nZ ∶= {. . . ,−3n,−2n,−n, 0, n, 2n, 3n, . . .},

wobei n eine beliebige ganze Zahl ist.

Definition 5. Falls T ⊂ R eine Teilmenge eines Ringes ist, so
bezeichnet man mit < T > ⊂ R das kleinste Ideal, welches
die Teilmenge T enthält.
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Richard Dedekind (1831–1916) war der letzte Schüler von Carl
Friedrich Gauß in Göttingen. Nach kurzem Aufenthalt in Zürich
wurde er 1862 Professor für Mathematik in seiner Heimatstadt
Braunschweig. Dedekind gilt mit Kronecker als Wegbereiter
der Ideale, er hat die moderne Algebra entscheidend geprägt
und damit auch Emanuel Laskers akademische Laufbahn stark
beeinflußt.

Man zeigt in der Algebra, dass < T > einfach gleich dem
Durchschnitt aller Ideale ist, welche T enthalten. Falls T ⊂ R
die endliche Menge T = {a1 , . . . , ak} darstellt, schreibt man
oft auch < a1 , . . . , ak > für das Ideal < T >.

Beispiel 6. Das Ideal < 5 > ⊂ Z ist gegeben durch:

< 5 > = 5Z = {. . . ,−15,−10,−5, 0, 5, 10, 15, . . .}.

Das Ideal < 2, 1 + i > ⊂ Z[i] besteht aus der Menge:

< 2, 1+ i > = 2Z[i]+(1+ i)Z[i] = {2a + b + bi ∣ a, b ∈ Z[i]} .

Ideale kann man in natürlicher Weise addieren und multipli-
zieren. Ebenso ist der Durchschnitt zweier Ideale wiederum
ein Ideal. Das folgende Beispiel illustriert diese mengentheo-
retischen Operationen an Idealen in den ganzen Zahlen Z.

Beispiel 7. < 6 >< 15 > = < 90 >,
< 6 > + < 15 > = < 3 >,
< 6 > ∩ < 15 > = < 30 > .

Man sagt, I ⊂ R sei ein echtes Ideal, falls I ≠ < 0 > und
I ≠ R. Dedekind konnte zeigen, dass in beliebigen Zahlringen
für jedes echte Ideal eine Produkt-Zerlegung in Primideale
existiert. Dazu definieren wir zuerst:

Definition 8. Ein Ideal P ⊂ R heißt Primideal, falls mit a, b ∈
R, ab ∈ P folgt, dass a ∈ P oder b ∈ P.

Beispiel 9. In Z entsprechen den Primidealen genau die
Ideale < n >= nZ, wo n eine Primzahl ist. Dieser Sachverhalt
erklärt den Namen. So ist < 6 > ⊂ Z kein Primideal, da 2, 3 /∈
< 6 >, aber 2 ⋅ 3 = 6 ∈ < 6 >.

Um den folgenden wichtigen Faktorisierungssatz von Dede-
kind zu erklären, wähle man ganze Zahlen c0 , c1 , . . . , cn−1 ∈
Z, so dass

p(x) ∶= xn + cn−1xn−1 +⋯+ c1x + c0
ein irreduzibles Polynom vom Grad n in der Variablen x ist.
D.h. p(x) ist ein Element des Polynomrings Z[x] und p(x)
besitzt keine »nicht-triviale« Faktorisierung in diesem Ring.
Weiter nehme man an, dass α eine Wurzel von p(x) ist. Z[α]
ist dann der Zahlring definiert durch:

Z[α] ∶= {a0 + a1α +⋯+ an−1αn−1 ∣ a0 , . . . , an−1 ∈ Z} .

Innerhalb des Ringes Z[α] erfolgt die Addition komponen-
tenweise. Für die Multiplikation benützt man die Relation
p(α) = 0, falls Terme auftauchen, welche einen Grad größer
als n haben.

Satz 10. Falls I ⊂ Z[α] ein Ideal ist, I ≠< 0 > und I ≠ Z[α],
dann existieren paarweise verschiedene Primideale P1 , . . . , Pk
und positive ganze Zahlen e1 , . . . , ek , so dass:

I = Pe1
1 ⋯⋯Pek

k .

Des Weiteren ist die Faktorisierung bis auf die Anordnung der
Faktoren eindeutig.

Beispiel 11. Wir haben schon erwähnt, dass im Zahlring
Z [√−5] die Zahl 6 keine eindeutige Faktorisierung hat.
Wir zeigen nun, dass mengentheoretisch das Ideal < 6 >⊂
Z [√−5] eine eindeutige Faktorisierung in Primideale besitzt.
Man betrachte dazu die Ideale:

P1 ∶= < 2, 1 +√−5 >,
P2 ∶= < 3, 1 +√−5 >,
P3 ∶= < 3, 1 −√−5 > .



�

Forster/Hansen/Negele, Emanuel Lasker Rosenthal.tex Rev.2.7, 18.10.2009 18:37:47+02 [22.10.2009 15:18]
Art & Satz • Ulrich Dirr Seite »223« 12 von 20

�

� �

der lasker-noethersche zerlegungssatz 223

Man kann nun zum Beispiel nachrechnen, dass

P2P3 =< 3, 1 +√−5 >< 3, 1 −√−5 >
=< 9, 3(1 +√−5), 3(1 −√−5), 6 >
=< 3 >< 3, 1 +√−5, 1 −√−5, 2 >=< 3 >< 1 >=< 3 > .

Auf ähnliche Weise erhält man

P1P1 =< 2 >, P1P2 =< 1 +√−5 > und P1P3 =< 1 −√−5 > .

Wir haben also gezeigt, dass die »zweideutige Faktorisierung«

6 = 2 ⋅ 3 = (1 +√−5)(1 −√−5)

auf der ideal-theoretischen Seite beide Male die Faktorisie-
rung

< 6 >= P2
1 P2P3

darstellt. Es bleibt zu bemerken, dass die drei Ideale P1 , P2 , P3
Primideale sind.

Der Dedekindsche Satz ist eine der großen Erkenntnisse in
der Zahlentheorie des 19. Jahrhunderts. Für den Spezialfall
des Ringes Z der ganzen Zahlen liefert der Satz eine men-
gentheoretische Formulierung des Hauptsatzes der Arith-
metik. Der Satz zeigt auch die enorme Wichtigkeit, welche
eine mengetheoretische Betrachtungsweise mit sich bringt,
und er weckte das Interesse daran, andere algebraische Fra-
gestellungen von einem idealtheoretischen Gesichtspunkt
anzuschauen.

Der Satz von Lasker und Noether ist eine idealtheoreti-
sche Aussage. Wie wir bald sehen werden, verallgemeinert
er den Dedekindschen und daher auch den Hauptsatz der
Arithmetik weitreichend.

Der Nullstellensatz von Hilbert
Der bedeutendste Mathematiker am Anfang des 20. Jahrhun-
derts war David Hilbert (1862–1943). Er hat wichtige Resulta-
te in der algebraischen Geometrie, der Zahlentheorie, der Lo-
gik und der Analysis hergeleitet. In der Funktional-Analysis
ist der Hilbert-Raum nach ihm benannt. Er war es auch, der
am internationalen Mathematiker-Kongress in Paris im Jahre
1900 eine Liste von 23 mathematischen Problemen formulier-
te, welche bis auf den heutigen Tag die Forschung inspiriert
haben.

Für das Lasker-Noether-Theorem war es von großer Be-
deutung, dass Hilbert eine Korrespondenz zwischen den spe-
ziellen Idealen eines Polynom-Ringes und den Nullstellen-
Gebilden von Polynomen herstellte.

Man betrachte dazu den Vektorraum C
n ; dies ist die

Menge aller Vektoren v = (v1 , . . . , vn), deren Koordinaten

David Hilberts programmatische Rede auf dem Zweiten Inter-
nationalen Mathematiker-Kongress 1900 in Paris beeinflusste
die mathematische Forschung des 20. Jahrhunderts nachhaltig.
Er plädierte stets für einen Optimismus in der Forschung, der
alle selbstgesetzten Beschränkungen des Denkens ablehnt.

v i ∈ C, i = 1, . . . , n. Ferner ziehe man den Polynomring in
den n Variablen x1 , . . . , xn hinzu:

R ∶= C[x1 , . . . , xn].

Ein Polynom p ∈ R ist eine formale Summe:

p =
d1

∑
i1=0

d2

∑
i2=0

. . .
dn

∑
in=0

c i1 , . . . , in x
i1
1 . . . x in

n ,

wobei die Koeffizienten c i1 , . . . , in komplexe Zahlen sind. Ein
Vektor v ∈ C

n kann in ein Polynom p ∈ R eingesetzt werden,
worauf man die komplexe Zahl p(v) ∈ C erhält. Von grund-
sätzlicher Bedeutung in der algebraischen Geometrie sind
die (affinen) Varietäten. Dazu betrachte man eine beliebige
Teilmenge T ⊂ R und definiere die Varietät von T als das
»Nullstellen-Gebilde« definiert durch T :

V(T) ∶= {v ∈ C
n ∣ p(v) = 0 für alle p ∈ T} .
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Bemerkung 12. Es sei I ∶= < T > das von T erzeugte Ideal
im Ring R = C[x1 , . . . , xn]. Man verifiziert sofort, dass die
Varietäten V(T) und V(I) die gleichen Punktmengen in C

n

beschreiben.

Wir haben Varietäten über dem Körper C der komplexen
Zahlen definiert. Die Definition von V(T) ist sinnvoll über
beliebigen Körpern, und in Spezialfällen beinhaltet sie viele
geometrische Objekte, die dem Leser sicher bekannt sind.
Das folgende Beispiel zeigt dies.

Beispiel 13. Man betrachte die euklidische Ebene R
2 zusam-

men mit dem Polynomring R[x , y]. Dann definiert die Va-
rietät V(y − x2) eine Parabel, V(xy) eine Hyperbel und
V(x2 + y2 − 1) den Einheitskreis. Die Varietät V(x2 − y2)
sieht auf den ersten Blick komplizierter aus. Die Faktorisie-
rung (x2 − y2) = (x + y)(x − y) liefert aber die Zerlegung:

V(x2 − y2) = V(x + y) ∪ V(x − y),

d.h. V(x2− y2) stellt die Vereinigung der Geraden y = x und
der Geraden y = −x dar.

Wie das Beispiel der Varietät V(x2 − y2) illustriert, hat die
Faktorisierung des Polynoms (x2 − y2) eine Zerlegung der
Varietät zur Folge. Das Lasker-Noether-Theorem erreicht ei-
ne solche Zerlegung für beliebige Varietäten V(T) ⊂ C

n ,
weshalb auch vom »Lasker-Noetherschen Zerlegungssatz«
gesprochen wird. Mehr dazu im nächsten Abschnitt weiter
unten.

Bis jetzt haben wir gezeigt, wie eine beliebige Teilmenge
T ⊂ R = C[x1 , . . . , xn] eine Varietät V(T) ⊂ C

n definiert.
Man betrachte nun umgekehrt eine beliebige Teilmenge M ⊂
C

n . Die folgende Definition beschreibt alle Polynome, welche
auf M identisch Null sind:

I(M) ∶= {p ∈ R ∣ p(v) = 0 für alle v ∈ M} .

Falls p1 ∈ I(M), p2 ∈ I(M) und r ∈ R, dann verifiziert man,
dass auch p1 − p2 ∈ I(M) und rp1 ∈ I(M) sind, in anderen
Worten I(M) ist ein Ideal in R. Hilbert konnte zeigen, dass
I(M) die Eigenschaften eines so genannten Radikalideals
hat:

Definition 14. Es sei R ein kommutativer Ring und I ⊂ R
ein Ideal. Man definiert das Radikal von I als:
√
I ∶= {r ∈ R ∣ es existiert e ∈ N, e ≥ 1, so dass re ∈ I}

Man sagt, I ist ein Radikalideal, falls
√
I = I.

Man kann verifizieren, dass
√
I wiederum ein Ideal ist, wel-

ches das Ideal I enthält (I ⊂ √I).

Mit diesen Vorbereitungen können wir den berühmten Null-
stellensatz formulieren, der eine Korrespondenz zwischen
Varietäten und Radikalidealen herstellt. Der Satz wurde im
Jahre 1893 von David Hilbert das erste Mal publiziert.31

Satz 15. Falls V ⊂ C
n eine Varietät ist, dann ist V(I(V)) = V.

Falls I ⊂ R = C[x1 , . . . , xn] ein Ideal ist, dann ist I(V(I)) =√
I. Im Besonderen definieren die Abbildungen I(M) und

V(I) eine Bijektion zwischen den affinen Varietäten des Vek-
torraums C

n und den Radikalidealen in R.

Eisenbuds Lehrbuch führt fünf Beweise verschiedener Ver-
sionen des Nullstellensatzes auf.32. Seine Wichtigkeit besteht
darin, dass er eine Übersetzung von geometrischen Gebilden
(nämlich den Varietäten) in algebraische Objekte (nämlich
die Ideale) liefert.

Bemerkung 16. Der Name Nullstellensatz erklärt sich so: Es
sei T ⊂ R eine beliebige Menge und I = < T > das von T
erzeugte Ideal. Wir haben schon gesehen, dass für die Va-
rietäten gilt, dass V(T) = V(I). Falls I =< 1 >= R ist, dann
ist V(I) = { } (die leere Menge). Falls I ≠ R, dann sagt der
Nullstellensatz aus, dass V(I) ≠ { }, d.h. es gibt einen Punkt
v ∈ C

n , so dass v Nullstelle ist von allen Polynomen p ∈ T . So
gesehen verallgemeinert der Nullstellensatz den Hauptsatz
der Algebra, der besagt, dass ein nicht-konstantes Polynom
p ∈ C[x] notwendigerweise eine komplexe Nullstelle hat.

Im nächsten Abschnitt werden wir sehen, dass das Lasker-
Noether-Theorem zusammen mit dem Hilbertschen Nullstel-
lensatz eine Zerlegung von allgemeinen Varietäten in irredu-
zible Varietäten liefert.

Formulierung und Bedeutung des Lasker-Noether-
Theorems
Laskers Arbeit zur Theorie der Moduln und Ideale enthielt
die Herleitung eines wichtigen Zerlegungssatzes für Idea-
le des Ringes R = C[x1 , . . . , xn] und erschien 1905 in den
Mathematischen Annalen, schon damals eine der besten Zeit-
schriften für Mathematik. Emmy Noether erkannte später,
dass der Satz und die Beweise für allgemeine kommutative
Ringe gelten, sobald die Ideale dieses Ringes endlich erzeugt
werden können. Im Folgenden ist der Satz in der verallge-
meinerten Noetherschen Fassung beschrieben.

Definition 17. Ein (kommutativer) Ring R heißt noethersch,
falls jedes Ideal I ⊂ R endlich erzeugt ist, d.h. Elemente
a1 , . . . , ak ∈ R existieren, so dass

I =< a1 , . . . , ak > .

31. Hilbert, Invariantensysteme. Vgl. a. Hilbert, Algebraic invariants, mit
weiterem historischem Material.
32. Eisenbud, Commutative Algebra
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Die kommutativen Ringe, die wir bisher behandelt ha-
ben, sind alles noethersche Ringe. Die Tatsache, dass
C[x1 , . . . , xn] ein noetherscher Ring ist, war von David Hil-
bert im Jahre 1888 bewiesen worden.33 Dieses Resultat heißt
heute in der Literatur Hilbertscher Basissatz. Emmy Noether
hat später gezeigt, wie der Hilbertsche Basissatz sehr elegant
in einer noch allgemeineren Form formuliert werden kann:

Satz 18. Falls R ein noetherscher Ring ist, dann ist auch der
Polynomring R[x] noethersch.

Mittels Induktion folgt dann sofort, dass auch R[x1 , . . . , xn]
noethersch ist, und im besonderen ist C[x1 , . . . , xn] noe-
thersch.

Ziel des Lasker-Noetherschen-Zerlegungssatzes ist es, ein
beliebiges Ideal als Durchschnitt von so genannten Primä-
ridealen darzustellen. Wünschenswert wäre natürlich eine
Darstellung als Schnitt von Primidealen, aber da treten schon
Schwierigkeiten im Ring der ganzen Zahlen auf:

Beispiel 19. Man betrachte das Ideal < 30 > ⊂ Z. Entspre-
chend der Faktorisierung in Primfaktoren kann man das Ide-
al < 30 > als mengentheoretischen Schnitt von Primidealen
schreiben:

< 30 > = < 2 > ∩ < 3 > ∩ < 5 > .

Wie der Leser sofort verifiziert, kann das Ideal < 12 > ⊂ Z

nicht als Schnitt von Primidealen geschrieben werden. Eine
interessante Zerlegung ist aber

< 12 > = < 3 > ∩ < 4 > .

Dabei ist nur das Ideal < 3 > ein Primideal. Da < 4 > = < 2 >
< 2 >, ist das Ideal < 4 > gleich einer Potenz eines Primideals.

Lasker bemerkte, dass eine Abschwächung des Konzepts ei-
nes Primideals zu einer sehr befriedigenden Theorie führt.
Die folgende Definition stammt von Lasker:

Definition 20. Ein Ideal Q ⊂ R heißt Primärideal, falls mit
a, b ∈ R, ab ∈ Q folgt, dass a ∈ Q oder be ∈ Q für einen
positiven Exponenten e ∈ N.

Wie man aus der Definition sofort ersieht, ist jedes Primideal
auch ein Primärideal (vgl. Definition 8). Die Umkehrung gilt
aber offensichtlich nicht.

Beispiel 21. In den ganzen Zahlen Z sind die Primärideale
genau die Ideale der Form < pe >, wobei p eine Primzahl ist
und e eine positive ganze Zahl ist. Zum Beispiel ist < 4 > ⊂ Z

ein Primärideal.

Das folgende Lemma zeigt, dass jedes Primärideal in einem
Primideal enthalten ist.

Lemma 22. Es sei R ein kommutativer Ring und Q ⊂ R ein
Primärideal. Dann ist P ∶= √Q ein Primideal.

Falls Q ein Primärideal ist, so sagt man, dass P = √Q das
zu Q assoziierte Primideal sei. So ist etwa das assoziierte
Primideal zum Primärideal < 27 > ⊂ Z das Ideal < 3 >.

Lasker erkannte, dass die Primärideale innerhalb eines
Ringes unzerlegbare Bausteine bilden, aus denen alle anderen
Ideale mittels mengentheoretischer Schnittbildungen herge-
leitet werden können. Dazu definieren wir:

Definition 23. Ein Ideal I ⫋ R heißt irreduzibel, falls es keine
echten Ideale I1 , I2 gibt, so dass I = I1 ∩ I2.

Man kann zeigen, dass in einem noetherschen Ring R die
irreduziblen Ideale genau den Primäridealen I ⫋ R entspre-
chen.

Mit diesen Vorbereitungen können wir nun den Lasker-
Noetherschen Zerlegungssatz formulieren. Wir wählen die
Form, wie man sie bei Becker und Weispfenning findet:34

Satz 24. Es sei R ein noetherscher Ring und I ⫋ R ein Ideal.
Dann existieren Primärideale Q1 , . . . ,Qk , so dass

I = Q1 ∩ Q2 ∩ . . . . . . ∩ Qk .

Diese Zerlegung hat die Eigenschaft, dass kein Q i den Schnitt
der anderen Primärideale enthält. D. h. für i = 1, . . . , k gilt,
dass ⋂i≠ j Q j /⊂ Q i .

Des Weiteren sind alle assoziierten Primideale Pi = √Q i
verschieden und eindeutig bestimmt durch das Ideal I.

Auf der geometrischen Seite induziert das Lasker-Noether-
Theorem eine Zerlegung von affinen Varietäten in irreduzible
Bestandteile. Dazu betrachte man wiederum eine beliebige
Menge von Polynomen T ⊂ C[x1 , . . . , xn] und bezeichne mit
I = < T > das von T erzeugte Ideal. Für die affine Varietät
V(T) gilt dann:

V(T) = V(I) = V(Q1)∪ . . .∪V(Qk) = V(P1)∪ . . .∪V(Pk).

Da die assoziierten Primideale eindeutig sind, ist diese Zer-
legung auch eindeutig. Im Weiteren wird in der algebrai-
schen Geometrie gezeigt, dass V(P) nicht als Vereinigung
von Unter-Varietäten zerlegt werden kann, sobald P ein Prim-
ideal ist.

Auf der zahlentheoretischen Seite liefert der Satz von
Lasker-Noether den Dedekindschen Faktorisierungssatz

33. Hilbert, Algebraische Gebilde
34. Becker/Weispfenning, Gröbner Bases, Abschnitt 8.5
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(Satz 10 weiter oben). Dies folgt im Wesentlichen aus der
Tatsache, dass für paarweise verschiedene Primideale P1 , P2
im Zahlring Z[α] gilt, dass

P1P2 = P1 ∩ P2 .
Emmy Noether hat diese und andere Folgerungen 1927 be-
schrieben.35 Der Satz von Lasker und Noether kann weiter
verallgemeinert werden. Er gilt auch für so genannte noe-
thersche Moduln. Die Ansätze dazu finden sich schon 1905
bei Lasker und 1921 bei Emmy Noether.

Nicht nur Verallgemeinerungen des Zerlegungssatzes spie-
len in der modernen mathematischen Forschung eine Rolle.
Auch die sich aus seiner Anwendung ergebenden Fragestel-
lungen der Algorithmik und der effizienten Berechnung auf
Computern sind von Bedeutung. Schon relativ kurz nach
Lasker hat Francis Sowerby Macaulay einen Weg aufgezeigt,
wie die Primärzerlegung algorithmisch im Polynomring be-
rechnet werden kann.36 Der algorithmische und numerische
Aspekt der Primärzerlegung ist bis auf den heutigen Tag für
die Forschung von Interesse geblieben.37

Auf der rein algebraischen Seite führte Wolfgang Krull
1958 den Begriff Laskerscher Ring ein,38 wodurch ein kommu-
tativer Ring bezeichnet wird, in dem jedes Ideal als Schnitt
von Primäridealen dargestellt werden kann. Mehrere For-
scher haben sich seit der Arbeit von Krull mit diesen Ringen
beschäftigt.

Wie unser mathematischer Exkurs gezeigt hat, hat der
Lasker-Noethersche Zerlegungssatz bis auf den heutigen Tag
seine Wichtigkeit behalten.

laskers publikationen nach 1905

Nach 1905 hat Lasker im Wesentlichen noch zwei Arbeiten
zur reinen Mathematik verfasst.

Die eine erschien 1908 unter dem Titel »A new method in
geometry« und benützt seine früheren Arbeiten über »geo-
metrical calculus« von 1896 und die Ideale von 1905. Als
Resultate beschreibt er algebraische Identitäten, welche man
ausgehend von gewissen geometrischen Konfigurationen her-
leiten kann. Zum Beispiel studiert er die Konfiguration von
drei Kurven dritten Grades im dreidimensionalen Raum, die
sieben Punkte in allgemeiner Lage gemeinsam haben, und er
zeigt, wie man daraus algebraische Relationen herleiten kann.
Die Arbeit scheint wenig Beachtung gefunden zu haben.

1916 stellte er in einer kurzen Arbeit einen neuen Beweis
eines Satzes von Georgi Woronoi (1868–1908) vor und zeigt
danach, wie man einen neuen Beweis des quadratischen Re-
ziprozitätsgesetztes bekommen kann.39 Dieses Gesetz über
quadratische Reste gilt als eines der wichtigsten der Zahlen-
theorie. Carl Friedrich Gauß (1777–1855) hat es zuerst bewie-
sen, und er empfand das Resultat als so wichtig, dass er im
Ganzen acht verschiedene Beweise herleitete.

Neben diesen beiden reinen mathematischen Arbeiten hat
Lasker nach 1905 angefangen, sich mit philosophischen und
spieltheoretischen Fragestellungen zu beschäftigen.40 Bereits
sein 1907 erschienenes Buch Kampf enthält etliche Beispiele
von so genannten Spielen mit konstanter Summe. Lasker
versuchte eine mathematische Spieltheorie zu entwickeln und
war damit seiner Zeit voraus.

Nach allgemeiner Auffassung markiert das 1944 erschie-
nene Lehrbuch von John von Neumann und Oskar Morgen-
stern, Theory of Games, den Anfang der mathematischen
Spieltheorie, welche heute die Basis zur Beantwortung vieler
ökonomischer Fragestellungen darstellt. Die Nobel-Preise in
Ökonomie der Jahre 1994 (Nash, Selten und Harsanyi), 2005
(Schelling und Aumann) und 2007 (Myerson, Hurwicz und
Maskin) sind alle auf ihrem Gebiet vergeben worden.

Vor 1944 gab es nur wenige Arbeiten, die man der ma-
thematischen Spieltheorie zuordnen kann. Wichtige Ausnah-
men sind 1913 ein kurzer Artikel von Ernst Zermelo41 und
Laskers Kartenspiel von 1929.

Mit Ernst Zermelo (1871–1953) unterhielt Lasker spätes-
tens ab den späten zwanziger Jahren Briefkontakt, als die-
ser ihm seine Arbeit zur »Berechnung der Turnierergebnis-
se als ein Maximalproblem der Wahrscheinlichkeiten« zu-
sandte, worin er die Wahrscheinlichkeitstheorie zur Her-
leitung eines »Wertungssystems« für Spieler in einem Spiel
wie Schach nutzt – etwa 20 Jahre, bevor die Ingo- und Elo-
Wertungssysteme entwickelt wurden!42

Eine Fragestellung, die Lasker im Verständigen Kartenspiel
studierte, ist die Folgende:43 Es sei n eine natürliche Zahl und
gegeben ein Kartenspiel mit 2n Karten, wobei die Karten voll-
ständig durchnummeriert sind mit den Zahlen {1, 2, . . . , 2n}.
Es gibt zwei Spieler, und jeder erhält n Karten. Jeder Spieler
kennt die Werte seiner Karten und diejenigen des Spielpart-
ners. Ein Spieler wird bestimmt, der den »Anzug« hat. Dieser
Spieler legt eine Karte auf den Tisch. Der zweite Spieler kann
nun entweder eine Karte mit einem höheren Wert auflegen,
in welchem Fall der zweite Spieler beide Karten gewinnt und
auch den Anzug erhält, oder er kann eine Karte mit tieferem
Wert spielen, in welchem Fall der zweite Spieler die Karten

35. Noether, Abstrakter Aufbau
36. Macaulay, On the resolution
37. Vgl. Monico, Primary decomposition; Seidenberg, Lasker-Noether
decomposition und Sommese/Verschelde/Wampler, Numerical decom-
position, wo auch weitere Hinweise zur aktuellen Literatur aufgeführt
sind.
38. Krull, Laskersche Ringe
39. Lasker, Über eine Eigenschaft der Diskriminante
40. Über das mathematisch Schöne (1915), Über Ästhetik der Mathema-
tik (1928), Begründung (1929), Encyclopedia of Games (1929), On the
definition of logic (1935), Note on Keyser’s discussion (1938).
41. Zermelo, Anwendung der Mengenlehre; vgl. a. Ebbinghaus, Zermelo,
S. 129–133
42. Mathematische Zeitschrift, Band 29, 1929, S. 436–460; Ebbinghaus,
Zermelo, S. 150.
43. Lasker, Kartenspiel, S. 81f.
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Ernst Friedrich Ferdinand Zermelo begann sein Studium der
Mathematik, Physik und Philosophie wie Emanuel Lasker in
Berlin. Er setzte es in Halle und Freiburg fort und promovierte
1894 an der Universität Berlin bei Hermann Amandus Schwarz.
Anschließend war er Assistent von Max Planck am Institut für
theoretische Physik. 1897 wechselte Zermelo nach Göttingen,
wo er sich 1899 habilitierte. Von 1910 bis 1916 lehrte er an der
Universität Zürich. Danach arbeitete Zermelo erst ab 1926 in
Freiburg wieder offiziell als Honorarprofessor. 1935 wurde er
politisch denunziert und musste auf die Lehrtätigkeit verzich-
ten.

verliert und der Anzug beim ersten Spieler bleibt. Das Spiel
verläuft ohne Zurücklegen der gespielten Karten. Lasker fragt
nach der optimalen Strategie, falls das Ziel darin besteht, so
viele Karten wie möglich zu gewinnen. Es gibt auch eine
»Misère-Variante«, wo das Ziel darin besteht, so wenig Kar-
ten wie möglich zu »gewinnen«. Mathematisch ist dies ein
typisches Beispiel eines Zwei-Personen-Spiels mit konstanter
Summe und vollkommener Information. Das von Lasker be-
schriebene Spiel, das er »Whistett« taufte, wurde bisher erst
in der Misère-Variante befriedigend gelöst.44

In den dreißiger Jahren hegte Lasker nochmals Hoffnun-
gen auf eine universitäre Anstellung. In den Briefen jener
Zeit bezieht er sich des öfteren auf Emmy Noether, die ihm
aus den Vereinigten Staaten eine Empfehlung für eine Profes-
sur in Manchester geschrieben hatte.45 Andere Briefe zeigen,

dass er sich in den Jahren 1933/34 auch für eine Mathematik-
Professur in Palästina (Jerusalem) interessierte.46

Letztlich verschlug es Lasker indes nach Moskau, wo er
seine mathematischen Arbeiten wieder aufnehmen wollte.47
In einem Interview äußerte er sich dazu wie folgt:

Die Sachlage ist die, dass nach einer Initiative Krylenkos die
Akademie Moskaus, repräsentiert durch die Mathematiker, mich
eingeladen hat, meine mathematischen Forschungen, an denen
ich jetzt beschäftigt bin, zu Ende zu führen und mich dabei der
Wohnräume der Akademie und der Bibliothek der Akademie zu
bedienen. Ich gedenke auch, mit den dortigen Mathematikern in
wissenschaftlichen Verkehr zu treten und mit den Ergebnissen
meiner Forschungen den Bericht der Akademie zur Veröffent-
lichung zu überweisen. Dies ist der wahre Sachverhalt und dazu
gehört, dass ich in Moskau wohne. (…)

Massgebend war hier einmal mein Wunsch, mit den For-
schern der Akademie in Moskau zusammenzuarbeiten und vor
allem die Tatsache, dass ich mich in Moskau als dem Kulturzen-
trum und der Hochstätte des Bildungswesens sehr wohl fühle.48

Die Übersiedlung der Laskers nach Moskau erfolgte im Au-
gust 1935. Im Dezember wurde er zum Ehrenmitglied des
mathematischen Instituts der Akademie der Wissenschaften
gewählt.49 Über den Inhalt seiner mathematischen Arbeiten
in Moskau ist wenig bekannt.50 Ein als Entwurf erhaltenes
Vorwort zu einem rund 200-seitigen, deutschen Algebra-
Typoskript beleuchtet einige der Ambitionen, die er in seiner
Moskauer Zeit verfolgte:

In der folgenden Arbeit kam es mir darauf an, die Analogie, wel-
che zwischen der Algebra der Formen, der Theorie der Körper
und jener der analytischen Funktionen mehrerer Variablen in
Punkten algebraischer Singularität besteht, aufzuweisen und mit
einiger Breite auszuführen. Auch habe ich mich bemüht, einige
Verbindungswege zwischen der Theorie der Moduln, der Invari-
antenrechnung und der Topologie gangbar zu machen. Zuletzt

44. Kahn/Lagarias/Witsenhausen, Lasker’s card game, und dies., The
Misère game. Zur Geschichte der mathematischen Spieltheorie und beson-
ders den Beiträgen von Lasker und Zermelo vgl. Leonard, From chess to
catastrophe, und Leonard, Von Neumann, Morgenstern and the Creation
of Game Theory, ferner: Klaus, Lasker Vorläufer der Spieltheorie.
45. Brief vom 9. Dezember 1933 an Martha (Kramer, Letters of Emanuel
Lasker, Nr. 671)
46. Vgl. S. 46 in diesem Band.
47. Vgl. a. S. 152f. und 159 in diesem Band.
48. Schweizerische Arbeiter-Schachzeitung, Mai 1935, S. 76; Juni 1935,
S. 87–90; Juli 1935, S. 101f.
49. Unidentifizierter Zeitungsartikel (Lasker Scrapbooks, Cleveland Pu-
blic Library, Ohio)
50. Mehrere mathematische Manuskripte aus der Zeit befinden sich in der
Privatsammlung von David DeLucia (DeLucia, Library, S. 24), darunter
eine 368-seitige, deutschsprachige »Architektur der Mathematik« und
eine kürzere Abhandlung, die sich mit Emmy Noether und David Hilbert
(Ebd., S. 308) beschäftigt. Ferner eine wohl bereits wieder in Amerika
entstandene, 305 Seiten starke englische Ausarbeitung (Ebd., S. 306) –
wahrscheinlich Laskers letzte Arbeit, datiert auf den 9. Oktober 1940.
Es dürfte sich um das von Hannak genannte Kapitel eines Mathematik-
Lehrbuchs handeln (Hannak, Lasker, S. 307).
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Brief Emanuel Laskers an Ernst Zermelo vom 12. Januar 1929. (Universitätsarchiv Freiburg, C 129/67)
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Titelseite eines zweiseitigen Sonderdrucks aus Geisteskultur (Berlin 1928, S. 275f.) über die »Philosophie des
Unvollendbar« mit handschriftlicher Widmung von Emanuel Lasker an Ernst Zermelo. (Universitätsarchiv
Freiburg, C 129/67)
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Martha und Emanuel Lasker in ihrer Moskauer Wohnung, in der sie ab Anfang 1936 lebten. Im einem
Brief vom 1. Januar 1936 schreibt Martha Lasker an ihre Schwägerin Theophila Rochotz: »Endlich sind
wir in der Wohnung, die klein, aber sehr gemütlich wie zuhause mit den alten Sachen aussieht. Die
ollen Bilder und das alte Schreibbureau aus Berlinchen, was fast auseinanderfiel als es ausgepackt
wurde, steht auch da u. Em. arbeitet daran u. denkt an seine Jugendzeit.«

lag mir auch die Methode am Herzen. Ich habe einer Methode
zu folgen mich bestrebt, die den Hauptwert auf den zielstrebigen
Gedanken legt, während sie von Formeln oder starr gewordenen
Prozessen nur wenig an Inspiration erwartet. Die Untersuchung
geht von mehreren Ausgangspunkten her auf ein erstrebens-
wertes Ziel hin, das noch in weiter Ferne liegt, so dass man es
nicht einmal deutlich in Begriffe fassen kann. Die verschiedenen
Etappen auf dies mehr gefuehlte oder geahnte als durch den
Verstand greifbare Ziel hin werden im Buche umschrieben, und
so ist ein Fortschritt erreicht, auch ist die Richtung angegeben,
die das Ziel dem Mathematiker wie der Nordstern dem Schiffer
weist – nicht klar und deutlich genug, doch so wie es in Wort
oder Formel jetzt den Versuch dazu zu wagen ratsam ist – aber
es bedarf gewisslich der lang andauernden, entsagenden und
hingebenden Arbeit vieler, dem Ziele greifbar nahe zu kommen.
Moskau, im Februar 1937 [handschriftlich geändert in: »den
4. März«].
Emanuel LASKER51

*
Unsere Erkundungen zum mathematischen Schaffen von
Emanuel Lasker haben gezeigt, dass er ein äußerst vielsei-
tiger Mathematiker war und Autor wesentlicher Arbeiten
auf verschiedenen Gebieten. Seine Hauptarbeit über den Zer-
legungssatz (1905) prägt bis auf den heutigen Tag die ma-
thematische Forschung. Auch seine Arbeit über kanonische

Formen (1904) wird noch immer zitiert, daneben leistete er
Beiträge in der Spieltheorie zu einem Zeitpunkt, als dieser
noch gar nicht der Anspruch einer mathematischen Theorie
zukam.

✍Prof. Dr. Joachim Rosenthal, geb. 1961, Professor für
angewandte Mathematik an der Universität Zürich mit den
Spezialgebieten Kodierungstheorie und Kryptologie. Er teil-
te 1982 an der Offenen Schweizer Meisterschaft den vierten
Rang und gewann mit der Schachgesellschaft Allschwil drei-
mal die Schweizerische Mannschaftsmeisterschaft, ehe er
1987 für 17 Jahre in die Vereinigten Staaten ging und in Ari-
zona und Indiana eine wissenschaftliche Karriere einschlug.

51. Lowenherz, Autographen und Ephemera



Hinweis: Das Quellenverzeichnis auf den nächsten acht Seiten
bezieht sich auf das ganze Werk, nicht nur das vorliegende Kapitel.
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quellenverzeichnis

Abkürzungen
ACB = American Chess Bulletin
BCM = British Chess Magazine
DSZ = Deutsche Schachzeitung
DWS = Deutsches Wochenschach
ICM = International Chess Magazine
LCM = Lasker’s Chess Magazine
SSZ = Schweizerische Schachzeitung
TNSB = Tijdschrift van den Nederlandschen Schaakbond
WSZ = Wiener Schachzeitung

Archive
Archiv David H. Lowenherz, New York (Nachlass Martha Lasker)
Archiv Emanuel Lasker Gesellschaft, Berlin
Archiv Landsberger Foundation, Pequannock (NJ)
Bibliothek der Polnischen Akademie der Wissenschaft, Kórnik
Cleveland Public Library, Ohio: Autographen-Sammlung
Cleveland Public Library, Ohio: Lasker Scrapbooks
Cleveland Public Library, Ohio: Photo Collection
Rueb Scrapbooks, Koninklijke Bibliotheek, Den Haag

Publizierte und unpublizierte Werke
1898. 1923–1933. Festschrift der Wiener Schachzeitung. Wien: Wiener

Schach-Zeitung, [1933]
Arnold Schönberg – Spiele, Konstruktionen, Bricolagen. Katalog zur Son-
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